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Статья содержит обзор современного состояния теоретико-игровых моделей 

рефлексивного принятия решений. Большинство концепций равновесия, используемых в 

теории игр, основываются на том, что параметры игры являются общим знанием, то есть, 

известны всем игрокам (агентам), всем агентам известно, что это всем известно и т.д. до 

бесконечности. В общем же случае агенты могут иметь различные представления о 

представлениях друг друга, что приводит к бесконечной (рефлексивной) структуре 

информированности. Для этого случая целесообразно использование концепции 

информационного равновесия. Статья содержит: описание рефлексивной модели, 

определение информационного равновесия, результаты исследования его свойств 

(существование, стабильность и др.) и решения для ряда случаев задачи о максимальном 

ранге рефлексии, а также некоторые примеры. 

 

The paper contains the survey of the game-theoretical models of reflexive decision-making. 

Most of equilibrium concepts, used in the game theory, require that the parameters of the game 

are common knowledge – all agents know it, all agents know that all agents know it and so on 

ad infinitum. In the general case the agents have different beliefs about beliefs of each other, 

thus an infinite (reflexive) belief structure appears. For this case the concept of informational 

equilibrium is fruitful. The paper is devoted to the formulation of the reflexive model, and 

contains conditions of the reflexive equilibrium existence and stability, solution of the 

reflexivity depth problem for some cases, and examples. 

 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Теоретико-игровые модели в настоящее время широко применяются для описания социально-

экономических систем (см., например, [1-3]). Многообразие экономических и социальных 

отношений обусловливает и многообразие постановок игровых задач. В настоящей работе 
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обсуждается информационный аспект принятия решений в конфликтной ситуации и, в частности, 

влияние взаимной информированности. 

Как известно [2, 3], игра Г0 в нормальной форме описывается, во-первых, кортежем 

Г0 = {N, (Xi)i ∈ N, (fi(⋅))i ∈ N}, включающим множество игроков (агентов) N = {1, 2, ..., n}, множества их 

допустимых действий (Xi)i ∈ N и совокупность целевых функций (fi(⋅))i ∈ N, fi: ∏
∈Nj

jX  → ℜ1, i ∈ N (здесь 

и далее ℜ1 – множество вещественных чисел), и, во-вторых – информированностью агентов, т.е. той 

информацией, которой они обладают на момент выбора своих действий. Традиционно в теории 

некооперативных игр предполагается, что агенты выбирают свои действия одновременно и 

независимо, а информация об игре Г0 является общим знанием (common knowledge – см., например, 

[2-7]), т.е. каждому агенту известен набор участников игры, все целевые функции и допустимые 

множества, а также известно, что это известно остальным агентам и им известно также о его 

информированности и т.д. до бесконечности. Можно сказать так: все агенты знают, в какую игру 

они играют, т. е. условия игры (правила, возможности и интересы участников) являются общим 

знанием. 

Для выбора действия в описанной ситуации каждый агент должен смоделировать действия 

других агентов, чтобы самому выбрать действие, максимизирующее целевую функцию 

(предположение о том, что агент, выбирая свое действие, пытается максимизировать целевую 

функцию с учетом всей имеющейся у него информации, называется гипотезой рационального 

поведения [2]). Это моделирование агентом хода мысли других агентов называется рефлексией [4-6]. 

И здесь, опять же, весьма существенную роль играет информированность агентов. 

Размышления агента о выборе своего действия включают в себя стратегическую рефлексию – 

какие действия выберут остальные? Размышления такого рода можно проводить различным 

образом, и исход игры, соответственно, будет разный. В настоящей работе мы будем исходить из 

наиболее распространенной на сегодняшний день концепции решения игры – равновесия Нэша. 

Равновесие Нэша – это ситуация, в которой каждый агент выбирает наилучшее для себя действие 

при фиксированных действиях остальных (или, иначе говоря, ситуация, в которой никто не может 

увеличить свой выигрыш, выбрав в одностороннем порядке другое действие). Более строго: вектор 

действий ),...,( **
1 nxx  называется равновесным по Нэшу, если Ni ∈∀   

),...,,,,...,(maxArg **
1

*
1

*
1

*
niiiiXxi xxxxxfx

ii
+−∈
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Существенным является следующее: чтобы вычислить свое равновесное по Нэшу действие, i-й 

агент должен знать все целевые функции и допустимые множества и быть уверенным, что и 

остальные игроки их знают и что они знают, что все остальные их знают и т.д. Таким образом, 

концепция равновесия Нэша существенно опирается на то обстоятельство, что условия игры 

являются общим знанием. 

Отметим, что в настоящее время существует ряд моделей, в которых стратегическая рефлексия 

является более сложной, чем в игре в нормальной форме Г0 (в том числе стратегическая рефлексия в 
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биматричных играх, рассмотрена в [5]). Среди них: иерархические игры [8], информационные 

расширения игр [9, 10], концепции связанного равновесия (correlated equilibrium) [3] и решения в 

угрозах-контругрозах [11]. Тем не менее, во всех этих моделях условия игры являются общим 

знанием. 

В отличие от кратко перечисленных выше моделей стратегической рефлексии в настоящей 

работе рассматривается модель, в которой не все параметры игры являются общим знанием. Для 

описания этой модели предположим, что выигрыши агентов зависят не только от их действий, но и 

от некоторого параметра θ ∈ Ω («состояния природы»), значение которого не является общим 

знанием, т.е. целевая функция i-го агента имеет вид ),...,,( 1 ni xxf θ , i ∈ N. Тогда стратегической 

рефлексии логически предшествует информационная рефлексия – размышления агента о том, что 

каждый агент знает (предполагает) о параметре θ, а также о предположениях (представлениях) 

других агентов и пр. Тем самым мы приходим к понятию структуры информированности агента, 

отражающей его информированность о неизвестном параметре, о представлениях других агентов и 

т.д. 

В [12] в рамках вероятностной информированности (представления агентов включают в себя 

следующие компоненты: вероятностное распределение на множестве состояний природы; 

вероятностное распределение на множестве состояний природы и распределениях на множестве 

состояний природы, характеризующих представления остальных агентов, и т. д.) было построено 

универсальное пространство возможных взаимных представлений (universal beliefs space). При этом 

игра формально сводится к некоей байесовой игре [2-5], решением которой является равновесие 

Байеса-Нэша, введенное Дж. Харшаньи [13]. 

В байесовых играх, во-первых, как правило, предполагается, что представления агентов 

(априорное распределение вероятностей состояний природы) являются общим знанием 

(возможность отказа от предположения об общем знании априорных вероятностей в байесовой игре 

обсуждается в [14]). Во-вторых, предложенная в [12] конструкция настолько громоздка, что найти 

решение «универсальной» байесовой игры в общем случае, по-видимому, невозможно (см. также 

[15]). 

Поэтому целесообразно рассматривать частный случай представлений агентов – точечную 

структуру информированности (у агентов имеются вполне определенные представления о значении 

неопределенного параметра; о том, каковы представления (также вполне определенные) остальных 

агентов, и т. д. [16]). Для нее можно формулировать определение конечной сложности, 

позволяющее, в свою очередь, конструктивно определить информационное равновесие [16], 

являющееся обобщением равновесия Нэша, и исследовать его свойства: существование [16, 17], 

стабильность [18] и др., а также решить ряд прикладных задач [5, 6, 19]. 
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2. СТРУКТУРА ИНФОРМИРОВАННОСТИ 

Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов. Если в ситуации присутствует неопределенный 

параметр θ ∈ Ω (будем считать, что множество Ω является общим знанием), то структура 

информированности Ii i-го агента включает в себя следующие элементы. Во-первых, представление 

i-го агента о параметре θ – обозначим его θi, θi ∈ Ω. Во-вторых, представления i-го агента о 

представлениях других агентов о параметре θ – обозначим их θij, θij ∈ Ω, j ∈ N. В-третьих, 

представления i-го агента о представлении j-го агента о представлении k-го агента – обозначим их 

θijk, θijk ∈ Ω, j, k ∈ N. И так далее. В результате мы получаем иерархию представлений i-го агента. 

Иначе говоря, структура информированности Ii i-го агента задается набором всевозможных 

значений вида 
ljij ...1

θ , где l пробегает множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 

ljij ...1
θ  ∈ Ω. 

Аналогично задается структура информированности I игры в целом – набором значений 
lii ...1

θ , 

где l пробегает множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 
ljij ...1

θ  ∈ Ω.. Подчеркнем, 

что структура информированности I «недоступна» наблюдению агентов, каждому из которых 

известна лишь некоторая ее часть. 

Таким образом, структура информированности – бесконечное n-дерево (т.е. тип структуры 

постоянен и является n-деревом), вершинам которого соответствует конкретная информированность 

реальных и фантомных (см. ниже) агентов. 

Рефлексивной игрой ГI назовем игру, описываемую следующим кортежем: 

ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, I}, 

где N – множество агентов, Xi – множество допустимых действий i-го агента, fi(⋅): Ω × X1 ×…× Xn  

→ ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, I – структура информированности. 

Следует отметить, что термин «рефлексивные игры» был введен В.А. Лефевром в 1965 г. (см. 

систематическое изложение предложенного им подхода в [4]). Однако в упомянутой работе 

содержится, в основном, качественное обсуждение эффектов рефлексии во взаимодействии 

субъектов, и никакой общей концепции решения для этого класса игр не предлагается. 

Таким образом, рефлексивная игра является обобщением понятия игры Г0 в нормальной форме 

на случай, когда информированность агентов отражена иерархией их представлений (структурой 

информированности I) о состоянии природы (остальные параметры игры являются общим знанием). 

В рамках принятого определения «классическая» игра в нормальной форме является частным 

случаем рефлексивной игры – игры с общим знанием. В «предельном» случае – когда состояние 

природы является общим знанием – предлагаемая в настоящей работе концепция решения 

рефлексивной игры (информационное равновесие – см. раздел 3) переходит в равновесие Нэша. 

Сделаем важное замечание: в настоящей работе мы ограничимся рассмотрением точечной 

структуры информированности, компоненты которой состоят лишь из элементов множества Ω. 
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Более общим случаем является, например, интервальная или вероятностная информированность (о 

последней см. введение). 

Для формулировки некоторых определений и свойств нам понадобятся следующие обозначения: 

Σ+ – множество всевозможных конечных последовательностей индексов из N; Σ – объединение Σ+ с 

пустой последовательностью; |σ| – количество индексов в последовательности σ  (для пустой 

последовательности принимается равным нулю). 

Если θi – представления i-го агента о неопределенном параметре, а θii – представления i-го 

агента о собственном представлении, то естественно считать, что θii = θi. Иными словами, i-й агент 

правильно информирован о собственных представлениях, а также считает, что таковы и другие 

агенты и т. д. Формально это означает, что выполнена аксиома автоинформированности, которую 

далее будем предполагать имеющей место: ∀ i ∈ N ∀ τ, σ ∈ Σ θτiiσ = θτiσ . 

Эта аксиома означает, в частности, что, зная θτ для всех τ ∈ Σ+, таких что |τ| = γ, можно 

однозначно найти θτ для всех τ ∈ Σ+, таких что |τ| < γ. 

Наряду со структурами информированности Ii, i∈N, можно рассматривать структуры 

информированности Iij (структура информированности j-го агента в представлении i-го агента), Iijk и 

т.д. Отождествляя структуру информированности с характеризуемым ею агентом, можно сказать, 

что, наряду с n реальными агентами (i-агентами, где i ∈ N) со структурами информированности Ii, в 

игре участвуют фантомные агенты (τ-агенты, где τ ∈ Σ+, |τ| ≥ 2) со структурами 

информированности Iτ = {θτσ}, σ ∈ Σ. Фантомные агенты, существуя в сознании реальных агентов, 

влияют на их действия, о чем пойдет речь далее. 

Определим существенное для дальнейших рассмотрений понятие тождественности структур 

информированности. 

Структуры информированности Iλ и Iµ (λ, µ ∈ Σ+) называются тождественными, если 

выполнены два условия: 

1. θλσ = θµσ для любого σ ∈ Σ; 

2. последние индексы в последовательностях λ и µ совпадают. 

Будем обозначать тождественность структур информированности следующим образом: Iλ = Iµ. 

Первое из двух условий в определении тождественности структур прозрачно, второе же требует 

некоторых пояснений. Дело в том, что далее мы будем обсуждать действие τ-агента в зависимости 

от его структуры информированности Iτ и целевой функции fi, которая как раз определяется 

последним индексом последовательности τ. Поэтому удобно считать, что тождественность структур 

информированности означает в том числе и тождественность целевых функций. 

Утверждение 1. Iλ = Iµ  ⇔ ∀ σ ∈ Σ   Iλσ = Iµσ . 

Доказательства утверждений 1-6 можно найти в [5, 16, 17]. 

Содержательный смысл утверждения 1 состоит в том, что тождественность двух структур 

информированности в точности означает тождественность всех их подструктур. 
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Следующее утверждение является, по сути, иной формулировкой аксиомы 

автоинформированности. 

Утверждение 2. ∀ i ∈ N  ∀ τ, σ ∈ Σ  Iτiiσ = Iτiσ . 

Определение тождественности структур информированности (как и последующие, приводимые 

в настоящем разделе) можно переформулировать так, чтобы соответствующее свойство структуры 

информированности выполнялось не объективно, а τ-субъективно – в представлении τ-агента 

(τ ∈ Σ+): структуры информированности Iλ и Iµ (λ, µ ∈ Σ+) называются τ-субъективно 

тождественными, если Iτλ = Iτµ. 

В дальнейшем будем формулировать определения и утверждения сразу τ-субъективно для τ ∈ Σ, 

имея в виду, что если τ – пустая последовательность индексов, то «τ-субъективно» означает 

«объективно». 

λ-агент называется τ-субъективно адекватно информированным о представлениях µ-агента 

(или, короче, о µ-агенте), если Iτλµ = Iτµ   (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). Будем обозначать τ-субъективную 

адекватную информированность λ-агента о µ-агенте следующим образом: Iλ >τ Iµ . 

Утверждение 3. Каждый реальный агент τ-субъективно считает себя адекватно 

информированным о любом агенте, т.е. ∀ i ∈ N  ∀ τ ∈ Σ  ∀ σ ∈ Σ+  Ii >τi Iσ . 

Содержательно утверждение 3 отражает тот факт, что рассматриваемая точечная структура 

информированности подразумевает наличие у каждого агента уверенности в своей адекватной 

информированности о всех элементах этой структуры. 

λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно взаимно информированными, если одновременно 

выполнены тождества Iτλµ = Iτµ ,   Iτµλ = Iτλ    (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 

Будем обозначать τ-субъективную взаимную информированность λ-агента и µ-агента 

следующим образом: Iλ ><τ Iµ . 

λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно одинаково информированными о σ-агенте, если 

Iτλσ = Iτµσ  (σ, λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 

Будем обозначать τ-субъективную одинаковую информированность λ-агента и µ-агента о σ-

агенте следующим образом: Iλ >σ<τ Iµ. 

λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно одинаково информированными, если ∀ i ∈ N  

Iτλi = Iτµi  (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 

Будем обозначать τ-субъективную одинаковую информированность λ-агента и µ-агента 

следующим образом: Iλ ~τ Iµ. 

Отметим, что отношения одинаковой информированности о каком-либо агенте и одинаковой 

информированности являются отношениями эквивалентности (т.е. рефлексивны, симметричны и 

транзитивны на множестве агентов). Покажем, что одинаковая информированность равносильна 

одинаковой информированности о любом агенте. 
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Утверждение 4. Iλ ~τ Iµ ⇔ ∀ σ ∈ Σ+  Iλ >σ<τ Iµ. 

Приведенные определения показывают, что описание ситуации в содержательных терминах 

адекватной, взаимной и одинаковой информированности могут быть описаны через тождество 

соответствующих структур информированности. Следующее утверждение касается связи введенных 

понятий друг с другом. 

Утверждение 5. Для любого τ ∈ Σ следующие три условия равносильны: 

1.) любые два реальных агента τ-субъективно являются взаимно информированными; 

2.) все реальные агенты τ-субъективно являются одинаково информированными; 

3.) для любого i ∈ N структура Iσi τ-субъективно зависит только от i. 

Т.е. для любого τ ∈ Σ выполнено: (∀ i, j ∈ N Ii ><τ Ij) ⇔ (I1~τ…~τ In) ⇔ (∀ i ∈ N ∀ σ ∈ Σ  Iτσi = Iτi). 

Понятие тождественности структур информированности позволяет определить их важное 

свойство – сложность. Заметим, что наряду со структурой I имеется счетное множество структур Iτ, 

τ ∈ Σ+, среди которых можно при помощи отношения тождественности выделить классы попарно 

нетождественных структур. Количество этих классов естественно считать сложностью структуры 

информированности. 

Будем говорить, что структура информированности I имеет конечную сложность ν = ν(I), если 

существует такой конечный набор попарно нетождественных структур {
1τI , 

2τI , …, 
ντI }, τl ∈ Σ+, 

l ∈ {1, …, ν}, что для любой структуры σI , σ ∈ Σ+, найдется тождественная ей структура 
l

Iτ  из 

этого набора. Если такого конечного набора не существует, будем говорить, что структура I имеет 

бесконечную сложность: ν(I) = ∞. 

Структуру информированности, имеющею конечную сложность, будем называть конечной. В 

противном случае структуру информированности будем называть бесконечной. 

Ясно, что минимально возможная сложность структуры информированности в точности равна 

числу участвующих в игре реальных агентов (напомним, что по определению тождественности 

структур информированности они попарно различаются у реальных агентов). 

Любой набор (конечный или счетный) попарно нетождественных структур Iτ, τ ∈ Σ+, такой, что 

любая структура Iσ, σ ∈ Σ+, тождественна одной из них, назовем базисом структуры 

информированности I. 

Если структура информированности I имеет конечную сложность, то можно определить 

максимальную длину последовательности индексов γ такую, что, зная все структуры Iτ, τ ∈ Σ+, 

|τ| =γ , можно найти и все остальные структуры. Эта длина в определенном смысле характеризует 

ранг рефлексии, необходимый для описания структуры информированности. 

Будем говорить, что структура информированности I, ν(I) < ∞, имеет конечную глубину γ = γ (I), 

если 

1. для любой структуры Iσ, σ ∈ Σ+, найдется тождественная ей структура Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| ≤γ ; 
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2. для любого целого положительного числа ξ, ξ <γ , существует структура Iσ, σ ∈ Σ+, не 

тождественная никакой из структур Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| =ξ . 

Если ν(I) = ∞, то и глубину будем считать бесконечной: γ(I) = ∞. 

Итак, введенный "язык" описания структур информированности является удобным средством 

анализа их свойств – одинаковой, адекватной, взаимной и другой информированности агентов. Имея 

описание структуры информированности, можно рассматривать процесс совместного принятия 

решений реальными и фантомными агентами, что приводит к понятию информационного 

равновесия. 

 

3. ИНФОРМАЦИОННОЕ РАВНОВЕСИЕ 

Если задана структура I информированности игры, то тем самым задана и структура 

информированности каждого из агентов (как реальных, так и фантомных). Выбор τ-агентом своего 

действия xτ в рамках гипотезы рационального поведения определяется его структурой 

информированности Iτ , поэтому, имея перед собой эту структуру, можно смоделировать его 

рассуждения и определить это его действие. Выбирая свое действие, агент моделирует действия 

других агентов (осуществляет рефлексию). Поэтому при определении исхода игры необходимо 

учитывать действия как реальных, так и фантомных агентов. 

Набор действий xτ
*, τ ∈ Σ+, назовем информационным равновесием, если выполнены следующие 

условия: 

1. структура информированности I имеет конечную сложность ν; 

2. +Σ∈∀ µλ ,   Iλ = Iµ ⇒ xλ
* = xµ

*; 

3. ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ 

(1) ),...,,,,...,,(maxArg *
,

*
1,

*
1,

*
1

*
niiiiiiiiiXxi xxxxxfx

ii
σσσσσσ θ +−∈

∈ . 

Первое условие в определении информационного равновесия означает, что в рефлексивной игре 

участвует конечное число реальных и фантомных агентов. 

Второе условие отражает требование того, что одинаково информированные агенты выбирают 

одинаковые действия. 

И, наконец, третье условие отражает рациональное поведение агентов – каждый из них 

стремится выбором собственного действия максимизировать свою целевую функцию, подставляя в 

нее действия других агентов, которые оказываются рациональными с точки зрения 

рассматриваемого агента в рамках имеющихся у него представлений о других агентах. 

В соответствии с условием 2 для определения информационного равновесия требуется решить, 

казалось бы, бесконечное (счетное) число уравнений и получить столько же значений xτ
*. Однако 

оказывается, что на самом деле число уравнений и значений конечно. 
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Утверждение 6. Если информационное равновесие xτ
*, τ ∈ Σ+, существует, то оно состоит из не 

более чем ν попарно различных действий, а в системе (1) содержится не более чем ν попарно 

различных уравнений. 

Таким образом, для нахождения информационного равновесия xτ
*, τ ∈ Σ+, достаточно записать ν 

условий (1) для каждого из ν попарно различных значений xτ
*, отвечающих попарно различным 

структурам информированности Iτ . 

Если все агенты являются одинаково информированными, то сложность структуры 

информированности минимальна и равна числу агентов. В этом случае система (1) переходит в 

определение равновесия Нэша, а информационное равновесие – в равновесие Нэша. 

Удобным инструментом исследования информационного равновесия является граф 

рефлексивной игры [5], в котором вершины соответствуют реальным и фантомным агентам (то есть, 

число вершин равно v – сложности структуры информированности), и в каждую вершину-агента 

входят дуги (их число на единицу меньше числа реальных агентов), идущие из вершин-агентов, от 

действий которых в субъективном равновесии зависит выигрыш данного агента. Граф рефлексивной 

игры может быть построен и без конкретизации целевых функций агентов. При этом он отражает 

если не количественное соотношение интересов, то качественное соотношение информированности 

рефлексирующих агентов, и является удобным и выразительным средством описания эффектов 

рефлексии. 

П р и м е р  1  ( О л и г о п о л и я  К у р н о ) .  Пусть имеются три агента с целевыми функциями 

следующего вида: ,
2

)(),,,(
2

321321
i

ii
xxxxxxxxf −−−−θ=θ  где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}; θ ∈ Ω = {1, 2}. 

Содержательно, xi – объем выпуска продукции i-м агентом, θ – спрос на производимую 

продукцию. Тогда первое слагаемое в целевой функции может интерпретироваться как выручка от 

продаж (произведение цены на объем продаж), а второе слагаемое – как затраты на производство. 

Для краткости будем называть агента, считающего, что спрос низкий (θ = 1), пессимистом, а 

считающего, что спрос высокий (θ = 2), – оптимистом.  

Пусть первые два агента – оптимисты, а третий – пессимист, причем все трое одинаково 

информированы. Тогда в соответствии с утверждением 5 для любого σ ∈ Σ выполняются тождества 

Iσ1 = I1, Iσ2 = I2, Iσ3 = I3 (в соответствии со свойством 2 определения информационного равновесия, 

аналогичные соотношения выполняются для равновесных действий xσ
*). Видно, что любая структура 

информированности тождественна одной из трех, образующих базис: {I1, I2, I3}. Поэтому сложность 

данной структуры информированности равна трем, а глубина равна единице. Граф рассматриваемой 

рефлексивной игры приведен на рисунке 1. 
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2 3 

 
Рис. 1. Граф рефлексивной игры в примере 1 (все агенты одинаково информированы) 

Действия агентов в ситуации информационного равновесия (являющегося параметрическим 

равновесием Нэша) будут следующими: x1
* = x2

* = 1/2, x3
* = 0. 

Рассмотрим другой вариант информированности: пусть первые два агента – оптимисты, а третий 

– пессимист, который считает всех трех агентов одинаково информированными пессимистами. 

Первые два агента одинаково информированы, причем оба они адекватно информированы о третьем 

агенте. Имеем: I1 ~ I2, I1 > I3, I2 > I3, I1 ~3 I2 ~3 I3. Эти условия можно записать в виде следующих 

тождеств, имеющих место для любого σ ∈ Σ (воспользуемся соответствующими определениями и 

утверждениями 1, 2, 5): 

I12σ = I2σ, I13σ = I3σ, I21σ = I1σ, I23σ = I3σ, I3σ1 = I31, I3σ2 = I32, I3σ3 = I3 

(Аналогичные соотношения выполняются для равновесных действий xσ
*). Левые части этих 

тождеств показывают, что любая структура Iσ при |σ|>2 тождественна некоторой структуре Iτ, |τ|<|σ|. 

Поэтому глубина структуры I не превосходит двух и, следовательно, она имеет конечную 

сложность. Правые части показывают, что базис образуют следующие структуры: {I1, I2, I3, I31, I32} 

(нетрудно убедиться, что они попарно различны). Таким образом, сложность данной структуры 

информированности равна пяти, а глубина равна двум. Граф рассматриваемой рефлексивной игры 

приведен на рисунке 2. 

 
 
 1 2 

3 

31 32 

 
Рис. 2. Граф рефлексивной игры в примере 1 (первые два агента – одинаково информированные 

оптимисты, а третий – пессимист, который считает всех трех агентов одинаково 

информированными пессимистами; первые два агента адекватно информированы о третьем 

агенте) 
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Действия реальных агентов в ситуации информационного равновесия будут следующими: 

x1
* = x2

* = 9/20, x3
* = 1/5. Видно, что, изменив лишь представления агентов о представлениях друг 

друга, можно повлиять на выбираемые ими действия. 

 

4. РЕГУЛЯРНЫЕ СТРУКТУРЫ ИНФОРМИРОВАННОСТИ И РЕФЛЕКСИВНЫЕ 

ОТОБРАЖЕНИЯ 

Будем рассматривать регулярные структуры информированности [5], для задания которых 

введем вспомогательное понятие регулярного конечного дерева (РКД), которое определим 

рекуррентно. Пусть в игре участвуют n агентов. Если (в простейшем случае) все агенты одинаково 

информированы [5], то структура информированности имеет сложность n и единичную глубину. 

Будем представлять эту ситуацию в виде дерева, состоящего из корневой вершины, n ребер и n 

висячих вершин. Далее РКД может «расти» следующим образом: к каждой висячей вершине τi, 

τ ∈ Σ, присоединяется ровно (n – 1) ребро, при этом возникает (n – 1) висячая вершина τij, 

j = 1, …, i – 1, i + 1, …, n. Построенное РКД будем интерпретировать так: если имеется висячая 

вершина τi, τ ∈ Σ, то τi-агент одинаково информирован с τ-агентом (если τ – пустая 

последовательность, то τi-агент является реальным, и его субъективные представления совпадают с 

объективными). 

Обозначим множество параметрических (параметр – вектор θ = (θ1, θ2, …, θn) ∈ Ω n) равновесий 

Нэша 

(2) EN(θ) = {{xi}i ∈ N ∈ X’ | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi, fi(θi, x1, …, xn) ≥ 

fi(θi, x1, …, xi-1, yi, xi+1, …, xn)}, 

а объединение этих множеств по всевозможным представлениям о значении состоянии природы 

обозначим U
n

n

nNN EE
Ω∈

=
)...,,,(

21
21

)...,,,(
θθθ

θθθ . 

Предположим, что на нижнем уровне {θτij}j ∈ N конечной регулярной структуры 

информированности имеет место субъективное общее знание фантомных агентов. Тогда с точки 

зрения τi-агента возможными являются равновесия их игры из множества EN({θτij}j ∈ N). Введем 

множество наилучших ответов i-го агента на выбор оппонентами действий из множества X-i при 

множестве Ω возможных состояний природы: 

BRi(Ω, X-i) = ),,(maxArg
,

iii
Xx Xx

xxf
ii

ii
−

Ω∈∈
∈

−−

θ
θ

U , i ∈ N, 

а также следующие величины и множества: EN = U
n

NE
Ω∈θ

θ )( , 0
iX  = Proji EN, i ∈ N, k

iX −  = ∏
≠ ij

k
jX , 

i ∈ N, k = 0, 1, 2, …, где 

(3) k
iX  = BRi(Ω, 1−

−
k
iX ), k = 1, 2, … , i ∈ N. 

Отображение BRi(⋅, ⋅): Ω × X-i → Xi называется рефлексивным отображением i-го агента, i ∈ N. 
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Утверждение 7. k
iX  ⊆ 1+k

iX , k = 0, 1, … , i ∈ N, то есть с ростом ранга рефлексии множества (3) 

возможных наилучших ответов агентов не сужаются. 

Доказательства утверждений 7 и 8 можно найти в [5]. 

Таким образом, информационное равновесие может быть вычислено следующим образом. Если 

на нижнем уровне конечной регулярной структуры информированности имеет место субъективное 

общее знание, то исходом игры соответствующих фантомных агентов будет параметрическое 

равновесие Нэша (2). Обозначим это равновесие g, g =(g1,  ,gn) ∈ X'. Тогда агенты следующего (более 

высокого) уровня выберут действия, являющиеся в рамках их информированности наилучшими 

ответами на обстановку, соответствующую этому равновесию. Аналогичным образом поступят 

агенты следующего уровня и т.д., вплоть до реальных агентов. Поясним описанную конструкцию на 

примере двух агентов. Если на нижнем уровне РКД имеется равновесие g, то с точки зрения, 

например, первого – реального – агента он должен выбрать действие 

x1 = BR1(θ1, BR2(θ12, … BRi(θ1τi , g-i))) (i = 1 или 2 в зависимости от четности глубины РКД). В общем 

же случае действия реальных и фантомных агентов будут описываться системой итерированных 

отображений (3), начальной точкой для которых будет параметрическое равновесие Нэша g, 

«сложившееся» на нижнем уровне РКД. 

Рассуждения о свойствах рефлексивных отображений оказываются существенными при 

рассмотрении задачи о максимальном целесообразном ранге рефлексии (ранг рефлексии агента на 

единицу меньше глубины структуры его информированности), в рамках которой для каждого 

реального агента требуется определить минимальный ранг рефлексии, при котором множество его 

равновесных действий охватывает все многообразие равновесных действий своих в рефлексивной 

игре (при различных вариантах структуры информированности). Данная задача является 

математической формулировкой вопроса о том, насколько сложную структуру информированности 

требуется сформировать управляющему органу – центру – при осуществлении информационного 

управления [5, 19] – воздействия на структуры информированности управляемых субъектов с целью 

добиться выбора ими требуемых действий как компонентов информационного равновесия. 

Рефлексивное отображение i-го агента называется стационарным, если k
iX  = 1+k

iX , k = 0, 1, … . 

Утверждение 8. Если рефлексивные отображения агентов стационарны, то максимальный 

целесообразный ранг рефлексии равен двум и множество действий i-го агента, которые могут быть 

реализованы как компоненты информационного равновесия, составляет 0
iX , i ∈ N. При этом 

множество информационных равновесий составляет E = ∏
∈Ni

iX 0 . 

Таким образом, если рефлексивные отображения стационарны, то при осуществлении 

информационного управления увеличивать ранг рефлексии, свыше второго, не имеет смысла. 
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5. СТАБИЛЬНОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ РАВНОВЕСИЕ 

Одним из основных особенностей «классического» равновесия Нэша является его 

самоподдерживающийся характер – если игра повторяется несколько раз, и все игроки кроме i-го 

выбирают одни и те же равновесные действия, то и i-му нет резона отклоняться от своего 

равновесного действия. Это обстоятельство очевидным образом связано с тем, что представления 

всех игроков о реальности являются адекватными. 

В случае информационного равновесия ситуация, вообще говоря, может быть иной. 

Действительно, в результате однократного разыгрывания игры может оказаться, что какие-то из 

игроков (или даже все) наблюдают не тот результат, на который они рассчитывали. Это может быть 

связано как с неверным представлением о состоянии природы, так и с неадекватной 

информированностью о представлениях оппонентов. В любом случае, самоподдерживающийся 

характер равновесия нарушается – если игра повторяется во второй раз, действия игроков могут 

измениться. 

Однако в некоторых случаях самоподдерживающийся характер равновесия может иметь место и 

при различных (и, вообще говоря, неверных) представлениях агентов. Говоря неформально, это 

происходит тогда, когда каждый агент (как реальный, так и фантомный) наблюдает тот результат 

игры, которого ожидает. Для формального описания нам понадобится дополнить описание 

рефлексивной игры. 

Дополним определение рефлексивной игры (см. выше), набором функций wi(⋅): Ω × X’ → Wi, 

i ∈ N, каждая из которых отображает вектор (θ, x) в элемент wi некоторого множества Wi. Этот 

элемент wi и есть то, что i-й агент наблюдает в результате разыгрывания игры. 

Функцию wi(⋅) будем называть функцией наблюдения i-го агента. Будем считать, что функции 

наблюдения являются общим знанием среди агентов. 

Если wi(θ, x) = (θ, x), т. е. Wi = Ω × X’, то i-й агент наблюдает как состояние природы, так и 

действия всех агентов. Если, напротив, множество Wi состоит из одного элемента, то i-й агент 

ничего не наблюдает.  

Пусть в рефлексивной игре существует информационное равновесие xτ , τ ∈ Σ+. Зафиксируем 

i ∈ N и рассмотрим i-го агента. Он ожидает в результате игры пронаблюдать величину 

(4) wi (θi, xi1, …, xi,i-1, xi, xi,i+1, …, xin). 

На самом же деле он наблюдает величину 

(5) wi (θ, x1, …, xi-1, xi, xi+1, …, xn). 

Поэтому требование стабильности для i-агента означает совпадение величин (4) и (5) (напомним, 

что эти величины являются элементами некоторого множества Wi). 

Пусть величины (4) и (5) равны, т. е. i-агент и после разыгрывания игры не сомневается в 

истинности своих представлений. Однако является ли это достаточным основанием для того, чтобы 
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он и в следующий раз выбрал то же действие xi? Ясно, что ответ отрицательный, что 

продемонстрируем на следующем примере. 

П р и м е р  2 .  Пусть в рефлексивной биматричной игре, где Ω = {1, 2}, выигрыши заданы 

биматрицами (агент 1 выбирает строку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}) на рисунке 3, и 

при этом второй агент считает общим знанием θ = 2, а первый агент знает реальное состояние 

природы θ = 1 и адекватно информирован о втором. Иными словами, θ = θ1 =1, θ2 = θ21 = 2. 

 

θ = 1               θ = 2 









)0,2()1,0(
)0,0()1,1(

     







)2,2()1,1(
)2,1()1,0(

 

Рис. 3. Матрицы выигрышей в примере 2 

 

Пусть, далее, каждый агент наблюдает свой выигрыш (и это является общим знанием). Для 

рассматриваемого примера граф рефлексивной игры имеет следующий вид: 1 ← 2 ↔ 21. 

Ясно, что информационным равновесием является набор x1 = x2 = x21 = 2, т. е. первый и второй 

агенты, а также 21-агент (первый агент в представлении второго) выбирают вторые действия. 

Однако реальное состояние природы θ = 1 становится известным второму агенту после розыгрыша 

игры (и получения им выигрыша 0 вместо ожидаемого 2). Поэтому в следующий раз второй агент 

выберет действие x2 = 1, что побуждает и первого агента изменить свое действие (выбрать x1 = 1). 

Таким образом, для стабильности равновесия необходимо чтобы и ij-агент, i, j ∈ N, наблюдал 

«нужную» величину. Он ожидает в результате игры пронаблюдать 

(6) wj (θij, xij1, …, xij,j-1, xij, xij,j+1, …, xijn). 

На самом же деле (т. е. i-субъективно, ведь ij-агент существует в сознании i-агента) он наблюдает 

величину 

(7) wj (θi, xi1, …, xi,j-1, xij, xi,j+1, …, xin).  

Поэтому требование стабильности для ij-агента означает совпадение величин (6) и (7). 

В общем случае, т. е. для τi-агента, τi ∈ Σ+, условие стабильности определим следующим 

образом. 

О п р е д е л е н и е . Информационное равновесие xτi , τi ∈ Σ+, будем называть стабильным при 

заданной структуре информированности I , если для любого τi ∈ Σ+ выполняется 

(8) wi (θτi, xτi1, …, xτi,i-1, xτi, xτi,i+1, …, xτin) = wi (θτ, xτ1, …, xτ,i-1, xτi, xτ,i+1, …, xτn). 

Информационное равновесие, не являющееся стабильным, будем называть нестабильным. В 

частности, информационное равновесие в примере 2 является нестабильным. 

Утверждение 9. Пусть структура информированности I имеет сложность ν, и существует 

информационное равновесие xτi, τi ∈ Σ+. Тогда система соотношений (8) содержит не более чем ν 

попарно различных условий. 
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Доказательства утверждений 9 и 10 можно найти в [18, 19]. 

 

6. ИСТИННЫЕ И ЛОЖНЫЕ РАВНОВЕСИЯ 

Стабильные информационные равновесия будем разделять на два класса – истинные и ложные 

равновесия. Определение предварим примером. 

П р и м е р  3 .  Рассмотрим игру, в которой участвуют три агента с целевыми функциями 

,)(),,,( 321
321

i

i
iii r

xxxxxxxxrf ++
−=  где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}. Целевые функции являются 

общим знанием с точностью до типов агентов – параметров ri > 0. Пусть r2 = r3 = r, 

r21 = r23 = r31 = r32 =c, при этом первый агент адекватно информирован о втором и третьем, а второй и 

третий считают всех трех одинаково информированными. Общим знанием является также 

следующее: каждый игрок знает свой тип и наблюдает сумму действий оппонентов. Граф 

соответствующей рефлексивной игры приведен на рисунке 4. 

 
 

2 21 

2 

2 23 

2 1 

2 21 

2 

2 23 

 
Рис. 4. Граф рефлексивной игры в примере 3 

 

Нетрудно вычислить единственное информационное равновесие этой игры: 

(9) x2 = x3 = (3 r – 2 с) / 4, 

      x21 = x23 = x31 = x32 = (2 c – r) / 4, 

      x1 = (2 r1 – 3 r + 2 с) / 4.  

Условия стабильности (8) в данном случае выглядят следующим образом: 

(10) x21 + x23 = x1 + x3,  x31 + x32 = x1 + x2. 

В (10) входят только условия для 2- и 3-агентов, поскольку для 1-, 21-, 23-, 31-, 32-агентов они 

тривиальны. 

Подставляя (9) в (10), получаем, что необходимым и достаточным условием стабильности 

является выполнение равенства 

(11) 2 с = r1 + r. 

Пусть условие (11) выполнено. Тогда равновесные действия реальных агентов таковы: 

(12) x2 = x3 = (3 r – r1) / 4,  x1 = (3 r1 – 2 r ) / 4. 
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Предположим теперь, что типы агентов стали общим знанием. Нетрудно убедиться, что в случае 

общего знания единственным равновесием будет (12). 

Таким образом, при выполнении условия (11) имеет место несколько парадоксальная ситуация. 

Представления второго и третьего агентов не соответствуют действительности, однако их 

равновесные действия (12) в точности такие, как были бы в случае общего знания. Назовем такое 

стабильное информационное равновесие истинным. 

О п р е д е л е н и е .  Пусть набор действий xτi, τi ∈ Σ+, является стабильным информационным 

равновесием. Будем называть его истинным равновесием, если набор (x1, …, xn) является 

равновесием в условиях общего знания о состоянии природы θ  (или о наборе типов (r1, …, rn)). 

Из приведенного определения, в частности, следует, что в условиях общего знания любое 

информационное равновесие является истинным. Рассмотрим еще один случай, когда этот факт 

имеет место. 

Утверждение 10. Пусть целевые функции агентов имеют следующий вид: 

fi (ri, x1, …, xn) = ϕi (ri, xi, wi(x-i)), 

где wi – функция наблюдения (содержательно это означает следующее: выигрыш каждого агента 

зависит от его типа, его действия и функции наблюдения, зависящей от действий остальных агентов, 

но не от их типов). Тогда любое стабильное равновесие является истинным. 

О п р е д е л е н и е .  Стабильное информационное равновесие, не являющееся истинным, назовем 

ложным. 

Таким образом, ложное равновесие – это такое стабильное информационное равновесие, которое 

не является равновесием в условиях общего знания. 

П р и м е р  4 .  Пусть в рефлексивной биматричной игре, где Ω = {1, 2}, выигрыши заданы 

биматрицами (агент 1 выбирает строку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}) на рисунке 5. 

 

θ = 1                 θ = 2 









)3,3()4,1(
)1,4()2,2(

     







)1,1()0,3(
)3,0()2,2(

 

Рис. 5. Матрицы выигрышей в примере 4 

 

Пусть, далее, в реальности  θ = 2, однако оба агента считают общим знанием θ = 1. Граф 

соответствующей рефлексивной игры (точнее – игры в нормальной форме, так как имеет место 

общее знание среди реальных агентов) имеет вид 1 ↔ 2. Каждый агент наблюдает пару (x1, x2), 

которая и является функцией наблюдения. 

Информационным равновесием является выбор каждым агентом действия 1. Если бы общим 

знанием было бы реальное состояние природы, равновесным был бы выбор каждым агентом 
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действия 2. Таким образом, выигрыши агентов в информационном равновесии оказываются 

большими, чем если бы общим знанием было реальное состояние природы. 

 

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, рефлексивные игры позволяют описывать интерактивное взаимодействие 

агентов, которые принимают решения на основе иерархии своих представлений о существенных 

параметрах, представлениях других агентов и т.д. Ключевыми понятиями являются следующие (см. 

корректные определения выше): 

- фантомный агент – существующий в представлении реального или другого фантомного агента 

и наделяемый в рамках этих представлений определенной информированностью; 

- информационная структура – бесконечное дерево, отражающее взаимную информированность 

агентов (реальных и фантомных); 

- информационное равновесие – равновесие рефлексивной игры (то есть обобщение равновесия 

Нэша на случай некооперативной игры реальных и фантомных агентов при заданной структуре 

информированности); 

- стабильное информационное равновесие, в котором каждый агент (как реальный, так и 

фантомный) наблюдает тот результат игры, которого ожидает; 

- ложное равновесие – такое стабильное информационное равновесие, которое не является 

равновесием в условиях общего знания; 

- граф рефлексивной игры – удобный инструмент исследования свойств последней и 

выразительное средство описания информационной структуры и взаимодействия агентов. 

В рамках описанный моделей появляется возможность исследования зависимости 

информационного равновесия и выигрышей агентов от их информированности (в том числе – рангов 

рефлексии) и, в частности, определения максимального целесообразного в той или иной ситуации 

ранга рефлексии. 

Кроме того, имея зависимость информационного равновесия от структуры информированности, 

можно ставить и решать задачи рефлексивного (информационного) управления – определения той 

структуры информированности, при которой управляемые субъекты оказываются в требуемом 

равновесии. 

Перечисленное выше относится к уже полученным результатам, которые отнюдь не следует 

считать исчерпывающими. В качестве перспективных направлений дальнейших исследований 

следует, в первую очередь, выделить изучение динамических (в том числе – в развернутой форме) и 

иерархических рефлексивных игр, а также рассмотрение структур информированности, в которых 

информация описывается множеством возможных значений неопределенного параметра, или 

распределением вероятностей, или функцией принадлежности и т.д., и существуют ограничения на 

непротиворечивые комбинации информированности агентов. 
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В заключение отметим, что имеющиеся на сегодняшний день результаты теоретического 

исследования моделей рефлексивного принятия решений уже находят широкое применение при 

разработке прикладных моделей [5, 6, 19]. 
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