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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äèíàìè÷íûå èçìåíåíèÿ âñåé îáùåñòâåííîé æèçíè, õàðàêòåðèçóþùèå íàøó
ðîññèéñêóþ äåéñòâèòåëüíîñòü â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòè ëåò � ñîöèàëüíàÿ ïå-
ðåñòðóêòóðèçàöèÿ, ìíîãîóêëàäíîñòü ýêîíîìèêè, ïîÿâëåíèå ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ
ñîöèàëüíûõ îðãàíèçàöèé � ïðèâåëè ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ ðîëè è óñëîæ-
íåíèþ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì âñå áîëåå î÷åâèäíûì ñòàíîâèòñÿ ôàêò çàâè-
ñèìîñòè óñïåøíîñòè ïðîöåññîâ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, îáåñïå-
÷åíèÿ ñòàáèëèçàöèè ðàçâèòèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âñåé îáùåñòâåííîé ñèñòåìû
íå òîëüêî îò îïòèìèçàöèè ñàìîãî ìåõàíèçìà óïðàâëåíèÿ, íî è îò ïîâûøåíèÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè äåÿòåëüíîñòè ñóáúåêòîâ èñïîëíåíèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì.
[53]).

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì (ïåðñîíàëîì) îïðåäåëÿåòñÿ, ñ
îäíîé ñòîðîíû, èçìåíåíèåì ñàìèõ ïðèíöèïîâ óïðàâëåíèÿ íà óðîâíå ãîñóäàðñòâåí-
íûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèìñÿ ïðåæäå âñåãî â ïåðåðàñïðåäåëåíèè îòâåòñòâåííîñòè
ìåæäó âûñøèìè è íèæåëåæàùèìè óðîâíÿìè óïðàâëåíèÿ; ïîÿâëåíèåì íîâîãî òè-
ïà ñîöèàëüíûõ îðãàíèçàöèé, ðóêîâîäñòâî êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ÷à-
ñòè÷íîãî èëè ïîëíîãî äåëåãèðîâàíèÿ îòâåòñòâåííîñòè ñîáñòâåííèêàìè. Ýòî ñóùå-
ñòâåííî ïîâûñèëî òðåáîâàíèÿ ê óðîâíþ ïðîôåññèîíàëèçìà ðàáîòíèêîâ óïðàâëå-
íèÿ, èõ îáùèì è ñïåöèàëüíûì ñïîñîáíîñòÿì, çíàíèÿì è óìåíèÿì.

Ñîãëàñíî [53], áîëåå 80% îïðîøåííûõ ðóêîâîäèòåëåé âûñøåãî óïðàâëåí÷åñêî-
ãî çâåíà ôèðì, ïðåäïðèÿòèé, îðãàíèçàöèé, àäìèíèñòðàòèâíûõ óïðàâëåí÷åñêèõ
ñòðóêòóð íà ïåðâîå ìåñòî â ÷èñëå ïðîáëåì, ñ êîòîðûìè èì ïðèõîäèòñÿ ñòàëêè-
âàòüñÿ, ñòàâÿò ïîäáîð ÷ëåíîâ óïðàâëåí÷åñêîé êîìàíäû, ïîèñê ëþäåé, ñïîñîáíûõ
ê ýôôåêòèâíîìó âçàèìîäåéñòâèþ â õîäå ðåàëèçàöèè óïðàâëåí÷åñêèõ ôóíêöèé.
64% ðóêîâîäèòåëåé ñ÷èòàþò, ÷òî óñïåõ âîçãëàâëÿåìîé îðãàíèçàöèîííîé ñòðóêòó-
ðû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî ïîäîáðàíû áëèæàéøèå ïîìîùíè-
êè, êàæäûé òðåòèé îïðîøåííûé ðóêîâîäèòåëü îòìå÷àåò, ÷òî èìååò îïðåäåëåííûå
òðóäíîñòè â èõ ïîäáîðå, 77% íå âëàäåþò íàâûêàìè îöåíêè óïðàâëåí÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà, 52% îòìå÷àþò ó ñåáÿ îòñóòñòâèå ñïåöèàëüíûõ ïñèõîëîãè÷åñêèõ çíàíèé,
à 47% ñ÷èòàþò íåîáõîäèìûì ñïåöèàëüíî ïîäãîòàâëèâàòü ñïåöèàëèñòîâ óïðàâëå-
íèÿ äëÿ ïðàâèëüíî âûáîðà èìè ñâîåãî áëèæàéøåãî îêðóæåíèÿ è ïðàâèëüíîé èõ
ðàññòàíîâêè.

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî
åñëè ðàíåå òðàäèöèîííî öåíòðàëüíîé ôèãóðîé â èññëåäîâàíèÿõ âîïðîñà ïîâû-
øåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåí÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè âûñòóïàë ðóêîâîäèòåëü, òî
òåïåðü âñå áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò èçó÷åíèå åãî îêðóæåíèÿ, êîòîðîå â çíà-
÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåò è ñïåöèôèêó óïðàâëåí÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, è ñòèëü
óïðàâëåíèÿ, è õàðàêòåð âçàèìîîòíîøåíèé â îðãàíèçàöèè, à â êîíå÷íîì ñ÷åòå è
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ñòàáèëüíîñòü îðãàíèçàöèîííîé ñòðóêòóðû, è ýôôåêòèâíîñòü äåÿòåëüíîñòè ó÷ðå-
æäåíèÿ èëè îðãàíèçàöèè â öåëîì.

Âñå ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ýôôåêòèâíî äåéñòâóþùåé
óïðàâëåí÷åñêîé êîìàíäû âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñòðóêòóðå ïðîôåññèîíàëèçìà
ðóêîâîäèòåëåé ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ âûñòóïàåò ñïîñîáíîñòü îïòèìàëüíî ôîðìèðî-
âàòü áëèæàéøåå îêðóæåíèå â îðãàíèçàöèè, íà îñíîâå ðåàëüíîé îöåíêè ëè÷íîñò-
íûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ êà÷åñòâ ðàáîòíèêîâ, èõ óïðàâëåí÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è
ëè÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïåðñîíàëîì ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè: çàäà÷à
óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ôèêñè-
ðîâàííûì ñîñòàâîì.

Â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé â ïðåäïîëîæåíèè ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà
(íàáîð ñîòðóäíèêîâ ñ èçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè) òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëü-
íóþ ñòðóêòóðó àêòèâíîé ñèñòåìû (ñâÿçè è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîòðóäíèêàìè).

Â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì îïðåäåëÿåòñÿ íàèëó÷øèé ñîñòàâ ðàáîòíèêîâ (â
ïðåäïîëîæåíèè çàäàííîé ñòðóêòóðû, ò.å. øòàòíîãî ðàñïèñàíèÿ, è ìíîæåñòâà âîç-
ìîæíûõ ñîòðóäíèêîâ).

Â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå ôóíê-
öèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè, ïðè óñëîâèè ôèêñè-
ðîâàííîãî ñîñòàâà è ñòðóêòóðû (ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ðåøåíà).

Âñå òðè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïåðñîíàëîì äîëæíû ðåøàòüñÿ îäíîâðåìåííî, ÷òî â
ñèëó ñëîæíîñòè êàæäîé èç çàäà÷ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íàèáîëåå ïðîñòîé
ñ òî÷êè çðåíèÿ íåçàâèñèìîñòè îò äðóãèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì,
ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð îïòèìèçàöèîííûõ è òåîðåòèêî-èãðîâûõ
çàäà÷. Ðàâíîâåñèåì â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ÿâëÿòüñÿ òàêîå ðåøåíèå çàäà÷, ïðè
êîòîðîì èçìåíÿÿ ðåøåíèå îäíîé èç íèõ íåëüçÿ äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèÿ ïðèáûëè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå òðè çàäà÷è ðåøèòü îäíîâðåìåííî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì, åñòåñòâåííî ðåøàòü êàæäóþ èç çàäà÷ â îòäåëüíîñòè.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè è ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (àêòèâíûìè ñèñòåìàìè � ÀÑ) ðàññìàòðèâàþòñÿ çà-
äà÷è óïðàâëåíèÿ (ïëàíèðîâàíèÿ, ñòèìóëèðîâàíèÿ è äð. [11]) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ñîñòàâ ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè � ñîñòàâ), òî åñòü íàáîð
óïðàâëÿþùèõ îðãàíîâ � öåíòðîâ � è óïðàâëÿåìûõ ñóáúåêòîâ � àêòèâíûõ ýëå-
ìåíòîâ1 (ÀÝ), ôèêñèðîâàí. Êîëü ñêîðî èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà ÀÑ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è óïðà-

âëåíèÿ ñîñòàâîì àêòèâíîé ñèñòåìû, òî åñòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
(â îãîâàðèâàåìîì íèæå ñìûñëå) íàáîðà ÀÝ, êîòîðûõ ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ñèñòåìó,
è òåõ èõ äåéñòâèé, âûáîð êîòîðûõ íàèáîëåå âûãîäåí äëÿ öåíòðà2 (èëè öåíòðîâ,

1Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõóðîâíåâûõ àêòèâíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ

îäèí èëè íåñêîëüêèõ öåíòðîâ íà âåðõíåì óðîâíå èåðàðõèè è îäèí èëè íåñêîëüêèõ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ

íà íèæíåì. Ìíîãîóðîâíåâûå ÀÑ èññëåäîâàëèñü â [44]. Èçó÷åíèå çàäà÷ ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû

ìíîãîóðîâíåâîé ÀÑ äîëæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì äâóõóðîâíå-

âûõ ÀÑ è ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
2Ïîáóæäåíèå ÀÝ ê âûáîðó îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ "êëàññè÷åñêîé" çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ

ÀÑ, òî åñòü çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì.
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åñëè ïîñëåäíèõ íåñêîëüêî). Åñëè èìååòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì,
òî ñëåäóþùèì øàãîì ìîæåò áûòü ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñòðóê-
òóðû ÀÑ (ñì. ðèñóíîê 1) � îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà óðîâíåé èåðàðõèè, ðàñïðåäåëåíèÿ
ó÷àñòíèêîâ ÀÑ ïî óðîâíÿì, îïðåäåëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó íèìè è ò.ä.
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Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé ÀÑ

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ
(ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðå)

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì
ñîñòàâîì ÀÑ

Ðèñ. 1. Âëîæåííîñòü çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÀÑ

Òàêèì îáðàçîì, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ðàáîòîé ôèðìû
ìîæíî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå: çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì
ñîñòàâîì, çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ñîñòàâîì, çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé.

(1) Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì çàêëþ÷àåòñÿ â íàçíà-
÷åíèè îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåãî
ðåçóëüòàòà ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòàâå è ñòðóêòóðå ÀÑ. Ñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, âõîäèò çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ. Âî
ìíîãîì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è çàâèñèò îò àêòèâíîé ñèñòåìû â öåëîì: èí-
ôîðìèðîâàííîñòè ó÷àñòíèêîâ, íàëè÷èÿ ðàçíîãî âèäà íåîïðåäåëåííîñòåé,
è ò.ä.

(2) Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îïòèìàëü-
íîãî íàáîðà ñîòðóäíèêîâ ÀÑ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðóêòóðà âñåé àêòèâíîé
ñèñòåìû çàäàíà, è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ óæå ðåøåíà (äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî ñîñòàâà ìû äîëæíû óìåòü îïðåäåëÿòü ýôôåêòèâíîñòü òîãî èëè
èíîãî ñîñòàâà ðàáîòíèêîâ).

(3) Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îïòèìàëü-
íîé ñòðóêòóðû ôèðìû. Óæå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñòðóêòóðîé áóäóò îïðå-
äåëåíû ñâÿçè è èñïîëíèòåëè. Äàííàÿ çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, ðåøàåòñÿ ïîñëå
ðåøåíèÿ çàäà÷ î íàçíà÷åíèè, ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà è óïðàâëåíèÿ ñîñòà-
âîì.

Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé çàäà÷ óïðàâëå-
íèÿ ñîñòàâîì ÀÑ.
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Ìîäåëè è ìåõàíèçìû ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëèñü â òà-
êèõ ðàçäåëàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ 3 êàê òåîðèÿ àêòèâíûõ ñèñòåì (ÒÀÑ) è òåîðèÿ
êîíòðàêòîâ, à òàêæå â ýêîíîìèêå òðóäà è ýêîíîìèêå îðãàíèçàöèé.

Â òåîðèè êîíòðàêòîâ [7] èññëåäîâàëèñü ìîäåëè îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷è-
ñëà ðàáîòíèêîâ (â îñíîâíîì, îäíîðîäíûõ) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ñîãëàñîâàííîñòè ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ è ðåçåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû [45]. Îáû÷íî â ðàáîòàõ çàðóáåæíûõ
àâòîðîâ ïî òåîðèè êîíòðàêòîâ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ êîíòðàêòà
áóäóùåå çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû (âíåøíåãî íåîïðåäåëåííîãî ôàêòîðà, îïðå-
äåëÿþùåãî óñëîâèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ) íåèçâåñòíî íè öåíòðó, íè ïîòåíöèàëü-
íûì ðàáîòíèêàì, íî îíè èìåþò î íåì èíôîðìàöèþ â âèäå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Çàäà÷à öåíòðà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòè âîçíàãðàæäåíèÿ
ðàáîòíèêîâ îò ðåçóëüòàòîâ èõ äåÿòåëüíîñòè èëè äåéñòâèé (ïðè÷åì ðàáîòíèêè, êàê
ïðàâèëî, ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè) è ÷èñëà ðàáîòíèêîâ, íàíèìàåìûõ â çàâèñèìî-
ñòè îò ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû, êîòîðûå ìàêñèìèçèðîâàëè áû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà ïðè óñëîâèè, ÷òî âñåì ïðèíÿòûì íà ðàáîòó ãàðàí-
òèðóåòñÿ óðîâåíü ïîëåçíîñòè íå ìåíüøèé ðåçåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû (ïðè ýòîì
ìîæåò äîáàâëÿòüñÿ óñëîâèå îáåñïå÷åíèÿ öåíòðîì îïðåäåëåííûõ ãàðàíòèé äëÿ áåç-
ðàáîòíûõ). Îòìåòèì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ñóùåñòâåííî ïðîùå (òàê êàê
íå ó÷èòûâàåòñÿ àêòèâíîñòü ðàáîòíèêîâ), ÷åì áàçîâàÿ ìîäåëü òåîðèè êîíòðàêòîâ, â
êîòîðîé ôèãóðèðóåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå âûáîðà ÀÝ äåéñòâèÿ, ìàêñèìèçèðó-
þùåãî åãî îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü ïðè çàäàííîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ [50]. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
ÀÑ, ó÷èòûâàþùèå àêòèâíîñòü âñåõ åå ó÷àñòíèêîâ.

Â ðàìêàõ ýêîíîìèêè òðóäà [55] îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îïðåäåëÿþùèé îïòèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ðàáîòíèêîâ, îòðàæàåò ðàâåíñòâî ïðîèçâîäèìîãî èìè ïðåäåëüíî-
ãî ïðîäóêòà (ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè) è ïðåäåëüíûõ çàòðàò íà èõ ïðè-
âëå÷åíèå è óäåðæàíèå (ñì. îáñóæäåíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýêîíîìèêîé òðóäà è
çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìàìè â [2]). Êîëè÷åñòâî äîïîëíè-
òåëüíîé ïðîäóêöèè (äîõîäà) ∆H(n), êîòîðîå ïîëó÷àåò ôèðìà, íàíèìàÿ îäíîãî äî-
ïîëíèòåëüíîãî (ñâåðõ n óæå ðàáîòàþùèõ) ðàáîòíèêà (åäèíèöó òðóäà), íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëüíûì ïðîäóêòîì òðóäà4. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ("çàêîí óìåíüøåíèÿ ïðåäåëü-
íîé îòäà÷è" èëè "ïðåäåëüíîãî äîõîäà"), ÷òî ïðåäåëüíûé ïðîäóêò òðóäà óáûâàåò
ñ ðîñòîì ÷èñëà íàíÿòûõ ðàáîòíèêîâ (òî åñòü ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà âîãíóòà).
Ñîäåðæàòåëüíûå èíòåðïðåòàöèè ïîäîáíûõ ïðåäïîëîæåíèé î÷åâèäíû.

Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ∆σ(n) åñòü çàòðàòû öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå ïðè ïðè-
åìå íà ðàáîòó n+1-ãî ðàáîòíèêà. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ("çàêîí âîçðàñòàíèÿ ïðåäåëü-
íûõ èçäåðæåê"), ÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà íàíÿòûõ
ðàáîòíèêîâ (òî åñòü ôóíêöèÿ çàòðàò öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå âûïóêëà).

3Ìû íå áóäåì ïðîâîäèòü îáçîðà è àíàëèçà îáøèðíîãî êëàññà çàäà÷ î íàçíà÷åíèè è èõ ìîäèôèêàöèé,

ðåøàåìûõ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé [15], â òîì ÷èñëå ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì

îðãàíèçàöèîííûõ ñèñòåì [9].
4Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûé ïðîäóêò ëþáîãî èíäèâèäà íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì òîëüêî ëèøü

åãî êà÷åñòâ, à çàâèñèò îò ÷èñëà óæå íàíÿòûõ ðàáîòíèêîâ, îáùåãî êàïèòàëà ôèðìû, èñïîëüçóåìîé òåõ-

íîëîãèè è ò.ä.
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Óñëîâèå ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè (ðàçíîñòè ìåæäó äîõîäîì öåíòðà è åãî çàòðà-
òàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå) òðåáóåò, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà ìàêñèìàëüíà. Äëÿ ýòîãî
ñëåäóåò5 èçìåíÿòü ÷èñëî çàíÿòûõ (óâåëè÷èâàòü, åñëè ïðåäåëüíûé äîõîä ïðåâû-
øàåò ïðåäåëüíûå èçäåðæêè, è óìåíüøàòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå) äî òåõ ïîð, ïîêà
ïðåäåëüíûé äîõîä íå áóäåò ðàâåí ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì.

Â ýêîíîìèêå îðãàíèçàöèé ïðèíÿò ñëåäóþùèé îáùèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà îðãàíèçàöèè (ñì. ññûëêè â [45]). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùå-
ñòâóåò ðûíîê � êàê ñèñòåìà îáìåíà ïðàâ ñîáñòâåííîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýêî-
íîìè÷åñêèå àãåíòû îáúåäèíÿþòñÿ â îðãàíèçàöèè, âçàèìîäåéñòâóþùèå íà ðûíêå.
Îáúÿñíåíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ îðãàíèçàöèé ñëóæèò íåîáõîäèìîñòü
êîìïðîìèññà ìåæäó òðàíçàêöèîííûìè èçäåðæêàìè è îðãàíèçàöèîííûìè èçäåðæ-
êàìè (îðãàíèçàöèîííûå èçäåðæêè ñâÿçàíû ñ îáðàçîâàíèåì îðãàíèçàöèé, òðàíçàê-
öèîííûå � ñ íåîáõîäèìîñòüþ îñóùåñòâëåíèÿ òðàíçàêöèé ìåæäó àãåíòàìè).

Ê òðàíçàêöèîííûì èçäåðæêàì îòíîñÿò:

• èçäåðæêè âû÷ëåíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ òî÷íîãî îïðåäåëå-
íèÿ èíäèâèäóàëüíîãî âêëàäà êàæäîãî ýëåìåíòà áîëüøîé ñèñòåìû, òî åñòü
îðãàíèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåò àãðåãèðîâàíèå èíôîðìàöèè;

• èíôîðìàöèîííûå èçäåðæêè: îðãàíèçàöèÿ ñîêðàùàåò ýòîò âèä èçäåðæåê
ïóòåì ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ïåðåðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè;

• èçäåðæêè ìàñøòàáà: â ñëó÷àå ðûíêà èíñòèòóöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ òðå-
áóþò íàñòîëüêî âûñîêîãî óðîâíÿ äåòàëèçàöèè ðåãëàìåíòèðîâàíèÿ äåÿ-
òåëüíîñòè, ÷òî ïîñëåäíèé íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ñïåöèàëèçàöèè â ðàìêàõ
îðãàíèçàöèé;

• èçäåðæêè ïîâåäåíèÿ: ñîãëàñîâàíèå èíòåðåñîâ, íàêàçàíèå çà îòêëîíåíèÿ è
ò.ä. ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåííûìè çàòðàòàìè;

• èçäåðæêè ñòàáèëèçàöèè, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ êîîðäèíàöèè â óñëî-
âèÿõ íåâîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùåãî ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû, âíåøíåé ñðåäû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îðãàíèçàöèîííûå èçäåðæêè îïðåäåëÿþòñÿ "çàòðàòàìè íà êîîðäèíàöèþ" âíó-
òðè îðãàíèçàöèè, êîòîðûå ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì åå ðàçìåðîâ.

Òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè ïðåïÿòñòâóþò ðûíêó çàìåñòèòü ñîáîé îðãàíèçà-
öèþ, à îðãàíèçàöèîííûå èçäåðæêè ïðåïÿòñòâóþò îðãàíèçàöèè çàìåñòèòü ñîáîé
ðûíîê. Îñíîâíàÿ èäåÿ (êà÷åñòâåííàÿ), èñïîëüçóåìàÿ â ýêîíîìèêå îðãàíèçàöèé ïðè
îáñóæäåíèè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òàê êàê è ïåð-
âûå, è ïîñëåäíèå èçäåðæêè çàâèñÿò îò ðàçìåðà îðãàíèçàöèè è åå ñòðóêòóðû, òî,
òåîðåòè÷åñêè, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû îðãàíèçàöèè, ïðè
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ óðàâíîâåøèâàíèå óïîìÿíóòûõ òåíäåíöèé çàìåùåíèÿ.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ òåîðèè àê-
òèâíûõ ñèñòåì.

5Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ýêîíîìè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè, òî â ðàìêàõ ââåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèé öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ öåíòðà èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì ïî ÷èñëó ÀÝ (êàê ðàçíîñòü ìåæäó âîãíóòîé ôóíêöèåé

äîõîäà è âûïóêëîé ôóíêöèåé çàòðàò íà ñòèìóëèðîâàíèå). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åå ìàêñèìèçàöèè íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî îáðàùåíèÿ â íîëü ïðîèçâîäíîé, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé

ïðîèçâîäíûõ ñëàãàåìûõ, òî åñòü ðàâåíñòâó ïðåäåëüíîãî äîõîäà è ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê.
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Âïåðâûå â òåîðèè àêòèâíûõ ñèñòåì çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ ðàññìà-
òðèâàëèñü â ðàáîòå [3] äëÿ ñëó÷àÿ íàçíà÷åíèÿ ïðîåêòîâ. Âîîáùå, çàäà÷à î íàçíà-
÷åíèè ñ íåèçâåñòíûìè öåíòðó è ñîîáùàåìûìè åìó àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ïàðàìå-
òðàìè ýôôåêòèâíîñòè èõ äåÿòåëüíîñòè íà ðàçëè÷íûõ äîëæíîñòÿõ íåîäíîêðàòíî
ïðèâëåêàëà âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé, îñîáåííî â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè
� òàê íàçûâàåìûå ñëîæíûå êîíêóðñû èñïîëíèòåëåé è äð. (ñì. [12]).

Â ðàáîòå [14] ðàññìîòðåíà ìîäåëü äèíàìèêè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ìåæäó íåñêîëü-
êèìè ïðåäïðèÿòèÿìè â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé îïëàòû òðóäà è íåäåíåæíûõ ôàê-
òîðîâ âîçíàãðàæäåíèÿ ðàáîòíèêîâ.

Íåñêîëüêî ìîäåëåé, â êîòîðûõ îïðåäåëÿëîñü îïòèìàëüíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ èí-
ôîðìàöèîííîé íàãðóçêè íà öåíòð ÷èñëî ÀÝ, êîòîðûõ ñëåäóåò âêëþ÷àòü â ÀÑ,
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [44] ïðè èçó÷åíèè ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ýôôåêòèâ-
íîñòü óïðàâëåíèÿ ìíîãîóðîâíåâûìè îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìàìè.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ÀÑ íàøëè ìåòîäû òåîðèè ãðà-
ôîâ [4]. Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðà-
öèé (ñîêðàùåíèå ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà, êîììåð÷åñêîãî öèêëà, çàäà÷è ñíàáæå-
íèÿ è äð. [9]) óñëîâíî ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà.

Íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûì êëàññîì ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ ÀÑ, êîòîðûå ìî-
ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà, ÿâëÿþòñÿ êîíêóðñíûå è

àóêöèîííûå ìåõàíèçìû, â êîòîðûõ ðåñóðñ èëè ðàáîòû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïðå-
òåíäåíòàìè íà îñíîâàíèè óïîðÿäî÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòåé èõ äåÿòåëüíîñòè. Ïðèìå-
ðàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, ïðîñòûå è äâóõýòàïíûå êîíêóðñû [8], êîíêóðñû èñïîëíè-
òåëåé â óïðàâëåíèè ïðîåêòàìè [12], çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ èñïîëíèòåëåé (òàê íàçû-
âàåìûå ñëîæíûå êîíêóðñû) è äð.

Ïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ (îòìå-
òèì, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î çàäà÷àõ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà, à íå óïðàâëåíèÿ
ñîñòàâîì, òàê êàê â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ìîäåëåé ðå÷ü èäåò î ôîðìèðîâàíèè
ñîñòàâà ÀÑ "ñ íóëÿ" � ñì. êëàññèôèêàöèþ ðàíåå â äàííîì ââåäåíèè) ïîÿâèëèñü
íåäàâíî � ñì. ìîíîãðàôèþ [50]. Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé âûäåëÿ-
þòñÿ òðè îáùèõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ íà îñíîâàíèè
ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ñòèìóëèðîâàíèÿ. Ïåðâûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â "ëîáîâîì"
ðàññìîòðåíèè âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ ÀÑ. Åãî
äîñòîèíñòâî � íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íåäîñòàòîê � âûñîêàÿ âû÷è-
ñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäàõ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè (ïåðåáîðà ñî-
ñòàâîâ ÀÑ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëåííîãî ñîñòàâà). Èñïîëüçóåìûå ïðè
ýòîì ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû â îáùåì ñëó÷àå íå äàþò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è ïî-
ýòîìó òðåáóþò îöåíèâàíèÿ èõ ãàðàíòèðîâàííîé ýôôåêòèâíîñòè.

È, íàêîíåö, òðåòèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñêëþ÷åíèè çàâåäîìî íåýôôåêòèâ-
íûõ êîìáèíàöèé ÀÝ íà îñíîâàíèè àíàëèçà ñïåöèôèêè çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ
(ñì. óïîðÿäî÷åíèå ÀÝ, èìåþùèõ ñåïàðàáåëüíûå çàòðàòû, â çàäà÷àõ ôîðìèðîâà-
íèÿ ñîñòàâà ÀÑ). Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ è óäà-
åòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå (îïòèìàëüíîå) ðåøåíèå6, íî, ê ñîæàëåíèþ, äàííûé ïîäõîä

6Ðåøåíèå ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, çàäàåòñÿ ïðîñòûì è ñîäåðæàòåëüíî èíòåðïðåòèðóåìûì àëãîðèò-

ìîì. Íàïðèìåð, â çàäà÷å, îïèñàííîé â [36], ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëíèòåëþ ñ áîëüøåé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè
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ïðèìåíèì äàëåêî íå âñåãäà, è â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âîçìîæíîñòü åãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåãî îáîñíîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûå â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî òåîðèè àêòèâíûõ ñèñòåì çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì (â òîì ÷èñëå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, çàäà÷è
ñòèìóëèðîâàíèÿ) çàêëþ÷àëèñü â îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòè ïîîùðåíèÿ èëè íàêà-
çàíèÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ÀÝ îò ðåçóëüòàòîâ åãî äåÿòåëüíîñòè. Òàêèå ñèñòåìû
ñòèìóëèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùèå èç íàáîðà ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ � êàæäîé äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÀÝ, â [11] áûëî ïðåäëîæåíî íàçûâàòü èíäèâèäóàëüíûì ñòè-

ìóëèðîâàíèåì.
Â îòëè÷èå îò èíäèâèäóàëüíîãî ñòèìóëèðîâàíèÿ, óïðàâëÿþùèé îðãàí � öåíòð

� ìîæåò èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå äëÿ âñåõ ÀÝ çàâèñèìîñòü ïîîùðåíèÿ îò ðå-
çóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè (âûáèðàåìûå ðàçëè÷íûìè ÀÝ äåéñòâèÿ ïðè ýòîì, åñòå-
ñòâåííî, ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè). Åñëè çàâèñèìîñòü âûïëàò îò äåéñòâèé è/èëè
ðåçóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÀÝ (èëè èõ ÷àñòè), òî òàêóþ ñèñòåìó
ñòèìóëèðîâàíèÿ íàçûâàþò óíèôèöèðîâàííîé. Óíèôèöèðîâàííîå óïðàâëåíèå øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, è èíîãäà ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ
ñîñòàâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñåì ó÷àñòíèêàì ÀÑ (ïðèíàäëåæàùèì îïðåäåëåííîé
èõ ãðóïïå) äîëæíû áûòü îáåñïå÷åíû îäèíàêîâûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðîáëåìû óíèôèöèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîìïëåêñå ñ
çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ.

Ïðèâëåêàòåëüíîñòü óíèôèêàöèè óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñíèæåíèè èíôîð-
ìàöèîííîé íàãðóçêè íà óïðàâëÿþùèå îðãàíû. Â òî æå âðåìÿ, èñïîëüçîâàíèå
"óðàâíèëîâêè" ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ (òàê êàê
ìàêñèìóì ýôôåêòèâíîñòè èùåòñÿ ïî ìåíüøåìó ìíîæåñòâó � ìíîæåñòâó óíèôè-
öèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ). Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäî-
âàíèÿ ïðåèìóùåñòâ è íåäîñòàòêîâ óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì àêòèâíûõ ñè-

ñòåì.
Â ðàçäåëå 1.1 "Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà" àíàëèçèðóåòñÿ

ìåñòî çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ â ñîâîêóïíîñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÀÑ. Ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ íåîáõîäèìî óìåòü
ðåøàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì ÀÑ, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá îïòèìàëüíîì ñòèìóëèðîâàíèè ÀÝ.

Â ðàçäåëå 1.2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ. Ïðî-
èçâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ. Âûäåëÿåòñÿ çàäà÷à
óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì èñïîëíèòåëüíîãî çâåíà ÀÑ è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì
óïðàâëÿþùåãî çâåíà ÀÑ. Äàííûå çàäà÷è ðàçëè÷íû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîÿâëÿþùèõ-
ñÿ ýôôåêòîâ ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèé: ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ èñïîë-
íèòåëüíîãî çâåíà îñíîâíîé àêöåíò äåëàåòñÿ íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîãî ÀÝ,
íà âëèÿíèå òàê íàçûâàåìîãî íåáëàãîïðèÿòíîãî îòáîðà. Ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèé â

óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ èì ðàáîòû ïîðó÷àòü ðàáîòó ìàêñèìàëüíîé âíåøíåé ñòîèìîñòè; â [38] ïðåäëàãàåò-

ñÿ ðàñïðåäåëÿòü ðàáîòû ìåæäó èñïîëíèòåëÿìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ óäåëüíûõ çàòðàò èõ äåÿòåëüíîñòè,

è ò.ä.
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çàäà÷å ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî çâåíà ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èãðà, âîç-
íèêàþùàÿ ìåæäó öåíòðàìè çà äåéñòâèå, ðåàëèçóåìîå ïîä÷èíåííûìè ÀÝ.

Îïèñûâàåòñÿ îñíîâíàÿ ìîäåëü è ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ. Àíàëèçèðó-
þòñÿ çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà èñïîëíèòåëüíîãî çâåíà. Îñíîâíûì îãðàíè÷å-
íèåì ïðè ðåøåíèè äàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óíèôèöèðîâàííîé ñè-
ñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðèìåíåíèå êîòîðîé îáúÿñíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ îäèíà-
êîâîé ïîëèòèêè ñòèìóëèðîâàíèÿ âñåõ ÀÝ èëè íåâîçìîæíîñòüþ òî÷íî îïðåäåëèòü
òèïû ÀÝ â ñèñòåìå. Ââîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ èññëåäóåìûõ ÀÑ. Èñõîäÿ èç êëàñ-
ñèôèêàöèè, âûäåëÿþòñÿ ñåìü òèïîâ ÀÑ, è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ äëÿ îäíèõ
òèïîâ ÀÑ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì äëÿ äðóãèõ òèïîâ ÀÑ.

Ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì óïðàâëÿþùåãî çâåíà.
À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ÀÑ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ÀÝ è íåñêîëüêèõ öåíòðîâ.
Îñíîâíîé óïîð â äàííîé çàäà÷å äåëàåòñÿ íà èññëåäîâàíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíîâå-
ñèé, ñòðàòåãèé, ïðè êîòîðûõ íè îäíîìó èç öåíòðîâ áûëî áû íå âûãîäíî èçìåíÿòü
ñâîþ ñòðàòåãèþ.

Âî âòîðîé ãëàâå "Óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ" ïðîâîäèòñÿ
àíàëèç óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà âîçìîæíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-
öèé àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàåòñÿ çàâèñèìîñòü âûïîëíåííîãî
äåéñòâèÿ (êîëè÷åñòâà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè) îò òèïà ÀÝ è çàòðàò. Â ðàçäåëå
2.2 äëÿ ñëó÷àÿ óíèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ èññëåäî-
âàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè äåéñòâèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò çàâèñèìîñòü ðåàëèçóåìîãî
àêòèâíûì ýëåìåíòîì äåéñòâèÿ îò òèïà äàííîãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà ïðè ôèêñèðî-
âàííîé óíèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîé óíèôèöèðî-
âàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ÀÑ. Îïòèìàëüíîé íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî äåéñòâèÿ (èëè ñðåäíåå äåéñòâèå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå) ìèíèìàëüíû.
Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ. Íàõî-
äÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àêòèâíûå ýëåìåíòû ñ ðàçíûìè òèïàìè áóäóò ðåàëè-
çîâûâàòü ðàçíûå äåéñòâèÿ.

Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé óíèôèöèðîâàííîé
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ (êîãäà ÀÑ ñîñòîèò èç êîíòè-
íóóìà ðàçëè÷íûõ ÀÝ). Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå "Ìîäåëè è ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé" íà
îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî âî âòîðîé ãëàâå èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ (çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòàâå) ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû óïðàâëåíèÿ (èñïîëíèòåëüíûì) ñîñòàâîì ÀÑ � ìíîæåñòâîì ÀÝ.

Â ðàçäåëå 3.1. ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèíàìè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà.
Â äèíàìèêå áîëüøóþ ðîëü èãðàþò îæèäàíèÿ î áóäóùèõ èçìåíåíèÿõ â ñîñòàâå
ÀÑ è êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ. Èìåííî, ñåãîäíÿøíåå ðåøåíèå î ïðèåìå íà
ðàáîòó èëè óâîëüíåíèè çàâèñèò îò îæèäàíèÿ áóäóùèõ ïðèáûëåé, èëè îò îæèäàíèÿ
óâåëè÷åíèÿ ïðèáûëè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ÀÑ.
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Â ðàçäåëå 3.2 íà îñíîâàíèè ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè ÀÝ àíà-
ëèçèðóþòñÿ âîïðîñû èçìåíåíèÿ òèïîâ èìåþùèõñÿ ÀÝ ïóòåì îáó÷åíèÿ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå "Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ñîñòàâà ÀÑ ñ îäíèì
ÀÝ è íåñêîëüêèìè öåíòðàìè" èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÀÑ, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëü-
êèõ öåíòðîâ è îäíîãî ÀÝ â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (íàêëàäûâàþòñÿ
òîëüêî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ôóíêöèé, êîìïàêòíîñòü
ìíîæåñòâà äåéñòâèé ÀÝ). Â êà÷åñòâå îäíîãî ÀÝ ìîæåò âûñòóïàòü àãðåãèðîâàí-
íûé êîëëåêòèâ ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè âîïðîñà ðîëè
êàæäîãî èç öåíòðîâ â óïðàâëåíèè àêòèâíûì ýëåìåíòîì, â èññëåäîâàíèè ïîëó÷à-
þùèõñÿ ðàâíîâåñèé è ðàñïðåäåëåíèè ïðèáûëè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ó÷àñòíèêàìè
äàííîé ÀÑ.

Â ðàçäåëå 4.1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (ðàâíîâåñèå, îïòèìàëüíîñòü,
óãðîçà). Â êà÷åñòâå ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíöåïöèÿ ñîâåðøåííûõ ê ïîäûãðàì
ðàâíîâåñèé Íýøà. Ïîäûãðà â äàííîì ñëó÷àå - âûáîð àêòèâíûì ýëåìåíòîì åãî
äåéñòâèÿ. Ò.ê. â äàííîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòàòè÷åñêèõ
èãð, òî àêòèâíûé ýëåìåíò áóäåò âûáèðàòü íàèëó÷øåå äëÿ ñåáÿ äåéñòâèå, ïîñêîëüêó
íè îäèí èç öåíòðîâ íå ñìîæåò â ñëåäóþùèõ ïåðèîäàõ (êîòîðûõ íåò) íàêàçàòü åãî
çà íåáëàãîïðèÿòíûé äëÿ öåíòðà âûáîð.

Ïðîâîäèòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíîâåñèé Íýøà. Ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âìåñòî ñëîæíîé ñòðàòåãèè � ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êà-
æäîãî èç ðåàëèçóåìûõ äåéñòâèé êàæäûé èç öåíòðîâ ìîæåò èñïîëüçîâàòü ïðîñòóþ
ñòðàòåãèþ � ïåðå÷èñëèòü íåñêîëüêî äåéñòâèÿ è âûïëàòû ïðè èõ ðåàëèçàöèè.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ èãðàõ íåâîçìîæíû ðàâíîâåñèÿ áåç óãðîç (ò.å.
íåâîçìîæíû êîîïåðàòèâíûå ðàâíîâåñèÿ).

Â ðàçäåëå 4.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îïòèìàëüíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîëó÷àþùèõñÿ
ðàâíîâåñèé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè äëÿ ëþáîãî íåîïòèìàëüíî-
ãî ðàâíîâåñèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå, (ñëàáî) äîìèíèðóþùåå íåîïòèìàëü-
íîå.

Â ðàçäåëå 4.3 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé â ñèñòåìå. Ìíîãèå
àâòîðû çàìå÷àëè, ÷òî, íåñìîòðÿ íà âîçìîæíîñòü äîêàçàòü íåêîòîðûå ôàêòû î ñó-
ùåñòâóþùèõ ðàâíîâåñèÿõ â èãðàõ (äàæå ñèëüíûõ ðàâíîâåñèé), ñõîæèõ ñ èãðàìè â
ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå, ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ õîòü è âïîë-
íå îæèäàåìûì, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ òðóäíî äîêàçûâàåìûì, îñîáåííî ïðè áîëüøîì
êîëè÷åñòâå öåíòðîâ â ñèñòåìå. Ïîýòîìó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñèé, êàê
ïðàâèëî, íàêëàäûâàþò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà óñëîâèÿ çàäà÷è. Â äàííîé
ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå.

Â ðàçäåëå 4.4 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç êîîïåðàòèâíûõ ðàâíîâåñèé (ñîòðóäíè÷åñòâà)
è ñîðåâíîâàòåëüíûõ (ñ óãðîçàìè) ðàâíîâåñèé. Ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå è íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 4.5 íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëîâ 4.1-4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-
äà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ðóêîâîäÿùåãî çâåíà. Èìåííî, çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïóòü íåêèé ìåòàöåíòð õî÷åò íàçíà÷èòü öåíòðû â àêòèâíîé ñèñòåìå
è ðàñïðåäåëèòü ìåæäó íèìè äîõîäû îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
îí ñàì íå ìîæåò (èëè íå õî÷åò) âûñòóïàòü â ðîëè öåíòðà. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
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âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî â ðåàëüíîé æèçíè, êîãäà íåêîòîðûé ÷èíîâíèê îòâå÷à-
åò çà ôîðìèðîâàíèå øòàòà óïðàâëÿþùåãî çâåíà è ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîìî÷èé, íî
íå ìîæåò íàïðÿìóþ âëèÿòü íà ðåøåíèÿ îá óïðàâëÿåìîì ýëåìåíòå (â êà÷åñòâå àê-
òèâíîãî ýëåìåíòà ìîæåò, íàïðèìåð, âûñòóïàòü íåêîòîðîå ïðåäïðèÿòèå, â êà÷åñòâå
óïðàâëÿþùèõ öåíòðîâ � ñîâåò äèðåêòîðîâ).

Ïðèëîæåíèå 1 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ â ðàáîòå óòâåð-
æäåíèé, ëåìì è òåîðåì.

Ïðèëîæåíèå 2 ñîäåðæèò îáçîð èçâåñòíûõ ìîäåëåé óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì
ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Ïðèëîæåíèå 3 ñîäåðæèò îáçîð èçâåñòíûõ ìîäåëåé ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàìè.
Ïðèëîæåíèå 4 ñîäåðæèò îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé ôîðìèðîâàíèÿ

ñîñòàâà ÀÑ.
Â Ïðèëîæåíèè 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðñîíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðî-

âàíèÿ êàê â íåïðåðûâíîì, òàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àÿõ, äëÿ êîòîðûõ ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ (çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
çàòðàò ïðè ôèêñè-ðîâàííîì ñðåäíåì äåéñòâèè).

Â Ïðèëîæåíèè 6 ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèíàìè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ôèð-
ìû.
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Ãëàâà 1

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÑÎÑÒÀÂÎÌ ÀÊÒÈÂÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌ

1.1. Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòà-
âîì ÀÑ. Àíàëèçèðóåòñÿ ìåñòî çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ â ñîâîêóïíîñòè
çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÀÑ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ôîðìè-
ðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì
ÀÑ íåîáõîäèìî óìåòü ðåøàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì ÀÑ,
êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá îïòèìàëüíîì ñòèìóëèðîâàíèè ÀÝ.

Ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ.
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ. Äëÿ ýòîãî

ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
I0 = {1, 2, . . . , n} � ôàêòè÷åñêèé (íà÷àëüíûé) ñîñòàâ ÀÑ, ñîñòîÿùåé èç n ÀÝ,

|I0| = n;
I � êîíå÷íûé ñîñòàâ ÀÑ (ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì);
I ′ � ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíûõ (ôàêòè÷åñêèõ è ïðåòåíäåíòîâ) ó÷àñòíèêîâ ÀÑ

� óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî: I ⊆ I ′, I0 ⊆ I ′;
∆+(I, I0) = I \ I0 � ìíîæåñòâî ÀÝ, ïðèíÿòûõ íà ðàáîòó (âêëþ÷åííûõ â ñîñòàâ

ÀÑ);
∆−(I, I0) = I0 \ I � ìíîæåñòâî ÀÝ, óâîëåííûõ ñ ðàáîòû (èñêëþ÷åííûõ èç

ñîñòàâà ÀÑ);
∆(I0, I

′) � ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ íà âêëþ÷åíèå â ñîñòàâ ÀÑ;
Φ(I, I0) � ôóíêöèîíàë, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó ñî-

ñòàâó äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � ýôôåêòèâíîñòü óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì.
Îñòàíîâèìñÿ íà îáñóæäåíèè ïðèðîäû ôóíêöèîíàëà ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëå-

íèÿ ñîñòàâîì ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò çàäà÷à óïðà-
âëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì ÀÑ (ñì. ðèñóíîê 1). Åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàáîð
ñòðàòåãèé öåíòðà (öåíòðîâ), êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò ýôôåêòèâíîñòü óïðàâëåíèÿ,
îïðåäåëÿåìóþ êàê ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà íà ìíîæå-
ñòâå ðåøåíèé èãðû ÀÝ (òî åñòü � íà ìíîæåñòâå èõ ñòðàòåãèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðàâ-
íîâåñíûìè ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè).

Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïîèñêà äîïó-
ñòèìîãî ñîñòàâà, ýôôåêòèâíîñòü óïðàâëåíèÿ êîòîðûì áûëà áû ìàêñèìàëüíà. Ïðè
ýòîì ÿâíî èëè ïî óìîë÷àíèþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ÀÑ êàê áû ôîðìèðóåòñÿ çàíî-
âî. Åñëè æå ðå÷ü èäåò î ôîðìèðîâàíèè íîâîãî ñîñòàâà äëÿ óæå ñóùåñòâóþùåé ÀÑ,
òî åñòü îá îïòèìèçàöèè ñîñòàâà � ïåðåõîäå îò ñîñòàâà I0 ê ñîñòàâó I, òî êðèòå-
ðèé ýôôåêòèâíîñòè äîëæåí çàâèñåòü è îò íà÷àëüíîãî, è îò êîíå÷íîãî ñîñòàâà, òàê
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êàê ÷àñòü óâîëüíÿåìûõ ðàáîòíèêîâ íåîáõîäèìî òðóäîóñòðàèâàòü, îáåñïå÷èâàòü èõ
ïîñîáèÿìè è ò.ä.

Â çàâèñèìîñòè îò íåîáõîäèìîãî äåéñòâèÿ â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è:

(1) Ôîðìèðîâàíèå ñîñòàâà 'ñ íóëÿ', ò.å. èç ïðåäëàãàåìûõ íà ðûíêå òðóäà
ñïåöèàëèñòîâ òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü íàèëó÷øèé ñîñòàâ äëÿ ôèðìû. Êàê
ïðàâèëî, â ñâÿçè ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè íà íà÷àëüíîå îáó÷åíèå (ðàáîòû,
ñîçäàíèÿ êîëëåêòèâà, íàðàáîòêè êëèåíòñêîé áàçû è ò.ï.) òàêèì îáðàçîì
ñîñòàâ ôîðìèðóåòñÿ òîëüêî ïðè ñîçäàíèè ôèðìû, êîãäà íåò äðóãèõ àëü-
òåðíàòèâ.

(2) Óâåëè÷åíèå ñîñòàâà � ïðåì ñîòðóäíèêîâ íà ðàáîòó, ò.å. óâåëè÷åíèå
÷èñëåííîñòè ñîòðóäíèêîâ. Çäåñü æå íàäî ðåøàòü âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî
ýôôåêòèâíûì áóäåò ïîèñê è ïðèíÿòèå íà ðàáîòó íîâûõ ñîòðóäíèêîâ, êàêèå
ýòî äîëæíû áûòü ñîòðóäíèêè.

(3) Ñîêðàùåíèå ñîñòàâà � óâîëüíåíèå ñîòðóäíèêîâ, òî åñòü óìåíüøå-
íèå ÷èñëåííîñòè ïåðñîíàëà ôèðìû. Ïðè ýòîì íàäî ðåøàòü, íàäî ëè óâîëü-
íÿòü ñîòðóäíèêîâ, êàêîå êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ íàäî óâîëüíÿòü, êàêèõ
ñîòðóäíèêîâ íàäî óâîëüíÿòü. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì äîëæíû óâîëüíÿòü-
ñÿ õóäøèå ñîòðóäíèêè. Äàííûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò, åñëè íà ôèðìå íàáëþ-
äàåòñÿ èçáûòîê êàäðîâ, íåò âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèíÿòèÿ íîâûõ ñîòðóäíè-
êîâ.

(4) Èçìåíåíèå ñîñòàâà ñîòðóäíèêîâ, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷ î ïðèíÿòèè è
óâîëüíåíèè ñîòðóäíèêîâ îäíîâðåìåííî. Äàííûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò åñëè
íà ôèðìå ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ñåðüåçíîå ïåðåïðîôèëèðîâàíèå èëè èìå-
þùèéñÿ ñîñòàâ íå óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîå óâîëüíåíèå è ïðèíÿòèå íà ðàáîòó íåâîçìîæíî (äåÿòåëüíîñòü
äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñòîÿííî).

Åñëè ìû ó÷òåì òî, ÷òî ðåøàåìàÿ ïîäçàäà÷à çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ðàáîòàþùèõ
íà ôèðìå ñîòðóäíèêîâ, òî êëàññèôèêàöèþ çàäà÷ ëó÷øå âñåãî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
òàáëèöû (ñì. òàáëèöó 1).

Òàáëèöà 1. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ

Ðàñøèðåíèå Ñîêðàùåíèå Èçìåíåíèå
ñîñòàâà ñîñòàâà ñîñòàâà

Íåò Ôîðìèðîâàíèå � �
ñîòðóäí. ñîñòàâà
Åñòü Ðåêðóòèíã Óâîëüíåíèå Ðåîðãàíè-
ñîòðóäí. çàöèÿ

Òàêèì îáðàçîì, èç ìíîæåñòâà çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ ìîæíî âûäåëèòü
çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà è çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñîñòàâà (êðèòåðèé êëàññè-
ôèêàöèè � íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íà÷àëüíîãî ñîñòàâà) � ñì. ðèñóíîê 2. Ñðåäè
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çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñîñòàâà âûäåëèì êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è ðàñøèðåíèÿ ñî-

ñòàâà (|I| > |I0|), çàäà÷è ñîêðàùåíèÿ ñîñòàâà (|I| < |I0|) è çàäà÷è çàìåíû ñîñòàâà

(|I| = |I0|, I 6= I0) � ñì. ðèñóíîê 2.
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Ðèñ. 2. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ.
Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì íà÷àëüíîãî ñîñòà-

âà (I0 = ∅):

(1.1) Φ(I, ∅) → max
I∈2I′

.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñîñòàâà1 (ïðè ôèêñèðîâàííîì íà÷àëüíîì ñîñòàâå I0) â îá-
ùåì ñëó÷àå èìååò âèä:

(1.2) Φ(I, I0) → max
I∈2I′

.

Çàäà÷à ðàñøèðåíèÿ ñîñòàâà (èíîãäà åå íàçûâàþò çàäà÷åé î ïðèåìå íà ðàáîòó)
îòëè÷àåòñÿ îò 1.2 òåì, ÷òî ∆− = ∅, è ìîæåò ðåøàòüñÿ ïðè îãðàíè÷åíèè (ñâåðõó
èëè ñíèçó) íà ÷èñëî âíîâü âêëþ÷àåìûõ â ñîñòàâ ÀÑ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè
ïåðâîíà÷àëüíûé ñîñòàâ âêëþ÷àë n ÀÝ è çàäàíî îãðàíè÷åíèå m íà ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî âíîâü ïðèíèìàåìûõ íà ðàáîòó ÀÝ, òî çàäà÷à ïðèìåò âèä:

(1.3) Φ(I, I0) → max
I∈2I′ ,I0⊆I,|I|≤n+m

.

1Ïîíÿòíî, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñîñòàâà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ

ñîñòàâîì, à âñå îñòàëüíûå çàäà÷è (ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà, åãî èçìåíåíèÿ è ò.ä.) � êàê åå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Âûäåëåíèå çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà îáóñëîâëåíî èñòîðè÷åñêîé òðàäèöèåé.
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Çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ ñîñòàâà (èíîãäà åå íàçûâàþò çàäà÷åé îá óâîëüíåíèè) ôîð-
ìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (îòëè÷èå â òîì, ÷òî íîâûé ñîñòàâ íå ìîæåò
ïðåâûøàòü ïåðâîíà÷àëüíûé) � íàéòè ìíîæåñòâî ∆− ⊆ 2I0 , ìàêñèìèçèðóþùåå
ýôôåêòèâíîñòü. Íàïðèìåð, åñëè ïåðâîíà÷àëüíûé ñîñòàâ âêëþ÷àë n ÀÝ è çàäà-
íî îãðàíè÷åíèå m íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñîêðàùàåìûõ ñîòðóäíèêîâ, òî çàäà÷à
ïðèìåò âèä:

(1.4) Φ(I, I0) → max
I=I0\∆−,|∆−|≥m

.

Çàäà÷à çàìåíû ñîñòàâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ óâîëüíÿ-
åìûõ è íàíèìàåìûõ ñîòðóäíèêîâ, ìàêñèìèçèðóþùèõ ýôôåêòèâíîñòü. Íàïðèìåð,
åñëè ïåðâîíà÷àëüíûé ñîñòàâ âêëþ÷àë n ÀÝ è çàäàíî ÷èñëî m çàìåíÿåìûõ ñîòðóä-
íèêîâ, òî çàäà÷à ïðèìåò âèä:

(1.5) Φ(I, I0) → max
I∈2I′ ,|∆+|=|∆−|=m

.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ ñîñòàâ ÀÑ ïðè èçìåíåíèè ñîñòàâà,
áóäåì ðàçëè÷àòü "èíäèâèäóàëüíûå" è "ïàêåòíûå" èçìåíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâàíèé êëàññèôèêàöèè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
âûáåðåì íàëè÷èå äèíàìèêè. Áóäåì ðàçëè÷àòü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è, ò.å. çàäà÷è,
â êîòîðûõ íå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå âðåìåíè, îïåðàòèâíîå óïðàâëåíèå, ò.å. çàäà-
÷è, â êîòîðûõ çàòðàãèâàþòñÿ êðàòêîñðî÷íûå ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà (äî
íåñêîëüêèõ ëåò), è ñòðàòåãè÷åñêîå óïðàâëåíèå, ò.å. çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðèíèìà-
åòñÿ âî âíèìàíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî
íà ïðîèçâîäñòâå ïðîèñõîäèò ñìåíà ïîêîëåíèé (äåñÿòêè ëåò). Åñòåñòâåííî, ÷òî ðå-
øåíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è è çàäà÷ îïåðàòèâíîãî è ñòðàòåãè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà áîëüøóþ ðîëü èãðàåò óðîâåíü , äëÿ
êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü èñïîëíèòåëåé (íèæíåå
çâåíî) è óïðàâëÿþùèå îðãàíû.

Âàæíûìè ïàðàìåòðàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áóäåò ïîñîáèå ïî áåçðàáîòèöå �
ñêîëüêî ìû äîëæíû çàïëàòèòü ðàáîòíèêó çà óâîëüíåíèå, è ìèíèìàëüíûé óðîâåíü
áëàãîñîñòîÿíèÿ � êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ïîëåçíîñòü ìû äîëæíû îáåñïå÷èòü âíîâü
ïðèíèìàåìîìó ñîòðóäíèêó.

Èíäèâèäóàëüíàÿ èëè óíèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ
èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ñàìîé àêòèâíîé ñèñòåìû (êîãäà öåíòð çíàåò õîòÿ áû ÷òî-òî îá
àêòèâíîì ýëåìåíòå, è èìååò ïðàâî èñïîëüçîâàòü ñâîå çíàíèå � èíäèâèäóàëüíàÿ
ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ, èíà÷å � óíèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ).
Òàêæå àêòèâíîé ñèñòåìîé â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåîïðå-
äåëåííîñòè.

Íåîáõîäèìî îñîáî îãîâîðèòü òîò ôàêò, ÷òî íà ýòàïå ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
ôèðìû (èìååòñÿ â âèäó ñðåäíåå èëè âûñøåå çâåíî) ïîä àêòèâíûì ýëåìåíòîì ìîæ-
íî (è íóæíî) ïîíèìàòü íå òîëüêî åäèíè÷íûé ýëåìåíò êàê òàêîâîé, íî ðóêîâîäÿùèé
ýëåìåíò âìåñòå ñ ïîä÷èíåííûìè òîæå. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàê-
òèêå, ïîñêîëüêó ïðè ïðèåìå íà íîâóþ ðàáîòó êàêîãî-òî ñîòðóäíèêà (áûâøåãî íà
ðóêîâîäÿùåé äîëæíîñòè) îí "òÿíåò" çà ñîáîé âñþ ñâîþ ñòàðóþ êîìàíäó. Â ýòîì
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êîíòåêñòå äàííîãî ñîòðóäíèêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí àêòèâíûé ýëåìåíò,
ïðè÷åì åãî òèïîì áóäåò íå òîëüêî åãî òèï êàê òàêîâîé, íî áóäåò îòðàæàòü ñâîéñòâà
ñðàçó âñåé êîìàíäû â öåëîì.

Òåïåðü ïîñëå êëàññèôèêàöèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ è ðàññìîòðåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ ïåðåéäåì ê ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ìîäåëè àêòèâíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòî-
ðûõ áóäåò â äàëüíåéøåì ðåøàòüñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì. Â äàííîé ðàáîòå
àíàëèçèðóþòñÿ äâå ÀÑ: ïåðâàÿ � ÀÑ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî öåíòðà è íåñêîëüêèõ
ÀÝ (äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì èñïîëíèòåëüíîãî çâåíà) è âòîðàÿ
� ÀÑ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ÀÝ è íåñêîëüêèõ öåíòðîâ (äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðà-
âëåíèÿ ñîñòàâîì óïðàâëÿþùåãî çâåíà).

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äàííûõ ÀÑ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îòëè÷èè îò ÀÑ ñ îä-
íèì öåíòðîì â ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè óïðàâëÿþùèìè öåíòðàìè âîçíèêàåò èãðà ìåæäó
öåíòðàìè, è ïîýòîìó, êðîìå íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ,
â äàííîé ÀÑ íåîáõîäèìî åùå óìåòü íàõîäèòü ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ÀÑ, ò.å. òàêèå
ñòðàòåãèè öåíòðîâ (ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ), ïðè êîòîðûõ íè îäíîìó èç öåíòðîâ
íå áóäåò âûãîäíî ìåíÿòü ñâîþ ñòðàòåãèþ ñ ðàâíîâåñíîé íà êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ïðè
óñëîâèè, ÷òî äðóãèå öåíòðû èñïîëüçóþò ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ.

Äëÿ ìîäåëè ÀÑ ñ îäíèì öåíòðîì è íåñêîëüêèìè ÀÝ áóäåò ïðîâåäåíà êëàññèôè-
êàöèÿ ÀÑ ïî ðàçíûì ïðèçíàêàì è âûäåëåíû ñåìü îñíîâíûõ êëàññîâ ÀÑ. Ëåììû,
êîòîðûå ïðèâåäåíû â äàííîì ðàçäåëå, óòâåðæäàþò, ÷òî ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ
èç êëàññîâ ðàññìîòðåííûõ ÀÑ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ÀÑ. Â öå-
ëîì â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîòðåíû (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè) äâà îñíîâíûõ
êëàññà ÀÑ: ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ, ïðè÷åì öåíòð
íå ìîæåò îïðåäåëèòü òèï êàæäîãî èç ÀÝ è ïîýòîìó èñïîëüçóåò óíèôèöèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ (èëè îí íå ìîæåò ïðèìåíÿòü ïåðñîíèôèöèðîâàííûå
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ).

Ñïåðâà ðàññìîòðèì (ñì. [11]) äâóõóðîâíåâóþ ÀÑ, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî öåíòðà
è n ≥ 1 ÀÝ.

Îáîçíà÷èì H(x) : X → R1
+ � ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà, â çàâèñèìîñòè îò äåé-

ñòâèÿ x ∈ X, ðåàëèçîâàííîãî âñåé ñèñòåìîé â öåëîì, ãäå X � ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ äåéñòâèé ñèñòåìû, ci(xi) = c(ri, xi) � ôóíêöèÿ çàòðàò i-ãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà
â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî èì äåéñòâèÿ xi ∈ Xi è åãî òèïà ri ∈ Ω ⊂ R1, ãäå Xi

� ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåéñòâèé i-ãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà, i = 1, n.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òèïû ÀÝ óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èí-

äåêñàìè, ò.å. r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn. Â ñâÿçè ñ ýòèì "ëó÷øèì" áóäåì íàçûâàòü ÀÝ
ñ áîëüøèì òèïîì ri, èëè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá óïîðÿäî÷åííîñòè,
ñ á�îëüøèì íîìåðîì. Äàííîå íàçâàíèå áóäåò îáúÿñíåíî ïîçäíåå ïðè îïðåäåëåíèè
ôóíêöèé çàòðàò ÀÝ. Ñîîòâåòñòâåííî "õóäøèì" ÀÝ áóäåì íàçûâàòü ÀÝ ñ ìåíüøèì
òèïîì, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ ìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì.
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Äåéñòâèå âñåé ñèñòåìû çàäàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò äåéñòâèé àêòèâíûõ
ýëåìåíòîâ G : X1 × X2 × . . . × Xn → X (çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü X =
X1 ×X2 × . . .×Xn è G(·) � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ).

Çàäà÷åé öåíòðà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèè

H(G(x1, x2, . . . , xn))−
n∑

i=1

σi(xi)

ïóòåì âûáîðà âåêòîðà ôóíêöèé (σ1(x1), . . . , σn(xn)), ãäå σi : Xi → R+
1 � ñòèìóëè-

ðîâàíèå i-ãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà ïðè âûáîðå èì äåéñòâèÿ xi, i = 1, n.
Ïðèìåì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêòèâíîé ñèñòåìû. Ñíà÷àëà

öåíòð, èìåÿ èíôîðìàöèþ î ôóíêöèÿõ ci(xi), i = 1, n, è çíàÿ H(x), çàäàåò âåêòîð-
ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ

σ(x1, . . . , xn) = (σ1(x1), . . . , σn(xn)).

Çíàíèÿ öåíòðà î ôóíêöèÿõ ci(xi) ìîæåò áûòü òî÷íûì èëè âåðîÿòíîñòíûì.
Àêòèâíûé ýëåìåíò ïðè èçâåñòíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì âû-

áîðà äåéñòâèÿ xi ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ öåëåâóþ ôóíêöèþ

(1.6) σi(xi)− ci(xi) → max
xi∈Xi

, i = 1, n.

Â ñëó÷àå, åñëè ìàêñèìóì (1.6) äîñòèãàåòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî àêòèâíûé ýëåìåíò âûáèðàåò äåéñòâèå â ñîîòâåòñòâèè ñ Ãèïîòåçîé
Áëàãîæåëàòåëüíîñòè (ÃÁ, ñì. [11]), à èìåííî, òàêîå äåéñòâèå èç ìíîæåñòâà

Argmax
xi∈Xi

(σi(xi)− ci(xi)),

êîòîðîå áîëåå âûãîäíî öåíòðó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòè
òèïà ðåàëèçóåìîå â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äåéñòâèå ñ òî÷êè
çðåíèÿ öåíòðà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ÀÝ ðåàëèçóåò äåéñòâèå ïðè çàäàííîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ, åñëè îí âûáèðàåò
åãî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèåé.

Öåíòð áóäåò âûáèðàòü òàêèå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ÷òîáû ïðè ðàöèîíàëü-
íîì âûáîðå àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ñâîèõ äåéñòâèé äîñòàâèòü ìàêñèìóì ñâîåé öå-
ëåâîé ôóíêöèè

E

(
H(G(x1, x2, . . . , xn))−

n∑
i=1

σi(xi)

)
,

ãäå E � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Îáîáùàÿ ñêàçàííîå, ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêòèâíîé ñèñòåìû ñëåäóþ-

ùèé:

(1) Öåíòð âûáèðàåò ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ;
(2) Àêòèâíûå ýëåìåíòû íà îñíîâàíèè ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáèðàþò

äåéñòâèÿ;
(3) Ïðîèçâîäÿòñÿ âûïëàòû.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè
ÀÑ ñîîáùàþò äðóã äðóãó òîëüêî ïðàâäó è âñåãäà âûïîëíÿþò ñâîè îáåùàíèÿ (ïî
âûïëàòàì).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
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A1. X = X1 = X2 = . . . = Xn = R1
+, G(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

xi;

A2. Ôóíêöèè çàòðàò c(ri, xi) ÿâëÿþòñÿ âñþäó äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûìè
íåîòðèöàòåëüíûìè âîçðàñòàþùèìè è âûïóêëûìè ïî xi ôóíêöèÿìè, i = 1, n;

A3. Ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà åñòü âñþäó äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ âîãíóòàÿ
ôóíêöèÿ,

H(0) ≥ 0, H ′(0) > 0, H ′′(x) < 0 ∀x ∈ X.

Ââåäåì ìíîæåñòâî M ′ íåîòðèöàòåëüíûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ íà X ôóíêöèé
ñòèìóëèðîâàíèÿ:

M ′ = {σ(x) : X → [0, +∞)}.
Ââåäåì ìíîæåñòâî M ′′ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ:

M ′′ = {σ(x) : X → R : ∀xj ∈ X, xj → x̄,

σ(xj) ≥ σ(x̄) ⇒ σ(xj) → σ(x̄)}

(äëÿ ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâ íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì òðåáîâàíè-
åì, êîòîðîå íå ïîçâîëèò äîêàçàòü ìíîãèå ðåçóëüòàòû, â òî âðåìÿ êàê ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè ñâåðõó áóäåò äîñòàòî÷íî. Ê òîìó æå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå êâàçèêîìïåí-
ñàòîðíûå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññ âîçìîæíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí ïå-
ðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ M ′ è M ′′:

M = M ′ ∩M ′′,

ò.å. öåíòð íè÷åãî íå çàáèðàåò ó àêòèâíîãî ýëåìåíòà (øòðàôû çàïðåùåíû), à òîëüêî
ìîæåò ïðåäëîæèòü åìó ñòèìóëèðîâàíèå çà âûáîð äåéñòâèÿ, è ôóíêöèè ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ ôóíêöèé çàòðàò âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

P1. Çàòðàòû ïðè âûáîðå íóëåâîãî äåéñòâèÿ ðàâíû íóëþ:

c(r, 0) = 0 ∀r ∈ R1;

P2. Ïðè óâåëè÷åíèè âûáèðàåìîãî äåéñòâèÿ íåîáõîäèìûå çàòðàòû óâåëè÷èâà-
þòñÿ:

cx(r, x) > 0;

P3. Ïðè óëó÷øåíèè òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà (óâåëè÷åíèè r) íåîáõîäèìûå çà-
òðàòû óìåíüøàþòñÿ:

cr(r, x) < 0;

P4. Ïðè óâåëè÷åíèè äåéñòâèÿ äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà óâåëè÷åíèå äåé-
ñòâèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ:

cxx(r, x) > 0;

P5. Äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ äåéñòâèÿ óìåíüøàþòñÿ ïðè óëó÷-
øåíèè òèïà:

crx(r, x) < 0.

Ïðåäïîëîæåíèÿ A1-A3 è P1-P5 áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè â õîäå âñåãî
ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîé ìîäåëè.
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Â ñâÿçè ñ ïðåäïîëîæåíèåì P2 òåïåðü ïîíÿòíà ñóòü íàçâàíèé "ëó÷øèé" è "õóä-
øèé" ÀÝ. Èìåííî, ïîä ëó÷øèì ÀÝ ïîíèìàåòñÿ ÀÝ, êîòîðûé ìîæåò ðåàëèçîâàòü
äåéñòâèå, çàòðàòèâ íà ýòî ìåíüøå óñèëèé. Ñîîòâåòñòâåííî ïîä õóäøèì ÀÝ ïîíè-
ìàåòñÿ ÀÝ, êîòîðûé íà ðåàëèçàöèþ òîãî æå äåéñòâèÿ òðàòèò áîëüøå óñèëèé. Â ÀÑ
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ ìîæíî âûäåëèòü êàê ñàìûé ëó÷øèé, òàê è ñàìûé õóäøèé
ÀÝ.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè x0, ÷òî

H(x)− c(r, x) < 0 ïðè x > x0

äëÿ ëþáîãî r èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ òèïîâ ÀÝ. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò,
÷òî íèêîãäà íå áóäåò ðåàëèçîâàíî äåéñòâèå, áîëüøåå x0.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ P1 è óñëîâèÿ íà êëàññ äîïóñòèìûõ ñèñòåì ñòèìóëèðî-
âàíèÿ M ó êàæäîãî èç ÀÝ åñòü ïðàâî ó÷àñòèÿ: îí âñåãäà ìîæåò âûáðàòü íóëåâîå
äåéñòâèå, ïðè êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Argmax
íåïóñòû, ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ, äîñòèæèìû. Ýòè òðåáî-
âàíèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîñòè (ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé çàòðàò è äîõîäîâ è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà X.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé îïèñàííîé ÀÑ, èíôîðìèðîâàííîñòüþ öåíòðà è
ïîðÿäêîì âûáîðà ÀÝ ñâîèõ äåéñòâèé ïðîâåäåì êëàññèôèêàöèþ ÀÑ. Âî-ïåðâûõ, áó-
äåì ðàçëè÷àòü ÀÑ ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè (âîçìîæíî, ñëó÷àéíûì ÷èñëîì) ÀÝ.
Âî-âòîðûõ, áóäåì ðàçëè÷àòü äåòåðìèíèðîâàííûå ÀÑ, ò.å. òå, â êîòîðûõ ñîñòàâ
ó÷àñòíèêîâ è èõ õàðàêòåðèñòèêè ôèêñèðîâàíû è èçâåñòíû öåíòðó, è ÀÑ ñ âåðîÿò-

íîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, ò.å. òå, â êîòîðûõ ñîñòàâ ó÷àñòíèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ
íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíîì. Â ïîñëåäíèõ áóäåì ðàçëè÷àòü ÀÑ ñ ôèêñè-
ðîâàííûì è ñëó÷àéíûì íàáîðîì ÀÝ. Â ÀÑ ñ âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òèïû ÀÝ íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû
ïî íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ íà Ω = [r0, r1].

Äèñêðåòíûìè áóäåì íàçûâàòü ÀÑ (âîçìîæíî, ñ âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåí-
íîñòüþ), â êîòîðûõ òèïû ÀÝ ìîãóò èìåòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, à
íåïðåðûâíûìè áóäåì íàçûâàòü ÀÑ, â êîòîðûõ òèïû ÀÝ èìåþò íà Ω íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþ (çàìåòèì, ÷òî ýòèì âñå âîçìîæ-
íûå ñèòóàöèè íå èñ÷åðïûâàþòñÿ).

Êàæäàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ àêòèâíûõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ ÷åòâåðêîé
(H(·), I, Ω′, c(r, x)), ãäå

H : X → R1
+ � ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà; óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì;

I � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü êîíå÷íî è ðàâíî
n, èëè ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåíî ïî íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó G(n), èëè
áåñêîíå÷íî; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çàïèñûâàåì I = [0, 1];

Ω′ ⊂ Ω � èçâåñòíîå öåíòðó ìíîæåñòâî òèïîâ ÀÝ: êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èëè áåñ-
êîíå÷íîå; öåíòð ìîæåò òî÷íî çíàòü òèï êàæäîãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà èëè çíàòü
òîëüêî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òèïîâ; îáîçíà÷åíèÿ: (r1, . . . , rn) � öåíòð çíà-
åò òèï êàæäîãî ÀÝ ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ n, {ri} � öåíòð çíàåò òîëüêî
ìíîæåñòâî òèïîâ ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ; r(i) � ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå
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ýëåìåíòîâ öåíòð çíàåò òèï êàæäîãî èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ; {r(i)} � ïðè áåñêî-
íå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ öåíòð çíàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òèïîâ ÀÝ; F (r) � ïðè
êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ öåíòð çíàåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
òèïîâ ÀÝ;

c(r, x) ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ è ci(x) = c(ri, x) ïðè áåñêîíå÷íîì
÷èñëå ýëåìåíòîâ � ôóíêöèè çàòðàò àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ òèïà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû (ïðè îãðàíè÷åíèè íà âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ïàðàìåòðîâ)
ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå àêòèâíûå ñèñòåìû (ñì. òàáë. 2):

(1) (H(·), n, (r1, . . . , rn), c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n,
öåíòð çíàåò òèï êàæäîãî ÀÝ;

(2) (H(·), n, {ri}, c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n, öåíòð çíà-
åò ìíîæåñòâî òèïîâ ÀÝ;

(3) (H(·), n, F (r), c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n, öåíòð
çíàåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ;

(4) (H(·), G(n), F (r), c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñî ñëó÷àéíûì êîíå÷íûì ÷è-
ñëîì ýëåìåíòîâ, öåíòð çíàåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ;

(5) (H(·), [0, 1], r(i), c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåí-
òîâ, öåíòð çíàåò òèï êàæäîãî ÀÝ;

(6) (H(·), [0, 1], {r(i)}, c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ, öåíòð çíàåò ìíîæåñòâî òèïîâ ÀÝ, íî íå çíàåò, êàêîé òèï èìååò
êîíêðåòíûé ÀÝ;

(7) (H(·), [0, 1], F (r), c(r, x)) � Àêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ, öåíòð çíàåò òîëüêî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ.

Òàáëèöà 2. Òèïû ðàññìàòðèâàåìûõ àêòèâíûõ ñèñòåì

Äèñêðåòíûå Íåïðåðûâíûå
AC AC

(ðàçäåë 2.3) (ðàçäåë 2.4)

Öåíòð çíàåò òèïû ÀÝ ÀÑ1 ÀÑ5
Öåíòð çíàåò ìíîæåñòâî ÀÑ2 ÀÑ6
òèïîâ ÀÝ
Öåíòð çíàåò ôóíêöèþ ÀÑ3 ÀÑ7
ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ
Ñëó÷àéíîå êîë-âî ÀÝ,
öåíòð çíàåò ôóíêöèþ ÀÑ4
ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ

Çàìåòèì, ÷òî íå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûõ ÀÑ ñî ñëó÷àéíûì êîëè÷åñòâîì ÀÝ,
ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîñòü ïðåäïîëàãàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÀÝ (íî íå êîíå÷-
íîå, è çàäà÷à áóäåò âûãëÿäåòü ñîîòâåòñòâåííî).

Ñðàçó æå ìîæíî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÀÝ.
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Ëåììà 1.2.1. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ2 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ32.

Ëåììà 1.2.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ6 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ7.

Óíèôèöèðîâàííîé áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé
ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÀÝ. Ïðè ýòîì âûïëàòû ÀÝ çàâèñÿò
òîëüêî îò äåéñòâèÿ, êîòîðîå ýòîò ÀÝ ðåàëèçîâàë è íèêàê íå çàâèñÿò îò åãî òèïà,
íîìåðà è ò.ä. Ïðè çàäàííîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ öåíòð íå çíàåò òèïîâ ÀÝ
(èëè íå õî÷åò èñïîëüçîâàòü ñâîå çíàíèå), íî ìîæåò èìåòü (èñòèííóþ) èíôîðìà-
öèþ î ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ (èëè, íàïðèìåð, èíòåðâàëüíóþ îöåíêó òèïîâ
è ò.ï.).

Ïåðñîíèôèöèðîâàííîé áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé
öåíòð çíàåò (äîïóñòèì, ïîñëå âûÿâëåíèÿ â ðåçóëüòàòå òåñòîâ) òèï êàæäîãî èç àê-
òèâíûõ ýëåìåíòîâ, è â çàâèñèìîñòè îò òèïà (èëè â çàâèñèìîñòè îò èíôîðìàöèè î
òèïå) íàçíà÷àåò ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì öåíòð äîëæåí áûòü ñïîñîáåí
âûÿâèòü èíôîðìàöèþ î òèïå ÀÝ (íàïðèìåð, ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåé ðàáîòû
ÀÝ), àêòèâíîìó æå ýëåìåíòó ïðè ýòîì áóäåò âûãîäíî çàíèæàòü ñâîé òèï, ÷òîáû
öåíòð ïîêðûâàë ÀÝ á�îëüøèå çàòðàòû.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ (ò.å. ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ) àêòèâíóþ ñèñòåìó, â êî-

òîðîé öåíòð çíàåò ìíîæåñòâî òèïîâ. Ïóñòü Q(σ) =
n∑

i=1
σi(yi(σ)) � çàòðàòû öåíòðà

íà ñòèìóëèðîâàíèå ïðè âûáðàííîé èì ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ è ïðè óñëîâèè
ðàöèîíàëüíîãî âûáîðà àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ñâîèõ äåéñòâèé yi (ò.å. êàæäûé àê-
òèâíûé ýëåìåíò âûáèðàåò ëó÷øåå äëÿ ñåáÿ äåéñòâèå): yi = yi(σ). Íàïîìíèì, ÷òî
â ïðè íåîïðåäåëåííîñòè (âåðîÿòíîñòíîé) çíà÷åíèÿ yi ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè. Çàäà÷åé öåíòðà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

(1.7) E

(
H

(
n∑

i=1

yi

)
−Q(σ)

)
→ max

σ
.

Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ yi âûáèðàþòñÿ àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè â çàâèñèìîñòè îò
σ(·) (è, ðàçóìååòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ), è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (òî÷íåå � ôóíêöèîíàëàìè) îò σ(·).

Ìû çäåñü ÿâíî ïðåäïîëîæèëè, ÷òî öåíòð íå ìîæåò èñïîëüçîâàòü â ñâîèõ äåé-
ñòâèÿõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé (íàçíà÷àòü ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè ðàçëè÷íûå
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ). Â ïîëüçó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî
â ðåàëüíî äåéñòâóþùèõ ôèðìàõ íå íàçíà÷àþò ñòèìóëèðîâàíèÿ "ñ âåðîÿòíîñòüþ".
Ýòî è åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ íåïðèÿòèÿ àêòèâíûìè Ýëåìåíòàìè ðèñêà
öåíòð, íàçíà÷àÿ ðàçëè÷íûå ñòèìóëèðîâàíèÿ, âûíóæäåí áóäåò îïëà÷èâàòü àêòèâ-
íûì ýëåìåíòàì áîëüøèå ñóììû (îíè áóäóò òàêèì îáðàçîì ñòðàõîâàòüñÿ îò ðèñêà).

Îäíàêî â ïîëüçó ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî, íàçíà÷àÿ èõ,
öåíòð ïîëó÷àåò áîëüøóþ ñâîáîäó â âûáîðå ñòðàòåãèé è, êàê ñëåäñòâèå, ìîæåò ïî-
ëó÷èòü áîëüøóþ ïðèáûëü (áîëüøåå ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè). Â äàëü-
íåéøåì âîïðîñ î ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ öåíòðà áóäåò èçó÷åí ïîäðîáíåå è

2Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé, ëåìì è òåîðåì ïðèâåäåíû â ýëåêòðîííîé âåðñèè äàííîé ðàáîòû,

êîòîðàÿ ðàçìåùåíà íà ñàéòå www.mtas.ru.
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áóäåò ïîêàçàíî, â êàêèõ ñëó÷àÿõ öåíòð òî÷íî áóäåò ïðèäåðæèâàòüñÿ ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèé. Ìû æå ïîêà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ
(óñëîâèÿ íà èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ
ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 2.3).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (1.7) â ñëó÷àå óíèôèöè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ è
îòñóòñòâèè íåîïðåäåëåííîñòè:

max
σ

(
H

(
n∑

i=1

yi

)
−Q(σ)

)
=(1.8)

= max
σ,y=

n∑
i=1

yi

(H(y)−Q(σ)) =

= max
y

H(y)− min
σ:y=

n∑
i=1

yi

Q(σ)

 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû îáîçíà÷èì

(1.9) S(y) = min
σ:y=

n∑
i=1

yi

Q(σ),

è íàó÷èìñÿ íàõîäèòü ôóíêöèþ S(y), çàäà÷à (1.7) ñâåäåòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà.

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâà-
íèÿ âûïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

H(y)− S(y) → max
y

;(1.10)

S(y) → min
{yi}

;(1.11)

yi ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(ri, x));(1.12)

n∑
i=1

yi = y.(1.13)

Ïðè ýòîì îñíîâíîé (íàèáîëåå òðóäîåìêîé) çàäà÷åé â (1.10)-(1.13) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
(1.11)-(1.13).

Äëÿ âñåõ àêòèâíûõ ñèñòåì (ÀÑ1)-(ÀÑ7) áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ
(1.11)-(1.13). Âîîáùå ãîâîðÿ, äàííûé ïîäõîä íå ñîâñåì êîððåêòåí, ïîñêîëüêó, íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ìû äîëæíû ðåøàòü çàäà÷ó

(1.14) E

(
H

(
n∑

i=1

yi

)
− S(σ)

)
→ max

σ
,

êîòîðàÿ îòíþäü íå ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

(1.15) H

(
E

n∑
i=1

yi

)
− ES(σ) → max

σ
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(äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìû è äîëæíû ðåøàòü (1.11)-(1.13)), îäíàêî ïðè ëèíåéíîé
ôóíêöèè H(·) òàêîé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ, è èìåííî ýòèì îïðàâäûâàåòñÿ èñïîëüçó-
åìàÿ çàìåíà çàäà÷.

Äëÿ èçìåíåíèÿ (1.11)-(1.13) (â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì êàæäîé èç àêòèâíûõ
ñèñòåì (ÀÑ1)-(ÀÑ7)) íåîáõîäèìî çàìåíèòü çíàê ñóììû íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, äëÿ ó÷åòà âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïåðåä çíàêîì ñóììû, ïðè ïîëíîé èíôîðìèðîâàííîñòè öåíòðà íà-
äî çàìåíèòü óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ íà èíäèâèäóàëüíûå äëÿ
êàæäîãî èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àéíîãî êîëè÷åñòâà àêòèâíûõ
ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî óñðåäíÿòü ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ðàçëè÷íûõ ÀÑ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 1 (ÀÑ1):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.16)

S(y) → min
{yi}

;(1.17)

yi ∈ Argmax
x∈X

(σi(x)− c(ri, x));(1.18)

n∑
i=1

yi = y.(1.19)

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 2 (ÀÑ2):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.20)

S(y) → min
{yi}

;(1.21)

yi ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(ri, x));(1.22)

n∑
i=1

yi = y.(1.23)

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 3 (ÀÑ3):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.24)

S(y) → min
{yi}

;(1.25)

yi ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(ri, x));(1.26)

nE yi = y.(1.27)

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 4 (ÀÑ4):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.28)

S(y) → min
{yi}

;(1.29)

yi ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(ri, x));(1.30)

Enyi = y.(1.31)
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Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 5 (ÀÑ5):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.32)

S(y) → min
{yr}

;(1.33)

yr ∈ Argmax
x∈X

(σr(x)− c(r, x));(1.34)

E yr = y.(1.35)

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 6 (ÀÑ6):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.36)

S(y) → min
{yr}

;(1.37)

yr ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x));(1.38)

E yr = y.(1.39)

Àêòèâíàÿ ñèñòåìà 7 (ÀÑ7):

H(y)− S(y) → max
y

;(1.40)

S(y) → min
{yr}

;(1.41)

yr ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x));(1.42)

E yr = y.(1.43)

Â ñèëó íàëè÷èÿ íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâà-
íèÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

H(y)− S(y)

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ïîñêîëüêó òèïû è, ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèÿ ñëó-
÷àéíû). Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷åé öåíòðà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ íåêîòî-
ðîãî äåéñòâèÿ ȳ "â ñðåäíåì", èëè, ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå A1, E yi = ȳ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì öåíòð äîëæåí "â ñðåäíåì" ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû

(1.44) EQ(σ) → min
σi∈M

ïðè ðåàëèçàöèè ñðåäíåãî äåéñòâèÿ ȳ:

(1.45) E yi = ȳ,

ãäå M åñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ.
Ðàöèîíàëüíîå ïîâåäåíèå ÀÝ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íàèëó÷øåãî yi, ò.å.

(1.46) yi ∈ Argmax
t

(σ(t)− ci(t)).

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1.44)-(1.46) ÿâëÿåòñÿ íàáîð ôóíêöèé (èëè îäíà ôóíêöèÿ,
åñëè ñèñòåìà óíèôèöèðîâàííàÿ) {σi}n

i=1 (îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ)
è (ïðè äàííûõ òèïàõ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ) íàáîð äåéñòâèé ÀÝ {yi}n

i=1 (îïòèìàëü-
íûõ äåéñòâèé àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ôóíêöèÿìè ñòèìóëèðîâàíèÿ),
à ñàìà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Îïòèìàëüíûìè áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ (ñèñòåìû ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ) àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.44)-(1.46),
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ðåàëèçóåìûå àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè äåéñòâèÿ ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ òàêæå íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

Ëåììà 1.2.3. Çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ3 ñ
âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ è êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ n ýêâèâàëåíòíà çàäà-
÷å ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ3 ñ âåðîÿòíîñòíîé íåîïðå-
äåëåííîñòüþ è ñ îäíèì ýëåìåíòîì (è ñ óâåëè÷åííûì â n ðàç ñðåäíèì äåéñòâèåì).

Â äàëüíåéøåì áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òó èëè
èíóþ ìîäåëü àêòèâíîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòîòû äîêàçàòåëüñòâà â òîé
èëè èíîé ìîäåëè.

Äëÿ óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ îïðåäåëèì ôóíêöèþ äåéñòâèÿ

f : Ω → X, êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè, ñëåäó-
þùèì (íåîäíîçíà÷íûì) îáðàçîì:

f(r) ∈ Argmax
x≥0

(σ(x)− c(r, x)).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ (òî÷íåå, îäíà èç åå ðåàëèçàöèé) åñòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òèïîì
ÀÝ è äåéñòâèåì, êîòîðîå îí ðåàëèçóåò ïðè äàííîé (óíèôèöèðîâàííîé) ñèñòåìå
ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì óïðàâëÿþùåãî çâå-
íà.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè àêòèâíûõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè
óïðàâëÿþùèìè öåíòðàìè ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ àêòèâíîé
ñèñòåìû ñ îäíèì öåíòðîì. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â íàëè÷èè èãðû ìåæäó öåí-
òðàìè, ïðè÷åì â ñèëó èõ âîçìîæíûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ èíòåðåñîâ àêòèâíîìó ýëå-
ìåíòó îòâîäèòñÿ áîëåå âàæíàÿ ðîëü: ðàâíîâåñèÿ ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ öåíòðîâ
õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî àêòèâíûé ýëåìåíò ïîëó÷àåò íå òîëüêî êîìïåíñàöèþ
ñâîèõ çàòðàò íà ðåàëèçàöèþ äåéñòâèÿ, íî è äîïîëíèòåëüíóþ ðåíòó çà òî, ÷òî íå
âûáèðàåò äåéñòâèå, áîëåå âûãîäíîå êàêîìó-ëèáî îäíîìó èç öåíòðîâ.

Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà öåíòðîâ è ïðè ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ àêòèâíîé
ñèñòåìû ìåæäó íèìè ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìûõ â àêòèâíîé ñèñòåìå ñ îäíèì öåí-
òðîì èñõîäîâ ìîæåò áûòü ñèëüíî èçìåíåíî: ñ îäíîé ñòîðîíû, íåèçâåñòíî, áóäóò
ëè ðåàëèçóåìû (êàê ðàâíîâåñèÿ) ïðåæíèå äåéñòâèÿ, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà ñ÷åò
èãðû öåíòðîâ äðóã ñ äðóãîì ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé ìîæåò ðàñøèðèòüñÿ.

Ñïåöèôèêà ðàâíîâåñèé â ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì. Öåíòðû äîëæíû äóìàòü î ñòðàòåãèÿõ äðóã äðóãà, è, îòêëîíÿÿñü îò ñâîåé
ñòðàòåãèè, äîëæíû ïîíèìàòü, ÷òî ïðîòèâ íèõ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà êîàëèöèÿ,
öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñäåëàòü äëÿ àêòèâíîãî ýëåìåíòà áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì
ðåàëèçàöèþ òàêîãî èñõîäà, ïðè êîòîðîì äîõîäû îòêëîíÿþùåãîñÿ öåíòðà áûëè áû
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ðàíüøå.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóõóðîâíåâóþ àêòèâíóþ ñèñòåìó (ÀÑ), ñîñòîÿùóþ
èç n > 1 öåíòðîâ è m ≥ 1 àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ (ÀÝ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hp(x) : X → R ôóíêöèþ äîõîäà p-ãî öåíòðà, p = 1, n, â
çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèÿ x ∈ X, ðåàëèçîâàííîãî âñåé ñèñòåìîé â öåëîì, ãäå X

� ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåéñòâèé ñèñòåìû, ci(xi) � ôóíêöèÿ çàòðàò i-ãî ÀÝ â
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çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî èì äåéñòâèÿ xi ∈ Xi, ãäå Xi � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
äåéñòâèé i-ãî ÀÝ, i = 1, m.

Äåéñòâèå âñåé ñèñòåìû çàäàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ G îò äåéñòâèé âñåõ
ÀÝ X1 × X2 × . . . × Xm → X (çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü:
X = X1 ×X2 × . . .×Xm è G(·) � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ).

Çàäà÷åé êàæäîãî èç öåíòðîâ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèè

Hp(G(x1, x2, . . . , xm))−
m∑

i=1

σpi(xi)

ïóòåì âûáîðà âåêòîðà ôóíêöèé (σp1(x1), . . . , σpm(xm)), ãäå σpi : Xi → R+
1 � ñòèìó-

ëèðîâàíèÿ i-ãî ÀÝ ïðè âûáîðå èì äåéñòâèÿ xi, p = 1, n, i = 1, m.
Ïðèìåì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ. Ñíà÷àëà p-é öåíòð, çíàÿ

ôóíêöèè ci(xi), i = 1, m, è Hp(x), íî íå çíàÿ, êàêèå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâà-
íèÿ âûáåðóò äðóãèå öåíòðû (ò.å. öåíòðû âûáèðàþò ñâîè ôóíêöèè ñòèìóëèðî-
âàíèÿ îäíîâðåìåííî), çàäàåò âåêòîð-ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ σp(x1, . . . , xm) =
(σp1(x1), . . . , σpm(xm)).

Ïîñëå ñîîáùåíèÿ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ i-é ÀÝ íà îñíîâàíèè ôóíêöèé ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ σpi(xi) è ôóíêöèè çàòðàò ci(xi) âûáèðàåò íåêîòîðîå äåéñòâèå (èñõîä)
xi èç ìíîæåñòâà ñâîèõ âîçìîæíûõ äåéñòâèé Xi. Ñ÷èòàåì, ÷òî ÀÝ ïðè èçâåñòíûõ
ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì âûáîðà äåéñòâèÿ xi ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ
öåëåâóþ ôóíêöèþ

(1.47)
n∑

p=1

σpi(xi)− ci(xi) → max
xi

, i = 1, m

è êàæäûé èç öåíòðîâ çíàåò î ïðàâèëàõ ïîâåäåíèÿ âñåõ ÀÝ.
Â ñëó÷àå, åñëè ìàêñèìóì (1.47) äîñòèãàåòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî ÀÝ âûáèðàåò äåéñòâèå â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé Ψi :
2Xi → Xi :

xi = Ψi

(
Argmax

xi∈Xi

(
n∑

p=1
σpi(xi)− ci(xi)

))
, ãäå

Ψi(A) ∈ A ∀A ⊆ Xi.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p-é öåíòð áóäåò âûáèðàòü òàêèå ôóíêöèè ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ, ÷òîáû ïðè ðàöèîíàëüíîì âûáîðå ÀÝ ñâîèõ äåéñòâèé äîñòàâèòü ìàê-
ñèìóì ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèè

Hp(G(x1, x2, . . . , xm))−
m∑

i=1

σpi(xi), p = 1, n.

Îáîáùàÿ ñêàçàííîå, çàïèøåì ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1) öåíòðû âûáèðàþò ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ;
2) ÀÝ íà îñíîâàíèè ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáèðàþò äåéñòâèÿ;
3) â ÀÑ îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿò âñå âûïëàòû.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè
ÀÑ ñîîáùàþò äðóã äðóãó òîëüêî ïðàâäó è âñåãäà âûïîëíÿþò ñâîè îáåùàíèÿ (ïî
âûïëàòàì).
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì m = 1 (â ñèñòåìå ïðèñóò-
ñòâóåò òîëüêî îäèí ÀÝ) è ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

A1. X = X1 åñòü êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Rl
+ (l ≥ 1), à G(x1) �

òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ:
G(x) = x.

A2. Ôóíêöèÿ çàòðàò íåîòðèöàòåëüíà è âñþäó íåïðåðûâíà.
A3. Ôóíêöèè äîõîäà öåíòðîâ íåîòðèöàòåëüíû è âñþäó íåïðåðûâíû.
Âìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ A1 ìîæíî ïîòðåáîâàòü (íàðÿäó ñ A2 è A3) çàìêíó-

òîñòü ìíîæåñòâà X = X1 è ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè x0, ÷òî
n∑

p=1

Hp(x)− c(x) < 0 ïðè x > x0.

Ââåäåì ìíîæåñòâî M ′ íåîòðèöàòåëüíûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ íà X ôóíêöèé
ñòèìóëèðîâàíèÿ (ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ öåíòðû íå ìîãóò íè÷åãî
çàáèðàòü ó ÀÝ):

M ′ = {σ(x) : X → [0, +∞)}.
Ââåäåì òàêæå ìíîæåñòâî M ′′ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ôóíêöèé:

M ′′ = {σ(x) : X → R :
∀xj ∈ X, xj → x̄, σ(xj) ≥ σ(x̄) ⇒ σ(xj) → σ(x̄)}

(äëÿ ìíîãèõ ñëó÷àåâ ïðîñòî íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì òðåáîâà-
íèåì, êîòîðîå íå ïîçâîëèò äîêàçàòü ìíîãèå ðåçóëüòàòû, â òî âðåìÿ êàê ïîëóíå-
ïðåðûâíîñòè ñâåðõó áóäåò äîñòàòî÷íî. Ê òîìó æå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå êâàçèêîì-
ïåíñàòîðíûå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññ âîçìîæíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí ïå-
ðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ M ′ è M ′′:

M = M ′ ∩M ′′,

ò.å. öåíòðû íè÷åãî íå çàáèðàþò ó ÀÝ (øòðàôû çàïðåùåíû), à òîëüêî ìîãóò ïðåä-
ëîæèòü åìó ñòèìóëèðîâàíèå çà âûáîð äåéñòâèÿ, è ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ÀÝ åñòü ïðàâî ó÷àñòèÿ: åñëè ïðè ëþáîì äåéñòâèè åãî
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìåíüøå íóëÿ (ñòèìóëèðîâàíèÿ çàäàíû), òî îí ìîæåò îòêàçàòüñÿ
îò ó÷àñòèÿ â ÀÑ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëàãàòü âûèãðûøè öåíòðîâ ðàâíûìè íóëþ
(äåéñòâèå âñåé ñèñòåìû íå îïðåäåëåíî). Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èÿ
îñîáîé (âîçìîæíî, èçîëèðîâàííîé) òî÷êè x̂: Hp(x̂) = 0, p = 1, n, c(x̂) = 0. Âûáðàâ
ýòó òî÷êó, ÀÝ íè÷åãî íå òåðÿåò (åãî çàòðàòû íóëåâûå), è ñòèìóëèðîâàíèÿ â ýòîé
òî÷êå ðàâíû íóëþ (ïîñêîëüêó öåíòðû íå ìîãóò ïðåäëîæèòü áîëüøå, ÷åì ñàìè
ïîëó÷àò â ýòîé òî÷êå, à ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè).
×àñòî â ìîäåëÿõ â ðîëè òàêîé âûäåëåííîé òî÷êè x̂ âûñòóïàåò òî÷êà x = 0.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî ôóíêöèè Ψ âûáîðà ÀÝ áóäåì óêàçûâàòü îäèí ýëåìåíò
x∗ ìíîæåñòâà X, êîòîðûé áóäåò âûáèðàòüñÿ êàê íàèëó÷øèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ÀÝ
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ âîçìîæíîñòÿõ: åñëè îí âõîäèò â ìíîæåñòâî

Argmax
x∈X

(
n∑

i=1

σi(x)− c(x)

)
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îïòèìàëüíûõ âûáîðîâ ÀÝ, òî ÀÝ âûáåðåò èìåííî x∗. Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî, ïî-
ñêîëüêó â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè
(äëÿ êîòîðûõ è âàæåí äàííûé x∗), à ïðè îòêëîíåíèè îò ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè,
åñëè ÀÝ ìîæåò ïîëó÷èòü íåíóëåâóþ âûãîäó, òî îí, óâåëè÷èâàÿ ñòèìóëèðîâàíèå,
ìîæåò ñäåëàòü òàê, ÷òî ìíîæåñòâî ëó÷øèõ äëÿ ÀÝ òî÷åê áóäåò òðèâèàëüíûì (ñî-
ñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà).

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè á�îëüøåå êîëè÷åñòâî öåíòðîâ íå îçíà÷àåò
á�îëüøèé êîíòðîëü çà ÀÝ (áîëåå òî÷íîå çíàíèå èñõîäà), êàê ýòî áûâàåò â æèçíè,
ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî öåíòð (öåíòðû) òî÷íî îñâåäîìëåíû î äåéñòâèè
ÀÝ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Argmax
íåïóñòû, ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ, äîñòèæèìû. Ýòè òðåáî-
âàíèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîñòè (ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé çàòðàò è äîõîäîâ è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà X.

Èòàê, êðàòêî ïîäâåäåì èòîãè ïåðâîé ãëàâû.

Â ðàçäåëå 1.1 ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ è ïðî-
àíàëèçèðîâàíî ìåñòî çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ â ñîâîêóïíîñòè çàäà÷ óïðà-
âëåíèÿ ÀÑ. Ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ôîðìèðîâà-
íèÿ ñîñòàâà ÀÑ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ íå-
îáõîäèìî óìåòü ðåøàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì ÀÑ, êîòîðàÿ
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá îïòèìàëüíîì ñòèìóëèðîâàíèè ÀÝ.

Â ðàçäåëå 1.2 îïèñàíû îñíîâíûå ìîäåëè àêòèâíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ áó-
äåò â äàëüíåéøåì ðåøàòüñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì. Êàê áûëî ñêàçàíî, íàìè
àíàëèçèðóþòñÿ äâå ÀÑ: ïåðâàÿ � ÀÑ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî öåíòðà è íåñêîëüêèõ
ÀÝ (äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì èñïîëíèòåëüíîãî çâåíà) è âòîðàÿ
� ÀÑ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ÀÝ è íåñêîëüêèõ öåíòðîâ (äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðà-
âëåíèÿ ñîñòàâîì óïðàâëÿþùåãî çâåíà). Ñðåäè ÀÑ ñ îäíèì öåíòðîì è íåñêîëüêèìè
ÀÝ âûäåëÿþòñÿ äâà êëàññà, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì àíàëèçèðîâàòü � ÀÑ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ è ÀÑ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ
öåíòð âûíóæäåí èñïîëüçîâàòü óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äàííûõ ÀÑ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îòëè÷èè îò ÀÑ ñ îä-
íèì öåíòðîì â ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè óïðàâëÿþùèìè öåíòðàìè âîçíèêàåò èãðà ìåæäó
öåíòðàìè, è ïîýòîìó, êðîìå îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ, â
äàííîé ÀÑ íåîáõîäèìî åùå óìåòü íàõîäèòü ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ÀÑ, ò.å. òàêèå
ñòðàòåãèè öåíòðîâ (ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ), ïðè êîòîðûõ íè îäíîìó èç öåíòðîâ
íå áóäåò âûãîäíî ìåíÿòü ñâîþ ñòðàòåãèþ ñ ðàâíîâåñíîé íà êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ïðè
óñëîâèè, ÷òî äðóãèå öåíòðû èñïîëüçóþò ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ.
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Ãëàâà 2

ÓÍÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÑÒÈÌÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Êàê áûëî ïîêàçàíî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èñïîëíèòåëüíûì ñîñòà-
âîì íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì, ò.å. óìåòü
íàõîäèòü íàèëó÷øóþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ çàäàííîãî ñîñòàâà.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ (êàê äèñêðåòíûõ, òàê è íåïðåðûâíûõ), â êîòîðîé öåíòð èñ-
ïîëüçóåò óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ. Íàõîäÿòñÿ ñâîéñòâà îïòè-
ìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ è îïèñûâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü äåéñòâèé àêòèâíûõ
ýëåìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè. Ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ îïòèìàëü-
íîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ,
òàê è äëÿ ñëó÷àÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ.

2.1. Ôóíêöèè çàòðàò àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ôóíêöèè çàòðàò è ïðîèç-
âîäñòâåííîé ôóíêöèè àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè çàòðàò. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà, êîòî-
ðûå íàì ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì îò ôóíêöèè çàòðàò äëÿ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì, ìîæíî âûâåñòè èñõîäÿ èç ðàçóìíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé î ñâîéñòâàõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì çà y > 0 âûïóñê (äåéñòâèå) àêòèâíîãî ýëåìåíòà, çà r > 0 � íå-
êîòîðóþ åãî õàðàêòåðèñòèêó (òèï), ãîâîðÿùóþ, íàïðèìåð, î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
â ñëó÷àå ôèðìû èëè îáðàçîâàíèè (òàëàíòå) â ñëó÷àå ÷åëîâåêà. Îáîçíà÷èì çà c

çàòðàòû àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü âûïóñê y çàâèñèò îò çàòðàò è òèïà àêòèâíî-
ãî ýëåìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì: y = F (c, r), ãäå F � íåêîòîðàÿ äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (c, r)
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

P 1.1. Çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ íóëåâîãî äåéñòâèÿ (ò.å. áåçäåéñòâèå) ðàâíû íó-
ëþ:

F (0, r) = 0;

P 1.2. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàòàõ âûïóñê óâåëè÷èâàåòñÿ:

Fc(c, r) ≡
∂F (c, r)

∂c
> 0;

P 1.3. Äîïîëíèòåëüíûé âûïóñê íà åäèíèöó äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò óìåíüøà-
åòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñàìèõ çàòðàò (âîãíóòîñòü ïî c):

Fcc(c, r) ≡
∂2F (c, r)

∂c2
< 0;
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P 1.4. Âûïóñê óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà:

Fr(c, r) ≡
∂F (c, rT )

∂r
> 0;

P 1.5. Ïðè óëó÷øåíèè òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ïðî-
èçâîäèìîé íà îäíó äîïîëíèòåëüíóþ åäèíèöó ñòèìóëèðîâàíèÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ:

Fcr(c, r) ≡
∂2F (c, r)

∂c∂r
> 0.

Ïðèìåð 1. Âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ôóíêöèè Êîááà-Äóã-
ëàñà

(2.1) F (c, r) = F0c
αr1−α,

ãäå α ∈ (0; 1), F0 > 0.•
Îïðåäåëèì ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûå çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ äåéñòâèÿ y êàê

c(r, y) = min{c ≥ 0|F (c, r) ≥ y}.

Íàçîâåì ôóíêöèþ c(·, ·) ôóíêöèåé çàòðàò àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Â ñèëó ïîëîæèòåëü-
íîñòè Fc(c, r) ïîëó÷àåì, ÷òî c(r, y) îïðåäåëÿåòñÿ ïî F (c, r) êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
ïî àðãóìåíòó c.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà çàòðàòû c êàê ôóíêöèÿ îò r è y åñòü

c(r, y) =
(

yrα−1

F0

)(1/α)

=
(

1
F0

)1/α

y1/αr(1−1/α) = c0y
βr1−β,

ãäå c0 = F
−1/α
0 , β = 1/α > 0.•

Âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
F (c, r) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè P 1.1-P 1.5.

Ëåììà 2.1.1. Ôóíêöèÿ çàòðàò óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
P 2.1. Ñòèìóëèðîâàíèå äëÿ âûáîðà íóëåâîãî äåéñòâèÿ ðàâíî íóëþ:

c(r, 0) = 0;

P 2.2. Ïðè óâåëè÷åíèè æåëàåìîãî äåéñòâèÿ íåîáõîäèìîå ñòèìóëèðîâàíèå óâå-
ëè÷èâàåòñÿ:

cy(r, y) > 0

(êàê ëåãêî âèäåòü, äàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà P 2.4 è cy(r, 0) >

0);
P 2.3. Ïðè óëó÷øåíèè òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà íåîáõîäèìîå ñòèìóëèðîâàíèå

óìåíüøàåòñÿ:
cr(r, y) < 0;

P 2.4. Ïðè óâåëè÷åíèè äåéñòâèÿ çàòðàòû íà äîïîëíèòåëüíîå óâåëè÷åíèå äåé-
ñòâèÿ âîçðàñòàþò:

cyy(r, y) > 0.

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà îòäà÷è îò ìàñøòàáà ñìåøàííàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ

cyr(r, y) < 0
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(íàçîâåì ýòî ñâîéñòâî P 2.5).
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y è r åñòü

cyr(r, y) = −
cy(r, y)Fcr(c, T ) + Fcc(c, r)c2

y(r, y)

Fc(c, r)

è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ïîñòîÿííîãî çíàêà (îäíàêî ïîñòîÿííûé çíàê ãàðàíòè-
ðóåòñÿ óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà îòäà÷è îò ìàñøòàáà).

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (r, c) =
√

rc. Òîãäà c(r, y) = y2/r, à ïðîèç-
âîäíûå, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

cr(r, y) = −y2/r2; cr(r, y) = 2y/r;

cyy(r, y) = 2/r; cry(r, y) = −2y/r2.•

Çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
F (c, r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Èíàäî:

Fc(0, r) = ∞, Fc(∞, r) = 0,

F (c, r) � âîãíóòàÿ ïî c ôóíêöèÿ. Òîãäà c(r, y) óäîâëåòâîðÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, óñëî-
âèÿì cy(r, 0) = 0, cy(r,∞) = ∞, c(r, y) � âûïóêëàÿ ïî y ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ Êîááà-
Äóãëàñà ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè çàòðàò ïðè ìî-
íîòîííîì ïðåîáðàçîâàíèè òèïîâ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ çàòðàò c(r, x) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè P 2.1�P 2.5,
òî ýòèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ôóíêöèÿ çàòðàò c̃(r∗, x) = ñ(F−1(r∗), x), ãäå
r∗ = F (r), à F : Ω → Ω1 � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî è îáëàñòü âîçìîæíûõ òèïîâ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
èçìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, Ω1 = F (Ω)).

Çàìå÷àíèå. Äèñêðåòíûå àíàëîãè ñâîéñòâ P 2.3. è P 2.5. (ïðè äèñêðåòíîì
íàáîðå òèïîâ) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (îñòàëüíûå ñâîéñòâà íå èçìåíÿþòñÿ):

P 2.3.

c(r1, y)− c(r2, y) < 0 ïðè r1 > r2;

P 2.5.

cy(r1, y)− cy(r2, y) < 0 ïðè r1 > r2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûâåëè íåîáõîäèìûå íàì â äàëüíåéøåì óñëîâèÿ íà ôóíê-
öèè çàòðàò àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäÿ èç ðàçóìíûõ òðåáîâàíèé íà ïðîèçâîäñòâåí-
íûå ôóíêöèè è â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü èõ âûïîëíåíèå.

2.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ è ôóíêöèé äåéñòâèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà (è âçàèìîñâÿçü) ôóíêöèè ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ è ôóíêöèè äåéñòâèÿ â îáùåì ñëó÷àå (äàæå ïðè íåîïòèìàëüíîé ôóíê-
öèè ñòèìóëèðîâàíèÿ). Ïîäðîáíûé àíàëèç äàííûõ ñâîéñòâ ïîçâîëèò íàì ðåøèòü
çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì, ÷òî â èòîãå ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì.
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Ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ è ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ ÷åðåç
óñëîâèå ðàöèîíàëüíîãî âûáîðà ÀÝ:

(2.2) f(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x)) ∀r ∈ Ω.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ÀÝ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû
ñòèìóëèðîâàíèÿ, òî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2) è óñòàíîâëåíèÿ
ñîâìåñòíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè äåéñòâèÿ è ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ íåîáõîäèìû
äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Äàííûé ðàçäåë öåëèêîì ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âçà-
èìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè êàê â äèñêðåòíîì, òàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.

Ôàêòè÷åñêè ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ åñòü çàâèñèìîñòü ðåàëèçóåìîãî äåéñòâèÿ îò
òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà: âñåãäà ìîæíî ïðåäïî÷òåíèÿ öåíòðà îïðåäåëèòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè Ãèïîòåçû Áëàãîæåëàòåëüíîñòè àêòèâíûé ýëåìåíò
òèïà r áóäåò ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèå f(r) (ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíê-
öèþ f(r)). Ìû ïîñòàðàåìñÿ óçíàòü áîëüøåå: êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ôóíê-
öèÿ f(r), êàê îíà ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé ñòèìóëèðîâàíèÿ σ(x) (íå ñ÷èòàÿ îïðåäåëå-
íèÿ (2.2)), êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò çàäàííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ.

Íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñ ñàìûõ ïðîñòûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè äåéñòâèÿ.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè f(r) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) äëÿ íåêîòîðîé

σ(x) ∈ M , òî äëÿ ëþáîãî r ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(2.3) σ(f(r))− c(r, f(r)) ≥ 0,

ò.å. ñòèìóëèðîâàíèå äåéñòâèÿ, âûáèðàåìîãî íåêîòîðûì àêòèâíûì ýëåìåíòîì ñè-
ñòåìû, âñåãäà íå ìåíüøå çàòðàò ýòîãî ýëåìåíòà íà ðåàëèçàöèþ äàííîãî äåéñòâèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ñèëó ñâîéñòâà P 2.1. c(r, 0) = 0 è σ(0) ≥ 0, òî
âûïîëíÿåòñÿ σ(0)− c(r, 0) ≥ 0. Êðîìå òîãî,

f(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x)),

ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî

σ(f(r))− c(r, f(r)) = sup
x∈X

(σ(x)− c(r, x)) ≥

≥ σ(0)− c(r, 0) ≥ 0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò î ñâîéñòâå, êîòîðîå ìû áóäåì ÷àñòî â äàëüíåéøåì
èñïîëüçîâàòü.

Ëåììà 2.2.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, âíå çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, âíå çàâèñèìîñòè
îò çàòðàò (íåîáõîäèìà ëèøü îòðèöàòåëüíàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ) äåéñòâèå,
ðåàëèçóåìîå àêòèâíûì ýëåìåíòîì ñ áîëüøèì òèïîì âñåãäà íå ìåíüøå äåéñòâèÿ,
ðåàëèçóåìîãî àêòèâíûì ýëåìåíòîì ñ ìåíüøèì òèïîì.

Ëåììà 2.2.2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÀÝ

σ(f(r))− c(r, f(r))

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé òèïà r ÀÝ.
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Äàííàÿ ëåììà èìååò âàæíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ìû ãîâîðèëè,
÷òî áîëüøåìó çíà÷åíèþ r ñîîòâåòñòâóåò ëó÷øèé òèï àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Â äàííîé
òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè òèïà Àêòèâíîãî Ýëåìåíòà çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøèé òèï èìååò àê-
òèâíûé ýëåìåíò, òåì á�îëüøóþ "ïðèáûëü" îí ïîëó÷àåò ïîìèìî êîìïåíñàöèè ñâîèõ
çàòðàò.

Æèçíåííàÿ íåîáõîäèìîñòü äàííîãî óñëîâèÿ îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèì ôàêòîì:
ïîëó÷åíèå ëó÷øåãî òèïà (íàïðèìåð, ÷åðåç äîïîëíèòåëüíîå îáðàçîâàíèå è ò.ï.) òðå-
áóåò áîëüøèõ çàòðàò, è, åñëè áû ïðèáûëü ïðè óëó÷øåíèè òèïà íå èçìåíÿëàñü, òî íå
áûëî áû íèêàêèõ ñòèìóëîâ ýòî äîïîëíèòåëüíîå îáðàçîâàíèå ïîëó÷àòü � çàòðàòû
âûðàñòóò, à ïðèáûëü (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ) íå èçìåíèòñÿ.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ : M → M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.4) Φ(σ)(x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)),

ãäå f(r) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) ñ ôóíêöèåé σ(x). Î÷åâèäíî, ÷òî Φ(σ) ìîæåò, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ôóíêöèè f(r) (ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå
f(r) ñ ïîìîùüþ (2.2) äîïóñêàåò â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòü), îäíàêî â äàëü-
íåéøåì (óòâåðæäåíèå 2.2.8) áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò f(r) ôóíêöèÿ
Φ(σ)(x) çàâèñèò òîëüêî îò σ(x).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî Φ(σ)(·) îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ è åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ôóíêöèè σ(·), íî, íàðÿäó ñî
ñâîéñòâàìè ôóíêöèè σ(·), îíà îáëàäàåò ìíîãèìè äðóãèìè äîñòîèíñòâàìè, íàïðè-
ìåð àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòüþ, è ðàáîòàòü ñ íåé íåñîìíåííî ëåã÷å, ÷åì ñ σ(·).
Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Φ(σ)(·) (âìåñòî σ(·)) ìîæíî çíà÷èòåëüíî ñóçèòü êëàññ âñåõ
äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ (ò.ê. îò ýòîé çàìåíû íå èçìåíÿþòñÿ çàòðàòû
è ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Φ(σ)(·).
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü f(r) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2)

äëÿ σ(x) è σ̃(x) = Φ(σ)(x). Òîãäà ôóíêöèÿ σ̃(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé:

∀x, x1 ∈ X, x < x1 ⇒ σ̃(x) < σ̃(x1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ∆x > 0 èìååì:

σ̃(x + ∆x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x + ∆x))

= inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)+

c(r, x + ∆x)− c(r, x))

≥ inf
r∈Ω

(
σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)

+ inf
r′∈Ω

(c(r′, x + ∆x)− c(r′, x))
)

= inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x))+

+ inf
r′∈Ω

(c(r′, x + ∆x)− c(r′, x))

= σ̃(x) + c(r1, x + ∆x)− c(r1, x) > σ̃(x),
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÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Ñëåäóþùåå âàæíîé ñâîéñòâî � îïåðàòîð Φ(·) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùèì. Áîëåå

ôîðìàëüíî, ïóñòü f(r) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) äëÿ íåêîòîðîé σ(x) ∈ M è ôóíêöèÿ
σ̃(x) = Φ(σ)(x). Òîãäà

σ̃(x) ≥ σ(x) ∀x ∈ X.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

f(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x)),

òî

σ(f(r))− c(r, f(r)) ≥ σ(x)− c(r, x) ∀x ∈ X

è, ñëåäîâàòåëüíî,

σ̃(x) = inf
r

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x))

≥ inf
r

(σ(x)− c(r, x) + c(r, x)) = σ(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê σ̃(x) âîçíà-

ãðàæäåíèÿ ÀÝ íå èçìåíÿþòñÿ. À èìåííî, ïóñòü f(r) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) äëÿ
íåêîòîðîé σ(x) ∈ M è ôóíêöèÿ σ̃(x) = Φ(σ)(x). Òîãäà

σ̃(f(r)) = σ(f(r)) ∀r ∈ Ω.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ,

σ̃(x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî r∗ ∈ Ω ôóíêöèÿ

σ̃(f(r∗)) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, f(r∗)))

≤ σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)) + c(r∗, f(r∗))

= σ(f(r∗)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ íåóáûâàíèå îïåðàòîðà Φ(·), σ̃(f(r∗)) ≥ σ(f(r∗)), ÷òî
è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñðåäè âàæíûõ ñâîéñòâ ìîæíî óïîìÿíóòü è òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ σ̃(x) ÿâëÿ-
åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0; a] äëÿ ëþáîãî a > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê äåéñòâè-
òåëüíîé ïðÿìîé, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
x1, x2 > 0 : |x1 − x2| < δ, äëÿ ëþáîãî r ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ

|c(r, x1)− c(r, x2)| < ε,

ïðè÷åì ε ìîæíî âûáðàòü êàê

ε = sup
r∈Ω,x∈[0;a]

cx(r, x)δ.

Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî ò.ê. äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî a ìíîæåñòâî Ω × [0; a]
êîìïàêòíî è ïîòîìó ñóïðåìóì êîíå÷åí.
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Òàêèì îáðàçîì,

σ̃(x1) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x1))

< inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x2) + ε)

= σ̃(x2) + ε.

Àíàëîãè÷íî,

σ̃(x2) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x2))

< inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x1) + ε)

= σ̃(x1) + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,
|σ̃(x2)− σ̃(x1)| < ε,

è ïðè äëÿ ëþáûõ xj
i , j = 1, 2, i = 1, l, â ñèëó âûáîðà ε

l∑
i=1

|σ̃(x1
i )− σ̃(x2

i )| ≤
l∑

i=1

|x1
i − x2

i | sup
r∈Ω,x∈[0;a]

cx(r, x)

= sup
r∈Ω,x∈[0;a]

cx(r, x)
l∑

i=1

|x1
i − x2

i |,

÷òî äëÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ σ̃(x) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ëþáîì êîíå÷-

íîì îòðåçêå ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ âñþäó íåïðåðûâíîé è äëÿ ëþáîãî
r ñóùåñòâóåò x (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
âûðàæåíèÿ

σ̃(x)− c(r, x).

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü (êîòîðàÿ áóäåò íàìè â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ)

max
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x))

êîððåêòíà (ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ).
Âàæíûì äëÿ íàñ ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðà-

òîðà Φ(·) ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ
íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å. äëÿ ôóíêöèè σ̃(x) = Φ(σ)(x) âûïîëíÿåòñÿ

f(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)),

ò.å f(r) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è àêòèâíîãî ýëåìåíòà (2.2) ñ ôóíêöèåé
ñòèìóëèðîâàíèÿ σ̃(x).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó σ̃(x) ≥ σ(x), òî

(2.5) max
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)) ≥ max
x∈X

(σ(x)− c(r, x)).

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

σ̃(x) = inf
r

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)),

òî âûïîëíÿþòñÿ
σ̃(x) ≤ σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x);
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σ̃(x)− c(r, x) ≤ σ(f(r))− c(r, f(r)) = max
x∈X

(σ(x)− c(r, x));

(2.6) max
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)) ≤ max
x∈X

(σ(x)− c(r, x))

äëÿ ëþáîãî r. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.5) è (2.6) ïîëó÷àåì, ÷òî,

max
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)) = max
x∈X

(σ(x)− c(r, x)).

Òåïåðü, ïîñêîëüêó max
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)) è max
x∈X

(σ(x)− c(r, x)) ñîâïàäàþò, è σ̃(x) ≥
σ(x), òî âåðíà öåïî÷êà

f(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x)) ⊂ Argmax
x∈X

(σ̃(x)− c(r, x)),

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ïðè èçìåíåíèè ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ íà

Φ(σ)(x) íå èçìåíÿåòñÿ, òî ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ,
è ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîãî âûèãðûøà ïðè âûáîðå äåéñòâèÿ f(r), ò.å. äëÿ ëþáûõ
r ∈ Ω è x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ

σ̃(f(r))− c(r, f(r)) ≥ σ̃(x)− c(r, x).

Âñå âûøå óêàçàííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Φ(σ) ìû ìîæåì îáúåäèíèòü â ñëåäó-
þùóþ ëåììó:

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ σ(x) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ
äåéñòâèÿ f(r). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ σ̃(x), ôóíêöèÿ
äåéñòâèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé äåéñòâèÿ ôóíêöèè σ(x), è çíà÷åíèÿ êîòî-
ðîé â ëþáîé òî÷êå íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ ëþáîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ñ ôóíê-
öèåé äåéñòâèÿ f(r). Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ òèïà ÀÝ
ðàçìåð âîçíàãðàæäåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè σ(x) è σ̃(x) ñîâïàäàåò.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðà-
âåíñòâà ôóíêöèé äåéñòâèÿ ïî÷òè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ëåììà 2.2.4. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ îïðåäåëåíû äâå
ðàçëè÷íûå ôóíêöèè äåéñòâèÿ, òî îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â ñâîèõ òî÷êàõ ðàçðûâà
(êîòîðûå ïî Ëåììå 2.2.1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà).

Ïðè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äåéñòâèÿ (êîòîðàÿ, íàïîìíèì, ÿâëÿåòñÿ íåóáûâà-
þùåé) ìîæíî âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâà-
íèÿ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàçðûâîâ â ôóíêöèè äåéñòâèÿ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ
ìîæíî âîññòàíîâèòü íà ìíîæåñòâå ðàçðûâà.

Óòâåðæäåíèå 2.2.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(r) èìååò ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå
r̂: lim

r→r̂−
f(r) = f(r̂−) 6= f(r̂+) = lim

r→r̂+
f(r). Òîãäà ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ σ̃(x)

íåïðåðûâíà íà [f(r̂−), f(r̂+)] è áîëåå òîãî,

σ̃(x) = c(r̂, x) + σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂))
ïðè x ∈ [f(r̂−), f(r̂+)].

Îïåðàòîð Φ(·) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ñ åãî ïîìîùüþ ôóíê-
öèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ "ìàêñèìàëüíîé", à èìåííî,

Óòâåðæäåíèå 2.2.6. Ïóñòü f(r) � ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ôóíêöèÿ ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ σ(x) è σ̂(x), ïðè÷åì σ(f(r)) = σ̂(f(r)) äëÿ ëþáîãî r. Òîãäà σ̃(x) ≡
Ψ(σ)(x) ≥ σ̂(x), ò.å. ôóíêöèþ σ̃(x) íåëüçÿ óâåëè÷èòü íè â îäíîé òî÷êå, ÷òîáû
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îíà îñòàëàñü ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèÿ f(r) ñ òàêèìè æå
âûïëàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà Φ(·) ÷åðåç ìèíèìóì (à íå èíôèíóì)
êîððåêòíî, î ÷åì ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.2.7. Ïóñòü σ(x) íåïðåðûâíà è σ̃(x) = Φ(σ)(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ X ñóùåñòâóåò r∗, íà êîòîðîì èíôèíóì â (2.4) äîñòèãàåòñÿ, ò.å.

σ̃(x) = σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)) + c(r∗, x).

Òàêèì îáðàçîì, ïî äîêàçàííîé Ëåììå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Φ(σ) ìû ìîæåì
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(σ)(x) = min
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x)).

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ïðè îïðåäåëåíèè Φ(σ)(x), ðåçóëüòàò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêóþ èç âîçìîæíûõ ôóíêöèé äåéñòâèÿ èñïîëüçîâàòü.
Îá èíâàðèàíòíîñòè ðåçóëüòàòà îò èñïîëüçóåìîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ãîâîðèò
ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.2.8. Ôóíêöèÿ Φ(σ)(·) íå çàâèñèò îò òîãî, êàêóþ èç ôóíêöèé

f(r) ∈ Argmax
r∈Ω

(σ(x)− c(r, x))

èñïîëüçîâàòü â îïðåäåëåíèè (2.4).
Â ñëåäóþùåé ëåììå îáîáùàåòñÿ ñâîéñòâî ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ðåàëèçóå-

ìîãî äåéñòâèÿ îò òèïà àêòèâíîãî ýëåìåíòà.
Ëåììà 2.2.9. Ïóñòü r1, r2 � òèïû àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçó-

åòñÿ ìèíèìóì ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè σ̃(x) = Φ(σ)(x) äëÿ x1 è x2 ñîîòâåòñòâåí-
íî:

(2.7) σ̃(xi)− c(ri, xi) = σ(f(ri))− c(ri, f(ri)),

è x1 < x2. Òîãäà òèïû àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì, ò.å. r1 ≤ r2.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè ñâÿçü ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ è ôóíêöèé
äåéñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé
ñòèìóëèðîâàíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè âîçðàñòàþùèìè
ôóíêöèÿìè ñòèìóëèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâà-
íèÿ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè äåéñòâèÿ îäèíàêîâû, îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó. Ïðåä-
ëîæåí ìåõàíèçì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî èçìåíèòü ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ
íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ, íå èçìåíÿÿ ôóíêöèþ äåéñòâèÿ è âûïëàòû àêòèâíûì
ýëåìåíòàì. Â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷øèé àêòèâíûé ýëåìåíò áóäåò âûïîë-
íÿòü á�îëüøåå äåéñòâèå, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ëó÷øåãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà ïðèíèìà-
åò ñòðîãî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, ÷åì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ õóäøåãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà
(äàæå ïðè íåîïòèìàëüíûõ ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ). Äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè
äåéñòâèÿ äëÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â ñâî-
èõ òî÷êàõ ðàçðûâà (à, ó÷èòûâàÿ íåóáûâàíèå ôóíêöèé äåéñòâèÿ, ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà ñ÷åòíî). Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè äåéñòâèÿ â òî÷êå (íåïðå-
ðûâíîñòü, ðàçðûâíîñòü, óáûâàíèå/âîçðàñòàíèå) îïèñàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ.
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2.3. Óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â àêòèâíûõ ñèñòåìàõ

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåàëèçóåìûõ
ðàçëè÷íûìè àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè äåéñòâèé. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà áóäóò
èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èñïîëíèòåëüíûì ñî-
ñòàâîì ÀÑ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èññëåäîâàòü äèñêðåòíûé ñëó÷àé ñ íåèíôîðìèðî-
âàííîñòüþ Öåíòðà î òèïàõ, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èçâåñò-
íî öåíòðó, íî îí íå çíàåò, êàêîé òèï ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó àêòèâíîìó ýëåìåíòó.
Ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ óíèôèöèðîâàííîé, ò.å. öåíòð çàäàåò îä-
íó ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ âñåõ èìåþùèõñÿ â ÀÑ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Áóäåò íàéäåíî äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äåéñòâèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ÀÝ ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ è ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõî-
æäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ îïòèìàëüíîé ôóíê-
öèè ñòèìóëèðîâàíèÿ áóäåò ïîäðîáíî èçó÷åí âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ðàçíûå
ÀÝ áóäóò âûáèðàòü ðàçíûå äåéñòâèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðå-
àëèçàöèè ðàçíûìè ÀÝ ðàçíûõ äåéñòâèé ìîæíî ãîâîðèòü î âûïóêëîñòè ñóììàðíîé
ôóíêöèè çàòðàò, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, î íåâûãîäíîñòè äëÿ öåíòðà èñïîëüçîâàòü
ñìåøàííûå ñòðàòåãèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðåøàåì çàäà÷ó

(2.8)
n∑

i=1

σ(xi) → min
σ,{xi}n

i=1

;

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

(2.9)
n∑

i=1

xi = x̄;

(2.10) xi ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− ci(x));

(2.11) X = [0, +∞] ∀i = 1 . . . n.

Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ìàêñèìóìà âûðàæåíèÿ (2.8) çà S(x̄).
Äëÿ ñëó÷àÿ âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òèïîâ

íåîáõîäèìî âìåñòî óðàâíåíèÿ 2.8 ìèíèìèçèðîâàòü

(2.12)
n∑

i=1

piσ(xi) → min
σ,{xi}n

i=1

.

Ðåçóëüòàòû ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ íåçíà÷èòåëüíî (ñ ïîïðàâêîé íà íàëè÷èå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé âî âñåõ óðàâíåíèÿõ).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïîëîæèì äàëåå xo = 0.
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Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ýòîé ÷àñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ôîðìóëå, îïèñûâàþ-
ùåé îïòèìàëüíóþ óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðèâåäåííóþ â [5]:

(2.13)
σ̃(xi) = σ̃(xi−1) + ci(xi)− ci(xi−1) =

=
i∑

k=1
(ck(xk)− ck(xk−1))

(ïîëàãàåì σ(0) = 0, σ(x) = 0 ïðè x 6= xi). Â ôîðìóëå 2.13 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σ̃(·)
åñòü îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ, xi � äåéñòâèå, âûáèðàåìîå i-ì ÀÝ.

Óêàçàííàÿ ôîðìóëà âåðíà íå òîëüêî äëÿ îïòèìàëüíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ
(ìèíèìèçèðóþùèõ çàòðàòû ïðè ôèêñèðîâàííîì ñðåäíåì èëè ñóììàðíîì äåéñòâè-
ÿõ), íî è äëÿ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ ìèíèìèçèðîâàíû çàòðàòû ïðè
ôèêñèðîâàííîì íàáîðå äåéñòâèé x1 ≤ x2 . . . ≤ xn.

Ïðåæäå âñåãî íàéäåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ.

Â ñèëó ðàöèîíàëüíîãî âûáîðà àêòèâíîãî ýëåìåíòà (2.10) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

σ(xi)− ci(xi) ≥ σ(xi−1)− ci(xi−1),

ñëåäîâàòåëüíî

(2.14) σ(xi) ≥ σ(xi−1) + ci(xi)− ci(xi−1) ∀i = 1 . . . n.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ σ(x), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-
åòñÿ â êà÷åñòâå ðàâåíñòâà óñëîâèå (2.14), àêòèâíûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì i ðåàëèçóåò
äåéñòâèå xi.

Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî àêòèâíûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì i íå áóäåò ðåàëèçî-
âûâàòü äåéñòâèå ñ íîìåðîì k < i. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

(2.15) σ(x1) = c1(x1),

òî ïåðâîìó ýëåìåíòó íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ ñ äåéñòâèÿ x1 íà x0 = 0.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ýëåìåíòà ñ íîìåðîì i−1. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà

ñ íîìåðîì i

σ(xi)− ci(xi) = σ(xi−1) + ci(xi)− ci(xi−1)− ci(xi)
= σ(xi−1)− ci(xi−1),

ò.å. àêòèâíîìó ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i áåçðàçëè÷íî, êàêîå äåéñòâèå ðåàëèçîâûâàòü
� xi èëè xi−1. Íî ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i−1
íåò âûãîäû ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèÿ ìåíüøå, ÷åì xi−1, òî

σ(xi−1)− ci(xi−1) = σ(xi−1)− ci−1(xi−1) +

+ci−1(xi−1)− ci(xi−1)

≥ σ(xi−k)− ci−1(xi−k) +

+ci−1(xi−k)− ci(xi−k)

= σ(xi−k)− ci(xi−k)

è àêòèâíîìó ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i íåò âûãîäû ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèÿ ìåíüøå,
÷åì xi−1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå ÷åì xi.
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Ïîêàæåì òåïåðü ïî èíäóêöèè, ÷òî àêòèâíûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì i íå áóäåò
ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèå ñ íîìåðîì k > i. Ýëåìåíòó ñ íîìåðîì n íåò âûãîäû ðåà-
ëèçîâûâàòü äåéñòâèå, áîëüøå ÷åì xn.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ýëåìåíòà ñ íîìåðîì i+1. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà
ñ íîìåðîì i

σ(xi)− ci(xi) = σ(xi+1)− ci+1(xi+1) +(2.16)

+ci+1(xi)− ci(xi) =

= σ(xi+1)− ci(xi+1) + ci(xi+1)−
−ci+1(xi+1) + ci+1(xi)− ci(xi) =

= σ(xi+1)− ci(xi+1) +

ri+1∫
ri

xi+1∫
xi

crx(r, x) dx dr ≥

≥ σ(xi+1)− ci(xi+1),

ò.å. àêòèâíîìó ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i íåò âûãîäû ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèå xi+1

âìåñòî xi. Íî ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i + 1
íåò âûãîäû ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèÿ áîëüøå, ÷åì xi+1, òî ïîñêîëüêó

σ(xi+1)− ci(xi+1) ≥ σ(xi+k)− ci+1(xi+k) +

+ci+1(xi+1)− ci(xi+1)

≥ σ(xi+k)− ci+1(xi+k) +

+ci+1(xi+k)− ci(xi+k)

= σ(xi+k)− ci(xi+k),

àêòèâíîìó ýëåìåíòó ñ íîìåðîì i íåò âûãîäû ðåàëèçîâûâàòü äåéñòâèå áîëüøå, ÷åì
xi.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì (2.13) ñèñòåìå
ñòèìóëèðîâàíèÿ i-é àêòèâíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò äåéñòâèå xi. Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíà.

Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ïî ôîðìóëå (2.14) ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû αi ≥ 0,
÷òî

(2.17) σ(xi) = σ(xi−1) + ci(xi)− ci(xi−1) + αi ∀i = 1 . . . n.

Íî òîãäà
n∑

i=1

σ(xi) =
n∑

i=1

i∑
k=1

(ck(xk)− ck(xk−1) + αk) =(2.18)

=
n∑

i=1

i∑
k=1

(ck(xk)− ck(xk−1)) +
n∑

i=1

i∑
k=1

αk =

=
n∑

i=1

i∑
k=1

(ck(xk)− ck(xk−1)) +
n∑

i=1

(n− i + 1)αi ≥

=
n∑

i=1

i∑
k=1

(ck(xk)− ck(xk−1)) =
n∑

i=1

σ̃(xi),

43



ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè âñå αi = 0. Íî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü
çàòðàòû Öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå ïðè ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ σ̃(·), óäîâëåòâî-
ðÿþùåé (2.13), ò.å. ýòà ñèñòåìà îïòèìàëüíà.

Êàê ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü, íåïðåðûâíûé àíàëîã ôóíêöèè σ̃(·) èç ôîðìóëû (2.13)
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (x ∈ [xi−1, xi]):

σ(x) = ci(x)− ci(xi−1) +
i−1∑
k=1

(ck(xk)− ck(xk−1)) =(2.19)

ci(x) +
i−1∑
k=1

(ck(xk)− ck+1(xk)) .

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.13) äëÿ ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ìîæíî íàéòè
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå äåéñòâèÿ xk è xk+1 ïðè îïòèìàëü-
íîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ (åñëè xk−1 < xk < xk+1 < xk+2), î ÷åì è ãîâîðèò
ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîé îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðî-
âàíèÿ k-é ÀÝ ðåàëèçóåò äåéñòâèå xk, è äëÿ âñåõ i = 1, n− 1 âûïîëíÿåòñÿ xi < xi+1.
Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

(n− i− 1)(c′i+2(xi+1)− c′i+1(xi+1))− c′i+1(xi+1) =(2.20)

(n− i)(c′i+1(xi)− c′i(xi))− c′i(xi),

ãäå ci(xi) åñòü ôóíêöèÿ çàòðàò â òî÷êå xi ÀÝ òèïà ri.
Äàííîå óòâåðæäåíèå äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ èòåðàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ îïòè-

ìàëüíî ðåàëèçóåìûõ äåéñòâèé ïðè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ: çíàÿ
îäíî èç íèõ, ìîæíî íàéòè äåéñòâèÿ ñîñåäíèõ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ è ò.ä. Â ÷àñòíî-
ñòè, çíàÿ äåéñòâèå, ðåàëèçóåìîå n-ì àêòèâíûì ýëåìåíòîì ïðè îïòèìàëüíîé ôóíê-
öèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå, ðåàëèçóåìîå n−1-ì ýëåìåíòîì,
äàëåå � n− 2-ì ýëåìåíòîì, è òàê äàëüøå äî ïåðâîãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî
õîòåëîñü áû èçáàâèòüñÿ îò èòåðàòèâíîãî ìåõàíèçìà, è òàêóþ âîçìîæíîñòü ïðåäî-
ñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3.2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîé îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðî-
âàíèÿ k-é ÀÝ ðåàëèçóåò äåéñòâèå xk, è äëÿ âñåõ i = 1, n− 1 âûïîëíÿåòñÿ xi < xi+1.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ k è i âåðíî ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

(n− i)(c′i+1(xi)− c′i(xi))− c′i(xi) =(2.21)

(n− k)(c′k+1(xk)− c′k(xk))− c′k(xk) = −c′n(xn).

Óñëîâèå â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ (2.21) íå îáÿçàòåëüíî ìîíîòîííî óïîðÿäî÷åííî âîç-
ðàñòàþò ïðè óëó÷øåíèè òèïà ÀÝ (÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ), è
èìåííî ïîýòîìó âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ðàçëè÷íûìè àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè îäè-
íàêîâûõ äåéñòâèé, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè çàòðàò c(ri, x) = ri
x2

2 è òðè
àêòèâíûõ ýëåìåíòà ñ òèïàìè r1 = 1, r2 = 8/7 è r3 = 2. Ïîñêîëüêó r1 < r2 <

r3, òî ôóíêöèè çàòðàò óæå óïîðÿäî÷åíû íóæíûì îáðàçîì. Íàéäåì îïòèìàëüíóþ
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ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ x̄. Ïóñòü x∗i �
äåéñòâèå, êîòîðîå ïðè ýòîì ðåàëèçóåò i-é àêòèâíûé ýëåìåíò.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó:

(2.22)
3∑

i=1

σ(xi) → min
x1,x2,x3

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

(2.23) x1 ≤ x2 ≤ x3;

(2.24)
3∑

i=1

xi = x̄;

(2.25) σ(xi) =
i∑

k=1

(ck(xk)− ck(xk−1)) .

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (2.23) ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè, ò.å. åñëè x1, x2 è x3

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì, òî x1 < x2 < x3, èç (2.22)-(2.25) ïîëó÷àåì:
3∑

i=1

σ(xi) = 3c1(x1) + 2(c2(x2)− c2(x1)) + (c3(x3)− c3(x2))

=
x2

1

2

(
3
r1
− 2

r2

)
+

x2
2

2

(
2
r2
− 1

r3

)
+

x2
3

2
1
r3

= x2
1

(
3
2
− 7

8

)
+ x2

2

(
7
8
− 1

4

)
+

x2
3

4

=
5
8
x2

1 +
5
8
x2

2 +
(x̄− x1 − x2)2

4
→ min

x1,x2
.

Íàõîäèì óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ïî x1 :
5
4
x1 − x̄ + x2 + x1 = 0;

ïî x2 :
5
4
x2 − x̄ + x1 + x2 = 0.

Âûðàæàÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ x1 è x2, ïîëó÷àåì:

x1 = x2 =
4
13

x̄;

x3 = x̄− x1 − x2 =
5
13

x̄.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïåðâûé è âòîðîé àêòèâíûå ýëåìåíòû ïðè
ëþáîé îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ è ëþáîì ñóììàðíîì äåéñòâèè ðåà-
ëèçóþò îäíî è òî æå äåéñòâèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äðóãèõ òèïàõ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ îïòè-
ìèçàöèîííîé çàäà÷è ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, ÷òî ïåðâûé àêòèâíûé ýëåìåíò äîë-
æåí ðåàëèçîâûâàòü á�îëüøåå äåéñòâèå, ÷åì âòîðîé, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó Ëåì-
ìû 2.2.1, è, òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
îãðàíè÷åíèÿ (2.23).•

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçëè÷íûå àêòèâíûå ýëåìåíòû ìîãóò ðåàëèçîâû-
âàòü îäèíàêîâûå äåéñòâèÿ, âåðíû äâå ñëåäóþùèå ëåììû, ãîâîðÿùèå î òîì, ÷òî
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äåéñòâèå ñàìîãî ëó÷øåãî èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ îòëè÷íî îò äðóãèõ è äåéñòâèå
ñàìîãî õóäøåãî èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî:

Óòâåðæäåíèå 2.3.3. Â ëþáîé ÀÑ îïòèìàëüíîå äåéñòâèå ëó÷øåãî ÀÝ áóäåò
îòëè÷àòüñÿ îò äåéñòâèé âñåõ äðóãèõ ÀÝ.

Òàêèì æå ñïîñîáîì, êàêèì äîêàçûâàåòñÿ îòëè÷èå äåéñòâèÿ, ðåàëèçóåìîãî ïðè
îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ëó÷øèì àêòèâíûì ýëåìåíòîì, îò äåéñòâèé
äðóãèõ ýëåìåíòîâ (ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå) äîêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íàèõóä-
øèé àêòèâíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò íåíóëåâîå äåéñòâèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3.4. Õóäøèé ÀÝ ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ
áóäåò âûáèðàòü íåíóëåâîå äåéñòâèå.

Èíòåðïðåòàöèÿ äàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóþùàÿ: ïðè íàëè÷èè ëþáîãî íàáîðà
àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïðè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ âñå èç íèõ áóäóò
ðåàëèçîâûâàòü íåêîòîðûå äåéñòâèÿ, òî åñòü íè îäèí íèõ ïðè ðàöèîíàëüíîì öåíòðå
íå äîëæåí áûòü èñêëþ÷åí èç ñèñòåìû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ èñïîëüçîâàòü
âîçìîæíîñòè íàèëó÷øåãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà, íåîáõîäèìî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû åãî
äåéñòâèå îòëè÷àëîñü îò äåéñòâèé äðóãèõ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå Ëåììû 2.2.1 è ôîðìóëó 2.13, â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ âûïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.26)
n∑

i=1

σ(xi) → max
{xi}n

i=1

;

(2.27) σ(xi) =
i∑

k=1

(ck(xk)− ck(xk−1) ∀i = 1 . . . n;

(2.28) xi+1 ≥ xi ∀i = 1 . . . n− 2;

(2.29)
n∑

i=1

xi = x̄.

Ïåðåïèñûâàÿ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

n∑
i=1

σ(xi) =
n∑

i=1

i∑
k=1

((ck(xk)− ck(xk−1))

=
n∑

i=1

(n− i + 1)((ci(xi)− ci(xi−1)) → max
{xi}n

i=1

.

Ëàãðàíæèàí

L =
n∑

i=1
(n− i + 1)(ci(xi)− ci(xi−1))+

λ

(
x̄−

n∑
i=1

xi

)
+

n−2∑
i=1

µi(xi − xi+1).
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Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî äåéñòâèé {xi}n
i=1 áûëî ðå-

øåíèåì çàäà÷è (2.26)-(2.29), ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò λ ≥ 0 è
µi ≥ 0, ÷òî

∂L

∂xi

= 0 ∀i = 1 . . . n,

ïðè÷åì
n∑

i=1
xi = x̄, xi+1 ≥ xi ∀i = 1 . . . n−2, à µi > 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà xi+1 = xi.

Èñõîäÿ èç ýòèõ óñëîâèé, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

(2.30)
∂L

∂xn

= c′n(xn)− λ = 0;

(2.31)
∂L

∂xn−1
= 2c′n−1(xn−1)− c′n(xn−1)− µn−2 − λ = 0;

(2.32)
∂L

∂x1
= nc′1(x1)− (n− 1)c′2(x1)− λ + µ1 = 0;

(2.33)
∂L
∂xi

= (n− i + 1)c′i(xi)− (n− i)c′i+1(xi)−
−λ + µi − µi−1 = 0

ïðè i = 2 . . . n− 2.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè xi òàêîâî, ÷òî xi−1 < xi < xi+1, òî ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

µi−1 = µi = 0 è

(2.34) (n− i + 1)c′i(xi)− (n− i)c′i+1(xi) = c′n(xn).

Åñëè æå xk−1 < xk = xk+1 = . . . = xl < xl+1, 1 ≤ k < l ≤ n − 1, òî êîíñòàíòû
µk−1 = µl = 0 è, êàê âèäíî èç (2.33) (îáîçíà÷àÿ x∗ = xk = . . . = xl), èìååì:

0 =
l∑

i=k

∂L

∂xi

=(2.35)

=
l∑

i=k

((n− i + 1)c′i(xi)− (n− i)c′i+1(xi)−

−λ + µi − µi−1) =

=
l∑

i=k

((n− i + 1)c′i(x
∗)− (n− i)c′i+1(x

∗)− λ) =

= (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗) +

+
l∑

i=k+1

((n− i + 1)− (n− (i− 1))c′i(x
∗)−

−(l − k + 1)λ =

= (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗)−
−(l − k + 1)λ =

= (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗)−
−(l − k + 1)c′n(x∗n),
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ñëåäîâàòåëüíî

(2.36) (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗) = (l − k + 1)c′n(x∗n).

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü µp ≥ 0 ïðè p = k . . . l − 1, èëè,
âûðàæàÿ µp (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â (2.35)),

(2.37)
µp = (n− k + 1)c′k(x

∗)−
−(n− p)c′p+1(x

∗)− (p− k + 1)c′n(x∗n) ≤
≤ 0,

èëè, çàìåíÿÿ c′n(x∗n) ïî ôîðìóëå (2.36),

(n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− p)c′p+1(x

∗) ≤(2.38)

p− k + 1
l − k + 1

((n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗)).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü ïðè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ èç n

ÀÝ i-é ÀÝ ðåàëèçóåò äåéñòâèå x∗i . Ïðè x∗i−1 < x∗i < x∗i+1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

(2.39) (n− i + 1)c′i(xi)− (n− i)c′i+1(xi) = c′n(xn).

Ïðè xk−1 < x∗ = xk = xk+1 = . . . = xl < xl+1, 1 ≤ k < l ≤ n− 1 âûïîëíÿåòñÿ

(2.40) (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗) = (l − k + 1)c′n(x∗n);

(n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− p)c′p+1(x

∗) ≤(2.41)

p− k + 1
l − k + 1

((n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗))

äëÿ âñåõ p = k, . . . , l − 1.
Íà îñíîâàíèè äàííîé òåîðåìû ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòè-

ìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ:

(1) Íàõîäèì çàâèñèìîñòè äåéñòâèé âñåõ ÀÝ îò äåéñòâèÿ íàèëó÷øåãî ÀÝ.
(2) Íàõîäèì çàâèñèìîñòü çàòðàò íà ñòèìóëèðîâàíèå îò ñóììàðíîãî ðåàëèçóå-

ìîãî äåéñòâèÿ.
(3) Ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó (ïðîèçâîäíàÿ îò ðàçíîñòè äîõîäà îò àã-

ðåãèðîâàííîãî äåéñòâèÿ è çàòðàò íà åãî ðåàëèçàöèþ), íàõîäèì îïòèìàëü-
íîå äåéñòâèå íàèëó÷øåãî ÀÝ è îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå èçäåðæêè c(ri, xi) = x2
i

2ri
, n = 3, r1 = 1,

r2 è r3 ïðîèçâîëüíû, r1 < r2 < r3. Îïðåäåëèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü x1 =
x2 < x3 (äðóãèì âîçìîæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ x1 < x2 < x3, è ïî Ëåììàì 2.2.1
è 2.3.3 èíûõ âàðèàíòîâ áûòü íå ìîæåò). Ïîëàãàåì k = 1, l = 2.

Èç óñëîâèÿ (2.36) (ó÷èòûâàÿ, ÷òî x∗ = x1 = x2)

(l − k + 1)c′n(xn) = (n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− l)c′l+1(x

∗);

2c′3(x3) = 3c′1(x1)− c′3(x1);

2
x3

r3
= 3x1 −

x1

r3
;
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(2.42) x3 =
r3

2
x1

(
3− 1

r3

)
.

Êðîìå òîãî, â ñèëó (2.37) ïðè p = 1

µp = ((n− k + 1)c′k(x
∗)− (n− p)c′p+1(x

∗)− (p− k + 1)c′n(xn)) ≥ 0;

3c′1(x1)− 2c′2(x1)− c′3(x3) ≥ 0;

3x1 − 2
x1

r2
− x3

r3
≥ 0;

x1

(
3− 2

r2

)
− x3

1
r3
≥ 0.

Âûðàæàÿ x3 ÷åðåç x1 (èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.42)),

x1

(
3− 2

r2

)
− r3

2
x1

(
3− 1

r3

)
1
r3
≥ 0;

3− 2
r2
− 1

2

(
3− 1

r3

)
≥ 0;

3− 4
r2

+
1
r3
≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè óñëîâèå íà r1 è r2, ïðè êîòîðîì (êàê ïîëó÷àåòñÿ èç
íàéäåííîãî âûðàæåíèÿ ïðè ëþáîì x̄) x1 = x2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè r1 6= 1 óñëîâèå âûãëÿäåëî áû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3
r1
− 4

r2
+

1
r3
≥ 0.•

Èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ðåàëèçàöèþ
àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèè x̃k(x̃n)
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(2.43) (n− k + 1)c′k(x̃k)− (n− k)c′k+1(x̃k) = c′n(x̃n).

Âñå âàæíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà ôóíêöèé x̃k(x̃n) îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé:
Ëåììà 2.3.6. Ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÀÝ îò äåéñòâèÿ

íàèëó÷øåãî ÀÝ îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðè äàííîì ñîñòàâå ÀÑ è ñòðî-
ãî âîçðàñòàåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ñîâîêóïíîãî äåéñòâèÿ âñåé ÀÑ äåéñòâèÿ âñåõ
ÀÝ âîçðàñòàþò. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì äåéñòâèè íàèëó÷øåãî ÀÝ ðåøåíèå çàäà÷è
î äåéñòâèÿõ äðóãèõ ÀÝ åäèíñòâåííî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïðåäåëÿåò, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî
ðàçëè÷íûå àêòèâíûõ ýëåìåíòû ðåàëèçóþò ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ, â òåðìèíàõ ââå-
äåííûõ ôóíêöèé x̃i(xn).

Ëåììà 2.3.7. Â ñëó÷àå ñòðîãîé óïîðÿäî÷åííîñòè ðåàëèçóåìûõ äåéñòâèé (âû-
÷èñëåííûõ ïî óðàâíåíèþ (2.43)) äâà ðàçëè÷íûõ ÀÝ íå áóäóò ðåàëèçîâûâàòü îäíî
è òî æå äåéñòâèå.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è íóæíà äëÿ íàõîæäåíèÿ äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé ëåììû ëåìì 2.3.9.

Ëåììà 2.3.8. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

c′i(x)− c′i+1(x) > c′i+1(x)− c′i+2(x) ∀x ∈ X
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(è, êàê ñëåäñòâèå, Ëåììû 2.3.9) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ∆ > 0, ÷òî

ri+1 − ri = ∆ ∀i = 1 · · ·n− 1 è
cxrr(r, x) < 0 ∀r ∈ Ω, x ∈ X.

Òåïåðü íàéäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåàëèçóåìûå äåéñòâèÿ
áûëè ñòðîãî óïîðÿäî÷åíû.

Ëåììà 2.3.9. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçíûå ÀÝ ðåàëèçîâû-
âàëè ðàçíûå äåéñòâèÿ, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

(2.44) c′i(x)− c′i+1(x) > c′i+1(x)− c′i+2(x).

äëÿ ëþáûõ x ∈ X è i = 1, n− 2.
Âñïîìíèì òåïåðü, äëÿ ëþáîé ÀÑ ìû îïðåäåëÿëè ñóììàðíûå çàòðàòû S(·) öåí-

òðà íà ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî àãðåãèðîâàííîãî äåéñòâèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå
âûïóêëîñòè ñóììàðíûõ çàòðàò öåíòð áóäåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷èñòûå ñòðàòå-
ãèè, íå ïðèáåãàÿ ê ñìåøàííûì (ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ � êîãäà öåíòð íàçíà÷àåò
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðèâîäèò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàòðàòû
áûëè âûïóêëîé ôóíêöèåé.

Ëåììà 2.3.10. Âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(2.45) c′i(x)− c′i+1(x) > c′i+1(x)− c′i+2(x).

äëÿ ëþáûõ x ∈ X è i = 1, n− 2 äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû
öåíòðà áûëè âûïóêëîé ôóíêöèåé, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, öåíòðó áûëî íåâûãîäíî
ñìåøèâàòü ñòðàòåãèè.

Â äàííîì ðàçäåëå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé óíèôè-
öèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîé íåîáõîäèìî äëÿ äàëüíåé-
øåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì. Áûëè èññëåäîâàíû âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ îïèñàíèåì âûáîðà ÀÝ ñâîèõ äåéñòâèé ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðî-
âàíèÿ. Ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü âûáîð ÀÝ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé. Îïèñàíà ñâÿçü
ìåæäó âûáîðîì ÀÝ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé è âûïóêëîñòüþ ôóíêöèè çàòðàò. Íàé-
äåíà ñâÿçü ìåæäó âûïóêëîñòüþ ôóíêöèè çàòðàò è èñïîëüçîâàíèåì öåíòðîì òîëü-
êî îäíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ (ò.å. èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñòîé, à íå ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè).

2.4. Óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â àêòèâíûõ ñèñòåìàõ

ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ ñ êîíòèíóóìîì àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû äàííîãî
ðàçäåëà ñõîäíû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàëàñü
ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì ÀÑ.
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Ïóñòü òèï àêòèâíîãî ýëåìåíòà èìååò íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ñîñðåäîòî÷åííîå íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè Ω = [r0, r1] ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (r), ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è äèôôåðåíöèðóåìîé íà Ω. Òîãäà r∗ = F (r)
áóäåò èìåòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1] ò.ê.

P{r∗ ≤ x} = P{F (r) ≤ x} = P{r ≤ F−1(x)} =
= F (F−1(x)) = x, x ∈ [0, 1].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ çàòðàò c̃(r∗, x) = c(F−1(r∗), x) (ìû òàêèì îáðàçîì
"ïåðåîïðåäåëèëè" òèï àêòèâíîãî ýëåìåíòà). Òîãäà ïî Ëåììå 2.1.2 è ôóíêöèÿ
c̃(r∗, x) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ çà-
òðàò (P 2.1�P 2.5), ïîñêîëüêó ýòèì ñâîéñòâàì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ c(r, x).
Êðîìå òîãî î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó òèïîâ â îïòèìàëüíîé ñè-
ñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ÀÑ ñ ôóíêöèåé çàòðàò c̃(r∗, x), ìû ïîëó÷èì îïòèìàëü-
íóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè çàòðàò c(r, x). ßñíî, ÷òî ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çàìåíàõ òèïîâ âñå óñëîâèÿ íà âûáîð äåéñòâèé àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè
ñîõðàíÿòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî ìû ïîêàçàëè âåðíîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
Óòâåðæäåíèå 2.4.1. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðî-

âàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà-
õîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òèïîâ ÀÝ. À èìåííî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ òèïîâ r′ = u(r), ÷òî òèïû ÀÝ r′ èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, è
îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè òèïàõ r′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ôóíê-
öèåé ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè òèïàõ r.

Èòàê, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ïîëà-
ãàòü,÷òî òèïû àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èìåþò îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå Ω = [r0, r1]:

P{r ∈ [r0, r
∗]} =

{
r∗−r0
r1−r0

ïðè r ∈ Ω;
0 èíà÷å.

Êàæäûé èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ çíàåò ñâîé òèï â òî âðåìÿ, êàê öåíòðó òèïû
èìåþùèõñÿ ýëåìåíòîâ íåèçâåñòíû, è îí âûíóæäåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ âåðîÿòíîñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.44)-(1.46) ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à âûïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ
çàäà÷:

(2.46) E σ(f(r)) → min
f(r),σ(x)∈Θ

� çàäà÷à öåíòðà

(2.47) f(r) ∈ Argmax
x

(σ(x)− c(r, x)) ∀r ∈ Ω � ç. ÀÝ

(2.48) E f(r) = x̄ (ãðàíè÷íîå óñëîâèå),

ãäå E îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî òèïó àêòèâíîãî ýëåìåíòà.
Ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (2.47)-(2.48), ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäà÷à (2.46) ìàêñèìèçàöèè

ïðèáûëè öåíòðîì ïðè ðåøåííîé çàäà÷å àãåíòà ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé çàäà÷åé íà
ìàêñèìèçàöèþ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî (ñðåäíåãî äåéñòâèÿ).
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Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî ôóíêöèè f(x) ìîæíî âîññòàíîâèòü íàè-
ëó÷øóþ σ(x), ïðè êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ äàííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ. Äîêàæåì ýòîò
ôàêò. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (2.47), èëè

(2.49)
σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)) ≥ σ(f(r))− c(r∗, f(r))

∀ r, r∗ ∈ Ω;

(2.50) σ(f(r∗))− σ(f(r)) ≥ c(r∗, f(r∗))− c(r∗, f(r)).

Ïóñòü r∗ > r. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.50) íà ïîëîæèòåëüíîå r∗ − r è
âîçüìåì ïðåäåë ïðè r → r∗. Ïîëó÷èì:

σ′(f(r∗))f ′(r∗) = lim
r→r∗

σ(f(r∗))− σ(f(r))
r∗ − r

≥

≥ lim
r→r∗

c(r∗, f(r∗))− c(r∗, f(r))
r∗ − r

= c′x(r
∗, f(r∗))f ′(r∗),

èëè ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ′(r) > 0, ïîëó÷àåì

(2.51) f ′(r∗)σ′(f(r∗)) ≥ f ′(r∗)c′x(r
∗, f(r∗)).

Ïðåäïîëîæèâ r∗ < r è ïðîäåëàâ òå æå âûêëàäêè, ìû ïîëó÷èì îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî, ò.å.

(2.52) f ′(r∗)σ′(f(r∗)) ≤ f ′(r∗)c′x(r
∗, f(r∗)),

÷òî âìåñòå ñ (2.51) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

(2.53) f ′(r)σ′(f(r)) = f ′(r)c′x(r, f(r))

(â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ).
Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

(2.54) min
r

(σ(f(r))− c(r, f(r))) = 0

(êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 2.46-2.48, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíê-
öèÿ σ(x) áûëà îïòèìàëüíîé) ìû ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå σ(x) ïî f(r)
(î÷åâèäíî, ÷òî ïî σ(x) ìû ìîæåì èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.47) îïðåäåëèòü f(r)). Â
ñèëó òîãî, ÷òî cx(r, x) > 0, ôóíêöèÿ σ(x) òîæå äîëæíà ìîíîòîííî âîçðàñòàòü (â
òî÷êàõ âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(r)).

Çàìåòèì: ïîñêîëüêó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò òèïà
r âûáèðàë äåéñòâèå f(r) ÿâëÿåòñÿ σ′(f(r)) = c′x(r, f(r)), òî, ðàññìîòðåâ ðàçíè-
öó σ(f(r)) − c(r, f(r)) è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åå ïî r ïîëó÷èì, ÷òî d

dr
(σ(f(r)) −

c(r, f(r))) = σ′(f(r))f ′(r) − c′x(r, f(r))f ′(r) − c′r(r, f(r)) = −c′r(r, f(r)) > 0, òî åñòü
ëó÷øèé ýëåìåíò ïîëó÷àåò áîëüøóþ ïðèáûëü (ðàçíîñòü ìåæäó ñòèìóëèðîâàíèåì
è çàòðàòàìè). Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.54)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû σ(f(r0)) − c(r0, f(r0)) ≥ 0 (ïîñêîëüêó r1 > r0). Â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü

(2.55) σ(f(r0)) = c(r0, f(r0)).

Òàêèì îáðàçîì, σ(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî f(r) â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì (2.53) è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.55).
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Ïðèìåð 6. Ïóñòü f(r) = r, c(r, x) = x2

r
. Òîãäà c′x(r, x) = 2x

r
. Ïî ôîðìóëå (2.51)

σ′(f(r)) = σ′(r) = c′x(r, f(r)) = 2f(r)
r

= 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, σ(x) = 2x + C. Êîí-
ñòàíòà C ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (2.54), äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî (2.55), ò.å. σ(f(r0)) = c(r0, f(r0)). Â äàííîì
ñëó÷àå 2r0 + C = r0, òî êîíñòàíòà C = −r0.•

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ôèêñèðóþùóþ ñðåäíèé âûïóñê íà óðîâíå x̄. Òîãäà çàäà-
÷à î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî ñ ôóíêöèåé f(x)) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.56) E σ(f(r)) → min
σ(x),f(r)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

(2.57) E f(r) = x̄,

(2.58) σ′(f(r)) = c′x(r, f(r)),

(2.59) σ(f(r0)) = c(r0, f(r0)),

ãäå E îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Çàìåòèì:

r1∫
r0

σ(f(r)) dr = rσ(f(r))

∣∣∣∣r1

r0

−
r1∫

r0

rσ′(f(r))f ′(r) dr =(2.60)

= rσ(f(r))

∣∣∣∣r1

r0

−
r1∫

r0

rc′x(r, f(r))f ′(r) dr;

r1∫
r0

rc′x(r, f(r))f ′(r) dr =(2.61)

=

r1∫
r0

r

(
dc(r, f(r))

dr
− c′r(r, f(r))

)
d r =

= rc(r, f(r))

∣∣∣∣r1

r0

−
r1∫

r0

rc′r(r, f(r))d r −
r1∫

r0

c(r, f(r))d r.

Êðîìå òîãî,

53



rσ(f(r))

∣∣∣∣r1

r0

= r1σ(f(r))

∣∣∣∣r1

r0

+ (r1 − r0)σ(f(r0)) =(2.62)

= r1

r1∫
r0

σ′(f(r))f ′(r) dr + (r1 − r0)c(r0, f(r0)) =

= r1

r1∫
r0

(
dc(r, f(r))

dr
− c′r(r, f(r))

)
dr +

+(r1 − r0)c(r0, f(r0)) =

= r1c(r, f(r))

∣∣∣∣r1

r0

− r1

r1∫
r0

c′r(r, f(r)) dr +

+(r1 − r0)c(r0, f(r0)) =

= rc(r, f(r))

∣∣∣∣r1

r0

− r1

r1∫
r0

c′r(r, f(r)) dr.

Îáúåäèíÿÿ (2.60)-(2.62), ïîëó÷àåì:

(r1 − r0)Eσ(f(r)) =

r1∫
r0

rc′r(r, f(r))− r1c
′
r(r, f(r)) + c(r, f(r)) dr =(2.63)

=

r1∫
r0

((r − r1)c′r(r, f(r)) + c(r, f(r))) dr =

=

r1∫
r0

c(r, f(r)) dr +

r1∫
r0

(r − r1)c′r(r, f(r)) dr.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îòâå÷àåò çà
ñòèìóëèðîâàíèå ïðè ïåðñîíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ ñ ôóíêöèåé
äåéñòâèÿ f(r), à âî âòîðîì èíòåãðàëå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âñåãäà áîëüøå
íóëÿ ò.ê. r ≤ r1, à c′r(r, x) < 0 è ðàâíî âåëè÷èíå ïåðåïëàò àêòèâíûì ýëåìåíòàì çà
èñïîëüçîâàíèå íåóíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè ôóíêöèè äåé-
ñòâèÿ f(r).

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, â ìèíèìèçèðóåìîì âûðàæåíèè ìû èçáàâèëèñü îò ôóíê-
öèè σ(x), è òåïåðü ìèíèìèçàöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî ïî îäíîé ôóíêöèè �
ïî f(x). Èòàê, íàì íàäî ìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàë (2.63) ïðè îãðàíè÷åíèè (2.57).

Ñäåëàåì ýòî, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

L = E σ(f(r))− λ(E f(r)− x̄) =(2.64)

=
1

r1 − r0

r1∫
r0

((r − r1)cr(r, f(r))

+c(r, f(r))− λf(r)) dr + λx̄.
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Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ìèíèìèçàöèè (2.64) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
Ýéëåðà (ñì. [72]):

(2.65)
∂

∂f
(rcr(r, f(r))− r1cr(r, f(r)) + c(r, f(r))− λf(r))) = 0,

èëè

(2.66) (r − r1)cxr(r, f(r)) + cx(r, f(r)) = λ.

Êîíñòàíòà λ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ E f(r) = x̄.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ çàòðàò âèäà c(r, x) = c(x)

r
+ C óðàâíåíèå (2.66) ïðè-

îáðåòàåò âèä

(2.67) −r1cxr(r, f(r)) = λ.

Òåïåðü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ è äåé-
ñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

(1) Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.66) (èëè â ÷àñòíîì ñëó÷àå
2.67), íàõîäèì ôóíêöèþ f(r) â çàâèñèìîñòè îò êîíñòàíòû λ > 0 (êàê ìíî-
æèòåëü Ëàãðàíæà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïðè îãðàíè÷åíèè E f(r)− x̄ ≥ 0);

(2) Íàõîäèì çíà÷åíèå λ èç óñëîâèÿ E f(r) = x̄, ãäå E f(r) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (2.63);

(3) Çíàÿ f(r), íàõîäèì ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ σ(x), èñïîëüçóÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.66) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.55) σ(f(r0)) =
c(r0, f(r0)).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé çàòðàò âèäà c(r, x) = g(x)
r

+ C ñóììà äâóõ ñëàãàå-
ìûõ â (2.66) rcxr(r, f(r)) + cx(r, f(r)) = 0 è íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà (2.56)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

(2.68) −r1cxr(r, f(r))− λ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå

(2.69) λ = −r1cxr(r, f(r))

è ìèíèìàëüíûå ñðåäíèå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ðàâíû

(2.70) Eσ(f(r)) = − 1
r1 − r0

r1∫
r0

r1c
′
r(r, f(r)) dr.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (â ïðåäïîëîæåíèè ôóíê-
öèè çàòðàò âèäà c(r, x) = c(x)

r
+ C):

Óòâåðæäåíèå 2.4.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(r) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äåéñòâèÿ äëÿ
îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, òî íà âñåõ ó÷àñòêàõ âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè
f(r) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

(2.71) λ = −cxr(r, f(r)),
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ãäå λ � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì ñðåäíèå çàòðàòû íà ñòè-
ìóëèðîâàíèå ðàâíû

(2.72) E σ(f(r)) = − 1
rmax − rmin

r1∫
r0

rmaxc
′
r(r, f(r)) dr,

ãäå rmax è rmin - ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû èíòåðâàëà, íà êîòîðîì
ñîñðåäîòî÷åíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òèïîâ ÀÝ.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ çàòðàò c(r, x) = x2

r
. Èñõîäÿ èç (2.68), èìååì:

λ = −r1cxr(r, f(r)) = 2r1
f(r)
r2 è f(r) = λ r2

2r1
.

Êîýôôèöèåíò λ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
r1∫

r0

f(r) dr = (r1 − r0)x̄

è, ñëåäîâàòåëüíî,
r1∫

r0

λ
r2

2r1
dr =

λ

2r1

r3

3

∣∣∣∣r1

r0

=
(r3

1 − r3
0)λ

6r1
= (r1 − r0)x̄,

òî åñòü

λ =
6r1x̄(r1 − r0)

r3
1 − r3

0
,

f(r) = λ
r2

2r1
=

3x̄(r1 − r0)
r3
1 − r3

0
r2,

Òèï àêòèâíîãî ýëåìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçóåìîãî èì äåéñòâèÿ åñòü

(2.73) r = f−1(x) =

√
x

3x̄
r3
1 − r3

0

r1 − r0
.

(2.74) cx(r(x), x) = 2
x

r(x)
= 2

√
x

√
3x̄(r1 − r0)

r3
1 − r3

0
.

Èñïîëüçóÿ (2.53), èìååì:

σ(x)− σ(f(r0)) =

x∫
f(r0)

cx(r(y), y) dy =

=
2
3
y2/3

∣∣∣∣x
f(r0)

= 2

√
3x̄(r1 − r0)

r3
1 − r3

0

è, ïîñêîëüêó

cr(r, f(r)) = −
(

r2 3x̄(r1 − r0)
r3
1 − r3

0

)2/
r2 =

= −r2

(
3x̄(r1 − r0)

r3
1 − r3

0

)2

,

ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ ðàâíà

(2.75) σ(x) = c(r0, f(r0)) +
4
3

√
3x̄(r1 − r0)

r3
1 − r3

0

(
x3/2 − f(r0)3/2

)
.
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Ñðåäíèå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ðàâíû

C1 = Eσ(f(r)) = − 1
r1 − r0

r1∫
r0

r1cr(r, f(r)) dr =(2.76)

3(x̄)2 r1(r1 − r0)
r3
1 − r3

0
= 3x̄2 r1

r2
1 + r1r0 + r2

0
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè r0 → r1 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàòðàò

E σ(f(r)) → x̄2

r1
,

÷åãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü (âûðîæäåííûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåïðåðûâíîãî
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Îöåíèì ïîòåðþ ýôôåêòèâíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê óíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ. À èìåííî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû î ïåðñîíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå
ñòèìóëèðîâàíèÿ (ñì. [33], çíà÷åíèå C0 çàòðàò äëÿ ðåàëèçàöèè òîãî æå ñðåäíå-
ãî äåéñòâèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðñîíèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ)
ïîëó÷àåì, ÷òî

C1

C2
=

3r1(r1 − r0)x̄2/(r3
1 − r3

0)
2x̄2/(r1 + r0)

=
r13(r1 + r0)

2(r2
1 + r1r0 + r2

0)
=

1 +
1 + α− 2α2

2(1 + α + α2)
≥ 1,

ãäå α = r0/r1 ∈ [0, 1]. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî α2 ≤ α ≤ 1.
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà α = 1, ò.å. r0 = r1. Îòìåòèì,
÷òî C1

C2
ñòðîãî óáûâàåò ïî α.•

Ðàíåå íàìè áûëà äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

(2.77) f ′(r)σ′(f(r)) = f ′(r)c′x(r, f(r)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îòëè÷èè f ′(r) îò íóëÿ ìû ìîæåì îáå ÷àñòè ðàçäåëèòü íà
f ′(r) è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

(2.78) σ′(f(r)) = c′x(r, f(r)).

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî äàííîå ñîîòíîøåíèå âåðíî
äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðîèçâîäíàÿ f(r) ðàâíà íóëþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.3. Åñëè ôóíêöèè σ(x) è f(r) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà-
÷è (2.46)-(2.48), è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ri > r∗,

lim
i→∞

ri = r∗, lim
i→∞

f(ri) = f(r∗),

òî ôóíêöèÿ σ(x) èìååò ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå f(r∗) è îíà ðàâíà

σ′(f(r∗)+) = c′x(r
∗, f(r∗))

Åñëè æå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ri < r∗,

lim
i→∞

ri = r∗, lim
i→∞

f(ri) = f(r∗),

òî ôóíêöèÿ σ(x) èìååò ëåâóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå f(r∗) è îíà ðàâíà

σ′(f(r∗)+) = c′x(r
∗, f(r∗)).
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Èòàê, êðàòêî ïîäâåäåì èòîãè âòîðîé ãëàâû.

Â äàííîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ óíèôèöèðîâàííûõ ñè-
ñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà âîçìîæíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-
öèé ÀÝ, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàåòñÿ çàâèñèìîñòü âûáðàííîãî äåéñòâèÿ îò òèïà ÀÝ
è çàòðàò.

Â ðàçäåëå 2.2 äëÿ ñëó÷àÿ óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ ââåäåíà
ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó òèïó ÀÝ äåéñòâèå, êîòîðîå îí
âûáèðàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, è íàéäåíà âçà-
èìîñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè äåéñòâèÿ è ôóíêöèÿìè ñòèìóëèðîâàíèÿ. Îïèñàíû
îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè äåéñòâèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîé óíèôèöèðî-
âàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ÀÑ. Îïòèìàëüíîé íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî äåéñòâèÿ (èëè ñðåäíåå äåéñòâèå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå) ìèíèìàëüíû.

Ïðèâåäåí è îáîñíîâàí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâà-
íèÿ äëÿ ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ èñïîëüçîâàíèÿ öåíòðîì
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå óíèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ.

Íàéäåíû ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ: äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, îïèñàíèå ðåàëèçóåìûõ äåéñòâèé, èõ âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå.

Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé óíèôèöèðîâàííîé
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ (êîãäà ÀÑ ñîñòîèò èç êîíòè-
íóóìà ðàçëè÷íûõ ÀÝ). Ïðèâåäåí àëãîðèòì ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà íàéäåííîì äèôôåðåíöèàëüíîì ñîîòíîøåíèè.

Àëãîðèòìû ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ äâóõ ðàññìî-
òðåííûõ ÀÑ ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ÀÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ äëÿ íàõîæäå-
íèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå äåéñòâèÿ íàèëó÷øåãî ÀÝ ñ äåéñòâèÿìè äðóãèõ ÀÝ,
à äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÀÝ íåîáõîäèìî ðåøèòü îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íà îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ äåéñòâèÿ (è ïîòîì èñõîäÿ èç ýòîé ôóíêöèè
äåéñòâèÿ íàéòè îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ).

Äàííîå èññëåäîâàíèå áûëî íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ôîðìèðîâàíèå ñî-
ñòàâà èñïîëíèòåëåé ÀÑ.
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Ãëàâà 3

ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÑÎÑÒÀÂÀ
ÈÑÏÎËÍÈÒÅËÅÉ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî âî âòîðîé ãëàâå èññëåäîâàíèÿ
îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ (çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì
ñîñòàâå) ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óïðàâëåíèÿ (èñïîëíèòåëüíûì) ñîñòàâîì ÀÑ �
ìíîæåñòâîì ÀÝ.

3.1. Äèíàìè÷åñêîå ôîðìèðîâàíèå ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèíàìè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ
ñîñòàâà. Â äèíàìèêå áîëüøóþ ðîëü èãðàþò îæèäàíèÿ î áóäóùèõ èçìåíåíèÿõ â ñî-
ñòàâå ÀÑ è êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ. Èìåííî, ñåãîäíÿøíåå ðåøåíèå î ïðè-
åìå íà ðàáîòó èëè óâîëüíåíèè çàâèñèò îò îæèäàíèÿ áóäóùèõ ïðèáûëåé, èëè îò
îæèäàíèÿ óâåëè÷åíèÿ ïðèáûëè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ÀÑ.

Îáîçíà÷èì çà β âðåìåííîé êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà,
åñëè â êàæäûé èç ïåðèîäîâ âðåìåíè ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü πi(Si), ãäå i =
0, 1, . . . � âðåìÿ, è Si � ñîñòàâ ôèðìû â ïåðèîä âðåìåíè i (ñîñòàâ ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé, çíà÷åíèå êîòîðîé çàâèñèò îò ïðîâîäèìîé ôèðìîé ïîëèòèêè
ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà), òî çàäà÷åé ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

L = E

(
∞∑
i=0

βiπi(Si)

)
,

ãäå E îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì ñîñòàâàì è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîñòàâîâ Si ñîãëàñîâàíà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîëèòèêîé ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà:

P (Si|si−1) = F (si−1, u)(Si),

ãäå F (·, ·) � íåêîòîðàÿ (âåðîÿòíîñòíàÿ) ôóíêöèÿ, à u � óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, êîòîðóþ âûáèðàåò ôèðìà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F íå çàâèñèò îò ñîñòàâà äî ìîìåíòà âðåìåíè i− 1.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ, ðàñ-
ñìîòðåííóþ âî âòîðîé ãëàâå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ôèðìà èñïîëüçóåò îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò çàâè-
ñåòü îò âðåìåíè è îò òåêóùåãî ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ ìåæäó ñîáîþ íèêàê íå ñâÿçàíû (êðîìå òîãî ôàêòà, ÷òî ÿâëÿþò-
ñÿ îïòèìàëüíûìè). Î÷åâèäíî, ÷òî íàèëó÷øåé ïîëèòèêîé ôèðìû áóäåò â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè èñïîëüçîâàòü íàèëó÷øóþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ (ò.å. îïòè-
ìàëüíóþ), èçìåíÿÿ åå â çàâèñèìîñòè îò èìåþùåãîñÿ ñîñòàâà. Òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî
åñëè ñîñòàâ ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿåòñÿ, òî òî÷íî òàê æå íå èçìåíÿåòñÿ è ôóíêöèÿ
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ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó îíà (â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 2) çàâèñèò èñêëþ÷è-
òåëüíî îò ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé, ò.å. îò èõ ïðîèçâîäñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê.

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, íà êîòîðîì îñíîâûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà
ãëàâû, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 3.1.1. Ïðè óëó÷øåíèè òèïà ëþáîãî èç ÀÝ íå ìîæåò ïðîèçîéòè
óâåëè÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ çàòðàò öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå èëè óìåíüøåíèå åãî
ïðèáûëè.

Íà ñàìîì äåëå (÷òî âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà), åñëè äåéñòâèå ÀÝ ñîâïàäàåò ñ ñî-
ñåäíèìè (ñëåäóþùèì è ïðåäûäóùèì), òî ïðè íåáîëüøîì óëó÷øåíèè òèïà äàííîãî
ÀÝ íå ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèÿ îïòèìàëüíûõ çàòðàò. È íàîáîðîò, ïðè óëó÷øåíèè
òèïà ÀÝ, äåéñòâèå êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíèì èç ñîñåäíèõ ÀÝ,
ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèå çàòðàò íà ðåàëèçàöèþ ôèêñèðîâàííîãî àãðåãèðîâàííîãî
äåéñòâèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.1.1 ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íàèëó÷øåé
ñòðàòåãèåé ïî óïðàâëåíèþ ñîñòàâîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè íàëè÷èè ÀÝ, òèï
êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò òèï íàèõóäùåãî ÀÝ, ïðîèçâåñòè çàìåíó íàèõóäøåãî ÀÝ íà
äàííûé. Â ñëó÷àå æå, åñëè åñòü âîçìîæíîñòü ïðèíÿòü íà ðàáîòó íîâîãî ñîòðóä-
íèêà áåç óâîëüíåíèÿ ñòàðûõ, íåîáõîäèìî, îñòàâëÿÿ ïðåæíèé ñîñòàâ, ïðèíèìàòü
íîâûõ ñîòðóäíèêîâ, ïîñêîëüêó (â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2.3.4) íàèõóäøèé
ÀÝ ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ áóäåò âûáèðàòü íåíóëåâîå äåéñòâèå,
÷òî ãîâîðèò îò òîì, ÷òî îí â ñèñòåìå íå áóäåò "ëèøíèì", ò.å. åãî íå íàäî óâîëü-
íÿòü (èíà÷å ïðè îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ñòèìóëèðîâàíèÿ îí áû âûáèðàë íóëåâîå
äåéñòâèå, ò.å. áåçäåéñòâîâàë).

Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ îãðàíè÷åíî, òî íàáîð
áóäåò ïðîõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñëó÷àå, åñëè òèï íîâîãî ñîòðóäíèêà ëó÷øå,
÷åì òèï íàèõóäøåãî ñîòðóäíèêà â ÀÑ, òî îí áóäåò çàìåíåí.

Åñëè ôèðìà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç àãåíòîâ ñ íàèëó÷øèìè âîçìîæíûìè òè-
ïàìè, òî ïðîöåññ ïîäáîðà ïåðñîíàëà îñòàíîâèòñÿ, èíà÷å æå îí áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ
(åñëè òîëüêî íåò ïëàòû çà èçìåíåíèå ñîñòàâà ñîòðóäíèêîâ).

Óñëîæíèì ìîäåëü: ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ îãðàíè-
÷åíî è äëÿ ïðèåìà íîâûõ ñîòðóäíèêîâ ìåñòà äîëæíû áûòü âàêàíòíû, ò.å. íåëüçÿ
ñíà÷àëà óçíàòü òèïû íîâûõ ñîòðóäíèêîâ, è ïîòîì ïðèíèìàòü ðåøåíèå îá óâîëüíå-
íèè ñòàðûõ ñîòðóäíèêîâ. Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè,
â êîòîðûõ áóäóùàÿ ïðèáûëü äèñêîíòèðóåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì β, ò.å. óìíîæàåòñÿ
íà β â ñòåïåíè âðåìåíè äî ìîìåíòà ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè.

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.1.2. Äëÿ ëþáîé ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè ÀÝ ñóùåñòâóåò òàêîå r′,

çàâèñÿùåå îò òåêóùåãî ñîñòàâà ÀÑ è êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ β, ÷òî â
òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè óâîëüíÿþòñÿ âñå ÀÝ ñ òèïîì ìåíåå r′ .

Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè íåîáõîäèìî óâîëüíÿòü
íàèõóäøèõ ñîòðóäíèêîâ, îñòàâëÿÿ òîëüêî íàèëó÷øèõ, òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòð r′

60



âûñòóïàåò â ðîëè ïåðåìåííîé óïðàâëåíèÿ ÀÑ è íàõîäèòñÿ èñõîäÿ èç ìàêñèìèçà-
öèîííîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì

E

(
∞∑
i=0

βiπi(Si)

)
→ max

r′(S)
,

ãäå r′(S) � ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî òèïà r′ â çàâèñèìîñòè îò òåêó-
ùåãî ñîñòàâà, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Si ñîãëàñîâàíà âûáîðîì ôóíêöèè r′(S). Ïîä
ñîãëàñîâàííîñòüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ òî, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà áóäóùèõ ñîñòàâîâ
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèå èç ÀÝ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñêëþ÷àþòñÿ èç ñîñòàâà ÀÝ.

ßñíî, ÷òî r′(S) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

(3.1) r′(S1) = r′(S2)

åñëè ìíîæåñòâà {r ∈ S1 : r ≥ r′(S1)} è {r ∈ S2 : r ≥ r′(S1)} ñîâïàäàþò (ïðè èçìå-
íåíèè òèïîâ ÀÝ ìíîæåñòâà S1 íèæå ãðàíèöû r′(S) íå èçìåíÿåò ñàìîé ãðàíèöû).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ r(S) èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Íàõîäèòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ G(S) (îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ïðè íà÷àëüíîì ñîñòàâå
S), ÷òî

G(S) = max
r′

(π(S) + β E(G(S ′)/r′, S)) ,

ãäå S ′ � ñëó÷àéíûé ñîñòàâ ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïðåäûäóùèé ìîìåíò áûëè óâîëåíû
âñå ÀÝ ñ òèïîì ìåíåå r′. Òîãäà

r′(S) ∈ argmax
r′

(π(S) + β E(G(S ′)/r′, S)) ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ r′(S) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (3.1).
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ çàäà÷à î çàìåíå ñîñòàâà â êàæäûé

êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ òèïîâ ñîòðóäíèêîâ è óâîëüíåíèå
ñîòðóäíèêîâ, òèï êîòîðûõ ìåíüøå äàííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

(2) Àíàëèç ïðèøåäøèõ ñîòðóäíèêîâ è îïðåäåëåíèå òåõ ëó÷øèõ èç íèõ, êîòî-
ðûå ïðèíèìàþòñÿ íà ðàáîòó.

(3) Åñëè íè îäèí èç ñîòðóäíèêîâ íå ïðèíÿò íà ðàáîòó, ïîâòîðåíèå ïóíêòà 2 â
íîâûé ïåðèîä âðåìåíè.

(4) Åñëè êòî-òî ïðèíÿò - ïîâòîðåíèå ï. 1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîãî êðèòåðèÿ
äëÿ óâîëüíåíèÿ. Åñëè óâîëüíÿòü íåêîãî - ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ôîðìèðîâàíèè ñîñòàâà äåéñòâóåò òîò æå àëãîðèòì ñ òåì
èçìåíåíèåì, ÷òî íà íà÷àëüíîì ýòàïå óâîëüíÿòü íåêîãî, è ôîðìèðóåòñÿ ñðàçó âåñü
ñîñòàâ, âîçìîæíî çà íåñêîëüêî øàãîâ.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ôóíêöèè r′(S), êîòîðûå áóäóò õàðàêòåðèçîâàòü
íàéäåííîå ðåøåíèå.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ ÀÑ S, ñîñòîÿùèõ èç "õîðîøèõ" ÀÝ, áóäåò âåðíî r′(S) = 0, ò.å.
ñóùåñòâóåò òàêîå r, ñòðîãî ìåíüøåå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî òèïà ÀÝ, ÷òî

(3.2) ∀S : (∀r ∈ S ⇒ r > r) ⇒ r′(S) = 0.
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Âî-âòîðûõ, äëÿ ÀÑ S, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç "ïëîõèõ" ÀÝ, áóäåò âåðíî r′(S) =
rmax, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå r, ñòðîãî áîëüøåå íóëÿ, ÷òî äëÿ

(3.3) ∀S : (∀r ∈ S ⇒ r < r) ⇒ r′(S) = rmax.

Â-òðåòüèõ, ôóíêöèÿ r′(S) íå âîçðàñòàåò ïî ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà S, ò.å. äëÿ
ëþáûõ S, S ′ âûïîëíÿåòñÿ

(3.4) (S ′ = (S ∪ {r1})\{r2}), r1 > r2) ⇒ r′(S ′) ≤ r′(S).

3.2. Óïðàâëåíèå ñîñòàâîì ïóòåì îáó÷åíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå íà îñíîâàíèè ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ÀÑ ñ íåñêîëüêèìè ÀÝ
àíàëèçèðóþòñÿ âîïðîñû èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ÀÝ ïóòåì îáó÷åíèÿ (èçìåíåíèÿ òèïà
ÀÝ). Íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ðàçëè÷íûì àãåíòàì
ÀÑ âûãîäíî èçìåíÿòü òèï ÀÝ.

Ïóñòü g(r) åñòü ñòîèìîñòü îáó÷åíèÿ ÀÝ ñ òèïîì r, ò.å. äëÿ èçìåíåíèÿ òèïà ÀÝ
ñ r1 äî r2 íåîáõîäèìî çàòðàòèòü ñóììó

(3.5)

r2∫
r1

g(r) dr.

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî öåíòð ðàññìàòðèâàåò ïðèíÿòèå òåêóùèõ (íå ñòðà-
òåãè÷åñêèõ) ðåøåíèé, ò.å. ìû ãîâîðèì î ìàëîì âîçìîæíîì óëó÷øåíèè òèïà ñî-
òðóäíèêîâ, êîãäà öåíòð ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî "áëèçîðóêèì" è íå ìîæåò îöåíèòü
áîëüøîãî èçìåíåíèÿ òèïîâ. Îí îöåíèâàåò òîëüêî êðàòêîñðî÷íóþ âûãîäó îò ñâîèõ
äåéñòâèé. Êàê ëåãêî ïîíÿòü, òàêàÿ ïîëèòèêà ìîæåò íå ïðèâåñòè ê äåéñòâèòåëüíî
îïòèìàëüíîìó èñõîäó, îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òàêóþ ñèòóàöèþ.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, åñëè äåéñòâèå ÀÝ ïðè îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèé äðóãèõ ÀÝ (íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
äåéñòâèå ÀÝ îòëè÷àëîñü îò äåéñòâèÿ ïðåäûäóùåãî ÀÝ), òî óëó÷øåíèå åãî òèïà
îáÿçàòåëüíî ñêàæåòñÿ íà óìåíüøåíèè îáùèõ çàòðàò íà ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî
àãðåãèðîâàííîãî äåéñòâèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äåéñòâèå ÀÝ îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèé äðóã ÀÝ â ñè-
ñòåìå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îáùèõ çàòðàò ïî äåéñòâèþ êîíêðåòíîãî ýëåìåí-
òà ðàâíà íóëþ (ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òèï ÀÝ óëó÷øàåòñÿ, òî îáùèå çàòðàòû (ïðè ôèêñèðîâàííûõ
äåéñòâèÿõ ÀÝ) óìåíüøàþòñÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.13) íà

(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)∆ri + o(∆ri)

òàê êàê ïðè ýòîì óìåíüøàþòñÿ çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå äàííîãî ÀÝ è âñåõ
ýëåìåíòîâ ñ ëó÷øèìè òèïàìè. Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå ïîäðàçóìå-
âàëàñü ïðîèçâîäíàÿ ïî òèïó. Â äàëüíåéøåì â äàííîì ðàçäåëå âñå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèé çàòðàò áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïî òèïó.

Îáîçíà÷èâ, êàê è ðàíåå, çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ y çà
S(y), ìû ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âûðàæåíèÿ äëÿ çàòðàò ôîðìóëó (2.13))
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öåïî÷êó:
dS(y)
dri

= ∂S(y)
∂ri

+
n∑

j=1

∂S(y)
∂xj

dxj

dri
=

= (c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1) +
n∑

j=1

∂S(y)
∂xj

dxj

dri
=

= (c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1),

ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂S(y)
∂xj

ðàâíû íóëþ.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âûãîäíî óëó÷øàòü òèï òîãî ýëåìåíòà, äëÿ êîòî-

ðîãî îòíîøåíèå âûãîäû îò óëó÷øåíèÿ òèïà ê çàòðàòàì íà óâåëè÷åíèå ìàêñèìàëü-
íî, ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîêàçàëè òåîðåìó

Òåîðåìà 3.2.1. Â àêòèâíîé ñèñòåìå íàèáîëåå âûãîäíî óëó÷øàòü òèï àêòèâíîãî
ýëåìåíòà, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(3.6)
(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)

g(ri)
ìàêñèìàëüíî.

Åñëè ìû óëó÷øèì òèï ÀÝ áåç èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, òî ïðè
ýòîì (ñ÷èòàÿ, ÷òî èçìåíåíèÿ òèïà áûëè ìàëû) ïðèáûëü ñàìîãî ÀÝ óâåëè÷èòñÿ, à
ïðèáûëü êàê öåíòðà, òàê è äðóãèõ ÀÝ íå èçìåíèòñÿ. Åñëè æå ïîñëå èçìåíåíèÿ òèïà
ìû òàê èçìåíèì ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ÷òî ÀÝ áóäóò âûáèðàòü òå æå ñàìûå
äåéñòâèÿ, íî ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèè ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ áóäåò îïòèìàëüíîé
(çàòðàòû öåíòðà áóäóò ìèíèìàëüíû), òî ïðèáûëü ñàìîãî ÀÝ è ÀÝ ñ õóäøèìè òè-
ïàìè íå èçìåíèòñÿ, à ïðèáûëü ëó÷øèõ ÀÝ óìåíüøèòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèè (3.6) áîëüøå åäèíèöû, òî
óâåëè÷åíèå òèïà ÀÝ ïðèíåñåò ïðèáûëü, åñëè ìåíüøå åäèíèöû � áóäåò óáûòî÷íî,
ïîñêîëüêó (3.6) åñòü îòíîøåíèå ïðèáûëè ê çàòðàòàì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
Óòâåðæäåíèå 3.2.2. Åñëè â ÀÑ äëÿ ëþáîãî ÀÝ ñ íîìåðîì i âûïîëíÿåòñÿ

(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)
g(ri)

< 1,

òî öåíòðó ýêîíîìè÷åñêè íå âûãîäíî óâåëè÷èâàòü òèï íèêàêîãî èç ÀÝ. Íàîáîðîò,
åñëè ñóùåñòâóåò i, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)
g(ri)

> 1,

òî öåíòðó âûãîäíî óâåëè÷èâàòü òèï ÀÝ ñ íîìåðîì i.
Ñëåäñòâèå 3.2.3. Îïòèìàëüíûì ìîæåò áûòü òîëüêî òàêîå ñîñòîÿíèå ÀÑ, êî-

ãäà äëÿ ëþáîãî èç ÀÝ âûïîëíÿåòñÿ

(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)
g(ri)

≤ 1,

è öåíòð íå èçìåíÿë òèïû òåõ ÀÝ, äëÿ êîòîðûõ äàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ñëåäñòâèÿ ñðàçó æå âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè öåíòð ìîæåò èçâëåêàòü ïðèáûëü èç óìåíüøåíèÿ òèïîâ ÀÝ,

òî âåðíû ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå äîêàçàííûì ðàíåå. Ïðè ýòîì áóäåò ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå (äîêàçûâàåìîå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì)
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Óòâåðæäåíèå 3.2.4. Îïòèìàëüíûì ìîæåò áûòü òîëüêî òàêîå ñîñòîÿíèå ÀÑ,
êîãäà äëÿ ëþáîãî èç ÀÝ âûïîëíÿåòñÿ

(c′i(xi)− c′i(xi−1))(n− i + 1)
g(ri)

= 1,

è öåíòð íå èçìåíÿë òèïû òåõ ÀÝ, äëÿ êîòîðûõ äàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãèì.

Çàìåòèì, ÷òî, ïðèìåíÿÿ "áëèçîðóêóþ" ïîëèòèêó, öåíòð ìîæåò ïðèéòè ê òàêîìó
ñîñòàâó, êîãäà ëîêàëüíî áóäåò íå âûãîäíî óâåëè÷èâàòü òèï íè îäíîãî èç ÀÝ, îäíàêî
ýòî ðàâíîâåñèå áóäåò íå îïòèìàëüíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÀÑ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÀÝ, êîòîðûå ïðè îïòèìàëü-
íîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáèðàþò îäèíàêîâûå äåéñòâèÿ. Ðåçóëüòàòû äàí-
íîé ãëàâû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ÀÝ, ÷üè äåéñòâèÿ îòëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèé äðóãèõ
ýëåìåíòîâ, è íà ÀÝ, ÷üè äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèÿìè äðóãèõ ÀÝ, íî îòëè÷à-
þòñÿ îò äåéñòâèé õóäøèõ (èëè ïðåäûäóùèõ ïî ïîðÿäêó) ÀÝ. Êðîìå òîãî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðèìåíèìû
ê ÀÝ, ÷üè äåéñòâèÿ îòëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèé ëó÷øèõ ÀÝ (ïðè ýòîì áóäóò äðóãèå
ôîðìóëû). Îäíàêî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ òèïîâ ÀÝ, ÷üè äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò êàê
ñ äåéñòâèÿìè íàèëó÷øèõ, òàê è ñ äåéñòâèÿìè íàèõóäøèõ ÀÝ, íå ïðèâåäóò ê èç-
ìåíåíèþ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ê èçìåíåíèþ
ïðèáûëè öåíòðà. Îäíàêî ïðè óëó÷øåíèè òèïà äàííîãî ÀÝ ïðèáûëü ïîëó÷èò ñàì
ÀÝ. Ïðèòîì ïðèáûëü áóäåò ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó åãî çàòðàòàìè. Ïîñêîëüêó ïðî-
èçâîäíàÿ îò çàòðàò ñîñòàâëÿåò cr(ri, xi), à ôóíêöèåé g(r) îïðåäåëÿþòñÿ çàòðàòû
íà óâåëè÷åíèå òèïà, òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.2.5. Åñëè äåéñòâèå ÀÝ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì (íåêîòîðîãî)
ëó÷øåãî ÀÝ è (íåêîòîðîãî) õóäøåãî ÀÝ, òî äàííîìó ÀÝ âûãîäíî óâåëè÷èòü òèï
ïóòåì îáó÷åíèÿ åñëè

cr(ri, xi)
g(ri)

> 1.

Èòàê, êðàòêî ïîäâåäåì èòîãè òðåòüåé ãëàâû.

Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé
íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî â ãëàâå 2 èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé
ñòèìóëèðîâàíèÿ. Áûëà ðàññìîòðåíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
èñïîëíèòåëåé, ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ
ñîñòàâîâ (â ðàçëè÷íûå èíòåðâàëû âðåìåíè) íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ
óâîëüíåíèå ñîòðóäíèêîâ ñ òèïîì ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, ïðè ýòîì äàííîå êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå òèïîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåêóùåìó ñîñòàâó ÀÑ è íå çàâèñèò îò ÀÝ,
òèïû êîòîðûõ ìåíüøå äàííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.2 áûëà ðàññìîòðåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà ìîäåëü èçìåíåíèÿ (çà
ïëàòó) òèïà ÀÝ è íàéäåí ìåõàíèçì îïðåäåëåíèÿ ÀÝ (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ), ÷åé òèï íàèáîëåå âûãîäíî èçìåíÿòü ïðè çàäàííîì ñîñòàâå ÀÑ. Èññëåäî-
âàí âîïðîñ âûãîäíîñòè èçìåíåíèÿ òèïà ñàìèì ÀÝ.
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Ãëàâà 4

ÇÀÄÀ×À ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÃÎ
ÑÎÑÒÀÂÀ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÎÄÍÈÌ
ÀÊÒÈÂÍÛÌ ÝËÅÌÅÍÒÎÌ È ÍÅÑÊÎËÜÊÈÌÈ

ÖÅÍÒÐÀÌÈ

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÀÑ, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ öåíòðîâ
è îäíîãî ÀÝ â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (íàêëàäûâàþòñÿ òîëüêî óñëî-
âèÿ íåïðåðûâíîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ôóíêöèé, êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà
äåéñòâèé ÀÝ). Â êà÷åñòâå îäíîãî ÀÝ ìîæåò âûñòóïàòü àãðåãèðîâàííûé êîëëåêòèâ
ÀÝ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðîëè êàæäîãî èç öåíòðîâ â óïðàâëå-
íèè ÀÝ, â èçó÷åíèè ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíîâåñèé è ðàñïðåäåëåíèè ïðèáûëè ìåæäó
ðàçëè÷íûìè ó÷àñòíèêàìè äàííîé ÀÑ.

4.1. Õàðàêòåðèçàöèÿ ðàâíîâåñèé

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà íåîáõîäèìî óìåòü îïèñûâàòü ðàâ-
íîâåñèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èãðå öåíòðîâ. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (ðàâíîâåñèå, îïòèìàëüíîñòü, óãðîçà). Â êà÷åñòâå ðàâíîâå-
ñèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíöåïöèÿ ñîâåðøåííûõ ê ïîäûãðàì ðàâíîâåñèé Íýøà. Ïîäûãðà
â äàííîì ñëó÷àå - âûáîð ÀÝ åãî äåéñòâèÿ. Ò.ê. â äàííîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòàòè÷åñêèõ èãð, òî ÀÝ áóäåò âûáèðàòü îïòèìàëüíîå äëÿ
ñåáÿ äåéñòâèå, ïîñêîëüêó íè îäèí èç öåíòðîâ íå ñìîæåò â ñëåäóþùèõ ïåðèîäàõ
(êîòîðûõ íåò) íàêàçàòü åãî çà íåáëàãîïðèÿòíûé äëÿ öåíòðà âûáîð.

Íàçîâåì ñòðàòåãèè öåíòðîâ (σp(x))n
p=1 äîïóñòèìûìè, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíû è ïðèíàäëåæàò îïðåäåëåííîìó
ðàíåå êëàññó ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ M :

σp(x) ∈ M ∀p = 1, n;

2) îòñóòñòâóåò "áëåô", ò.å. öåíòðû îáåùàþò ñòîëüêî, ñêîëüêî îíè ðåàëüíî
ìîãóò çàïëàòèòü:

Hp(x) ≥ σp(x) ∀p = 1, n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ((σ∗p(x)), x∗) � ôèêñèðîâàííûå ñòðàòåãèè öåíòðîâ ïðè çà-
äàííîì äåéñòâèè ÀÝ x∗ � îáðàçóþò ðàâíîâåñèå Íýøà, åñëè:

1) ñòðàòåãèè σ∗p(x) äîïóñòèìû;
2) ÀÝ âûáèðàåò äåéñòâèå

x∗ ∈ Argmax
x∈X

(
n∑

p=1

σ∗p(x)− c(x)

)
;
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3) ïðè îäíîñòîðîííåì èçìåíåíèè ëþáûì èç öåíòðîâ ñâîåé ñòðàòåãèè íà σp(x)
îí íå ñìîæåò óâåëè÷èòü çíà÷åíèå ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèè âíå çàâèñèìîñòè
îò ïðåäïî÷òåíèé ÀÝ:

∀p = 1, n, ∀σp(x) ∈ M, σp(x) ≤ Hp(x),

∀x ∈ Argmax
x∈X

(
n∑

i=1,i6=p

σ∗i (x) + σp(x)− c(x)

)
⇒

Hp(x)− σp(x) ≤ Hp(x∗)− σ∗p(x
∗).

Çíà÷åíèå x∗ ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü èñõîäîì ðàâíîâåñèÿ Íýøà, ðåàëèçóåìûì
ÀÑ ïðè äàííûõ ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèÿõ. Íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðàâíîâåñèÿ Íýøà,
êîòîðûå ðåàëèçóþò îäèí è òîò æå èñõîä è ïðè êîòîðûõ âûèãðûøè (çíà÷åíèÿ öå-
ëåâûõ ôóíêöèé) öåíòðîâ è ÀÝ îäèíàêîâû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x∗ åñòü Ïàðåòî-ýôôåêòèâíûé äëÿ âñåé ÀÑ èñõîä (ñîöè-
àëüíûé Ïàðåòî-îïòèìóì), åñëè

x∗ ∈ Argmax
x∈X

(
n∑

p=1

Hp(x)− c(x)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, èç îïðåäåëåíèé íå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé Ïàðåòî-
ýôôåêòèâíûé èñõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ðàâíîâåñèå Íýøà.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà X ìíîæåñòâî

{x ∈ X :
n∑

p=1

Hp(x)− c(x) ≥ 0}

îãðàíè÷åíî (èç íåïðåðûâíîñòè è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ôóíêöèé c(x) è Hp(x)
ñëåäóåò çàìêíóòîñòü). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðàâå ó÷àñòèÿ (ñóùåñòâîâàíèè
òàêîé òî÷êè x̂, ÷òî Hi(x̂) = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, n) ÀÝ ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì ôàêò, ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâíûì äëÿ äàííîãî ðàçäåëà è
êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ðàâíîâåñèå Íýøà èãðû öåíòðîâ, â êî-
òîðîì ÀÝ âûáèðàåò äåéñòâèå x̃. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p = 1, n ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
x∗p, ÷òî

(4.1)
n∑

i=1,i6=p

σi(x∗p)− c(x∗p) =
n∑

i=1

σi(x̃)− c(x̃).

Äàííàÿ ëåììà ãîâîðèò î ñëåäóþùåì. Ïóñòü èìååòñÿ ðàâíîâåñèå è ïóñòü àêòèâ-
íûé ýëåìåíò ïîëó÷àåò â ðàâíîâåñèè íåêîòîðóþ ïðèáûëü (â ñëó÷àå, åñëè ÀÝ ïðè-
áûëü íå ïîëó÷àåò, óòâåðæäåíèå ëåììû ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì). Òîãäà äëÿ ëþáîãî èç
ÀÝ ñóùåñòâóåò êîàëèöèÿ (íå âêëþ÷àþùàÿ äàííûé öåíòð) è äåéñòâèå, â êîòîðîì
êîàëèöèÿ ïðåäëàãàåò ÀÝ òàêóþ æå ïðèáûëü. Ò.å. ïðè óìåíüøåíèè ñòèìóëèðîâà-
íèÿ öåíòðîì ÀÝ ðåøèòü âûáðàòü äåéñòâèå, â êîòîðîì êîàëèöèÿ ïðåäëàãàåò òó æå
ñàìóþ ïðèáûëü. Ò.å. êîàëèöèÿ êàê áû ïðîòèâîáîðñòâóåò ñìåíå ÀÝ ñâîåé ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû âåðåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Ëåììà 4.1.2.. Ïóñòü ((σi(x)), x∗) � íåêîòîðîå ðàâíîâåñèå Íýøà. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî p ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-ïèêîâàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ σ̃p(x), ÷òî
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((σi(x))i6=p, σ̃p(x), x∗) � ðàâíîâåñèå Íýøà, ïðè êîòîðîì âûèãðûøè öåíòðîâ è ÀÝ
òàêèå æå, êàê è â èñõîäíîì ðàâíîâåñèè.

Ïðèìåíÿÿ äàííóþ ëåììó íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé èç öåíòðîâ ìî-
æåò îãðàíè÷èòñÿ n-ïèêîâîé ôóíêöèåé ñòèìóëèðîâàíèÿ (ïèêè âñåõ ôóíêöèé ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû â n+1 òî÷êå ìíîæåñòâà X) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîèñêå
ðàâíîâåñèé Íýøà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òàêèìè ôóíêöèÿìè ñòèìóëèðîâà-
íèÿ. Òàêæå â [19] âñå âîçìîæíûå ðàâíîâåñèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ íà ðàâíîâåñèÿ
òèïà "ñîòðóäíè÷åñòâî" è "êîíêóðåíöèÿ". Ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò â òîì,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ÀÝ ïîëó÷àåò òîëüêî êîìïåíñàöèþ ñâîèõ çàòðàò íà âûáîð
äåéñòâèÿ x∗. Ïðè ðåàëèçàöèè ðàâíîâåñèÿ òèïà "êîíêóðåíöèÿ" ÀÝ ïîëó÷àåò îò
öåíòðîâ äîïîëíèòåëüíî ê çàòðàòàì ñóììó

s =
n∑

p=1

σp(x∗)− c(x∗) > 0,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óãðîçîé. Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûé
"çàïàñ" ñóììû ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ â òî÷êå x∗ (ÀÝ ïîëó÷àåò áîëüøå, ÷åì åìó
íàäî äëÿ âûáîðà äåéñòâèÿ x∗), íè îäèí èç öåíòðîâ íå óìåíüøàåò ñòèìóëèðîâàíèÿ
â ýòîé òî÷êå, ïîñêîëüêó äðóãèå öåíòðû óãðîæàþò åìó âûáîðîì íåâûãîäíîãî äëÿ
íåãî äåéñòâèÿ. Âåëè÷èíó s áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü óãðîçîé èëè âåëè÷èíîé

óãðîçû.
Íå âñå èñõîäû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ðàâíîâåñèÿ áåç óãðîç ("ñîòðóäíè-

÷åñòâî"), áîëåå òîãî, ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì ìîãóò áûòü òîëüêî ðàâíîâåñèÿ
òèïà "êîíêóðåíöèÿ".

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, ïðèâåäåííóþ íà ðèñ. 3.

-
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H1(x)

H2(x)

Ðèñ. 3. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðàâíîâåñèé

Ïðè ëþáîì ðàâíîâåñèè x∗ è îòñóòñòâèè óãðîç i-ìó öåíòðó áóäåò âûãîäíî îò-
êëîíèòüñÿ, åñëè

x∗ /∈ {x : Hi(x) > 0},

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îí íå ïîëó÷àåò íè÷åãî � Hi(x∗) = 0, ïðè÷åì â ñèëó
îòñóòñòâèÿ óãðîç äîñòàòî÷íî íàçíà÷èòü ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ

σi(x) =

{
c(x) + ε, x ∈ Argmax

x∈X
(Hi(x)− c(x));

0, èíà÷å.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó

{x : H1(x) > 0} ∩ {x : H2(x) > 0} = ∅,

ïðè ëþáîì x∗ êàêîìó-ëèáî èç öåíòðîâ îáÿçàòåëüíî âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå ñóùåñòâóþò òîëüêî ðàâíîâåñèÿ ñ óãðîçîé.•

Ðàâíîâåñèå ñ óãðîçîé â ñëó÷àå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì öåíòðîâ îïèñûâàåò ñëå-
äóþùàÿ

Óòâåðæäåíèå 4.1.3. Ïóñòü n > 1 è ((σi(x)), x∗) � ðàâíîâåñèå Íýøà. Â
òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî ðàâíîâåñèå Íýøà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì c óãðîçîé (ò.å. åñëè
n∑

i=1
σi(x∗)− c(x∗) > 0), òî äëÿ ëþáîãî p = 1, n ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x̃ ∈ X, ÷òî

(4.2)

n∑
i=1,i6=p

σi(x̃)− c(x̃) =
n∑

i=1
σi(x∗)− c(x∗) =

= max
x∈X

(
n∑

i=1
σi(x)− c(x)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîòèâ êàæäîãî èç öåíòðîâ îñòàëüíûå öåíòðû (èëè èõ ÷àñòü)
â òî÷êå x̃ îáðàçóþò êîàëèöèþ. Ýòà êîàëèöèÿ óãðîæàåò òåì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè
öåíòðîì ñâîåé ñòðàòåãèè èç-çà íàëè÷èÿ óãðîçû ÀÝ áóäåò âûáèðàòü íåáëàãîïðèÿò-
íîå äëÿ îòêëîíèâøåãîñÿ öåíòðà ðàâíîâåñèå, ÷òî â èòîãå óäåðæèò åãî îò èçìåíåíèÿ
ñâîåé ñòðàòåãèè. Äàííîå ðàâíîâåñèå, íå ïîçâîëÿþùåå íè îäíîìó èç öåíòðîâ èçìå-
íèòü ñâîþ ñòðàòåãèþ, íåóñòîé÷èâî ê èçìåíåíèþ ñòðàòåãèé íåñêîëüêèìè öåíòðàìè
îäíîâðåìåííî (ïðè ñãîâîðå), ò.å. íåñêîëüêî öåíòðîâ, ñãîâîðèâøèñü, ìîãóò òàê èç-
ìåíèòü ñâîè ñòðàòåãèè, ÷òî íîâûé èñõîä äëÿ íèõ ìîæåò áûòü áîëåå âûãîäåí, ÷åì
ñòàðûé.

Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 4.1.3 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äâóì
öåíòðàì áûëî íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîòèâ
êàæäûõ äâóõ öåíòðîâ ñóùåñòâîâàëà êîàëèöèÿ, êîòîðàÿ áû óãðîæàëà â ñëó÷àå èõ
îòêëîíåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî èñõîäîâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ðåàëèçîâàíû, ñóçèòñÿ, ïîñêîëüêó ðàâíîâåñèå ñ íåâîçìîæíîñòüþ îòêëîíåíèÿ
äâóõ öåíòðîâ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ñ íåâîçìîæíîñòüþ îòêëîíåíèÿ îäíîãî öåíòðà.

Òðèâèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè èç óòâåðæäåíèÿ 4.1.3 ÿâëÿþòñÿ:
Ñëåäñòâèå 4.1.4. Â ðàâíîâåñèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ óãðîçà íå ìîæåò

áûòü áîëüøå

min
p

(
max
x∈X

(
n∑

i=1,i6=p

Hi(x)− c(x)

))
.

Ñëåäñòâèå 4.1.5. Ïóñòü ((σp(x)), x∗) � ðàâíîâåñèå Íýøà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X, |Y | ≤ n + 1, x∗ ∈ Y , ÷òî:

∀x ∈ Y
n∑

p=1
σp(x)− c(x) =

n∑
p=1

σp(x∗)− c(x∗);

∀p ∈ 1, n ∃x ∈ Y : σp(x) = 0;
∀x ∈ Y ∃p ∈ 1, n : σp(x) = 0.
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Êðîìå òîãî, íàáîð ((σ̃p(x)), x∗), ãäå

σ̃p(x) =

{
σp(x), x ∈ Y ;
0, èíà÷å

îáðàçóåò ðàâíîâåñèå Íýøà.
Ñëåäñòâèå 4.1.5 ãîâîðèò î ñâîéñòâàõ ðàâíîâåñíûõ (n + 1)-ïèêîâûõ ôóíêöèé

ñòèìóëèðîâàíèÿ. Ìíîæåñòâî óãðîç Y (à èìåííî ýòî ìíîæåñòâî è ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì óãðîç, è åñëè ìû îáíóëèì âñå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, à â òî÷êàõ ìíî-
æåñòâà Y îñòàâèì èõ ïðåæíèìè, òî ïîëó÷èâøèåñÿ ôóíêöèè áóäóò ðàâíîâåñíû-
ìè (n + 1)-ïèêîâûìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì ïèêè áóäóò â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ ó
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ñòèìóëèðîâàíèÿ) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â êàæäîé
òî÷êå ìíîæåñòâà Y ñîñðåäîòî÷åíà óãðîçà ïðîòèâ êàêîãî-òî öåíòðà, ïðè÷åì äëÿ
ëþáîãî öåíòðà íàéäåòñÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Y , â êîòîðîé ïðîòèâ íåãî ñîñðåäîòî-
÷åíà óãðîçà. Â òî÷êå óãðîçû ïðîòèâ öåíòðà ñ íîìåðîì p ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ
ñàìîãî öåíòðà, ïðîòèâ êîòîðîãî íàïðàâëåíà óãðîçà, ðàâíî íóëþ, è ðàçìåð óãðîçû
ðàâåí ïåðåïëàòå ÀÝ â ðàâíîâåñíîé òî÷êå.

4.2. Îïòèìàëüíîñòü ðàâíîâåñèé

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: âñåãäà ëè â àêòèâíîé ñè-
ñòåìå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå, èñõîä êîòîðîãî îïòèìàëåí? Èëè, åñëè ìû ãîâîðèì
î ôîðìèðîâàíèè ñîñòàâà öåíòðîâ, äëÿ âñÿêîãî ëè ñîñòàâà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå,
èñõîä êîòîðîãî îïòèìàëåí? Òàê æå õîòåëîñü áû çíàòü, êàê ñâÿçàíû âûèãðûøè â
ðàâíîâåñèè ñ âîçìîæíûìè âûèãðûøàìè â Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîì ðàâíîâåñèè.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ÀÝ äàííûé âîïðîñ èìååò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, î ÷åì ãîâîðèò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1. Â ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè è îäíèì ÀÝ ëþáîå íåîïòèìàëüíîå
ðàâíîâåñèå Ïàðåòî-äîìèíèðóåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Èëè, ãîâîðÿ áîëåå ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, ïóñòü â ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè è îäíèì
ÀÝ èìååòñÿ (σ1(x), σ2(x), x̃) � íåêîòîðîå ðàâíîâåñèå Íýøà,

(4.3) x̃ /∈ Argmax
x∈X

(
2∑

i=1

Hi(x)− c(x)

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî

(4.4) x∗ ∈ Argmax
x∈X

(
2∑

i=1

Hi(x)− c(x)

)
ñóùåñòâóþò òàêèå σ∗1(x) è σ∗2(x), ÷òî (σ∗1(x), σ∗2(x), x∗) � ðàâíîâåñèå Íýøà, ïðè÷åì
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ðàâíîâåñèÿ ê äðóãîìó âûèãðûøè öåíòðîâ íå óìåíüøàòñÿ
(è ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî öåíòðà óâåëè÷èòñÿ), à âûèãðûø ÀÝ îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå ñ äâóìÿ öåíòðàìè ñóùåñòâóåò
Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì âûèãðûø ÀÝ íå èçìåíèòñÿ, à âûèãðû-
øè öåíòðîâ íå óìåíüøàòñÿ (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì äåëåæå ñòðîãî óâåëè÷àòñÿ).

Äàííûé ðåçóëüòàò èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü. Ôàêòè÷åñêè òåîðåìà 4.2.1 ãîâîðèò
î òîì, ÷òî åñëè â ÀÑ ðåàëèçóåòñÿ íåýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå, òî (íàïðèìåð) ìå-
òàöåíòð ìîæåò óêàçàòü òàêîå èçìåíåíèå ñòðàòåãèé (íà ñàìîì äåëå, ÷òî âèäíî èç

69



äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, èçìåíåíèÿ ìîãóò êîñíóòüñÿ òîëüêî ñòèìóëèðîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî äåéñòâèÿ, ò.å. îäíîé òî÷êè), ÷òî îáà ÀÝ îò òàêîãî èçìåíåíèÿ òîëüêî âû-
èãðàþò. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ðåàëèçàöèè íåýôôåêòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ â ÀÑ
ñ äâóìÿ öåíòðàìè íåýôôåêòèâíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîáëåìå êîîðäèíàöèè.

Ê ñîæàëåíèþ, äàííîå óòâåðæäåíèå (â ÷àñòè äîìèíèðîâàíèÿ) íå äåéñòâóåò äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ÀÑ ñ òðåìÿ öåíòðàìè è áîëåå. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðè-
ìåð.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç òðåõ äåéñòâèé: X = {0, x1, x2}. Âñå
ôóíêöèè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Ïðèìåð íåäîìèíèðîâàíèÿ íåîïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ â ÀÑ

ñ òðåìÿ öåíòðàìè

x 0 x1 x2

c(x) 0 2 4
H1(x) 0 2 0
H2(x) 0 2 4
H3(x) 0 0 4

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íåîïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå: x∗ = x1,

σ1(x) = σ2(x) =

{
1, x = x1;
0, x 6= x1,

σ3(x) = 0.

Öåíòðû 1 è 2 â ðàâíîâåñèè ïîëó÷àþò ïðèáûëü 1 êàæäûé. È äàííîå ðàâíîâå-
ñèå íåäîìèíèðóåòñÿ ðàâíîâåñèåì ñ îïòèìàëüíëüíûì èñõîäîì x2 ò.ê. ïåðâûé öåíòð
ïîëó÷àò íóëåâîé äîõîä ïðè âûáîðå ÀÝ äåéñòâèÿ x2.•

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå îäíî èç íåîïòèìàëüíûõ ðàâíîâå-
ñèé (ñ èñõîäîì x∗ = x1) âñå-òàêè äîìèíèðîâàëîñü îïòèìàëüíûì, è âîïðîñ î òîì,
åñòü ëè òàêîé ïðèìåð, êîãäà íè îäíî èç íåîïòèìàëüíûõ ðàâíîâåñèé ñ äàííûì èñ-
õîäîì íå äîìèíèðóåòñÿ îïòèìàëüíûì îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

4.3. Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèé

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé â ïîëó-
÷àþùåéñÿ èãðå öåíòðîâ. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäîáíûõ
èãð áûëî çàìå÷åíî, ÷òî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ çà÷àñòóþ òðóäíî äîêàçóåì, è ïî-
ýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ äåëàþòñÿ íåêîòîðûå óïðîùàþùèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî â ÀÑ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÀÝ
âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðàâíîâåñèå Íýøà ñ óãðîçîé s â ñëó÷àå äâóõ öåí-
òðîâ. Åñòåñòâåííî, ÷òî êàæäîìó èç öåíòðîâ âûãîäíî óãðîæàòü ïðîòèâíèêó â
òîé òî÷êå, â êîòîðîé åãî (ïðîòèâíèêà) âûèãðûø ìèíèìàëåí, ò.å. â òî÷êàõ ìíî-
æåñòâà Argmin

x:Hi(x)−c(x)≥s

H−i(x), ÷òîáû ïðîòèâíèê íå ñîãëàñèëñÿ íà ðåàëèçàöèþ èñõî-

äà óãðîçû, ãäå H−i(x) =
∑
j 6=i

Hj(x). Çàìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î
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íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé Hp(x) äàííûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ (åñëè ìíîæåñòâî
{x : Hi(x)− c(x) ≥ s} íå ïóñòî). Èñõîäÿ èç ýòîãî, ââåäåì ôóíêöèè

(4.5)
f1(s) = min

x:H2(x)−c(x)≥s
H1(x) è

f2(s) = min
x:H1(x)−c(x)≥s

H2(x).

Ââåäåííûå ôóíêöèè fi(s) åñòü ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîõîäà i-ãî öåíòðà íà
ïîäìíîæåñòâå X, ãäå (−i)-é öåíòð ìîæåò îáåñïå÷èòü óãðîçó s. Ïóñòü x∗1(s) è x∗2(s)
� ðåøåíèÿ (ëþáûå) ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (4.5) äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé
f2(s) è f1(s). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

Hi(x∗i (s))− c(x∗i (s)) ≥ s è Hi(x∗−i(s)) = fi(s).

Îïðåäåëèì ai = max
x∈X

(Hi(x)− c(x)), à xi = x∗i (ai). Òîãäà

ai = max
x∈X

(Hi(x)− c(x)) = Hi(xi)− c(xi),

è ïî ñëåäñòâèþ 4.1.5 â ðàâíîâåñèè óãðîçà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü çíà÷åíèÿ
min(a1, a2).

Çíà÷åíèå ai åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âûèãðûø (çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè) â èãðå i-ãî öåíòðà ñ ÀÝ, åñëè â ÀÑ îòñóòñòâóåò äðóãîé öåíòð, à xi � èñõîä,
ïðè êîòîðîì ýòîò âûèãðûø äîñòèãàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè fi(s) îïðåäåëåíû
ïðè s ∈ [0, a−i], ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè è íåïðåðûâíûìè ñëåâà.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x∗1(s) è x∗2(s) íè ïðè êàêîì s íå ñîâïàäàþò (âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, âïðî÷åì, ýòî óñëîâèå ìîæíî îñëàáèòü).

Ïóñòü ìû õîòèì îïðåäåëèòü, ìîæåò ëè íåêîòîðàÿ òî÷êà x∗ ìíîæåñòâà X áûòü
ðåàëèçîâàíà êàê ðàâíîâåñèå Íýøà (âîçìîæíî, ñ óãðîçîé). Ðàññìîòðèì íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî â òåðìèíàõ ââåäåííûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå âñåãî, êàæäîìó èç öåíòðîâ äîëæíî áûòü íåâûãîäíî ïîëíîñòüþ îòêà-
çûâàòüñÿ îò ñâîåãî ñòèìóëèðîâàíèÿ (ïðåäëàãàòü ÀÝ âî âñåõ òî÷êàõ íóëåâîå ñòè-
ìóëèðîâàíèå) è ñîãëàøàòüñÿ íà òî, ÷òîáû ðåàëèçîâûâàëàñü óãðîçà ïðîòèâíèêà,
ò.å.

H1(x∗2(s)) ≤ H1(x∗)− σ1(x∗);
H2(x∗1(s)) ≤ H2(x∗)− σ2(x∗).

Äàëåå, íèêàêîìó èç öåíòðîâ íå äîëæíî áûòü âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ íà ðåàëèçà-
öèþ ñâîåé íàèëó÷øåé ñòðàòåãèè xi, ò.å.

H1(x1)− c(x1)− s ≤ H1(x∗)− σ1(x∗),
H2(x2)− c(x2)− s ≤ H2(x∗)− σ2(x∗).

Îáúåäèíÿÿ ÷åòûðå ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà è çàìåíÿÿ â íèõ Hi(x∗−i(s))
íà fi(s), ïîëó÷àåì, ÷òî

max(f1(s), a1 − s) ≤ H1(x∗)− σ1(x∗);
max(f2(s), a2 − s) ≤ H2(x∗)− σ2(x∗).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ðàâíîâåñíûå σi(x), ïðè êîòîðûõ
ñ óãðîçîé s ðåàëèçîâûâàëîñü äåéñòâèå x∗, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîë-
íÿëèñü íåðàâåíñòâà

(4.6)


max(f1(s), a1 − s) ≤ H1(x∗);
max(f2(s), a2 − s) ≤ H2(x∗);
max(f2(s), a2 − s) + max(f1(s), a1 − s)

≤ H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)− s.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ãîâîðèò î ñëåäóþùåì. Äëÿ òîãî ÷òîáû, íàïðèìåð, ïåðâîìó
öåíòðó íå ñòàëà âûãîäíûì ðåàëèçàöèÿ èñõîäîâ x1 èëè x∗(s), íàäî, ÷òîáû ïðè èñ-
õîäå x∗ îí ïîëó÷àë áîëüøå. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îí ïðè x∗ ïîëó÷àë
êàê ìèíèìóì max(f2(s), a1 − s). Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ âòîðîãî öåíòðà. Â ñîâî-
êóïíîñòè â x∗ îíè ïîëó÷àþò H1(x∗)+H2(x∗)−c(x∗)−s. Òðåòüå íåðàâåíñòâî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî öåíòðû èìåþò ÷òî äåëèòü, ïðè÷åì ñóììà äëÿ äåëåæà ðàâíà ðàçíîñòè
ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâà, òàê êàê σ1(x∗) + σ2(x∗) = c(x∗) + s.

Ïðè ýòîì ñòèìóëèðîâàíèÿ â ðàâíîâåñèè (è ñîîòâåòñòâåííî âûïëàòû öåíòðàì)
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(4.7)

σ1(x∗1(s)) = c(x∗1(s)) + s;
σ2(x∗2(s)) = c(x∗2(s)) + s;
σ1(x∗) + σ2(x∗) = c(x∗) + s;
H1(x∗)− σ1(x∗) ≥ max(f1(s), a1 − s);
H2(x∗)− σ2(x∗) ≥ max(f2(s), a2 − s).

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ σ1(x∗1(s)), σ2(x∗2(s)), σ1(x∗) è σ2(x∗) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé íåðàâåíñòâ (4.6).

-
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a2−s

f1(s)
f2(s)

H1(x∗)

H2(x∗)

s

min(a1, a2)

Ðèñ. 4. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðàâíîâåñèé

Íà ýòîì ðèñóíêå ïðè ôèêñèðîâàííîì x∗ ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà âåëè÷èíà
óãðîçû, ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì, ôèãóðèðóþùèì â ïåðâûõ äâóõ íåðà-
âåíñòâàõ (4.6). Æèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åí ìàêñèìóì (ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé),
ïðàâûì ÷àñòÿì ñîîòâåòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü,
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ïðè êàêèõ óãðîçàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èñõîä x∗, íåîáõîäèìî íàéòè, ãäå ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïðàâîé ÷àñòè ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò âûøå ñîîòâåòñòâóþùåé
æèðíîé ëèíèè è âçÿòü ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ äëÿ âñåõ òðåõ óðàâíå-
íèé. Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêå íå îòîáðàæåíû ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåòüå-
ìó óðàâíåíèþ, íî ýòî äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî (åäèíñòâåííî � âìåñòî ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé áóäåò íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)− s).

Ïðè óâåëè÷åíèè s íåëüçÿ òî÷íî ñêàçàòü, êàê âåäåò ñåáÿ ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìûõ
èñõîäîâ ñ óãðîçîé s, ïîñêîëüêó â íåðàâåíñòâàõ (4.6) ïðè ai − s > fi(s) ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìàêñèìóì óìåíüøàåòñÿ, à ïðè ai − s < fi(s) ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìóì
íå óìåíüøàåòñÿ (ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ). Ñîîòâåòñòâåííî åñëè ìàêñèìóìû óìåíü-
øàþòñÿ, òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ x∗, óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.6), óâåëè÷èâàåòñÿ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ðàçëè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ (äëÿ ïåðâîãî è âòî-
ðîãî öåíòðîâ) ýôôåêòû äåéñòâóþò â ðàçëè÷íûå ñòîðîíû, è ðåçóëüòàò èõ äåéñòâèÿ
(êàê èçìåíèòñÿ ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìûõ ñ äàííîé óãðîçîé èñõîäîâ) óêàçàòü íåëüçÿ.

ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè îáëàäàåò õîðîøèì ñâîéñòâîì � â íåé âñåãäà ñóùåñòâóåò
ðàâíîâåñèå, è (ïî òåîðåìå 4.2.1) âñåãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå äåéñòâèå

x∗ ∈ Argmax
x∈X

(
2∑

i=1

Hi(x)− c(x)

)
.

Òîãäà ìîæíî íàéòè òàêèå ôóíêöèè σi(x), i = 1, 2, ÷òî òðîéêà (σ1(x), σ2(x), x∗)
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà, ò.å. ëþáîé Ïàðåòî-ýôôåêòèâíûé èñõîä ðåàëèçóåì.

Èëè, ôîðìóëèðóÿ äàííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû,
Òåîðåìà 4.3.1. Â ÀÑ ñ äâóìÿ öåíòðàìè è îäíèì ÀÝ âñåãäà ñóùåñòâóåò îïòè-

ìàëüíîå ðàâíîâåñèå.
Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå íå òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå èç äâóõ ýëåìåí-

òîâ âñåãäà ðåàëèçóåì Ïàðåòî-ýôôåêòèâíûé èñõîä, íî è äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ
ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå ðàâíîâåñèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ óãðîç,
êîòîðûå, â ïðèíöèïå, òîæå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâ), ïðè÷åì âûèãðûø êàæäîãî èç öåíòðîâ ëåãêî íàéòè.

4.4. Îïèñàíèå êîîïåðàòèâíûõ è ñîðåâíîâàòåëüíûõ ðàâíîâåñèé

Êàê ìû ìîãëè âèäåòü â ïðèìåðå 8, â èãðå ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàìè ìîæåò íå
áûòü îïòèìàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñîòðóäíè÷åñòâà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû íàéäåì
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ðàâíîâåñèÿ. Òàê-
æå áóäåò èññëåäîâàíû ñîðåâíîâàòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàâíîâåñèè ñîòðóäíè÷åñòâà (ñ èñõîäîì x∗) i-é öåíòð ïî-
ëó÷àåò ïðèáûëü ai, i = 1, n. Òîãäà

(4.8) ai = Hi(x∗)− σi(x∗),

ãäå {σi(·)} åñòü ðàâíîâåñíûå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ öåíòðîâ. Íè îäèí èç öåí-
òðîâ íå èìååò ñòèìóëîâ îòêëîíèòüñÿ îò ñâîåé ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè. Ëó÷øèì
èñõîäîì, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî öåíòð ìîæåò çàõîòåòü îòêëîíèòüñÿ (ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ðàâíîâåñèå ñîòðóäíè÷åñòâà ñëåäîâàòåëüíî ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì
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ðàññìàòðèâàòü òàêèå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, êîòîðûå ðàâíû íóëþ âñþäó çà
èñêëþ÷åíèåì x∗), ÿâëÿåòñÿ

x∗i = Argmax
x∈X

(Hi(x)− c(x)).

Çíà÷èò â ðàâíîâåñèè äîëæíû âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

ai ≥ Hi(x∗i )− c(x∗i ) =(4.9)

= max
x∈X

(Hi(x)− c(x)) , i = 1, n.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (4.8) ñóììà ïðèáûëåé âñåõ öåíòðîâ äîëæíà áûòü ðàâíà

(4.10)
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(Hi(x∗)− σi(x∗)) =
n∑

i=1

Hi(x∗)− c(x∗).

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ïðèáûëü öåíòðîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì äîõîä:

(4.11) Hi(x∗) ≥ ai, i = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû íàéäåì òàêèå {ai}n
i=1, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü (4.9-4.11),

òîãäà ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ âèäà

(4.12) σi(x) =

{
Hi(x∗)− ai, x = x∗;
0, x 6= x∗

áóäóò îáðàçîâûâàòü ðàâíîâåñèå ñîòðóäíè÷åñòâà (áåç óãðîç) è èñõîäîì x∗.
Îäíàêî, ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ {ai}n

i=1 ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâà-
ìè:

(4.13) Hi(x∗) ≥ max
x∈X

(Hi(x)− c(x)), i = 1, n;

(4.14)
n∑

i=1

Hi(x∗)− c(x∗) ≥
n∑

i=1

(
max
x∈X

(Hi(x)− c(x))
)

.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 4.4.1. Äëÿ íàëè÷èÿ ðåæèìà ñîòðóäíè÷åñòâà è èñõîäîì x∗ íå-

îáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ:

(4.15) Hi(x∗) ≥ max
x∈X

(Hi(x)− c(x)), i = 1, n;

(4.16)
n∑

i=1

Hi(x∗)− c(x∗) ≥
n∑

i=1

(
max
x∈X

(Hi(x)− c(x))
)

.

Íåðàâåíñòâà (4.15) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé öåíòð ïðè èñõîäå x∗ ìîæåò ïîëó÷èòü
ïðèáûëü, êîòîðàÿ ïðåâîñõîäèò ïðèáûëü â åãî èíäèâèäóàëüíîé èãðå ñ ÀÝ (ò.å. åìó
íå âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ). Íåðàâåíñòâî (4.16) îçíà÷àåò, ÷òî îáùàÿ ïðèáûëü âñåõ
öåíòðîâ â x∗ áîëüøå, ÷åì ñóììà ïðèáûëåé öåíòðîâ â èíäèâèäóàëüíûõ èãðàõ (áåç
äðóãèõ öåíòðîâ).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèìåðå 8 îáà íåðàâåíñòâà (4.15) è (4.16) íàðóøàþòñÿ. Íåðà-
âåíñòâî (4.15) íàðóøàåòñÿ ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òî÷êè x âûïîëíÿåòñÿ H1(x) = 0
èëè H2(x) = 0, íî

max
x∈X

(Hi(x)− c(x)) > 0
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äëÿ ëþáîãî i. Íåðàâåíñòâî (4.15) íàðóøàåòñÿ ïîñêîëüêó

max
x∗∈X

{
2∑

i=1

Hi(x∗)− c(x∗)

}
= max

x∈X
(H2(x)− c(x))

è maxx∈X(H1(x)− c(x)) > 0.
Íåðàâåíñòâà (4.15) è (4.16) ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òî, ÷òî õîðîøî äëÿ îäíîãî, õîðîøî è äëÿ äðóãèõ, èëè öåíòðû ÿâëÿþòñÿ äîïîëíÿ-
þùèìè äðóã äðóãà.

Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èãðû, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûõ ðàâíîâåñèé
ñîòðóäíè÷åñòâà, íî ñóùåñòâóþò íåîïòèìàëüíûå ðàâíîâåñèÿ ñîòðóäíè÷åñòâà. Åñëè
(4.16) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî äëÿ îïòèìàëüíîãî èñõîäà òîãäà ìû ìîæåì ãà-
ðàíòèðîâàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåîïòèìàëüíûõ ðàâíîâåñèé ñîòðóäíè÷åñòâà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé � êîãäà åäèíñòâåííî âîçìîæ-
íûì ðàâíîâåñèåì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå ñ óãðîçàìè, â êîòîðîì âñþ
ïðèáûëü ïîëó÷àåò ÀÝ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ÿâëÿåòñÿ èñõîäîì äàííîãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïîñêîëüêó äàííîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è ïî ëåììå 2.1.1 äëÿ
ëþáîãî i = 1, n ñóùåñòâóåò xi òàêîå ÷òî

(4.17)
∑
j 6=i

Hj(xi)− c(xi) =
n∑

i=1

Hi(x∗)− c(x∗)

è Hi(xi) = 0. Çàìåòèì, ÷òî

xi ∈ Argmax
x∈X

(
n∑

i=1

Hi(x)− c(x)

)
,

òî åñòü êàæäûé xi ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ðàâåíñòâî (4.17) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó íàñ èìååòñÿ îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå, ãäå

âñþ ïðèáûëü ïîëó÷àåò ÀÝ, òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäíî îïòèìàëü-
íîå ðàâíîâåñèå.

Îáîçíà÷èì

a = max
x∈X

(
n∑

i=1

Hi(x)− c(x)

)
=

n∑
i=1

Hi(x∗)− c(x∗),

ai = max
x∈X

(Hi(x)− c(x)) , i = 1, n,

ò.å. a åñòü ñóììàðíàÿ ïðèáûëü â îïòèìàëüíîì èñõîäå, ai åñòü ïðèáûëü i-ãî öåíòðà
ïðè óñëîâèè ÷òî îñòàëüíûå öåíòðû â èãðå íå ó÷àñòâóþò.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëå-
äîâàíèÿ âîïðîñà ôîðìèðîâàíèÿ ÀÑ. Åñëè ìû õîòèì ãàðàíòèðîâàòü ìàêñèìàëüíóþ
ïðèáûëü àãåíòó, òî òîãäà íàèëó÷øèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
ñîçäàíèå äâóõ îäèíàêîâî ñèëüíûõ öåíòðà. Íî â ïðèíöèïå ýòî ìîæåò áûòü íå íå-
îáõîäèìî. Â ÷àñòíîñòè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äðóãèå èãðû, â êîòîðûõ òîæå ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå àêòèâíûì ýëåìåíòîì ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè. Ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Óòâåðæäåíèå 4.4.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ÀÑ íå áûëî èíûõ ðàâíîâåñèé, êðîìå
îïòèìàëüíûõ, â êîòîðûõ ÀÝ ïîëó÷àåò âñþ ïðèáûëü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
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÷òîáû â ÀÑ ñóùåñòâîâàëè äâà îäèíàêîâî ñèëüíûõ öåíòðà, êîòîðûå ìîãóò â ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé èãðå ñ ÀÝ ïîëó÷èòü òàêóþ æå ïðèáûëü, êàê è âñå öåíòðû âìåñòå
âçÿòûå:

max
x

n∑
i=1

Hi(x)− c(x) = Hi1(xi1)− c(xi1) = Hi2(xi2)− c(xi2)

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ÀÝ
ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, â ÀÑ äîëæíî áûòü êàê ìèíèìóì äâà îäèíàêîâî ñèëüíûõ
öåíòðà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.4.2 ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Ëåììà 4.4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i0 âûïîëíÿåòñÿ ai0 = a è íå

ñóùåñòâóåò äðóãîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå, ÷åì îïòèìàëüíîå, â êîòîðîì ÀÝ ïîëó÷àåò
âñþ ïðèáûëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò i1 6= i0 òàêîå, ÷òî a = ai1 .

Ñèòóàöèÿ a = ai1 = ai2 ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
öåíòðîâ i1 è i2 íàèëó÷øèå äåéñòâèÿ ïîëíîñòüþ ðàçëè÷íû, ò.å. äàííûå öåíòðû
ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿþùèìè äðóã äðóãà. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òî, ÷òî õîðîøî îäíîìó,
ïëîõî äðóãîìó.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì:
Óòâåðæäåíèå 4.4.4. Â ëþáîì ðàâíîâåñèè ãäå ÀÝ ïîëó÷àåò ïðèáûëü s i-é

öåíòð ïîëó÷àåò ïðèáûëü íå ìåíåå ÷åì max{0, ai − s}.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äîïóñòèì,

÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà öåíòð ìîæåò âûáðàòü ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ

σi(x) =

 c(x) + s + ε, x ∈ argmax
x∈X

(Hi(x)− c(x));

0, x 6∈ Argmax
x∈X

(Hi(x)− c(x)).

è ïîëó÷èòü ïðèáûëü ai − s− ε.
Ñëåäñòâèå 4.4.5. Åñëè â èãðå ñóùåñòâóþò i1 6= i2 òàêèå ÷òî a = ai1 = ai2 òîãäà

åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ äëÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå, â
êîòîðîì íè îäèí èç öåíòðîâ íå ïîëó÷àåò ïðèáûëè, íî âñþ ïðèáûëü ïîëó÷àåò ÀÝ.

Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ÷òî s = a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ïî
ëåììå 4.4.4 ìû èìååì

Hi1(x
∗)− σi1(x

∗) ≥ ai1 − s = a− s,

Hi2(x
∗)− σi2(x

∗) ≥ ai2 − s = a− s,

ãäå x∗ ÿâëÿåòñÿ èñõîäîì ðàâíîâåñèÿ.
Íî

a− s ≥
n∑

i=1
(Hi(x∗)− σi(x∗))

≥ (Hi1(x
∗)− σi1(x

∗)) + Hi2(x
∗)− σi2(x

∗) ≥ 2(a− s).

Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò äâà îäè-

íàêîâî ñèëüíûõ öåíòðà (êàæäûé èç êîòîðûõ â ñàìîñòîÿòåëüíîé èãðå ñ öåíòðîì
ìîæåò ïîëó÷èòü òàêóþ æå ïðèáûëü, êàê è âñå öåíòðû), òîãäà âñëåäñòâèå áîðüáû
çà ïðàâî ïîëó÷èòü ïðèáûëü íè îäèí èç öåíòðîâ ïðèáûëè íå ïîëó÷èò.

76



4.5. Ìîäåëè è ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ñîñòàâà

Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ î õàðàêòåðèçàöèè ðàâíîâåñèé, ñóùåñòâîâàíèÿ è
îïòèìàëüíîñòè ðàâíîâåñèé, îïèñàíèÿ êîîïåðàòèâíûõ è ñîðåâíîâàòåëüíûõ ðàâíî-
âåñèé îáñóäèì âîïðîñ î ìåòîäàõ è ìîäåëÿõ ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ñîñòàâà
àêòèâíîé ñèñòåìû.

Ïóòü íåêèé ìåòàöåíòð ìîæåò íàçíà÷èòü öåíòðû â ÀÑ è ðàñïðåäåëèòü ìåæäó
íèìè äîõîäû îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âàæíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ñàì ìåòàöåíòð íå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â òðàíçàêöèÿõ ñ öåíòðàìè (è íå
ìîæåò ñàì âûñòóïèòü â ðîëè öåíòðà), ò.å. íå ìîæåò ðàñïðåäåëèòü íå âåñü äîõîä îò
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû èëè íàïðÿìóþ ïîëó÷èòü ïîëåçíîñòü èç ïîëåçíîñòè,
ïîëó÷åííîé öåíòðàìè èëè ÀÝ.

È åñëè ìû ðåøàåì, ñêîëüêî öåíòðîâ äîëæíî áûòü â ñèñòåìå (äâà èëè îäèí),
ðàñïðåäåëÿÿ âåñü äîõîä îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ìåæäó öåíòðàìè, òî íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùåå:

(1) ïðè äâóõ öåíòðàõ âîçìîæåí áîëåå áîãàòûé ñïåêòð ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíî-
âåñèé;

(2) Ïàðåòî-ýôôåêòèâíûé èñõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â ëþáîì ñëó÷àå;
(3) ïðè äâóõ öåíòðàõ âîçìîæíî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà îò äåÿòåëüíîñòè

ñèñòåìû ìåæäó öåíòðàìè, ÷òî ïðè ëþáîì ðàâíîâåñèè ÀÝ áóäåò ïîëó÷àòü
íåíóëåâóþ ïðèáûëü (çíà÷åíèå åãî öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò áîëüøå íóëÿ);

(4) ïðè äâóõ öåíòðàõ äëÿ ëþáîãî ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóåò Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîå
ðàâíîâåñèå, êîòîðîå äîìèíèðóåò (ñëàáî) ïåðâîíà÷àëüíîå ðàâíîâåñèå.

Îäíàêî îí ìîæåò èìåòü ñâîè öåëè. Âîçìîæíûìè öåëÿìè ìåòàöåíòðà ìîãóò, â
÷àñòíîñòè, áûòü:

(1) Óâåëè÷åíèå îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ (îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå).
(2) Óâåëè÷åíèå ïðèáûëè öåíòðîâ è óâåëè÷åíèå ïðèáûëè àãåíòà.
(3) Óìåíüøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â âûáîðå ðåàëèçóåìîãî äåéñòâèÿ.

Ìåòàöåíòð â ñâîèõ äåéñòâèÿõ ìîæåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ, íà-ïðèìåð, ñëåäóþ-
ùèìè ñòðàòåãèÿìè:

(1) Ïîäåëèòü íà ðàâíûå ÷àñòè âñå âëèÿíèå ìåæäó íåñêîëüêèìè öåíòðàìè. Òî-
ãäà âîçìîæåí ðåæèì ñîòðóäíè÷åñòâà, â êîòîðîì âñþ ïðèáûëü ïîëó÷àþò
öåíòðû.

(2) Íàäåëèòü öåíòðû ìàêñèìàëüíûìè ïîëíîìî÷èÿìè â çàâèñèìîñòè îò ðàçíûõ
äåéñòâèé, ò.å. ñîçäàòü äâà îäèíàêîâî ñèëüíûõ öåíòðà. Òîãäà åäèíñòâåííîå
ðàâíîâåñèå, âîçìîæíîå â ñèñòåìå, áóäåò îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå, ïðè êî-
òîðîì âñþ ïðèáûëü ïîëó÷àåò ÀÝ.

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ âîçìîæíîé ïîëèòèêè ìåòàöåíòðà ñâåäåíû â òàáëèöó
4.

Èòàê, ïîäâåäåì êðàòêèå èòîãè ÷åòâåðòîé ãëàâû.

Â òåîðèè ÀÑ, ïðè áîëüøîì âíèìàíèè ê ÀÑ ñ îäíèì óïðàâëÿþùèì öåíòðîì,
óäåëÿëîñü ìàëî âíèìàíèÿ ñèñòåìàì, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî óïðàâëÿþ-
ùèõ öåíòðîâ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî
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Òàáëèöà 4. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòàöåíòðîì ðàçëè÷íûõ ïîëèòèê

Ïîëèòèêà Ðåçóëüòàò

Îäèí öåíòð Äåéñòâèå îïòèìàëüíî, âñþ ïðèáûëü
ïîëó÷àåò öåíòð

Íåñêîëüêî ðàâ-
íîïðàâíûõ öåí-
òðîâ

Âîçìîæåí ðåæèì ñîòðóäíè÷åñòâà.
Äåéñòâèå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó,
âñþ ïðèáûëü ïîëó÷àþò öåíòðû. Íå-
îïðåäåëåííîñòü âûáèðàåìîãî äåé-
ñòâèÿ.

Íåñêîëüêî öåí-
òðîâ, äâà èç íèõ
� îäèíàêîâî
ñèëüíûõ

Äåéñòâèå íåîïòèìàëüíî, íî áëèçêî ê
îïòèìàëüíîìó. Âñþ ïðèáûëü ïîëó÷à-
åò àãåíò. Âîçìîæíî òîëüêî äâà ðåà-
ëèçóåìûõ äåéñòâèÿ.

÷àñòî. Â ñèëó áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû è àíàëèç òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ñëîæíûì, õîòÿ áû èç-çà á�îëüøåãî ðàçíîîáðàçèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíîâåñèé.

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÀÑ. Â êà÷åñòâå îäíîãî ÀÝ ìîæåò âûñòó-
ïàòü àãðåãèðîâàííûé êîëëåêòèâ ÀÝ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðîëè
êàæäîãî èç öåíòðîâ â óïðàâëåíèè ÀÝ, â èçó÷åíèè ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâíîâåñèé è
ðàñïðåäåëåíèè ïðèáûëè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ó÷àñòíèêàìè äàííîé ÀÑ.

Â ðàçäåëå 4.1 îïèñûâàþòñÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èãðå öåíòðîâ.
Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (îïòèìàëüíîñòü, óãðîçà). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå
ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ðàâíîâåñèÿ òèïà "ñîòðóäíè÷åñòâî"è
êîíêóðåíòíûå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ íàëè÷èåì ïðèáûëè ó öåíòðà. Ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü (íå èçìåíÿÿ ñâîéñòâ
ðàâíîâåñèÿ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè áóäóò èìåòü ïðåäåëüíî ïðîñòîé âèä � ðàâíû
íóëþ âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Â ðàçäåëå 4.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñóùåñòâîâàíèè â ÀÑ îäíîãî ðàâíîâåñèÿ
âñåãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå, ïðè ïåðåõîäå â êîòîðîå öåíòðû íè÷åãî
íå òåðÿþò.

Â ðàçäåëå 4.3 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé â ÀÑ, ñîñòîÿùèõ
èç äâóõ öåíòðîâ è îäíîãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàâíîâåñèå ñó-
ùåñòâóåò â ëþáîì ñëó÷àå, áîëåå òîãî �- ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàâíîâåñèå.

Â ðàçäåëå 4.4 èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå), ïðè êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò ðàâíîâåñèÿ òèïà ñîòðóäíè÷åñòâî è óñëîâèÿ, êîãäà â ÀÑ ñóùåñòâóþò
òîëüêî ïîëíîñòüþ ñîðåâíîâàòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ (âñÿ ïðèáûëü äîñòàåòñÿ àêòèâíî-
ìó ýëåìåíòó). Ïðèâîäÿòñÿ èíòóèòèâíûå ôîðìóëèðîâêè äàííûõ óñëîâèé.

Â ðàçäåëå 4.5 5 íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëîâ 4.1-4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ðóêîâîäÿùåãî çâåíà, à èìåííî, íåêèé ìåòàöåíòð íàçíà÷àåò
öåíòðû â ÀÑ è ðàñïðåäåëÿåò ìåæäó íèìè äîõîäû îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì îí ñàì íå ìîæåò (èëè íå õî÷åò) âûñòóïàòü â ðîëè öåíòðà.

Âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè íà îñíîâàíèè äàííîé ìîäå-
ëè îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà öåíòðîâ ïðè âîçìîæíîñòè âëèÿòü íà ðàñïðåäåëåíèå
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äîõîäà ÀÑ ìåæäó öåíòðàìè èëè ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîõîäà ìåæäó
öåíòðàìè.
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Ïðèëîæåíèå 1. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, óòâåðæäåíèé è ëåìì

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.1. Â ñëó÷àå, åñëè öåíòð çíàåò ìíîæåñòâî òèïîâ
ÀÑ, è íå çíàåò, êàêîé òèï èìååò êîíêðåòíûé ýëåìåíò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðó
èçâåñòíà òîëüêî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì èìåþùèõñÿ â íàëè÷èè àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.2. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïîâòîðÿåò äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.1. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.3. Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è è òîãî ôàêòà, ÷òî ïîñòàíîâêà âåðîÿòíîñòíîé çàäà÷è ñ n ýëåìåíòàìè
âûãëÿäèò êàê

1
n

n∑
i=1

σ(yi) → min
σi∈M

;

1
n

n∑
i=1

yi =
1
n

ȳ;

yi ∈ Argmax
yi

(σ(yi)− ci(yi)),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà ñ n âîçìîæíûìè òèïàìè,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.1. Â ñèëó íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè c(r, y)
è P 1.1. î÷åâèäíî, ÷òî c(r, 0) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ñâîéñòâ, ïðîäèôôåðåíöèðóåì c(r, y) íåîáõîäè-
ìîå ÷èñëî ðàç è âîñïîëüçóåìñÿ P 2.2.�P 2.5.:

cy(r, y) =
1

Fc(c, r)
> 0;

cr(r, y) = −Fr(c, r)
Fc(c, r)

< 0;

cyy(r, y) = −
Fcc(c, r)c2

y(r, y)

Fc(c, r)
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèÿ P 2.1. � P 2.4. äîêàçàíû.
Äîêàæåì òåïåðü ñâîéñòâî P 2.5..
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ F (c, r) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîñòîÿíñòâà îò ìàñ-

øòàáà, ò.å.

F (λc, λr) = λF (c, r).

Òîãäà y
r

= F
(

c
r
, 1
)

= f
(

c
r

)
, ãäå f ′(x) > 0 è f ′′(x) < 0, à c êàê ôóíêöèÿ r è y åñòü

c(r, y) = rf−1
(

y
r

)
.
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Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ c(r, y) ïî r:

(18) cr(r, y) = f−1
(y

r

)
− 1

f ′
(
f−1

(
y
r

)) y

r

è, áåðÿ îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ åùå îäíó ïðîèçâîäíóþ ïî y, ïîëó÷àåì, ÷òî

cry =
y

r(f ′(f−1(y/r)))2
f ′′(f−1(y/r))

1
f ′(f−1(y/r))

1
r

+(19)

1
f ′(f−1(y/r))

1
r
− 1

f ′(f−1(y
r
))

1
r

=
y

r

f ′′(c/r)
(f ′(c/r))3

< 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 2.1.1 èìååì: c(r, 0) = 0 (P 2.1.), cx(r, x) > 0 (P 2.2.),
cr(r, x) < 0 (P 2.3.), cxx(r, x) > 0 (P 2.4.), crx(r, x) < 0 (P 2.5.).

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà ïåðâîé ïåðåìåííîé r íå ïîâëèÿåò íà ïðîèçâîäíûå ïî âòî-
ðîé ïåðåìåííîé, è ïîýòîìó ñâîéñòâà P 2.1. è P 2.3. àâòîìàòè÷åñêè äîêàçàíû.

Êðîìå òîãî, c̃(r∗, x) = c(F−1(r∗), x), è, ñëåäîâàòåëüíî,

(20)
∂c̃(r∗, x)

∂r∗
= cr(F−1(r∗), x)

1
F ′(F−1(r∗))

< 0

òàê êàê F ′(·) > 0 (â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ F ) è ñâîéñòâà P 2.3.

Àíàëîãè÷íî,

(21) c̃r(r∗, x) = crx(F−1(r∗), x)
1

F ′(F−1(r∗))
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî âñå ñâîéñòâà äîêàçàíû. �
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.1. Ïóñòü èíà÷å, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå r1 < r2,

÷òî f(r1) > f(r2). Òîãäà â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî f(r) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.2),
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

σ(f(r1))− c(r1, f(r1)) ≥ σ(f(r2))− c(r1, f(r2)) è

σ(f(r2))− c(r2, f(r2)) ≥ σ(f(r1))− c(r2, f(r1)).

Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì:

−c(r1, f(r1))− c(r2, f(r2)) ≥ −c(r1, f(r2))− c(r2, f(r1));

c(r1, f(r2)) + c(r2, f(r1))− c(r1, f(r1))− c(r2, f(r2)) ≥ 0;

c(r1, f(r2))− c(r2, f(r2)) + c(r2, f(r1))− c(r1, f(r1)) ≥ 0;
r2∫

r1

cr(r, f(r1))− cr(r, f(r2)) dr ≥ 0.

Íî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

cr(r, f(r1))− cr(r, f(r2)) = crx(r, x∗)(f(r1))− f(r2)) < 0,

(ïðè x∗ ∈ [f(r2), f(r1)]), ïîñêîëüêó crx(r, x∗) < 0 è f(r1) > f(r2). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ f(r) íå
ìîæåò óáûâàòü íà Ω.�
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.2. Ïóñòü r > r∗. Ïîñêîëüêó c(r, x) � óáûâàþùàÿ
ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ, òî c(r∗, f(r∗)) > c(r, f(r∗)) è, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f(r) (2.2), èìååì:

σ(f(r))− c(r, f(r)) ≥ σ(f(r∗))− c(r, f(r∗))

> σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.3. Îïðåäåëèì σ̃(x) = Φ(σ)(x). Òîãäà äîêàçàòåëü-

ñòâî äàííîé ëåììû ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ ðàííåå ñâîéñòâ îïåðàòîðà Φ(·). �
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.4. Ïóñòü èìåþòñÿ f1(r), f2(r) � äâà ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèÿ (ôóíêöèè äåéñòâèÿ) çàäà÷è (2.2) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâà-
íèÿ σ(x), Ω = [r0; r1].

Ïî îïðåäåëåíèþ fi(r) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

(22) fi(r) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r, x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ∈ Ω ôóíêöèÿ

f(r) =

{
f1(r), r ∈ B;
f2(r), r /∈ B

òîæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äåéñòâèÿ è óäîâëåòâîðÿåò (22), ò.å. äëÿ íåå âûïîëíåíà
Ëåììà 2.2.1, ãîâîðÿùàÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ íå óáûâàåò íà Ω.

Âîçüìåì ëþáîå r∗ ∈ Ω è ìíîæåñòâî B = [r∗,∞). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì rn < r∗ è lim
n→∞

rn = r∗. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(r)

f2(r∗−) = lim
n→∞

f2(rn) = lim
n→∞

f(rn) ≤ f(r∗) = f1(r∗).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f2(r∗+) ≥ f1(r∗). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì äâîé-
íîå íåðàâåíñòâî

f2(r∗+) ≥ f1(r∗) ≥ f2(r∗−).

Òàêîå æå íåðàâåíñòâî âåðíî è ïðè ïåðåìåíå f1(r) íà f2(r):

f1(r∗+) ≥ f2(r∗) ≥ f1(r∗−).

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè f1(r) è f2(r) ñîâïàäàþò âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ íåïðå-
ðûâíîñòè è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ ðàçðûâà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèè fi(r) íå óáûâàþò, òî îíè ðàçðûâíû íå áîëåå,
÷åì â ñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî îáå ôóíêöèè fi(r), i = 0, 1, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó íà Ω.�

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ëåììû: x ∈ [f(r̂−), f(r̂+)]. Âîçüìåì ëþáîå r < r̂. Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå
2.2.1 ôóíêöèÿ f(r) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, òî f(r) ≤ f(r̂−) ≤ x, è ò.ê. cx(r, x)
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óáûâàåò ïî r, âûïîëíåíî

c(r̂, x)− c(r̂, f(r)) =

x∫
f(r)

cx(r̂, y) dy

<

x∫
f(r)

cx(r, y) dy = c(r, x)− c(r, f(r)).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂)) + c(r̂, x)(23)

≤ σ(f(r))− c(r̂, f(r)) + c(r̂, x)

< σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∀ r > r̂ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðà-
âåíñòâ (23), ò.å. (23) âåðíî äëÿ ëþáîãî r.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

σ̃(x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r)))− c(r, f(r)) + c(r, x)

= σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂)) + c(r̂, x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.2.6. Ïîñêîëüêó Φ(·) � íåóáûâàþùèé îïå-

ðàòîð, òî

σ̃(x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x))

= inf
r∈Ω

(σ̂(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, x))

= Φ(σ̂)(x) ≥ σ̂(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.7. Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn òà-

êóþ, ÷òî

(24) lim
n→∞

(σ(f(rn))− c(rn, f(rn)) + c(rn, x)) = σ̃(x)

(ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó îïðåäåëåíèÿ σ̃(x)). Âûáåðåì èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ò.ê. Ω ñîäåðæèòñÿ â
êîìïêàêòå � îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé) è â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðè-
âàòü ýòó íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâó-
åò òàêîå r∗, ÷òî

lim
n→∞

rn = r∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè c(r, x) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, èç (24)
èìååì:

(25) lim
n→∞

(σ(f(rn))− c(rn, f(rn))) = σ̃(x)− c(r∗, x).

Íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(r) ìû èìååì

(26) σ̃(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)) ≥ σ̃(x)− c(r∗, x).
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Êðîìå òîãî,

lim
n→∞

(σ(f(rn))− c(rn, f(rn)))(27)

≥ lim
n→∞

(σ(f(r∗))− c(rn, f(r∗)))

= σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗))

= σ̃(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)).

Îáúåäèíÿÿ òåïåðü (25)-(27), ïîëó÷àåì:

(28) σ̃(x)− c(r∗, x) = σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)),

ò.å. âûáðàííûé íàìè r∗ óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. �

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.2.8. Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèè
fi(r), i = 1, 2, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì

(29) σ̃i(x) ≡ min
r∈Ω

(σ(fi(r))− c(r, fi(r)) + c(r, x))

è ïóñòü σ̃1(x) è σ̃2(x) ðàçëè÷àþòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò x∗ òàêîå, ÷òî

σ̃1(x∗) > σ̃2(x∗).

Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìû äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ r∗1 è r∗2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, ò.å.

σ(f1(r∗1))− c(r∗1, f1(r∗1)) + c(r∗1, x
∗) = σ̃1(x∗)(30)

> σ̃2(x∗) = σ(f2(r∗2))− c(r∗2, f2(r∗2)) + c(r∗2, x
∗).

Â ñèëó (29) è îïðåäåëåíèÿ r∗1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

σ(f1(r∗2))− c(r∗2, f1(r∗2)) + c(r∗2, x
∗) ≥ σ̃1(x∗)(31)

= σ(f1(r∗1))− c(r∗1, f1(r∗1)) + c(r∗1, x
∗).

Îáúåäèíÿÿ (30) è (31), ïîëó÷àåì:

(32) σ(f1(r∗2))− c(r∗2, f1(r∗2)) > σ(f2(r∗2))− c(r∗2, f2(r∗2)).

Îäíàêî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

f2(r2) ∈ Argmax
x∈X

(σ(x)− c(r2, x)),

è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

σ(f(r∗2))− c(r2, f(r∗2)) ≥ σ(f(r∗1))− c(r2, f(r∗1)),

÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò (32), ñëåäîâàòåëüíî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
σ̃1(x) è σ̃2(x) ðàçëè÷àþòñÿ, íåâåðíî, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå óòâåðæäåíèÿ.
�

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.9. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(r) è òîãî, ÷òî
σ(f(r)) = σ̃(f(r)), èìååì:

(33) σ̃(f(r1))− c(r1, f(r1)) ≥ σ̃(x2)− c(r1, x2);

(34) σ̃(f(r2))− c(r2, f(r2)) ≥ σ̃(x1)− c(r2, x1).
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Ñêëàäûâàÿ (33) è (34) ñ (2.7) ïðè i = 1, 2 è óïðîùàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî,
ïîëó÷àåì:

(35) c(r1, x2) + c(r2, x1) ≥ c(r1, x1) + c(r2, x2);

(36)

x2∫
x1

r2∫
r1

crx(r, x) dr dx ≤ 0.

Íî, ïîñêîëüêó crx(r, x) < 0 è x1 < x2, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ òîëüêî ïðè r2 ≥ r1 (çàìåòèì, ÷òî îíè ìîãóò ñîâïàäàòü), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. �

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.1. Ïóñòü σ(x) � îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè÷åì xk åñòü äåéñòâèå, ðåàëèçóåìîå k-ì àêòèâíûì ýëåìåíòîì,
à σ̃(x) � íàèëó÷øàÿ â ñìûñëå çàòðàò ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé àê-
òèâíûé ýëåìåíò òèïà rk ðåàëèçóåò äåéñòâèå x̃k, ãäå

(37) x̃k =


xk, k 6= i, i + 1;

xk −∆, k = i;
xk + ∆, k = i + 1

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆ (çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ∆ ïî óñëîâèþ ëåììû xk è x̃k

óïîðÿäî÷åíû îäèíàêîâûì îáðàçîì).
Â ñèëó òîãî, ÷òî σ(·) îïòèìàëüíà, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(38) lim
∆→0

1
∆

(
n∑

k=1

σ(xk)−
n∑

k=1

σ̃(x̃k)

)
= 0

(åñëè áû íå áûëî ðàâåíñòâà íóëþ, òî áûëî áû âîçìîæíî óëó÷øåíèå σ(x), êîòîðàÿ,
îäíàêî, áûëà âûáðàíà îïòèìàëüíîé).

Íî, èñïîëüçóÿ (2.13) è (37), èìååì:

σ̃(x̃i) = σ(xi)− (ci(xi)− ci(xi −∆));
σ̃(x̃i+1) = σ(xi)− (ci(xi)− ci(xi −∆))+

+ci+1(xi+1 + ∆)− ci+1(xi −∆);
σ̃(x̃k) = σ(xk) ïðè k ≤ i− 1;
σ̃(x̃k) = σ(xk)− δ ïðè k > i + 1,

ãäå

δ = σ(xi+1) +
(
ci+2(xi+1 + ∆)− ci+2(xi+1)

)
−(39) (

σ(xi)− (ci(xi)− ci(xi −∆)) + ci+1(xi+1 + ∆)− ci+1(xi −∆)
)
.
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Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆→0

1
∆

(
n∑

k=1

σ(xk)−
n∑

k=1

σ̃(x̃k)

)
=

lim
∆→0

1
∆

(
n∑

k=1

σ(xk) −

{
i−1∑
k=1

σ(xk) + {σ(xi)− (ci(xi)− ci(xi −∆))}+

{σ(xi)− (ci(xi)− ci(xi −∆)) + ci+1(xi+1 + ∆)− ci+1(xi −∆)}+
n∑

k=i+2

(σ(xk)− δ)

})
=

lim
∆→0

1
∆

(
ci+1(xi+1)− ci+1(xi) + (ci(xi)− ci(xi −∆)) +

((ci(xi)− ci(xi −∆))− ci+1(xi+1 + ∆) + ci+1(xi −∆)) +

(n− i− 1)(ci+1(xi+1)− ci+1(xi) + ci+2(xi+1 + ∆)− ci+2(xi+1)−

(−(ci(xi)− ci(xi −∆)) + ci+1(xi+1 + ∆)− ci+1(xi −∆))
)

=

(n− i− 1)(c′i+2(xi+1)− c′i+1(xi+1))− c′i+1(xi+1)−
(n− i− 1)(c′i+1(xi)− c′i(xi))− c′i+1(xi) + 2c′i(xi)

è, ó÷èòûâàÿ (38), ïîëó÷àåì:

(n− i− 1)(c′i+2(xi+1)− c′i+1(xi+1))− c′i+1(xi+1) =

(n− i)(c′i+1(xi)− c′i(xi))− c′i(xi),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.2. Äàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ Ëåììû 2.3.1.�
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñó-

ùåñòâóåò òàêîå l ≥ 1, ÷òî x∗n−l−1 < x∗n−l = x∗n−l+1 = . . . = x∗n (êàê âñåãäà, ïðåäïîëà-
ãàåì x∗0 = 0). Âîçüìåì òàêîå ìàëîå ∆ > 0, ÷òî x∗n−l −∆ > x∗n−l−1 è îïðåäåëèì

(40) x′i =


x∗i ïðè i < n− l;

x∗i −∆ ïðè n− l ≤ i < n;
x∗i + l∆ ïðè i = n.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(41)
n∑

i=1

x∗i =
n∑

i=1

x′i,

ò.å. îáå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ðåàëèçóþò îäíî è òî æå ñóììàðíîå (è ñðåäíåå)
äåéñòâèå.

Ïóñòü σ̃(x) � ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (2.19) äëÿ
ñèñòåìû {x′i}n

i=1. Òîãäà â ñèëó ïîñòðîåíèÿ

σ̃(x′i) =


σ(x∗i ) ïðè i < n− l;

σ(x∗n)− δ ïðè n− l ≤ i < n;
σ(x∗n)− δ + (cn(x∗n + l∆)−

cn(x∗n −∆)) ïðè i = n,

91



ãäå δ = (cn−l(x∗n) − cn−l(x∗n − ∆)). Ìû çäåñü ÿâíî èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî
x∗n−l = x∗n−l+1 = . . . = x∗n.

Ðàñïèñûâàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàðíûìè çàòðàòàìè íà âûøå îïðåäåëåííûõ
ñèñòåìàõ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

n∑
i=1

σ(x∗i )−
n∑

i=1

σ̃(x′n) = (l + 1)δ − (cn(x∗n + l∆)− cn(x∗i −∆)) =

(l + 1)(cn−l(x∗n)− cn−l(x∗n −∆))− (cn(x∗n + l∆)− cn(x∗n −∆)) =

(l + 1)c′n−l(x
∗
n)∆ + o(∆)− ((l + 1)c′n(x∗n)∆ + o(∆)) =

(l + 1)(c′n−l(x
∗
n)− c′n(x∗n))∆ + o(∆).

Íî, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ íà ôóíêöèè çàòðàò c′n−l(x
∗
n) > c′n(x∗n), ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

(42)
n∑

i=1

σ(x∗i ) >
n∑

i=1

σ̃(x′i),

òî åñòü íàì óäàëîñü óìåíüøèòü ñóììàðíîå ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè íåèçìåííîì ñóì-
ìàðíîì äåéñòâèè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñâÿçè ñ îïòèìàëüíîñòüþ ôóíêöèè σ(x).�

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.4. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå l ≥ 1, ÷òî 0 = x∗1 = x∗2 = . . . = x∗l < x∗l+1. Âîçüìåì ìàëîå ∆ > 0 è
îïðåäåëèì ñèñòåìó äåéñòâèé {xi}i=1n:

(43) x′i =


∆ ïðè i ≤ l;

x∗l+1 − l∆ ïðè i = l + 1;
x∗i ïðè i > l + 1.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(44)
n∑

i=1

x∗i =
n∑

i=1

x′i,

ò.å. îáå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ðåàëèçóþò îäíî è òî æå ñóììàðíîå (è ñðåäíåå)
äåéñòâèå.

Ïóñòü σ̃(x) � ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (2.19) äëÿ
ñèñòåìû {x′i}n

i=1. Òîãäà â ñèëó ïîñòðîåíèÿ

σ̃(x′i) =


σ(x∗i ) + c1(∆) ïðè i ≤ l;

σ(x∗i ) + cl+1(x∗l+1 − l∆)−
cl+1(∆) + c1(∆)− cl+1(x∗l+1) ïðè i = l + 1;

σ(x∗i ) + δ ïðè i > l + 1,

ãäå

δ = cl+2(x∗l+1)− cl+2(x∗l+1 − l∆) + cl+1(x∗l+1 − l∆)− cl+1(∆) +(45)

c1(∆)− cl+1(x∗l+1) = l∆(c′l+l(x
∗
l+1)− c′l+2(x

∗
l+1)) + o(∆)
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Ðàñïèñûâàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàðíûìè çàòðàòàìè íà âûøå îïðåäåëåííûõ
ñèñòåìàõ ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

n∑
i=1

σ(x∗i )−
n∑

i=1

σ̃(x′n) =(46)

−(cl+1(x∗l+1 − l∆)− cl+1(x∗l+1))−
(n− l + 1)l∆(c′l+2(x

∗
l+1)− c′l+l(x

∗
l+1)) + o(∆) =

l∆c′l+1(x
∗
l+1) + (n− l + 1)l∆(c′l+l(x

∗
l+1)− c′l+2(x

∗
l+1)) + o(∆).

Íî, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ íà ôóíêöèè çàòðàò c′l+1(x
∗
l+1) > c′l+2(x

∗
l+1) > 0, ïðè

äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

(47)
n∑

i=1

σ(x∗i ) >
n∑

i=1

σ̃(x′i),

òî åñòü íàì óäàëîñü óìåíüøèòü ñóììàðíîå ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðè íåèçìåííîì ñóì-
ìàðíîì äåéñòâèè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñâÿçè ñ îïòèìàëüíîñòüþ ôóíêöèè σ(x).�

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.6. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ 2.43 åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ åãî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

(48) c′k(x̃k) + (n− k)(c′k(x̃k)− c′k+1(x̃k)) = c′n(x̃n),

ìîæíî çàìåòèò, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ñòðîãî âîçðàñòàþò ïî x̃k. Êðîìå
òîãî, ðåøåíèå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïðè x̃k = 0 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ (48) ðàâíà íóëþ (ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè), à ïðè x̃k = x̃n > 0 ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (48)

(49) c′k(x̃n) + (n− k)(c′k(x̃n)− c′k+1(x̃n)) > c′k(x̃n) > c′n(x̃n),

(áîëüøå ïðàâîé ÷àñòè), ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îáÿçàòåëüíî ñóùå-
ñòâóåò x̃k, óäîâëåòâîðÿþùåå (2.43).

Ïðè x̃n > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 2.43 áîëüøå íóëÿ, à ëåâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü
íå ðàâíà íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà x̃k(x̃n) 6= 0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âñåõ
óòâåðæäåíèé ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.7. Ñïåðâà äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Åñëè
σ(x) � îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ â ñìûñëå çàäà÷è (2.8)-(2.11) â àê-
òèâíîé ñèñòåìå èç n ýëåìåíòîâ, x∗i � äåéñòâèå, ðåàëèçóåìîå i-ì àêòèâíûì ýëåìåí-
òîì ïðè ñóììàðíîì äåéñòâèè x̄ > 0, à k < l òàêîâû, ÷òî x∗k−1 < x∗k = x∗k+1 = . . . =
x∗l < x∗l+1 (ò.å. ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè îò k äî l ðåàëèçóþò îäíî äåéñòâèå), òî

(50) x̃k(x∗n) ≥ x∗k ≥ x̃l(x∗n).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.37) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (ïðè p = k)

(51) (n− k + 1)c′k(x
∗
k)− (n− k)c′k+1(x

∗
k) ≤ c′n(x∗n).

Íî ïîñêîëüêó

(52) (n− k + 1)c′k(x̃k)− (n− k)c′k+1(x̃k) ≤ c′n(x∗n),

è ëåâàÿ ÷àñòü (52) âîçðàñòàåò ïî x̃k, òî x̃k(x∗n) ≥ x∗k. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è
âòîðîå íåðàâåíñòâîx∗k ≥ x̃l(x∗n).�

93



Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû çàìåòèì, ÷òî åñëè áû äëÿ íåêîòîðîãî i âû-
ïîëíÿëîñü x∗i ≥ x∗i+1, òî òîãäà ñóùåñòâîâàëè áû k < l òàêèå, ÷òî x̃k(x∗n) > x̃l(x∗n),
÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá óïîðÿäî÷åíèè x̃i(xn) ïî i. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.8. Ïî Òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóþò òàêèå
ôóíêöèè ξi(x) ∈ [ri, ri+1], ÷òî

c′i(x)− c′i+1(x) = ∆crx(ξi(x), x).

Íî òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ηi(x) ∈ [ξi(x), ξi+1(x)], ÷òî

(c′i(x)− c′i+1(x))− (c′i+1(x)− c′i+2(x)) =

∆(crx(ξi(x), x)− crx(ξi+1(x), x)) =

crrx(ηi(x), x)(ξi(x)− ξi+1(x)),

ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìåíüøå íóëÿ ïîñêîëüêó ξi(x) < ξi+1(x) è crrx < 0,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.9. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷-
êà:

c′n(x∗n)
def
= (n− k + 1)c′k(x̃k)− (n− k)c′k+1(x̃k)

= (n− k)(c′k(x̃k)− c′k+1(x̃k)) + c′k(x̃k)

> (n− (k + 1))(c′k+1(x̃k)− c′(k+1)+1(x̃k)) + c′k+1(x̃k)

= (n− (k + 1) + 1)c′k+1(x̃k)− (n− (k + 1))c′(k+1)+1(x̃k),

òî åñòü

(53) c′n(x∗n) > (n− (k + 1) + 1)c′k+1(x̃k)− (n− (k + 1))c′(k+1)+1(x̃k)).

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (53) âîçðàñòàåò ïî x̃k, è ïðè x̃k+1 íåðàâåíñòâî äîëæíî
ñòàòü ðàâåíñòâîì, ñëåäîâàòåëüíî x̃k < x̃k+1 ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì k. Íî òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ëåììû 2.3.7, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò òðåáóåìîå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.10. Â ñâÿçè ñ ëåììîé 2.3.9 íàì íåîáõîäèìî ïî-
êàçàòü, ÷òî ïðè (ñòðîãîì) óïîðÿäî÷åíèè äåéñòâèé ýëåìåíòîâ ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ
çàòðàò ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå 2.3.7 äëÿ ëþáîãî x̄ > 0 âñå çíà÷åíèÿ x∗i ðàçëè÷íû, òî (â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé x̃(·) è ðàâåíñòâà (2.34))

(54) x∗i = x̃i(x∗n).

Ïîñêîëüêó x̃i(x∗n) âîçðàñòàþò ïî x∗n, è
n∑

i=1
x∗i = x̄, òî x∗i âîçðàñòàåò âìåñòå ñ x̄, à,

ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàåò ïî x̄ è çíà÷åíèå x∗n. Èñõîäÿ èç çàäà÷è Ëàãðàíæà öåíà
óâåëè÷åíèÿ x̄ (âûðàæåííàÿ â óâåëè÷åíèè ôóíêöèè S(x̄)) åñòü c′n(x∗n), òî åñòü

(55)
dS(x̄)

dx̄
= c′n(x∗n).

Íî, ïîñêîëüêó dx∗n
dx̄

> 0, òî

(56)
d2S(x̄)

dx̄2
=

dc′n(x∗n)
dx̄

= c′′n(x∗n)
dx∗n
dx̄

> 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.4.3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðàâîé ïðîèçâîä-
íîé (ñëó÷àé ñ ëåâîé ïðîèçâîäíîé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ïîñêîëüêó σ(f(r∗))− c(r∗, f(r∗)) ≥ σ(x)− c(r∗, x), òî

(57) σ(x)− σ(f(r∗)) ≤ c(r∗, x)c(r∗, f(r∗)).

Íàéäåì òåïåðü íèæíþþ îöåíêó ðàçíîñòè âûðàæåíèÿ σ(x)− σ(f(r∗)) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè f(r∗). Äëÿ íåêîòîðîãî i ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé x ∈ [f(r∗), ri].

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(58) σ(x) ≥ σ(f(r∗)) + c(ri, x)− c(ri, f(r∗)).

Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. σ(x) < σ(f(r∗)) + c(ri, x)− c(ri, f(r∗)). Ïîñêîëüêó

(59) σ(x) = σ̃(x) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, f(r))),

ðàññìîòðèì r̂, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì, ò.å.

σ(x) = σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂)) + c(r̂, x).

Ïîñêîëüêó f(r∗) < x < f(ri), òî r∗ ≤ r̂ ≤ ri.
Íî òîãäà

σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂)) + c(r̂, f(r∗)) <

σ(f(r∗)) + c(ri, x)− c(ri, f(r∗))

−c(r̂, x) + c(r̂, f(r∗)) ≤ σ(f(r∗)),

÷åãî íå ìîæåò áûòü ïîñêîëüêó

σ(f(r∗)) = inf
r∈Ω

(σ(f(r))− c(r, f(r)) + c(r, f(r∗))) ≤(60)

σ(f(r̂))− c(r̂, f(r̂)) + c(r̂, f(r∗))

Òàêèì îáðàçîì ïðè x ∈ [f(r∗), ri] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

σ(x)− σ(f(r∗)) ≥ c(ri, x)− c(ri, f(r∗)) =(61)

cx(ri, f(r∗))(x− f(r∗)) + o(x− f(r∗)),

σ(x)− σ(f(r∗)) ≤ c(r∗, x)− c(r∗, f(r∗)) =(62)

cx(r∗, f(r∗))(x− f(r∗)) + o(x− f(r∗)),

÷òî íàðÿäó ñ íåïðåðûâíîñòüþ ïðîèçâîäíûõ c(r, x) ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâîé
ïðîèçâîäíîé ó ôóíêöèè σ(x) â òî÷êå f(r∗) è ðàâåíñòâå åå cx(r∗, f(r∗)).�

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.1.1. Ïðåæäå âñåãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ìàëûå èçìåíåíèÿ òèïîâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÀÝ. Åñëè äåéñòâèå äàííîãî
ÀÝ îòëè÷àëîñü îò äåéñòâèé âñåõ îñòàëüíûõ ÀÝ, òî ðåçóëüòàò òåîðåìû äîñòàòî÷íî
î÷åâèäåí: ïîñëå èçìåíåíèÿ òèïà òàê èçìåíèòü ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ (ñ ñîõðà-
íåíèåì äåéñòâèé, âûáèðàåìûõ âñåìè ÀÝ), ÀÝ ñ òèïàìè ìåíüøå, ÷åì ó äàííîãî,
áóäóò ïîëó÷àòü òî æå ñàìîå ñòèìóëèðîâàíèå, à ñòèìóëèðîâàíèÿ ÀÝ, òèï êîòîðîãî
èçìåíèëñÿ, è âñåõ ëó÷øèõ ÀÝ óìåíüøèòñÿ (íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó). Î÷åâèäíî,
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ïîñêîëüêó ìû ñóìåëè óìåíüøèòü ñóììàðíûå âûïëàòû ÀÝ áåç èçìåíåíèÿ âûáè-
ðàåìûõ äåéñòâèé, òî îïòèìàëüíûå çàòðàòû áóäóò íå áîëüøå, ÷åì ïðè íàéäåííîé
ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ò.å. ìîãóò òîëüêî óìåíüøèòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü äåéñòâèå äàííîãî ÀÝ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèÿìè ñîñåäíèõ ÀÝ. Òîãäà
ïðè óëó÷øåíèè åãî òèïà îí ïî-ïðåæíåìó áóäåò âûáèðàòü òî æå ñàìîå äåéñòâèå (â
ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ñ òåîðåìîé 2.3.5, ò.å. äåéñòâèå
âñåé ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ. Íå èçìåíÿòñÿ è îïòèìàëüíûå çàòðàòû ïðè óëó÷øåíèè
òèïà äàííîãî ÀÝ. �

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.1.2. Î÷åâèäíî, ÷òî â êîíêðåòíûé ìîìåíò
âðåìåíè äîëæíû óâîëüíÿòüñÿ ñàìûå õóäøèå ñîòðóäíèêè, òèïû êîòîðûõ ìåíüøå
íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà r′, çàâèñÿùåãî îò êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ è îò òå-
êóùåãî ñîñòàâà. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.1. Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé òî÷êè x∗p íåò. Ñëåäîâà-
òåëüíî

(63) max
x

n∑
i=1,i6=p

σi(x)− c(x) <
n∑

i=1

σi(x̃)− c(x̃).

(ïîíÿòíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíà ïðàâîé â ñèëó âûáîðà ÀÝ).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

(64) max
x

n∑
i=1,i6=p

σi(x)− c(x) <
n∑

i=1

σi(x̃)− c(x̃)− ε.

Òîãäà, óìåíüøèâ âî âñåõ òî÷êàõ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ i-ãî öåíòðà íà íå-
êîòîðóþ ìàëóþ âåëè÷èíà ìû ïîëó÷èì, ÷òî âûáîð ÀÝ íå èçìåíèëñÿ, ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ íå èçìåíèëèñü, íî öåíòð i ñóìåë â îäíîñòîðîííåì ïîðÿäêå èçìå-
íèòü ñâîþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ è ïðè ýòîì óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ìû èìåëè ðàâíîâåñèå Íýøà. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.2. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâûé ÀÝ. Òîãäà
îïðåäåëèì äëÿ íåãî n-ïèêîâóþ ôóíêöèþ ñòèìóëèðîâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(65) σ̃1(x) =


σ1(x), x = x∗;
σ1(x), x = xi äëÿ íåêîòîðîãî i = 2, n;
0, èíà÷å.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äàííîé ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáîð ÀÝ íå èçìåíèòñÿ, âû-
ïëàòû öåíòðàì òîæå îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè, è ó öåíòðîâ íå áóäåò âîçìîæíîñòè òàê
èçìåíèòü ñâîè ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ÷òîáû â îäíîñòîðîííèì ïîðÿäêå óâåëè-
÷èòü ïðèáûëü. �

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.1.3. Â ñèëó òåîðåìû 4.1.2 äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïèêîâ. Îáîçíà-
÷èì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíû óãðîçû, ÷åðåç Y . Òîãäà
ìíîæåñòâî Y (çàìåòèì, ÷òî x∗ ∈ Y ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Îñòàâèì âî
ìíîæåñòâå Y òîëüêî òå òî÷êè x, â êîòîðûõ

n∑
i=1

σi(x)− c(x) =
n∑

i=1

σi(x∗)− c(x∗)
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(ò.å. òå òî÷êè, â êîòîðûõ óãðîçû èìåþò ñìûñë, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåëè÷èíà óãðî-
çû ðàâíà ñóììàðíîé ïåðåïëàòå ÀÝ) Ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, ðàâíûå íóëþ âñþ-
äó, êðîìå òî÷åê ìíîæåñòâà Y , ãäå îíè íå èçìåíèëè ñâîèõ çíà÷åíèé, ïî-ïðåæíåìó
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè, ïðè÷åì âûèãðûøè öåíòðîâ è ÀÝ íå èçìåíÿòñÿ.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå p, ÷òî âî âñåõ
òî÷êàõ óãðîç öåíòð ñ íîìåðîì p ïðåäëàãàåò ÀÝ íåíóëåâîå ñòèìóëèðîâàíèå (â òîì
÷èñëå è â ðàâíîâåñíîé òî÷êå x∗, èíà÷å â êà÷åñòâå x̃ â óðàâíåíèè (4.2) ìîæíî áûëî
áû âçÿòü x∗). Êðîìå òîãî, â ñèëó íàëè÷èÿ óãðîçû ÀÝ ïîëó÷àåò áîëüøå, ÷åì åìó
íàäî ïðîñòî äëÿ ïîêðûòèÿ çàòðàò íà âûáîð x∗. Íî òîãäà, óìåíüøèâ âî âñåõ òî÷êàõ
ìíîæåñòâà Y ñòèìóëèðîâàíèå p-ãî öåíòðà íà ñóììó

δ = min

(
min
y∈Y

[
σp(y),

n∑
i=1

σi(x∗)− c(x∗)

])
> 0,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïî-ïðåæíåìó òîò æå èñõîä, ïîñêîëüêó

n∑
i=1

σi(x∗)− c(x∗)− δ ≥
n∑

i=1

σi(x)− c(x)− δI{Y }(x),

ãäå

I{Y }(x) =

{
1, x ∈ Y ;
0, x /∈ Y.

Îäíàêî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ äðóãèõ öåíòðîâ íå èçìåíèëèñü,
à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ p-ãî öåíòðà óâåëè÷èëàñü (òàê êàê ìû óìåíüøèëè åãî çàòðàòû
íà ñòèìóëèðîâàíèå), òî ìû èìåëè äåëî íå ñ ðàâíîâåñèåì. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.1.4. Â ðàâíîâåñèè ïðîòèâ êàæäîãî èç öåíòðîâ
äîëæíà ñóùåñòâîâàòü êîàëèöèÿ (êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ìíîæåñòâîì âñåõ öåíòðîâ áåç
äàííîãî), ñïîñîáíàÿ îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ óãðîçó. Íî êîàëèöèÿ ïðîòèâ p-
ãî öåíòðà íå ìîæåò îáåñïå÷èòü óãðîçó áîëüøå, ÷åì

max
x∈X

(
n∑

i=1,i6=p

Hi(x)− c(x)

)
äëÿ ëþáîãî p, î ÷åì è ãîâîðèò ñëåäñòâèå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.1.5. Â êà÷åñòâå òî÷åê ìíîæåñòâà Y íåîáõîäèìî
âçÿòü òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîòèâ p-ãî öåíòðà îñòàëüíûå öåíòðû îáðàçóþò êîàëèöèþ:

Y =
n⋃

p=1

xp ∪ x∗, xp ∈ Argmax
x∈X

(∑
i6=p

σi(x)− c(x)

)

(çàìåòèì, ÷òî âûáðàííûå xp åñòü òî÷êè, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 4.1.3)
Òîãäà ïî òåîðåìå 4.1.3 σp(xp) = 0,

∑
i6=p

σi(xp) − c(xp) =
∑
i

σi(x∗) − c(x∗). Îòêëî-

íÿòüñÿ æå îò ñâîèõ ñòðàòåãèé öåíòðàì íåâûãîäíî â ñèëó íàëè÷èÿ ïðîòèâîñòîÿùèõ
êîàëèöèé. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.1. Èç óñëîâèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x

(è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ x̃) âûïîëíÿåòñÿ

(H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗))− (H1(x) + H2(x)− c(x)) ≥ 0.
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Èç òîãî, ÷òî (σ1(x), σ2(x), x̃) � ðàâíîâåñèå Íýøà, ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîìó èç
öåíòðîâ íåâûãîäíî ïåðåêëþ÷àòüñÿ íà ðåàëèçàöèþ x∗, ò.å.

Hi(x∗)− c(x∗)− (σ1(x̃) + σ2(x̃)− c(x̃)) ≤ Hi(x̃)− σi(x̃), èëè
Hi(x̃)−Hi(x∗) + c(x∗) + σ−i(x̃)− c(x̃) ≥ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì òàê èçìåíèòü
σ1(x) è σ1(x) â òî÷êå x∗, ÷òî íîâàÿ ñèñòåìà ðåàëèçóåìà, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà
è âûèãðûøè öåíòðîâ ïðè ýòîì íå óìåíüøàòñÿ (ÀÝ äîëæåí ïîëó÷èòü íå ìåíüøå,
òàê êàê èíà÷å åìó áóäåò íåâûãîäíî âûáèðàòü x∗).

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ x̃ ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñóì-
ìà äëÿ äåëåæà â ðàçìåðå

d = (H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗))− (H1(x̃) + H2(x̃)− c(x̃)) > 0.

Åå öåíòðû è áóäóò äåëèòü äðóã ñ äðóãîì.
Çàäàäèì íîâûå ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ öåíòðîâ êàê

σ∗1(x) =

{
H1(x∗)−H1(x̃) + σ1(x̃)− y, x = x∗;
σ1(x), x 6= x∗,

σ∗2(x) =

{
σ2(x̃)− c(x̃) + c(x∗)−H1(x∗) + H1(x̃) + y, x = x∗;
σ2(x), x 6= x∗,

ãäå ïåðåìåííàÿ y ∈ Y = [0, d]. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà òî÷êè x∗ ìíîæåñòâî Y

íåïóñòî (d > 0). Âòîðàÿ ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîäáèðàëàñü èç òîãî óñëîâèÿ,
÷òî ÀÝ äîëæåí ïîëó÷èòü ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ðàíüøå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ y âûïîëíÿåòñÿ Hi(x∗) − σ∗i (x

∗) ≥ Hi(x̃) − σ∗i (x̃)
(èç ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è, êàê
ñëåäñòâèå, íåðàâåíñòâî Hi(x∗) ≥ σ∗i (x

∗)), ò.å. öåíòðàì íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ äëÿ
òîãî, ÷òîáû ÀÝ âûáèðàë x̃. Íî òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ σi(x) è òîãî, ÷òî σi(x)
è σ∗i (x) ñîâïàäàþò âñþäó, êðîìå òî÷êè x∗, öåíòðàì âîîáùå íèêóäà íåâûãîäíî îò-
êëîíÿòüñÿ.

Òåïåðü îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî íåîáõîäèìîå ñòèìóëèðîâàíèå σ∗i (x
∗) íå

ìåíüøå íóëÿ, ò.å. ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Çàìåòèì, ÷òî
ñóììàðíûé âûèãðûø öåíòðîâ â òî÷êå x∗ íå ìåíüøå, ÷åì â òî÷êå x̃. Íàéäåì ñòè-
ìóëèðîâàíèå ïåðâîãî öåíòðà ïðè ìàêñèìàëüíîì y (â ýòîì ñëó÷àå ñàìî ñòèìóëèðî-
âàíèå ìèíèìàëüíî):

σ∗1(x
∗) = H1(x∗)−H2(x̃) + σ∗1(x̃)−

−(H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)−
−(H1(x̃) + H2(x̃)− c(x̃))) =

= H2(x̃)−H2(x∗) + c(x∗) + σ1(x̃)− c(x̃) ≥ 0,

òàê êàê öåíòðàì íåâûãîäíî ñàìîñòîÿòåëüíî îòêëîíÿòüñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè x∗. Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ âòîðîãî öåíòðà.

Äëÿ ïîëíîòû íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óãðîç äîêàçàòåëü-
ñòâî îñòàåòñÿ òàêèì æå. Òàêæå íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî íè îäèí èç öåíòðîâ íå
ìîã óãðîæàòü äðóãîìó òî÷êîé x∗, òàê êàê âòîðîìó öåíòðó òîãäà áûëî áû âûãîäíî
ïåðåêëþ÷èòñÿ èìåííî íà ðåàëèçàöèþ ýòîãî èñõîäà è (σ1(x), σ2(x), x̃) íå áûëî áû
ðàâíîâåñèåì Íýøà. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.1. Âîçüìåì x1, x2 è x∗ òàêèå, ÷òî

x1 ∈ Argmax
x∈X

(H1(x)− c(x)); a1 = H1(x1)− c(x1);

x2 ∈ Argmax
x∈X

(H2(x)− c(x)); a2 = H2(x2)− c(x2);

a =
2∑

i=1
Hi(x∗)− c(x∗)

(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x1 6= x2, x1 6= x∗, x2 6= x∗).
Â ñèëó îïðåäåëåíèé è íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé H1(x), H2(x) è c(x) âñåãäà

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ai ≥ 0, a ≥ 0 è a ≥ ai.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ïåðâîìó öåíòðó íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ ñ x∗ íà x1

èëè x2, òî åìó âîîáùå íèêóäà áîëüøå íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ (òàê êàê âîçìîæ-
íûé ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø áóäåò èìåííî â ýòèõ òî÷êàõ). Òî æå ñàìîå âåðíî è
äëÿ âòîðîãî öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ìû ìîæåì óêà-
çàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðàòåãèè è ïðîâåðèòü, ÷òî öåíòðû íå áóäóò èçìåíÿòü ñâîè
ñòðàòåãèè òàê, ÷òîáû â èòîãå ðåàëèçîâàëèñü x1 èëè x2.

Ñ ë ó ÷ à é 1. a1 = 0: â îäèíî÷êó ïåðâûé öåíòð íè÷åãî íå ìîæåò ïîëó÷èòü.
Òîãäà ïðè

σ1(x) =

{
y, x = x∗;
0, x 6= x∗,

σ2(x) =

{
c(x∗)− y, x = x∗;
0, x 6= x∗,

ãäå

y ∈ [H2(x2)− c(x2)− (H2(x∗)− c(x∗)), H1(x∗)] ,

òðîéêà (σ1(x), σ2(x), x∗) åñòü Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå Íýøà (ðàâíîâåñèå
òèïà "ñîòðóäíè÷åñòâî"). Òàê êàê âòîðîìó öåíòðó ïåðåïëà÷èâàòü ÀÝ ñìûñëà íåò
(ïåðâûé ïðîñòî íå ìîæåò óãðîæàòü), òî ìû íàøëè âñå Ïàðåòî-ýôôåêòèâíûå ðàâ-
íîâåñèÿ Íýøà, ðåàëèçóþùèå èñõîä x∗.

Ñ ë ó ÷ à é 2. a1 = a: ïåðâûé öåíòð â îäèíî÷êó ìîæåò ïîëó÷èòü ñòîëüêî æå,
ñêîëüêî è îáà öåíòðà, îáúåäèíèâøèñü âìåñòå.

Òîãäà ïðè ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ

σ1(x) =


c(x∗) + H2(x2)− c(x2)−H2(x∗), x = x∗;
c(x1) + H2(x2)− c(x2), x = x1;
0, x /∈ {x∗, x1},

σ2(x) =


H2(x∗), x = x∗;
H2(x2), x = x2;
0, x /∈ {x∗, x2}

òðîéêà (σ1(x), σ2(x), x∗) åñòü Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå Íýøà (ðàâíîâåñèå
òèïà "êîíêóðåíöèÿ"). Âòîðîé öåíòð ïðè ýòîì íè÷åãî íå ïîëó÷àåò, à ÀÝ ïîëó÷àåò
a2.

Ñ ë ó ÷ à é 3. a1 + a2 ≤ a, ai < a: ñóììà âîçìîæíûõ âûèãðûøåé ïåðâîãî è
âòîðîãî öåíòðîâ íå áîëüøå âûèãðûøà öåíòðîâ ïðè îáúåäèíåíèè.

Ïðè ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ

σ1(x) =

{
y, x = x∗;
0, x 6= x∗,

σ2(x) =

{
c(x∗)− y, x = x∗;
0, x 6= x∗,

99



ãäå y ∈ [a2 + c(x∗)−H2(x∗), H1(x∗)− a1], ðåàëèçóåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ðàâíî-
âåñèå Íýøà (σ1(x), σ2(x), x∗) (ðàâíîâåñèå òèïà "ñîòðóäíè÷åñòâî"), ïîñêîëüêó âû-
ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

(H1(x∗)− a1)− (a2 + c(x∗)−H2(x∗)) = a− a1 − a2 ≥ 0

(ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé y íåïóñòî),

H1(x∗)− σ1(x∗) = H1(x∗)− y ≥ H1(x∗)− (H1(x∗)− a1) = a1

(ïåðâûé öåíòð ìîæåò òàê ñòèìóëèðîâàòü),

H2(x∗)− σ2(x∗) = H2(x∗)− (c(x∗)− y)
≥ H2(x∗)− c(x∗) + a2 + c(x∗)−H2(x∗) = a2

(âòîðîé öåíòð ìîæåò òàê ñòèìóëèðîâàòü),

y ≥ a2 + c(x∗)−H2(x∗) ≥ H2(x∗)− c(x∗)− (H2(x∗)− c(x∗)) = 0

(ñòèìóëèðîâàíèå ïåðâîãî öåíòðà íåîòðèöàòåëüíî),

c(x∗)− y ≥ c(x∗)− (H1(x∗)− a1) ≥ 0

(ñòèìóëèðîâàíèå âòîðîãî öåíòðà íåîòðèöàòåëüíî).
Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåïëà÷èâàòü íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê ïî îòäåëüíîñòè (ïðè

îòêëîíåíèè îò ýòèõ ñòðàòåãèé) îíè ïîëó÷àþò íå áîëüøå è óãðîçû íå íóæíû.
Ñ ë ó ÷ à é 4. a < a1 + a2, ai < a: ñóììà âîçìîæíûõ âûèãðûøåé ïåðâîãî è

âòîðîãî öåíòðîâ ñòðîãî áîëüøå âûèãðûøà öåíòðîâ ïðè îáúåäèíåíèè.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

a1 > a− a2 = H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)− a2

≥ H1(x2) + H2(x2)− c(x2)− a2 = H1(x2);
H1(x∗) = H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)− (H2(x∗)− c(x∗))

≥ H1(x2) + H2(x2)− c(x2)− (H2(x∗)− c(x∗)) = H1(x2);
a− a1 = H1(x∗) + H2(x∗)− c(x∗)− a1

≥ H2(x1) + H2(x1)− c(x1)− a1 = H2(x1),

òàêèì îáðàçîì (ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âòîðîãî öåíòðà), ïîëó÷àåì

a1 > H1(x2); a2 > H2(x1);
H1(x∗) ≥ H1(x2); H2(x∗) ≥ H2(x1);
H2(x1) ≤ a− a1; H1(x2) ≤ a− a2.

Äëÿ âîçìîæíîñòè ðàâíîâåñèÿ ñ èñõîäîì x∗ è óãðîçîé s äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà

a− s ≥ H2(x1) + H1(x2) è a− s ≥ (a1 − s) + (a2 − s),

÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî óãðîçà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó

[a1 + a2 − a, a− (H2(x1) + H1(x2))].

Ýòîò îòðåçîê íåïóñò, ïîñêîëüêó

(a− (H2(x1) + H1(x2)))− (a1 + a2 − a)
(a− a1 −H2(x1)) + (a− a2 −H1(x2)) ≥ 0.

100



Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî, ïîäáåðåì ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå äëÿ s. Ïóñòü s = a1+a2−
a. Òîãäà íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (4.6) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

a− s ≥ max(H1(x2), a1 − s) + max(H2(x1), a2 − s).

Ïðîâåðèì ýòî:

max(H1(x2), a1 − s) + max(H2(x1), a2 − s)
= max(H1(x2), a− a2) + max(H2(x1), a− a1)
= a− a2 + a− a1 ≤ a < a1 + a2.

Êðîìå òîãî, òàêàÿ óãðîçà îáîèìè öåíòðàìè ðåàëèçóåìà, ïîñêîëüêó

a1 − s = a1 + a− a1 − a2 = a− a2 ≥ 0;
a1 − s = a1 + a− a1 − a2 = a− a2 ≥ 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû íåâåðíî.
Ïî ëåììå 4.4.3 ñóùåñòâóåò òàêîå i0 ÷òî ai0 = a. Ïóñòü i0 = 1. Òîãäà äîëæíà

ñóùåñòâîâàòü êîàëèöèÿ ïðîòèâ äàííîãî öåíòðà, ò.å. äîëæíî ñóùåñòâîâàòü x1 òàêîå
÷òî ∑

p6=1

Hp(x1)− c(x1) = a.

Ñëåäîâàòåëüíî (ïîñêîëüêó X ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñòü íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî)
ñóùåñòâóåò òàêîå x̃1 ÷òî ∑

p6=i

Hp(x̃1)− c(x̃1) = a− ε.

Òîãäà ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè áóäóò îáðàçîâûâàòü ðàâíîâåñèå: äëÿ i = 2, n

σi(x) =

{
Hi(x̃1), x = x̃1;
0, x 6= x̃1,

σ1(x) =

{
H1(x∗), x = x∗;
0, x 6= x∗,

èñõîä x∗, è ïåðâûé öåíòð ïîëó÷àåò íåíóëåâóþ ïðèáûëü (ε). Ïðîòèâîðå÷èå.
Äàííûé àðãóìåíò íå ðàáîòàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò i 6= 1

è xi òàêèå ÷òî Hi(xi)−c(xi) > a−ε, ò.å. ñóùåñòâóåò i 6= 1 ÷òî ai = a, ÷òî äîêàçûâàåò
òåîðåìó. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4.3. Ðàññìàòðèâàåì ðàâíîâåñèå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî H1(x∗) > 0,. . . , Hl(x∗) > 0, Hl+1(x∗) = 0,. . . ,Hn(x∗) = 0. Ìû äîêàæåì èñ-
ïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî l. Åñëè l = 0 òîãäà ëåììà ñïðàâåäëèâà. Ïðåäïîëîæèì ÷òî
l > 0. Òîãäà ïðîòèâ öåíòðîâ i = 1, l ñóùåñòâóåò êîàëèöèÿ ñ óãðîçîé â èñõîäå xi

òàêàÿ ÷òî ∑
p6=i

Hp(xi)− c(xi) = a.
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Ïðåäïîëîæèì ÷òî âñå xi, i = 1, l ðàçëè÷àþòñÿ. Òîãäà H1(xi) = 0 äëÿ âñåõ
i = 2, l. Ïîñêîëüêó X åñòü ñîåäèíåííîå ìíîæåñòâî è c(0) = Hi(0) = 0 òî ñóùåñòâóåò
x̃1 òàêîå ÷òî ∑

p6=i

Hp(x̃1)− c(x1) = a− ε.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ íåáîëüøèõ ε ìû ìîæåì óêàçàòü åùå îäíî ðàâíîâåñèå òà-
êîå, ÷òî ïåðâûé öåíòð ïîëó÷àåò íåíóëåâóþ ïðèáûëü: ñ óãðîçàìè (x̃1, x2, . . . xl),
â x̃1) ñòèìóëèðîâàíèå êàæäîãî öåíòðà ðàâíÿåòñÿ Hi(x̃1), è ñòèìóëèðîâàíèÿ äëÿ
öåíòðîâ i = 2, n â äðóãèõ èñõîäàõ íå èçìåíÿåòñÿ. Ñòèìóëèðîâàíèå ïåðâîãî öåíòðà
óìåíüøàåòñÿ âî âñåõ äåéñòâèÿõ íà ε. È äàííûå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãðîçû ñîñðåäîòî÷åíû ìåíåå ÷åì â l äåéñòâèÿõ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîàëèöèÿ ïðîòèâ äâóõ öåíòðîâ â îäíîé äåéñòâèè. Åñëè ìû îáúåäèíèì
äâà äàííûõ öåíòðà (ñóììèðóÿ èõ äîõîäû è ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ) ìû îïÿòü
ïîëó÷èì ðàâíîâåñèå ñ l−1 öåíòðàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòîãî íå ìîæåò
áûòü. �
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Ïðèëîæåíèå 2. Óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ
â àêòèâíûõ ñèñòåìàõ (îáçîð)

Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ñðàâíè-
òåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè óíèôèöèðîâàííûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðî-
âàíèÿ, óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ ñ àãðåãèðîâàíèåì èíôîð-
ìàöèè î äåéñòâèÿõ ÀÝ, è óíèôèöèðîâàííûõ ðàíãîâûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ.
Èçëîæåíèå áàçèðóåòñÿ, â îñíîâíîì, íà ðàáîòàõ [38], [44], [50].

Óíèôèöèðîâàííûå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé çàòðàò ÀÝ (íèæå ýòî
ïðåäïîëîæåíèå áóäåò îñëàáëåíî):

(66) ci(yi, ri) = riϕ(yi/ri), i ∈ I,

ãäå ϕ(·) � ãëàäêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(0) = 0, (íàïðè-
ìåð, äëÿ ôóíêöèé òèïà Êîááà-Äóãëàñà ϕ(t) = (1/α)tα, α ≥ 1), ri > 0 � íåêîòîðûé
ïàðàìåòð, yi � äåéñòâèå i-ãî ÀÝ, I = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî ÀÝ, âõîäÿùèõ â
ðàññìàòðèâàåìóþ ÀÑ.

Åñëè öåíòð èñïîëüçóåò ïðîïîðöèîíàëüíûå èíäèâèäóàëüíûå ñèñòåìû ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ σi(yi) = γiyi, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÀÝ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó
ñòèìóëèðîâàíèåì è çàòðàòàìè: fi(yi) = γiyi− ci(yi). Âû÷èñëèì äåéñòâèå, âûáèðàå-
ìîå ÀÝ ïðè èñïîëüçîâàíèè öåíòðîì íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ:

(67) y∗i (γi) = riϕ
′−1(γi),

ãäå ϕ′−1(·) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕ(·). Ìèíèìàëüíûå ñóì-
ìàðíûå çàòðàòû öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå ðàâíû

(68) ϑL(γ) =
n∑

i=1

γiriϕ
′−1(γi),

ãäå γ = (γ1, γ2, . . . , γn). Ñóììàðíûå çàòðàòû ÀÝ ðàâíû:

(69) c(γ) =
n∑

i=1

riϕ(ϕ′−1(γi)).

Â ðàìêàõ ïðèâåäåííîé âûøå îáùåé ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíî-
ãî ñòèìóëèðîâàíèÿ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè ÷àñòíûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå èç íèõ.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü öåíòð çàèíòåðåñîâàí â âûïîëíåíèè ýëåìåíòàìè ïëàíà R ïî
ñóììàðíîìó âûïóñêó ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè ÀÝ (åùå ðàç ïîä-
÷åðêíåì íåîáõîäèìîñòü ðàçëè÷åíèÿ ñóììàðíûõ çàòðàò ýëåìåíòîâ è ñóììàðíûõ
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çàòðàò (öåíòðà) íà ñòèìóëèðîâàíèå). Òîãäà åãî öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñòàâîê
îïëàòû {γi}n

i=1 â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(70)


c(γ) → min

γ
;

n∑
i=1

y∗i (γi) = R,

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä:

(71)


γ∗i = ϕ′(R/W );
y∗i = ri(R/W ), i ∈ I;
c∗ = Wϕ(R/W );
ϑ∗L = Rϕ′(R/W ),

ãäå W =
n∑

i=1
ri. Òàê êàê îïòèìàëüíûå ñòàâêè îïëàòû îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ÀÝ, òî

îïòèìàëüíà èìåííî óíèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ.
Çàäà÷à 2. Ñîäåðæàòåëüíî äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å 1 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìè-

çàöèè ñóììàðíîãî âûïóñêà ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñóììàðíûå çàòðàòû ÀÝ:

(72)


n∑

i=1
y∗i (γi) → max

γ
;

c(γ) ≤ R.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 èìååò âèä:

(73)


γ∗i = ϕ′(ϕ−1(R/W )), i ∈ I;
y∗i = riϕ

−1(R/W ), i ∈ I;
c∗ = R;

ϑ∗L = ϕ−1(R/W )Wϕ′(ϕ−1(R/W )),

òî åñòü â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (åñòåñòâåííî) îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå óíèôèöèðîâàííûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâà-
íèÿ.

Çàìåíà â çàäà÷àõ 1 è 2 ñóììàðíûõ çàòðàò ýëåìåíòîâ íà ñóììàðíûå çàòðàòû íà
ñòèìóëèðîâàíèå ïîðîæäàåò åùå îäíó ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 3. Åñëè öåíòð çàèíòåðåñîâàí â âûïîëíåíèè ÀÝ ïëàíà R ïî ñóììàðíîìó
âûïóñêó ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå, òî ñòàâêè
îïëàòû îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(74)


ϑL(γ) → min

γ
;

N∑
i=1

y∗i (γi) = R,

ðåøåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ (71).
Çàäà÷à 4 çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî âûïóñêà ïðè îãðàíè÷åíèè

íà ñóììàðíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå:

(75)


N∑

i=1
y∗i (γi) → max

γ
;

ϑL(γ) ≤ R.
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Èç ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (λ � ìíî-
æèòåëü Ëàãðàíæà):

λϕ′−1(γi)ϕ′′(γi) + γi = 1, i ∈ I,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå ñòàâêè îïëàòû äîëæíû áûòü îäèíàêîâû è óäîâëåòâî-
ðÿòü óðàâíåíèþ

(76) γϕ′−1(γ) = R/W.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âî âñåõ ÷åòûðåõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíûìè îêàçàëèñü
èìåííî óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè÷åì ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2
ñîâïàëè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèêàëüíûì ôàêòîì, òàê êàê ñóììàðíûå
çàòðàòû ÀÝ îòðàæàþò èíòåðåñû óïðàâëÿåìûõ ñóáúåêòîâ, à ñóììàðíûå çàòðàòû
íà ñòèìóëèðîâàíèå � èíòåðåñû óïðàâëÿþùåãî îðãàíà. Êðîìå òîãî, âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ îáùèõ äëÿ âñåõ ÀÝ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ âàæíîé
â ìåõàíèçìàõ ïëàíèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Â ÀÑ ñî ñëàáî ñâÿçàííûìè ÀÝ, ôóíêöèè çàòðàò êîòîðûõ èìåþò
âèä (66), óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíû íà ìíîæåñòâå
ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ � íàñêîëüêî æåñòêèìè ÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ
ê ôóíêöèÿì çàòðàò ÀÝ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè òðåáîâàíèÿ ìîæíî îñëàáèòü � â çàäà÷àõ
òèïà çàäà÷è 1 è çàäà÷è 2 îïòèìàëüíîñòü óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè è ïðàêòè÷åñêè íå
çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèé çàòðàò.

Ðàññìîòðèì îðãàíèçàöèîííóþ ñèñòåìó ñî ñëàáî ñâÿçàííûìè ýëåìåíòàìè, â êî-
òîðîé ôóíêöèè çàòðàò ÀÝ ci(yi) � ãëàäêèå, âîçðàñòàþùèå è âûïóêëûå (ñîäåðæà-
òåëüíî âûïóêëîñòü íóæíà äëÿ åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà ðàçíîñòè ìåæäó
ëèíåéíûì ñòèìóëèðîâàíèåì è çàòðàòàìè). Âåêòîð äåéñòâèé, ðåàëèçóåìûé ïðîïîð-
öèîíàëüíîé ñèñòåìîé ñòèìóëèðîâàíèÿ ñî ñòàâêàìè {γi}n

i=1, ñóììàðíûå çàòðàòû ÀÝ
è ñóììàðíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî:

(77)


y∗i (γi) = c′−1

i (γi), i ∈ I;

c(γ) =
n∑

i=1
ci(c′−1

i (γi));

ϑL(γ) =
n∑

i=1
γic

′−1
i (γi).

Äëÿ çàäà÷ òèïà 1 è 2, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè îñëàáëåíèè òðåáîâàíèé ê ôóíêöèÿì çàòðàò îïòèìàëüíûìè îñòàþòñÿ óíèôè-
öèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, â çàäà÷å 1 îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà γ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
n∑

i=1
c′−1
i (γ) = R). Äëÿ çàäà÷ òèïà 3 è 4, ê

ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ íå îïòè-
ìàëüíû. Ïðèìåíÿÿ ê íèì, îïÿòü æå, ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ îïòèìàëüíîñòè ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ UL-òèïà
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ξ(·), òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî

c′−1
i (γi)c′′i (γi) = ξ(γi) ∀ i ∈ I.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ UL-òèïà îïòèìàëüíû íà ìíîæåñòâå ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñèñòåì ñòè-
ìóëèðîâàíèÿ â ÀÝ ñî ñëàáî ñâÿçàííûìè ÀÝ, èìåþùèìè ôóíêöèè çàòðàò âèäà
(66). Ïîýòîìó îïèøåì èõ ñðàâíèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæ-
íûõ (íå òîëüêî ïðîïîðöèîíàëüíûõ) ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå, íàïðèìåð, â çàäà÷å 2, ñ çà-
òðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ öåíòðîì îïòèìàëüíûõ êâàçè-

êîìïåíñàòîðíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ (êîòîðûå ðàâíû ϑQK(y∗) =
n∑

i=1
riϕ(yi/ri)).

Ðåøàÿ çàäà÷ó âûáîðà âåêòîðà y∗ ∈ A′, ìèíèìèçèðóþùåãî ϑQK(y∗) ïðè óñëîâèè
n∑

i=1
y∗i = R, ïîëó÷àåì, ÷òî ϑ∗QK = Wϕ(R/W ). Ïîäñòàâëÿÿ èç âûðàæåíèÿ (71) ϑ∗UL =

Rϕ′(R/W ), âû÷èñëèì îòíîøåíèå ìèíèìàëüíûõ çàòðàò íà ñòèìóëèðîâàíèå:

(78) ϑ∗UL/ϑ∗QK = R/Wϕ′(R/W )/ϕ(R/W ).

Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè ϕ(·) ñëåäóåò, ÷òî ϑ∗UL/ϑ∗QK ≥ 1. Òàê êàê ñóììàðíûå
çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ UL-òèïà
âûøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè "àáñîëþòíî îïòèìàëüíûõ" ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ
QK-òèïà, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûå íå îïòèìàëüíû â êëàññå âñåâîçìîæíûõ ñèñòåì
ñòèìóëèðîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè R/W > 0 è ñòðîãî âû-
ïóêëûõ ôóíêöèÿõ çàòðàò îòíîøåíèå (78) ñòðîãî áîëüøå åäèíèöû. Ïîëó÷åííûé
äëÿ ìíîãîýëåìåíòíûõ îðãàíèçàöèîííûõ ñèñòåì ðåçóëüòàò âïîëíå ñîãëàñîâàí ñ âû-
âîäîì î òîì, ÷òî â îäíîýëåìåíòíûõ ñèñòåìàõ ýôôåêòèâíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ñòèìóëèðîâàíèÿ íå âûøå, ÷åì êâàçèêîìïåíñàòîðíîãî.

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû îá èñïîëüçîâàíèè óíèôèöèðîâàííûõ ñè-
ñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, â ìíîãîóðîâíåâûõ àêòèâíûõ ñèñòåìàõ èñïîëü-
çîâàíèå óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ ñíèæàåò èíôîðìàöèîííóþ íà-
ãðóçêó íà óïðàâëÿþùèå îðãàíû. Âî-âòîðûõ, èíîãäà ýòè ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ
îêàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Â-òðåòüèõ, âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îáùèõ äëÿ
âñåõ ÀÝ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ âàæíîé â ìåõàíèçìàõ ïëàíèðî-
âàíèÿ (ñì. ãèïîòåçó ñëàáîãî âëèÿíèÿ è ìåõàíèçìû îòêðûòîãî óïðàâëåíèÿ â [20],
[38]).

Óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ â ÀÑ ñ àãðåãèðîâàíèåì

èíôîðìàöèè î äåéñòâèÿõ ÀÝ. Îïèøåì, ñëåäóÿ â îñíîâíîì [49], ôîðìóëèðîâêó
è ðåøåíèå çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ â ìíîãîýëåìåíòíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ÀÑ, â
êîòîðîé öåíòð èìååò àãðåãèðîâàííóþ èíôîðìàöèþ î ðåçóëüòàòàõ äåÿòåëüíîñòè n

ÀÝ.
Ñòðàòåãèåé ÀÝ ÿâëÿåòñÿ âûáîð äåéñòâèé, ñòðàòåãèåé öåíòðà � âûáîð ôóíê-

öèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, òî åñòü çàâèñèìîñòè âîçíàãðàæäåíèÿ êàæäîãî ÀÝ îò åãî
äåéñòâèé è, áûòü ìîæåò, äåéñòâèé äðóãèõ ÀÝ èëè äðóãèõ àãðåãèðîâàííûõ ïîêàçà-
òåëåé èõ ñîâìåñòíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïóñòü ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè z ∈ A0 = Q(A′) ÀÑ, ñîñòîÿùåé èç n ÀÝ, ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé (íàçûâàåìîé ôóíêöèåé àãðåãèðîâàíèÿ) èõ äåéñòâèé: z = Q(y). Èí-
òåðåñû è ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ÀÑ � öåíòðà è ÀÝ � âûðàæåíû èõ öåëåâûìè
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ôóíêöèÿìè. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ öåíòðà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Φ(σ, z) è ïðåäñòà-
âëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó åãî äîõîäîì H(z) è ñóììàðíûì âîçíàãðàæäåíèåì

v(z), âûïëà÷èâàåìûì ÀÝ: v(z) =
n∑

i=1
σi(z), ãäå σi(z) � ñòèìóëèðîâàíèå i-ãî ÀÝ,

σ(z) = (σ1(z), σ2(z), . . . , σn(z)), òî åñòü

(79) Φ(σ(·), z) = H(z)−
n∑

i=1

σi(z).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ i-ãî ÀÝ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì fi(σi, y) è ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðàçíîñòü ìåæäó ñòèìóëèðîâàíèåì, ïîëó÷àåìûì èì îò öåíòðà, è çàòðàòàìè
ci(y), òî åñòü:

(80) fi(σi(·), y) = σi(z)− ci(y), i ∈ I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð íàáëþäàåò òîëüêî ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè ÀÑ, îò
êîòîðîãî çàâèñèò åãî äîõîä, íî íå çíàåò è íå ìîæåò âîññòàíîâèòü èíäèâèäóàëüíûõ
äåéñòâèé ÀÝ, òî åñòü èìååò ìåñòî àãðåãèðîâàíèå èíôîðìàöèè � öåíòð èìååò íå
âñþ èíôîðìàöèþ î äåéñòâèÿõ ÀÝ, à åìó èçâåñòåí ëèøü íåêîòîðûé èõ àãðåãàò Q(·).

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ÀÑ ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå,
åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè â õîäå âñåãî ïîñëåäóþùåãî
èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÀÑ ñ àãðåãèðîâàíèåì èíôîðìàöèè:

À.1. ∀ i ∈ I Ai � îòðåçîê âèäà [0; ai].
À.2. ∀ i ∈ I âûïîëíÿåòñÿ
1) ôóíêöèÿ ci(·) íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì;
2) ∀ yi ∈ Ai ci(y) íå óáûâàåò ïî yi;
3) ∀ y ∈ A′ ci(y) ≥ 0;
4) ∀ y−i ∈ A−i ci(0, y−i) = 0.
À.3. Ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è ïðèíèìàþò íåîòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ.
À.4. Ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà íåïðåðûâíà è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè íåíóëå-

âîì ðåçóëüòàòå äåÿòåëüíîñòè ÀÑ.
À.5. Q : A′ → A0 ⊆ Rm � îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ãäå 1 ≤ m <

n (ïðè m ≥ n ñìûñë àãðåãèðîâàíèÿ òåðÿåòñÿ).
Ýôôåêòèâíîñòüþ ñòèìóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè öåíòðà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå ðåøåíèé èãðû (ìíîæåñòâå ðàâíî-
âåñíûõ ïðè äàííîì ñòèìóëèðîâàíèè ñòðàòåãèé ÀÝ): Çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé
ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå äîïóñòèìîé ñèñòåìû ñòèìóëèðî-
âàíèÿ, èìåþùåé ìàêñèìàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèé ÀÝ, ïðèâîäÿùèõ ê çàäàííîìó ðå-
çóëüòàòó äåÿòåëüíîñòè ÀÑ:

Y (z) = {y ∈ A′|Q(y) = z} ⊆ A′, z ∈ A0.

Â [49] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íàáëþäàåìûõ äåéñòâèé ÀÝ ìèíèìàëüíûå çàòðàòû
öåíòðà íà ñòèìóëèðîâàíèå ïî ðåàëèçàöèè âåêòîðà äåéñòâèé y ∈ A′ ðàâíû ñóì-
ìàðíûì çàòðàòàì ÀÝ

∑
i∈I

ci(y). Ïî àíàëîãèè âû÷èñëèì ìèíèìàëüíûå ñóììàðíûå
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çàòðàòû ÀÝ ïî äîñòèæåíèþ ðåçóëüòàòà äåÿòåëüíîñòè z ∈ Ao ϑ̃(z) = min
y∈Y (z)

n∑
i=1

ci(y),

à òàêæå ìíîæåñòâî äåéñòâèé Y ∗(z) = Argmin
y∈Y (z)

n∑
i=1

ci(y), íà êîòîðîì ýòîò ìèíèìóì

äîñòèãàåòñÿ.
Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.
À.6. ∀ x ∈ A0,∀ y′ ∈ Y (x), ∀ i ∈ I, ∀yi ∈ ProjjY (x) ôóíêöèÿ cj(yi, y

′
−i) íå

óáûâàåò ïî yi, j ∈ I.
Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæåíèå À.6 âûïîëíåíî â ñëó÷àå, êîãäà çàòðàòû êàæäîãî

ÀÝ çàâèñÿò òîëüêî îò åãî ñîáñòâåííûõ äåéñòâèé.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè x ∈ A0 è ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð y∗(x) ∈ Y ∗(x) ⊆ Y (x).
Òåîðåìà 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè öåíòðîì ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ

(81) σ∗ix(z) =

{
ci(y∗(x)) + δi, z = x;
0, z 6= x,

i ∈ I,

âåêòîð äåéñòâèé ÀÝ y∗(x) ðåàëèçóåòñÿ ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè öåíòðà íà ñòè-
ìóëèðîâàíèå ðàâíûìè ϑ̃(x). Ïðè ýòîì ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ (81) ÿâëÿåòñÿ δ-

îïòèìàëüíîé, ãäå δ =
n∑

i=1
δi.

Íà âòîðîì øàãå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ íàèáîëåå âûãîäíûé äëÿ öåí-
òðà ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè ÀÑ x∗ ∈ A0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ñîãëàñîâàííîãî ïëàíèðîâàíèÿ:

(82) x∗ = argmax
x∈A0

[H(x)− ϑ̃(x)].

Ðàññìîòðèì êëàññ óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ. Ââåäåì ñëåäó-
þùóþ ôóíêöèþ:

(83) c(y) = max
i∈I

{ci(y)}.

Íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëèì ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ϑU(z) ïî
ðåàëèçàöèè ðåçóëüòàòà äåÿòåëüíîñòè z ∈ A0 óíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìîé ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ:

ϑU(z) = min
y∈Y (z)

c(y).

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèé, ìèíèìèçèðóþùèõ çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ïî
ðåàëèçàöèè ðåçóëüòàòà äåÿòåëüíîñòè z ∈ A0, èìååò âèä: Y ∗(z) = Argmin

y∈Y (z)
c(y).

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óíèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñòèìó-
ëèðîâàíèÿ (ñð. ñ (81)):

(84) σ∗ix(z) =

{
c(y∗(x)), z = x;
0, z 6= x,

i ∈ I,

ãäå y∗(x) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ∗(x), ðåàëèçóåò ðåçóëüòàò äåÿòåëü-
íîñòè x ∈ A0 ñ ìèíèìàëüíûìè â êëàññå óíèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ
çàòðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå. Íà âòîðîì øàãå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëü-
íîé óíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ íàéäåì íàèáîëåå âûãîäíûé äëÿ
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öåíòðà ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè ÀÑ x∗U êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñîãëàñî-
âàííîãî ïëàíèðîâàíèÿ: x∗U = argmax

z∈A0

[H(z)− nϑU(z)].

Òåîðåìà 3. Ýôôåêòèâíîñòü óíèôèöèðîâàííîãî ñòèìóëèðîâàíèÿ íå âûøå, ÷åì
ýôôåêòèâíîñòü ïåðñîíèôèöèðîâàííîãî ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ôèêñèðóåì ïðî-
èçâîëüíûé ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè. Ðåàëèçóþùàÿ åãî óíèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ñòèìóëèðîâàíèÿ (84) â ñèëó (83) õàðàêòåðèçóåòñÿ íå ìåíüøèìè ñóììàðíûìè çà-
òðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå ñî ñòîðîíû öåíòðà, ÷åì ñèñòåìà ïåðñîíèôèöèðîâàí-
íàÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ (81) (òàê êàê ∀ i ∈ I, ∀ y∗ ∈ A′ ci(y∗) ≤ c(y∗)). Ïî òåîðåìå î
ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ íà ñòèìóëèðîâàíèå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Óíèôèöèðîâàííûå ðàíãîâûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ. Â áîëüøèíñòâå
èçâåñòíûõ ìîäåëåé âîçíàãðàæäåíèå ÀÝ çàâèñèò îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé èõ äåé-
ñòâèé è/èëè ðåçóëüòàòà äåÿòåëüíîñòè. Â òî æå âðåìÿ íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî
ðàñïðîñòðàíåíû ðàíãîâûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ (ÐÑÑ), â êîòîðûõ âåëè÷èíà
âîçíàãðàæäåíèÿ ÀÝ îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî ïðèíàäëåæíîñòüþ ïîêàçàòåëÿ åãî äåÿòåëü-
íîñòè íåêîòîðîìó íàïåðåä çàäàííîìó ìíîæåñòâó � òàê íàçûâàåìûå íîðìàòèâíûå
ÐÑÑ (ÍÐÑÑ), ëèáî ìåñòîì, çàíèìàåìûì ÀÝ â óïîðÿäî÷åíèè ïîêàçàòåëåé äåÿòåëü-
íîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ � òàê íàçûâàåìûå ñîðåâíîâàòåëüíûå ÐÑÑ (ÑÐÑÑ).

Ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ ïî èññëå-
äîâàíèþ ÐÑÑ (òóðíèðîâ � rank-order tournaments � â òåðìèíîëîãèè òåîðèè êîí-
òðàêòîâ) ïðèâåäåí â [43]. Íèæå ìû êðàòêî îïèøåì ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ýôôåê-
òèâíîñòè óíèôèöèðîâàííûõ ÐÑÑ ñ ýôôåêòèâíîñòüþ äðóãèõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâà-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÍÐÑÑ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì ïðîöåäóð
ïðèñâîåíèÿ ðàíãîâ ÀÝ â çàâèñèìîñòè îò ïîêàçàòåëåé èõ äåÿòåëüíîñòè (âûáèðà-
åìûõ äåéñòâèé è ò.ä.). Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå áóäåì ñ÷è-
òàòü âûïîëíåííûìè íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî Ïðèëîæåíèÿ (îòêàçàâøèñü îò âñåõ
ïðåäïîëîæåíèé, ââåäåííûõ âûøå).

À.1. Ìíîæåñòâà Ai âîçìîæíûõ äåéñòâèé ÀÝ ñîâïàäàþò: Ai = A = R1
+, i ∈ I.

À.2. Ôóíêöèè çàòðàò ÀÝ ìîíîòîííû. À.3. Çàòðàòû îò âûáîðà íóëåâîãî äåé-
ñòâèÿ ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü J = {1, 2, . . . ,m} � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðàíãîâ, ãäå m � ðàçìåðíîñòü
ÍÐÑÑ, {qj}i∈J � ñîâîêóïíîñòü m íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîç-
íàãðàæäåíèÿì çà "ïîïàäàíèå" â ðàçëè÷íûå ðàíãè; δi : Ai → J , i = 1, n � ïðîöå-
äóðû êëàññèôèêàöèè. Íîðìàòèâíîé ðàíãîâîé ñèñòåìîé ñòèìóëèðîâàíèÿ (ÍÐÑÑ)
íàçûâàåòñÿ êîðòåæ {m,J , {δi}, {qj}}.

Â ðàáîòå [74] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò
ïåðñîíèôèöèðîâàííàÿ (ñ ðàçëè÷íûìè ïðîöåäóðàìè ïðèñâîåíèÿ ðàíãîâ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ÀÝ) ÍÐÑÑ íå ìåíüøåé ýôôåêòèâíîñòè.

Òî, ÷òî öåíòð èñïîëüçóåò ðàçëè÷íûå ïðîöåäóðû ïðèñâîåíèÿ ðàíãîâ, ìîæåò ïî-
êàçàòüñÿ íåñïðàâåäëèâûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ÀÝ. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, âûáèðàÿ
îäèíàêîâûå äåéñòâèÿ, äâà ÀÝ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ðàíãè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ëó÷àòü ðàçëè÷íûå âîçíàãðàæäåíèÿ. Áîëåå ñïðàâåäëèâîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÍÐÑÑ,
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â êîòîðîé ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÀÝ, òî åñòü òàê íàçû-
âàåìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ÍÐÑÑ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîé ýëåìåíòû, âûáðàâøèå
îäèíàêîâûå äåéñòâèÿ, ïîëó÷àþò îäèíàêîâûå âîçíàãðàæäåíèÿ.

Ââåäåì âåêòîð Y = (Y1, Y2, . . . , Ym), òàêîé, ÷òî

0 ≤ Y 1 ≤ Y 2 ≤ . . . ≤ Y m < +∞,

êîòîðûé îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A. Óíèâåðñàëüíàÿ ÍÐÑÑ çà-
äàåòñÿ êîðòåæåì {m, {Yj}, {qj}}, ïðè÷åì âîçíàãðàæäåíèå i-ãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà
σi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σi(yi) =
m∑

j=0

qjI(yi ∈ [Yj, Yj+1)),

ãäå I(·) � ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð, Y0 = 0, q0 = 0. Óíèâåðñàëüíàÿ ÍÐÑÑ íàçûâàåòñÿ
ïðîãðåññèâíîé, åñëè q0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qm.

Ñâîéñòâà îïòèìàëüíîé ÓÍÐÑÑ è àëãîðèòìû åå ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåíû â [5].
Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ ñëåäóþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ

À.4. Ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åíèå ÀÝ ýëåìåíòîâ, òàêîå, ÷òî

(85) ∀ y ∈ A c′1(y) ≥ c′2(y) ≥ . . . ≥ c′n(y) > 0

âûïîëíÿåòñÿ
Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ À.1-À.4, òî:
à) â êëàññå ÓÍÐÑÑ ðåàëèçóåìû òàêèå è òîëüêî òàêèå äåéñòâèÿ, êîòîðûå óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(86) y∗1 ≤ y∗2 ≤ . . . ≤ y∗n;

á) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñòèìóëèðîâàíèÿ åñòü:

(87) qi =
i∑

j=1

(cj(y∗j )− cj(y∗j−1)), i ∈ I;

â) ïðåâûøåíèå çàòðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ

∆(ÓÍÐÑÑ, QK) = ϑÓÍÐÑÑ(y∗)− ϑQK(y∗) =(88)

=
n∑

i=1

{
i∑

j=1

(cj(y∗j )− cj(y∗j−1))− ci(y∗i−1)

}
;

ã) îïòèìàëüíàÿ ÓÍÐÑÑ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíîé.
Îòìåòèì, ÷òî âûøå îïèñàíû ÓÍÐÑÑ ðàçìåðíîñòè n. ×àñòûì ñëó÷àåì ÓÍÐÑÑ

ÿâëÿþòñÿ óíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ Ñ-òèïà (ÓÍÐÑÑ ðàçìåð-
íîñòè 1). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çàäà÷ó (ïåðâîãî ðîäà) ñèíòåçà óíèôèöèðîâàííîé
ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, â êîòîðîé öåíòð íàçíà÷àåò îáùèé äëÿ âñåõ ÀÝ ïëàí è
èñïîëüçóåò óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ Ñ-òèïà èëè QK-òèïà [5].

Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå À.1 è öåíòð äîëæåí íàçíà÷èòü óíèôèöèðî-
âàííóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ Ñ-òèïà ñ îäíèì "ñêà÷êîì":

(89) σ(x, yi) =

{
C, yi ≥ x;
0, yi < x,
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ãäå C � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà, x � îáùèé äëÿ âñåõ ÀÝ ïëàí.
Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå:
À.5. Ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åíèå ÀÝ, òàêîå, ÷òî

(90) ∀ y ∈ A c1(y) ≥ c2(y) ≥ . . . ≥ cn(y).

Îáîçíà÷èì P (x, C) � ìíîæåñòâî òåõ ÀÝ, ó êîòîðûõ çàòðàòû â òî÷êå x íå
ïðåâûøàþò C, òî åñòü òàêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûì âûãîäíî âûïîëíåíèå ïëàíà
x : P (x, C) = {i ∈ I|ci(x) ≤ C}.

Èç À.5 ñëåäóåò, ÷òî P (x, C) = {k(x, C), . . . , n}, ãäå ôóíêöèÿ k(x, C) = min{i ∈
I|ci(x) ≤ C}. ÀÝ èç ìíîæåñòâà

Q(x, C) = {1, 2, . . . , k(x, C)− 1}

âûïîëíåíèå ïëàíà x ïðè âîçíàãðàæäåíèè C íåâûãîäíî ïîñêîëüêó ∀ x ∈ A, ∀ C ≥ 0

P (x, C) ∩Q(x, C) = ∅, P (x, C) ∪Q(x, C) = I,

è îíè âûáåðóò äåéñòâèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå çàòðàòû (â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿÀ.3
� äåéñòâèÿ, ðàâíûå íóëþ).

Òîãäà äåéñòâèÿ {y∗i }, ðåàëèçóåìûå ñèñòåìîé ñòèìóëèðîâàíèÿ (89), óäîâëåòâî-
ðÿþò:

(91) y∗i (x, C) =

{
x, i ≥ k(x, C);
0, i < k(x, C).

Ñóììàðíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè öåíòðîì ñèñòåìû
ñòèìóëèðîâàíèÿ (89) ðàâíû

(92) ϑ(x, C) = C(N − k(x, C) + 1).

Çàâèñèìîñòü y∗i (x, C) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî x ∈ A ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ çàòðàò íà ñòèìóëèðîâàíèå, ïðè êîòîðûõ
èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî ÀÝ, âûïîëíÿþùèõ ïëàí x : {c1(x), c2(x), . . . , cN(x)}. Àíàëî-
ãè÷íî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî C ïðè íåïðåðûâíûõ è ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ
çàòðàò ÀÝ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïëàíîâ {c−1

i (C)}.
Îáùèé (äëÿ ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî À.5) àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà

îïòèìàëüíîé óíèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðèâåäåí â [5]. Íèæå ìû
ñðàâíèì ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ïëàí x ∈ A. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ÀÝ âûáðàëè äåé-
ñòâèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ ïëàíîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû k(x, C) = 1, òî åñòü C = c1(x).
Òîãäà èç (89)-(92) ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ðàâíû
(íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ "U"ñîîòâåòñòâóåò óíèôèöèðîâàííûì ñèñòåìàìè ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ) ϑUQK(x) = Nc1(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåðè â ýôôåêòèâíîñòè (ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ñèñòåìàìè ñòèìóëèðîâàíèÿ QK-òèïà) ñîñòàâëÿþò:

(93) ∆(x) = ϑUQK(x)− ϑQK(x) = (N − 1)c1(x)−
n∑

i=2

ci(x).
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Ñîðåâíîâàòåëüíûå ðàíãîâûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ. Â ÍÐÑÑ öåíòð
ôèêñèðîâàë ïðîöåäóðó êëàññèôèêàöèè, îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèé èëè ðå-
çóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè, ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðûå ÀÝ ïîëó÷àë çàäàííîå âîçíà-
ãðàæäåíèå. Â îòëè÷èå îò ÍÐÑÑ, â ñîðåâíîâàòåëüíûõ ðàíãîâûõ ñèñòåìàõ ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ (ÑÐÑÑ) öåíòð ôèêñèðóåò ïðîöåäóðó ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè äåÿòåëüíîñòè
ÀÝ, çàäàåò ÷èñëî êëàññîâ è ÷èñëî ìåñò â êàæäîì èç êëàññîâ, à òàêæå âåëè÷èíû
ïîîùðåíèé ÀÝ, ïîïàâøèõ â òîò èëè èíîé êëàññ. Òàêèì îáðàçîì, â ÑÐÑÑ èíäè-
âèäóàëüíîå ïîîùðåíèå ÀÝ íå çàâèñèò íåïîñðåäñòâåííî îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû
âûáðàííîãî èì äåéñòâèÿ, à îïðåäåëÿåòñÿ òåì ìåñòîì, êîòîðîå îí çàíÿë â óïîðÿäî-
÷åíèè ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè âñåõ ÀÝ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÐÑÑ ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ óíèôèöèðîâàííûìè ñèñòåìàìè ñòèìóëèðîâàíèÿ.

ÑÐÑÑ èññëåäîâàëèñü êàê â òåîðèè àêòèâíûõ ñèñòåì, òàê è â òåîðèè êîíòðàê-
òîâ. Çàðóáåæíûå èññëåäîâàòåëè àêöåíòèðîâàëè âíèìàíèå â îñíîâíîì íà àêòèâíûõ
ñèñòåìàõ, ôóíêöèîíèðóþùèõ â óñëîâèÿõ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè
è ñèììåòðè÷íîé èíôîðìèðîâàííîñòè, îãðàíè÷èâàÿñü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ëèáî
äâóõýëåìåíòíûìè ñèñòåìàìè, ëèáî ñëó÷àåì èäåíòè÷íûõ ÀÝ. Â ðàáîòàõ ðîññèéñêèõ
àâòîðîâ ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ÑÐÑÑ äëÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, â òîì ÷èñëå � ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ çàòðàò ÀÝ è
ôóíêöèÿõ çàòðàò âèäà ci(yi) = kic(yi). Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå èíòåðâàëü-
íîé íåîïðåäåëåííîñòè (íåçíàíèè öåíòðîì èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {ki})
ÑÐÑÑ ìîãóò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíû, ÷åì ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî

âèäà: σi(y) = yi

/
n∑

j=1
yj . Ñðàâíèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÑÐÑÑ è äðóãèõ ñèñòåì

ñòèìóëèðîâàíèÿ èññëåäîâàëàñü â [5]. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àêòèâíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç n ÀÝ, âûïîëíåíû ïðåä-

ïîëîæåíèÿ À.1-À.5, à öåíòð èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ:
äåéñòâèÿ, âûáðàííûå ÀÝ, óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïîñëå ÷åãî
êàæäûé èç ÀÝ ïîëó÷àåò âîçíàãðàæäåíèå qi, ñîîòâåòñòâóþùåå åãî íîìåðó â óïî-
ðÿäî÷åíèè äåéñòâèé. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâûé ÀÝ (èìåþùèé ìàêñèìàëüíûå çàòðàòû
ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì äåéñòâèè) áóäåò âñåãäà âûáèðàòü íóëåâîå äåéñòâèå, ïîýòî-
ìó ïîëîæèì âîçíàãðàæäåíèå q1 çà ïåðâîå ìåñòî â óïîðÿäî÷åíèè äåéñòâèé ðàâíûì
íóëþ: q1 = 0.

Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ À.1-À.4, òî íåîáõîäèìûì è äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà äåéñòâèé ÀÝ y∗ ∈ A â êëàññå ÑÐÑÑ
ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå

(94) y∗0 = 0 ≤ y∗1 ≤ y∗2 ≤ · · · ≤ y∗n,

ïðè÷åì äàííûé âåêòîð ðåàëèçóåì ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ñòèìóëèðîâàíèÿ:

(95) qi(y∗) =
i∑

j=2

{cj−1(y∗j )− cj−1(y∗j−1)}, i = 1, n,
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à ïðåâûøåíèå ñóììàðíûìè çàòðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå ìèíèìàëüíî íåîáõîäè-
ìûõ ðàâíî:

(96) ∆(ÑÐÑÑ, QK) =
n∑

i=2

{
i∑

j=2

(kj−1 − kj)c(y∗j )

}
≥ 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ÑÐÑÑ.
Èìåÿ âûðàæåíèÿ (95) è (96), ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ñèíòåçà ÑÐÑÑ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì..
Èñïîëüçóÿ (88) è (96), ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêè ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

ÑÐÑÑ è ÓÍÐÑÑ, à òàêæå ÑÐÑÑ è êîìïåíñàòîðíûõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàíèÿ:

(97)
∀y∗ ∈ A′ ϑÑÐÑÑ(y∗)− ϑÓÍÐÑÑ(y∗) =

=
n∑

i=1

i∑
j=2

[cj−1(y∗j )− cj(y∗j ) + cj(y∗j−1)− cj−1(y∗j−1)] ≥ 0;

(98)

∆(ÑÐÑÑ,QK) =

=
n∑

i=1

{
i∑

j=2
[cj−1(y∗j )− cj(y∗j−1)]− ci(y∗i )

}
≥ 0.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âûøå ïðèâåäåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà
îïòèìàëüíîé ÓÍÐÑÑ. Äëÿ ÑÐÑÑ ðåøåíèå è îöåíêè ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíî-
ñòè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîëó÷åíû ëèøü â ðàìêàõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèé À.3 è À.4 î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé çàòðàò ÀÝ.
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Ïðèëîæåíèå 3. Àêòèâíûå ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè
óïðàâëÿþùèìè öåíòðàìè (îáçîð)

Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÀÑ, ñî-
ñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ öåíòðîâ. Ïðè ýòîì öåíòðû ïûòàþòñÿ âëèÿòü íà ðåøåíèÿ
îäíîãî àãåíòà. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî öåíòðàì íàèáîëåå âûãîäíî äåéñòâîâàòü ñîãëàñî-
âàííî, ïðåñëåäóÿ îáùèå èíòåðåñû (ìàêñèìèçèðóÿ ñîâìåñòíóþ ïðèáûëü), è çàòåì
â ïðîöåññå òîðãîâëè ðàçäåëèòü ñîâìåñòíûé äîõîä äðóã ñ äðóãîì â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîãëàñîâàííîé ôîðìóëîé. Îäíàêî åñëè öåíòðû íå ìîãóò ñäåëàòü ýòîãî (íàïðèìåð,
ïî ïðè÷èíå ñîâìåñòíîé íåèíôîðìèðîâàííîñòè èëè êàê ïî ïðè÷èíå íåâîçìîæíî-
ñòè ñîáëþäåíèÿ âçàèìíûõ îáÿçàòåëüñòâ), òî îíè äîëæíû äåéñòâîâàòü íåçàâèñèìî.
Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà ìåæäó öåíòðàìè, è íåîáõîäèìî
àíàëèçèðîâàòü ïîëó÷àþùèåñÿ ñîâåðøåííûå ê ïîäûãðàì ðàâíîâåñèÿ Íýøà, êîãäà
êàæäûé ðàññìàòðèâàåò ñàìûé âûãîäíûé ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ îòâåò íà ñòðàòåãèè
äðóãèõ öåíòðîâ.

Â ÷àñòíîì ñåêòîðå ìû ÷àñòî äóìàåì î ïðåäïðèÿòèè êàê î íèñõîäÿùåé èåðàð-
õèè âçàèìîîòíîøåíèé, ãäå ó êàæäîãî ïîä÷èíåííîãî (çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîãî íèç-
øåãî óðîâíÿ) èìååòñÿ ñâîè ïîä÷èíåííûå (è ó êàæäîãî ðóêîâîäèòåëÿ èìåþòñÿ ñâîè
ðóêîâîäèòåëè). Ïðèòîì íàèâûñøèé öåíòð â èåðàðõèè áóäåò èìåòü ñâîèõ ðóêîâî-
äèòåëåé � äåðæàòåëåé àêöèé è ò.ï. Â îáùåñòâåííîì ñåêòîðå, ãäå ðåçóëüòàò êàêîé
áû òî íè áûëî äåÿòåëüíîñòè îêàçûâàåò âëèÿíèå íà íåñêîëüêî ëþäåé èëè ãðóïï,
ìíîæåñòâåííîñòü öåíòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðàâèëîì, ÷åì èñêëþ÷åíèåì.

Áåðíõåéì è Óèíñòîí [61] ðàññìîòðåëè îáùóþ òåîðèþ îáùåñòâåííîãî àãåíòñòâà
â ñëó÷àå moral hazard. Õîëìñòðîì è Ìèëãðîì [65] ïîëó÷èëè ðàâíîâåñèÿ ïðè ñõåìàõ
ëèíåéíûõ âûïëàò ñ äâóìÿ öåíòðàìè, è Äèêñèò (ñì. [58] è [59]) ðàñøèðèë äàííûé
ïðèìåð äî íåñêîëüêèõ öåíòðîâ ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèè çàòðàò
è îøèáîê íàáëþäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ñèòóàöèþ, ãäå (i) ïðè âûáîðå
ÀÝ óñèëèé ai ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò xi = ai+εi, ïðè i = 1, n, (ii) öåíòðû íåéòðàëüíû
ïî îòíîøåíèþ ê ðèñêó è ïîëó÷àþò ïîëåçíîñòü îò ðåçóëüòàòà xi, íî êàæäûé öåíòð
ìîæåò íàáëþäàòü òîëüêî ðåçóëüòàòû è ìîæåò íàçíà÷àòü âûïëàòû ÀÝ êàê ôóíêöèè
îò âñåõ ðåçóëüòàòîâ (íå òîëüêî îäíîãî xi), (i) îøèáêè εi ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ äèñïåðñèåé v è (iv) ôóíêöèÿ çàòðàò ÀÝ åñòü

C(a1, . . . , an) = a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n.

Òîãäà â ðàâíîâåñèè Íýøà ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðèðàùåíèé îïëàò äëÿ ñëó÷àÿ
âñåõ öåíòðîâ ïðè êàæäîì èñõîäå ðàâíà

m =
1

1 + nrcv
.
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Ñðàâíèâàÿ äàííîå âûðàæåíèå ñî ñëó÷àåì îäíîãî ÀÝ (m = 1
1+rcv

âèäèì, ÷òî ñó-
ùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ öåíòðîâ óìåíüøàåò ñòèìóëû äëÿ îäíîãî ÀÝ. Ýòî óìåíü-
øåíèå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûì åñëè n áîëüøîå.

Åñëè æå ìû ðàññìîòðèì ôóíêöèþ çàòðàò ÀÝ

C(a1, . . . , an) =
∑

i

(ai)2 + k
∑
i6=j

aij,

òàê ÷òî óñèëèÿ ÀÝ äëÿ ðàçíûõ öåíòðîâ ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿþùèìè ïðè k > 0 è
äîïîëíÿþùèìè ïðè k < 0, òîãäà ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðèðàùåíèé îïëàò äëÿ
ñëó÷àÿ âñåõ öåíòðîâ ïðè êàæäîì èñõîäå ðàâíà

m =
1

1 + nrcv[1 + (n− 1)k]
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ñòèìóëîâ â ñëó÷àå çàìåùà-
þùèõ öåíòðîâ, íî óñèëåíèå ñòèìóëîâ äëÿ ñëó÷àÿ äîïîëíÿþùèõ öåíòðîâ. Ýòî ãîâî-
ðèò îá îðãàíèçàöèè öåíòðîâ: ãäå âîçìîæíà, öåíòðû äîëæíû áûòü îðãàíèçîâàíû â
ãðóïïû ïî äîïîëíÿþùåé äåÿòåëüíîñòè, íî ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå ïî çàìåùàþùåé
äåÿòåëüíîñòè íåîáõîäèìî èçáåãàòü.

Ïðè÷èíà ðàññìîòðåííîãî ýôôåêòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, êà-
æäûé öåíòð õî÷åò óâåëè÷èòü óñèëèÿ öåíòðà ïî ñâîåìó èçìåðåíèþ è óìåíüøèòü
ïî äðóãèì èçìåðåíèÿì, âîò ïî÷åìó äàííûé ýôôåêò íàèáîëåå ñèëåí êîãäà óñè-
ëèÿ ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿþùèìè. Âî-âòîðûõ, îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò îçíà÷àåò,
÷òî ÀÝ êàê áû çàñòðàõîâàí îò ïëîõîãî èñõîäà ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ, ïðè ýòîì êà-
æäûé èç äðóãèõ öåíòðîâ ãîòîâ îáåñïå÷èâàòü äàííîå ñòðàõîâàíèå äëÿ íàïðàâëåíèå,
êîòîðîå íå ïðèíîñèò ïîëåçíîñòè.

Êîãäà ïðè÷èíà ÿñíà, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, êàê áîðîòüñÿ ñ äàííûì ÿâëåíèåì. Íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû èíôîðìàöèÿ î äåéñòâèÿõ ÀÝ ñîîòâåòñòâîâàëà òîìó, îò
÷åãî öåíòð ïîëó÷àåò ïîëåçíîñòü, èëè ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ îïëàòû çàâèñåëà
òîëüêî îò òàêîé èíôîðìàöèè.

Èãðû ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàìè, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåáëàãîïðèÿòíûé îò-
áîð, áûëè âïåðâûå èññëåäîâàíû â [69] è [77]. Â äàííîé ñèòóàöèè òàê æå ïðèñóò-
ñòâóþò ýêñòåðíàëèè ìåæäó öåíòðàìè, ò.ê. îäèí ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ îäíîãî
öåíòðà âëèÿåò íà ñòèìóëû ÀÝ ïî âûÿâëåíèþ ÀÝ äðóãèì öåíòðàì äàííîé ôóíêöèè
ñòèìóëèðîâàíèÿ è ïîýòîìó âëèÿåò íà ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
èñïîëüçîâàòü äðóãèå öåíòðû.
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Ïðèëîæåíèå 4. Ìîäåëè è ìåõàíèçìû ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
àêòèâíûõ ñèñòåì (îáçîð)

Â òåîðèè àêòèâíûõ ñèñòåì îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷
ñèíòåçà ìåõàíèçìîâ ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ ðàññìàòðèâàëèñü,
â îñíîâíîì, ïðèìåíèòåëüíî ê ôîðìèðîâàíèþ ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé ïðîåêòà [44]
è âî âçàèìîñâÿçè ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ñòèìóëèðîâàíèÿ â ìíîãîýëåìåíòíûõ ÀÑ [50].
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ôîðìèðîâàíèå ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé ïðîåêòà. Âàæíåéøåé çàäà÷åé, ñòîÿùåé
ïåðåä ðóêîâîäèòåëåì ïðîåêòà (öåíòðîì), ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå òîé êîìàíäû,
ñ êîòîðîé åìó ïðåäñòîèò ðàáîòàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïðàâèëüíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü öåëè, êîððåêòíî ïîñòàâèòü çàäà÷è, âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû è
ìåõàíèçìû óïðàâëåíèÿ, íî âñå ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íàïðàñíûì, åñëè íå óäåëèòü
äîñòàòî÷íîãî âíèìàíèÿ ïîäáîðó êàäðîâ. Ïîýòîìó ïðè èçâåñòíûõ öåëÿõ ïðîåêòà,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî ðåøèòü, êòî áóäåò ðåàëèçîâûâàòü ýòè öåëè, èíà÷å
ãîâîðÿ - íàéòè èñïîëíèòåëåé. Åñëè ïðåòåíäåíòîâ íà ó÷àñòèå â ïðîåêòå íå áîëåå
îäíîãî íà êàæäîå çàäàíèå (íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà óçêî ñïåöèàëèçèðîâàííîå
çàäàíèå ìîæåò âûïîëíèòü òîëüêî îäèí êîëëåêòèâ èëè ÷åëîâåê), òî ïðîáëåì íå
âîçíèêàåò. Îäíàêî ÷àñòî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî êîëëåêòèâîâ èëè ëþäåé, ñïîñîáíûõ
ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ
ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé ÿâëÿþòñÿ:

1) íàáîð òðåáîâàíèé ê ïðîåêòó è åãî ðåçóëüòàòàì (êà÷åñòâî è îáúåì ðàáîò,
ðåñóðñû, ñðîêè, ðèñê è ò.ä.);

2) ìíîæåñòâî ïðåòåíäåíòîâ (ïîòåíöèàëüíûõ èñïîëíèòåëåé), êàæäûé èç êîòî-
ðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè âîçìîæíîñòÿìè � êàêèå ðàáîòû îí ìîæåò âûïîëíèòü
è â êàêèå ñðîêè, êàêîâî áóäåò ïðè ýòîì êà÷åñòâî, êàêèõ çàòðàò ýòî ïîòðåáóåò è
ò.ä.;

3) ïðàâèëà âçàèìîäåéñòâèÿ èñïîëíèòåëåé (ñîâìåñòèìîñòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàáîò, òåõíîëîãèÿ è ò.ä.).

Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà èñïîëíèòåëåé ïðîåêòà â îáùåì ñëó÷àå çà-
êëþ÷àåòñÿ â âûáîðå èç íàáîðà ïîòåíöèàëüíûõ èñïîëíèòåëåé ðåàëüíûõ èñïîëíèòå-
ëåé, êîëëåêòèâ êîòîðûõ îáåñïå÷èò ðåàëèçàöèþ ïðîåêòà ñ ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâ-
íîñòüþ. Ñåìåéñòâî çàäà÷ ïîðîæäàåòñÿ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè çàäàíèÿ êðèòåðèÿ
ýôôåêòèâíîñòè.

Â îáùåì âèäå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðîñò: íåîáõîäèìî âûäå-
ëèòü äîïóñòèìûå êîìáèíàöèè ïðåòåíäåíòîâ (òî åñòü òàêèå êîìáèíàöèè, êîòîðûå
ñ ó÷åòîì ïðàâèë âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò òðå-
áîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ïðîåêòó), à çàòåì � âûáðàòü "íàèëó÷øóþ" êîìáèíà-
öèþ.
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Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì òðóäíîñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà.
Âî-ïåðâûõ, íå âñåãäà ïðîñòî ôîðìàëèçîâàòü òðåáîâàíèÿ ê ïðîåêòó, âîçìîæíî-
ñòè ïðåòåíäåíòîâ, ïðàâèëà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ è ò.ä. Âî-âòîðûõ, íåÿñíî, ÷òî òàêîå
"íàèëó÷øàÿ" êîìáèíàöèÿ? È â-òðåòüèõ, åñëè óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî àäå-
êâàòíóþ ôîðìàëüíóþ ìîäåëü è âûáðàòü êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè, òî, êàê ïðà-
âèëî, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è (÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, êîòîðûå
íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü) îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî âûñîêîé, ÷òî ïðèõîäèòñÿ èñêàòü
ñïåöèàëüíûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ.

Çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà àêòèâíîé ñèñòåìû è ìåõàíèçìû ñòèìóëèðî-

âàíèÿ. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ è ìåõàíèçìàìè
ñòèìóëèðîâàíèÿ ïîäðîáíî îáñóæäàëàñü â [44]. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,
íà÷àâ ñ îïèñàíèÿ ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Ïóñòü èìåþòñÿ N ÀÝ � ïîòåíöèàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ (ïðåòåíäåíòîâ íà ó÷à-
ñòèå) àêòèâíîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì: ℵ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà1 N = {1, 2, . . . , N}, I ∈ ℵ � íåêîòîðûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà � ñîñòàâ
ÀÑ, âêëþ÷àþùèé n (ïîêà íåèçâåñòíîå ÷èñëî) àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, |I| = n ≤ N .
Ñòðàòåãèåé i-ãî ÀÝ ÿâëÿåòñÿ âûáîð äåéñòâèÿ yi ∈ Ai, ìàêñèìèçèðóþùåãî åãî öåëå-
âóþ ôóíêöèþ fi(σ(·), y), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ñòèìóëèðîâàíè-
åì σi(y), ïîëó÷àåìûì îò öåíòðà è çàòðàòàìè ci(y), òî åñòü: fi(σ(·), y) = σi(y)−ci(y),

i ∈ I, ãäå y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ A′ =
n∏

i=1
Ai � âåêòîð äåéñòâèé âñåõ ÀÝ, âõîäÿùèõ â

ðàññìàòðèâàåìóþ ÀÑ.
Ïðèìåì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÀÑ (ñ ôèêñèðîâàííûì ñîñòà-

âîì). Öåíòðó è ÀÝ íà ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î âûáèðàåìûõ ñòðàòåãèÿõ (ñîîò-
âåòñòâåííî � ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ è äåéñòâèÿõ) èçâåñòíû öåëåâûå ôóíêöèè
è äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà âñåõ ó÷àñòíèêîâ ÀÑ. Öåíòð, îáëàäàÿ ïðàâîì ïåðâîãî
õîäà, âûáèðàåò ôóíêöèè ñòèìóëèðîâàíèÿ è ñîîáùàåò èõ ÀÝ, ïîñëå ÷åãî ÀÝ ïðè
èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ ñòèìóëèðîâàíèÿ âûáèðàþò äåéñòâèÿ, ìàêñèìèçèðóþùèå èõ
öåëåâûå ôóíêöèè.

Èçâåñòíî, ÷òî â îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ñòèìóëèðîâàíèå ìèíèìàëüíûå çà-
òðàòû öåíòðà θ(·) ïî ïîáóæäåíèþ ÀÝ èç ìíîæåñòâà I ê âûáîðó âåêòîðà äåéñòâèé
yI ∈ AI =

∏
i∈I

Ai ðàâíû2

(99) θ(yI) =
∑
i∈I

ci(yI).

Åñëè ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà H(·, I) â ÀÑ ñ ñîñòàâîì I îïðåäåëåíà íà ìíîæå-
ñòâå AI äåéñòâèé ÀÝ, âõîäÿùèõ â ÀÑ, è ðàâíà íóëþ ïðè I = ∅, òî åñòü

(100) H(·, I) = H(yI),

òî ýôôåêòèâíîñòü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì I ðàâíà

(101) Φ(I) = max
yI∈AI

{H(yI)− θ(yI)}.

1Ìû íàäååìñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îäíîãî è òîãî æå ñèìâîëà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ïîòåíöè-

àëüíûõ ó÷àñòíèêîâ ÀÑ è èõ ÷èñëà íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå.
2Çàòðàòû ÀÝ â îáùåì ñëó÷àå íåñåïàðàáåëüíû, òî åñòü çàâèñÿò îò äåéñò-âèé âñåõ ÀÝ.
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Òîãäà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî
çàïèñàíà êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ñîñòàâà I∗, |I∗| = n∗, ìàêñèìèçèðó-
þùåãî ýôôåêòèâíîñòü (101):

(102) I∗ = argmax
I∈ℵ

Φ(I)

ïðè óñëîâèè, ÷òî Φ(I) ≥ 0.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî âûèãðûø öåíòðà äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëåí

(óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè öåíòðà), òàê êàê öåíòð âñåãäà èìååò
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íóëåâîé âûèãðûø, íå âêëþ÷àÿ â ñîñòàâ ÀÑ íè îäíîãî ÀÝ.

Ôîðìóëèðîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è (102) â îáùåì ñëó÷àå ñîïðÿæåíû ñ äâóìÿ
òðóäíîñòÿìè. Âî-ïåðâûõ, åñëè çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå (99) îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ òðèâèàëüíî (ïåðåõîä îò îäíîãî ñîñòàâà ÀÑ ê äðóãîìó
ñîñòàâó ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òî ñóììà çàòðàò ÀÝ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÀÝ, âêëþ÷åííûì
â ÀÑ), òî ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè äîõîäà öåíòðà (100) è èíäèâèäóàëüíûõ
çàòðàò ÀÝ ci(yI) (â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿùèõ îò äåéñòâèé âñåõ ÀÝ, âõîäÿùèõ â ÀÑ)
íå ñòîëü î÷åâèäíû. Äåéñòâèòåëüíî, íóæíî ÷åòêî ïðåäñòàâëÿòü äëÿ ëþáîãî ñîñòàâà
I ∈ ℵ êàê ñ ñîäåðæàòåëüíîé, òàê è ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ê êàêèì èçìåíå-
íèÿì äîõîäà öåíòðà è çàòðàò êàæäîãî èç ÀÝ ïðèâîäèò çàìåíà ïðîèçâîëüíîãî ÀÝ
i ∈ I íà ïðîèçâîëüíûé ÀÝ j ∈ N .

Âòîðàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è
(102). ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ℵ ðàâíî 2N , òî åñòü áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì N .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî íàáîðà
ÀÝ I ∈ ℵ ðåøèòü çàäà÷ó ñòèìóëèðîâàíèÿ, òî åñòü ïðè N ïîòåíöèàëüíûõ ïðå-
òåíäåíòàõ íà ó÷àñòèå â ÀÑ íåîáõîäèìî ðåøàòü 2N çàäà÷ ñòèìóëèðîâàíèÿ, à çà-
òåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (102) èñêàòü ñîñòàâ, ìàêñèìèçèðóþùèé öåëåâóþ ôóíêöèþ
öåíòðà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âòîðàÿ òðóäíîñòü ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííîé "ïðîáëåìîé"
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.3 Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ëèáî ïîëó÷àòü ýôôåêòèâ-
íûå àëãîðèòìû äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ëèáî ïðåäëàãàòü ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ, îöåíèâàòü èõ ñëîæíîñòü, ýôôåêòèâíîñòü è ò.ä.

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à îïòèìèçàöèè çàäàííîãî ñîñòàâà ÀÑ, ôîðìóëèðóåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Èìååòñÿ ÀÑ, âêëþ÷àþùàÿ ìíîæåñòâî ÀÝ I0. Èçâåñòíî òàêæå ìíîæåñòâî J ïîòåí-
öèàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ, I0 ∪ J = N è çàäàí êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè K(I) ñîñòàâà
I ∈ ℵ. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ñîñòàâ, òî åñòü

I∗ = argmax
I∈ℵ

K(I).

3Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü, çàäà÷à (102) íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷åé î íàçíà÷åíèè.

Íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷å î íàçíà÷åíèè èçâåñòåí ýôôåêò äåÿòåëüíîñòè êàæäîãî ïðåòåíäåíòà íà êàæäîé

äîëæíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíîñòåé ñîîòâåòñòâîâàëî áû ôèêñèðîâàííîìó âåêòîðó

äåéñòâèé (èëè êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ äåéñòâèé ÀÝ), íî, ôàêòè÷åñêè, ïðè ôèêñèðîâàííîì

ñîñòàâå ÀÑ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ äåéñòâèé ÀÝ, âîøåäøèõ â ÀÑ (ñì. âûðàæåíèå

(101)). (102) íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷åé î íàçíà÷åíèè. Íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷å î íàçíà÷åíèè èçâå-

ñòåí ýôôåêò äåÿòåëüíîñòè êàæäîãî ïðåòåíäåíòà íà êàæäîé äîëæíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå

äîëæíîñòåé ñîîòâåòñòâîâàëî áû ôèêñèðîâàííîìó âåêòîðó äåéñòâèé (èëè êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó âîçìîæ-

íûõ äåéñòâèé ÀÝ), íî ôàêòè÷åñêè ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòàâå ÀÑ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð îïòèìàëüíûõ

âåêòîðîâ äåéñòâèé ÀÝ, âîøåäøèõ â ÀÑ (ñì. âûðàæåíèå (101)).
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×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàäàííîãî ñîñòàâà ÀÑ ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A ∈ 2I0 è B ∈ 2J òàêèõ, ÷òî
A ⊆ I∗, B ⊆ I∗. Ñîäåðæàòåëüíî, A � ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ ÀÑ, êîòîðûå âîé-
äóò â îïòèìàëüíûé ñîñòàâ (ñëåäîâàòåëüíî I0\A � ìíîæåñòâî ðàáîòíèêîâ, ïîäëå-
æàùèõ óâîëüíåíèþ), B � ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå âõîäÿò
â îïòèìàëüíûé ñîñòàâ, òî åñòü ìíîæåñòâî òåõ ÀÝ, êîòîðûõ ñëåäóåò ïðèíÿòü íà
ðàáîòó.

Åùå áîëåå ÷àñòíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îá óâîëüíåíèè èëè íàé-
ìå îäíîãî ÀÝ (ñëó÷àé, êîãäà |A| = 1 èëè |B| = 1) � òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à î

ïðèåìå íà ðàáîòó.
Èíòåðåñíûì äëÿ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à ñòèìóëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ-

ïðåäåëåíèè ìåæäó n îäíîðîäíûìè ÀÝ ôîíäà çàðàáîòíîé ïëàòû (ÔÇÏ) R. Åñëè
ôóíêöèÿ çàòðàò êàæäîãî ÀÝ åñòü c(y) = y2/2β, à äîõîä öåíòðà ïðîïîðöèîíàëåí
ñóììå äåéñòâèé ÀÝ, òî ïðè ïîñòîÿííîì ôîíäå çàðàáîòíîé ïëàòû çàâèñèìîñòü ýô-
ôåêòèâíîñòè ñòèìóëèðîâàíèÿ îò ÷èñëà ÀÝ èìååò âèä: Φ∗(n) =

√
2βRn−R. Ñîäåð-

æàòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ çàòðàò ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, ãëàäêàÿ, âûïóêëàÿ, ðàâíà íóëþ ïðè íóëåâîì äåéñòâèè è èìååò ïðè
ýòîì íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî öåíòðó âûãîäíî çàäåéñòâîâàòü êàê ìîæíî áîëüøåå
÷èñëî ÀÝ, ñòèìóëèðóÿ èõ çà âûïîëíåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ äåéñòâèé ïîòîìó, ÷òî
â îêðåñòíîñòè äåéñòâèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî çàòðàòû (y = 0), ïðåäåëüíûå çàòðàòû
êàæäîãî ÀÝ ìèíèìàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì ôîíäå çàðàáîòíîé
ïëàòû (ìàêñèìóì Φ∗(n) ïî R äîñòèãàåòñÿ ïðè ÔÇÏ, ïðîïîðöèîíàëüíîì ÷èñëó ÀÝ
â ÀÑ: R∗ = βn/2) öåíòð çàèíòåðåñîâàí â íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÀÝ
(íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì öåíòð íå îáÿçàí ãàðàíòèðîâàòü
ÀÝ äàæå ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëåçíîñòü � ñì. òàêæå íèæå).

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè óïðàâëÿþùèå âîçìîæíîñòè (âîçìîæíîñòè ïî ïåðåðà-
áîòêå èíôîðìàöèè) öåíòðà îãðàíè÷åíû. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ îöåíêà ÷èñëà ñâÿçåé ìåæäó n ïîä÷èíåííûìè ÀÝ, êîíòðîëèðóåìûìè îäíèì
öåíòðîì: ≈ 2n. Ñîäåðæàòåëüíî, ýòà îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó âîçìîæíûõ êîà-
ëèöèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçåé ìåæäó n ÀÝ.

Ó÷òåì èíôîðìàöèîííûå îãðàíè÷åíèÿ, óìíîæèâ Φ∗(n) íà ïîêàçàòåëü 2−ξn, ãäå
ξ ≥ 0, òî åñòü: Φ(n) =

(√
2βRn−R

)
2−ξn.

Ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ Φ(n) ïî n äîñòèãàåòñÿ ïðè n = nmax, ãäå

nmax =
R

8β

(
1 +

√
1 +

2β
ξR ln 2

)2

.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî öåíòð îáÿçàí ãàðàíòèðîâàòü êàæäîìó ÀÝ, âêëþ÷åí-
íîìó â ÀÑ, íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé óðîâåíü ïîëåçíîñòè U ≤ β/2 (îãðàíè÷åíèå
ðåçåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû èëè îãðàíè÷åíèå ïîñîáèÿ ïî áåçðàáîòèöå). Òîãäà, ðå-
øàÿ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà âîçíàãðàæäåíèé ÀÝ ïðè îãðàíè-
÷åííîì ÔÇÏ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì ôîíäå çàðàáîòíîé ïëàòû çàâèñèìîñòü
ýôôåêòèâíîñòè ñòèìóëèðîâàíèÿ îò ÷èñëà ÀÝ èìååò âèä:

Φ∗(n) =
√

2β(R− nU)n−R.
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Ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè n = n∗ = R
2U

, òî åñòü îãðàíè÷åíèå
ðåçåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé ñîñòàâ (â ñëó÷àå îäíîðîä-
íûõ ÀÝ � îïòèìàëüíûé ðàçìåð) àêòèâíîé ñèñòåìû.•

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â [50] ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãîýëåìåíòíûå (è
ìíîãîóðîâíåâûå) ÀÑ, âçàèìîçàâèñèìîñòü ÀÝ îòñóòñòâîâàëà (êàê ìàêñèìóì, ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ÀÑ ñî ñëàáî ñâÿçàííûìè ÀÝ).

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì,
åñëè íå áóäåò îãîâîðåíî îñîáî, â õîäå âñåãî ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà
íàñòîÿùåãî ïðèëîæåíèÿ. Ïóñòü âûïîëíåíà ãèïîòåçà áëàãîæåëàòåëüíîñòè (ÃÁ)4, à
òàêæå:

À.1. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ öåíòðà H(yI) =
∑
i∈I

yi.

À.2. Ôóíêöèÿ çàòðàò ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ãëàäêàÿ, âûïóêëà ïî äåéñòâèþ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ÀÝ, ðàâíà íóëþ ïðè íóëåâîì äåéñòâèè è èìååò ïðè ýòîì íóëåâóþ
ïðîèçâîäíóþ.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà
ÀÑ, ïîñëåäîâàòåëüíî óñëîæíÿÿ ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè � îò ÀÑ ñ ñåïàðàáåëü-
íûìè çàòðàòàìè ÀÝ ê ÀÑ ñ íåñåïàðàáåëüíûìè çàòðàòàìè ÀÝ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàòðàòû ÀÝ ñåïàðàáåëüíû, òî åñòü ci(y) = ci(yi), i ∈ I.
Òîãäà ýôôåêòèâíîñòü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòàâîì I ðàâíà

(103) Φ(I) = max
yI∈AI

∑
i∈I

{yi − ci(yi)}.

Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ ïðè ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå I ∈ ℵ,
ìàêñèìèçèðóþùåãî âûðàæåíèå 99 íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ åãî çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ À.1 è À.2, òî â ÀÑ ñ ñåïàðàáåëü-
íûìè çàòðàòàìè ÀÝ îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ, òî åñòü
I∗ = N .

Ñîäåðæàòåëüíî ðåçóëüòàò òåîðåìû 1 îáóñëîâëåí òðåìÿ ôàêòîðàìè: âî-ïåðâûõ,
â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî äåéñòâèÿ äîõîä öåíòðà ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì çàòðàòû ÀÝ;
âî-âòîðûõ, öåíòð èìååò ïîñòîÿííûé äîõîä íà ìàñøòàá ïðîèçâîäñòâà (åãî ôóíêöèÿ
äîõîäà ëèíåéíà, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà
÷èñëî ÀÝ, îñóùåñòâëÿþùèõ ñîâìåñòíóþ äåÿòåëüíîñòü â ðàìêàõ äàííîé ÀÑ); è â-
òðåòüèõ, ÀÝ ïîëó÷àþò â ðàâíîâåñèè íóëåâóþ ïîëåçíîñòü (òî åñòü îíè áåçðàçëè÷íû
ñ òî÷êè çðåíèÿ çíà÷åíèÿ ñâîåé öåëåâîé ôóíêöèè ìåæäó ó÷àñòèåì è íåó÷àñòèåì
â äàííîé ÀÑ è âõîäÿò â ñîñòàâ ÀÑ òîëüêî â ñèëó áëàãîæåëàòåëüíî îòíîøåíèÿ ê
öåíòðó � ñì. ÃÁ âûøå).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü êëàññ ìîäåëåé, â êîòîðûõ îïòèìàëåí ñîñòàâ ÀÑ,
îòëè÷íûé îò ìàêñèìàëüíîãî ñîñòàâà, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ìîäåëè, â êî-
òîðûõ ïðèñóòñòâóþò ïåðå÷èñëåííûå âûøå òðè ôàêòîðà.

4Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííûì ñîñòàâîì ÀÑ ãèïîòåçà áëàãîæåëàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ àãåí-

òîâ ê öåíòðó çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé èç íèõ âûáèðàåò èç ìíîæåñòâà ìàêñèìóìîâ ñâîåé öåëåâîé

ôóíêöèè íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîå äëÿ öåíòðà äåéñòâèå. Â çàäà÷àõ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ïîä ÃÁ áóäåì

ïîíèìàòü, ïîìèìî îòìå÷åííîãî âûøå, äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå � ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ öåëå-

âîé ôóíêöèè ÀÝ áóäåò ó÷àñòâîâàòü â ÀÑ, åñëè ýòî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ öåíòðà, ÷åì

íåâõîæäåíèå äàííîãî ÀÝ â ñîñòàâ ðàññìàòðèâàåìîé ÀÑ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð äîëæåí ãàðàíòèðîâàòü i-ìó ÀÝ, åñëè îí âêëþ÷åí â
ÀÑ, â ðàâíîâåñèè ìèíèìàëüíûé óðîâåíü ïîëåçíîñòè5 U imax , è ìèíèìàëüíûé óðî-
âåíü ïîëåçíîñòè U imin , åñëè îí íå âêëþ÷åí â ÀÑ, U imax ≥ U imin , i ∈ N . Ïðè ñå-
ïàðàáåëüíûõ çàòðàòàõ ÀÝ îïòèìàëüíîé ñèñòåìîé ñòèìóëèðîâàíèÿ, ðåàëèçóþùåé
äåéñòâèå y∗, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êâàçèêîìïåíñàòîðíàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ:

(104) σi(y∗, yi) =

{
ci(yi) + U imax , yi = y∗;
0, yi 6= y∗,

i ∈ N.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

(105) Φ∗
i = max

yi∈Ai

{yi − ci(yi)− U imax}, i ∈ N

Ïðè ýòîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ öåíòðà èìååò âèä:

Φ(I) =
∑
i∈I

Φ∗
i −

∑
i∈N\I

U imin .

Ñëåäñòâèå 4.5.1. . Îïòèìàëåí ñîñòàâ I∗ = {i ∈ N |Φ∗
i ≥ −U imin}. Åñëè Φ∗ =

Φ(I∗) =
∑
i∈I∗

Φ∗
i −

∑
i∈N\I∗

U imin < 0, òî íè îäèí èç ñîñòàâîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Ñîäåðæàòåëüíî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.5.1 â ñîñòàâ ÀÑ ñëåäóåò âêëþ÷àòü òîëüêî òå
ÀÝ, äîõîä îò äåÿòåëüíîñòè êîòîðûõ ñ ó÷åòîì çàòðàò íà èõ ñòèìóëèðîâàíèå ïðå-
âûøàåò çàòðàòû íà âûïëàòó èì êîìïåíñàöèé â ñëó÷àå èñêëþ÷åíèÿ èç ñîñòàâà ÀÑ.
Åñëè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà Φ∗ íà ýòîì ñîñòàâå ñòðîãî îòðèöàòåëüíî,
òî ýòî çíà÷èò, ÷òî çíà÷åíèÿ ðåçåðâíûõ çàðàáîòíûõ ïëàò ÀÝ èç íàáîðà N ñëèø-
êîì âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì ýôôåêòîì, êîòîðûé ïðèíîñèò öåíòðó èõ ó÷àñòèå
â ðàññìàòðèâàåìîé ÀÑ6.

Ïðèìåð 11. Ïóñòü ôóíêöèè çàòðàò ÀÝ èìåþò âèä: ci(yi) = y2
i /2ri. Òîãäà

Φ(I) =
∑
i∈I

(
ri/2− U imax

)
−
∑

i∈N\I
U imin .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ÀÝ: ri = r, U imax = Umax, U imin = Umin,
i ∈ N , Umin ≤ Umax. Ïðè ýòîì

Φ(n) = n(r/2− Umax + Umin), n = 0, N.

Ðåøåíèå çàäà÷è Φ(n) → max
0≤n≤N

èìååò âèä:

n∗ =

{
N, r ≥ 2Umax;
0, r < 2Umax.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé øåñòè íåîäíîðîäíûõ ÀÝ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå 5.

Ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé öåíòðà ïðè ðàçëè÷íûõ ñîñòàâàõ ÀÑ
(ïîíÿòíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ U imin âêëþ÷àòü ÀÝ â ÀÑ ñëåäóåò â ïîðÿäêå óáûâà-
íèÿ Φ∗

i ): Φi({1}) = −3, Φi({1}∪{4}) = 0, Φi({1}∪{2}∪{4}) = 2, Φi({1}∪{2}∪{3}∪
{4}) = 4, Φi({1}∪{2}∪{3}∪{4}∪{5}) = 5, Φi({1}∪{2}∪{3}∪{4}∪{5}∪{6}) = 5.

5"Óñëîâèå ó÷àñòèÿ" èëè "óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè ÀÝ" ãëàñèò, ÷òî îí ñîãëàñèòñÿ

ó÷àñòâîâàòü â äàííîé ÀÑ, åñëè åìó â ðàâíîâåñèè áóäåò ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷åí óðîâåíü ïîëåçíîñòè

(èëè âîçíàãðàæäåíèå) íå íèæå çàäàííîãî.
6Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè öåíòð â ëþáîì ñëó÷àå îáÿçàí âûïëàòèòü ÀÝ

èç íàáîðà N êàê ìèíèìóì ñëåäóþùóþ ñóììó:
∑

i∈N

U imin .
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Òàáëèöà 5. Òàáëèöà ê ïðèìåðó 11.

Ïàðàìåòð \ i 1 2 3 4 5 6
ri 12 10 8 6 4 2

U imax 4 4 3 1 2 2
U imin 1 1 1 1 1 1
Φ∗

i 2 1 1 2 0 -1

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìàêñèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ, ëèáî
âêëþ÷åíèå ïåðâûõ ïÿòè ÀÝ. Ïðè ýòîì öåíòð áåçðàçëè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷å-
íèþ èëè íå âêëþ÷åíèþ â ñîñòàâ ÀÑ7 øåñòîãî ÀÝ òàê êàê äëÿ íåãî èìååò ìåñòî
Φ∗

6 = −U6min � ïîòåðè îò åãî ó÷àñòèÿ â ÀÑ â òî÷íîñòè ðàâíû òîé êîìïåíñàöèè,
êîòîðóþ öåíòðó ïðèøëîñü áû âûïëà÷èâàòü åìó íå âêëþ÷àÿ â ñîñòàâ ÀÑ. Åñëè áû
Umin, òî öåíòð áûë áû áåçðàçëè÷åí ìåæäó âêëþ÷åíèåì è íå âêëþ÷åíèåì â ñîñòàâ
ÀÑ ïÿòîãî ÀÝ è òî÷íî íå âêëþ÷èë áû øåñòîé ÀÝ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî "ïëàòà çà ó÷àñòèå â ÀÑ" {U imax} ïîíèçèëàñü è ñòàëà
ðàâíà íóëþ, à âåëè÷èíû {U imin} ñòàëè ðàâíû òðåì åäèíèöàì � ñì. òàáëèöó 6.

Òàáëèöà 6. Òàáëèöà ê ïðèìåðó 11.

Ïàðàìåòð \ i 1 2 3 4 5 6
ri 12 10 8 6 4 2

U imax 0 0 0 0 0 0
U imin 3 3 3 3 3 3
Φ∗

i 6 5 4 3 2 1

Òîãäà Φi({1}) = −9, Φi({1}∪{2}) = −1, Φi({1}∪{2}∪{3}) = 6, Φi({1}∪{2}∪{3}∪
{4}) = 12, Φi({1}∪{2}∪{3}∪{4}∪{5}) = 17, Φi({1}∪{2}∪{3}∪{4}∪{5}∪{6}) = 21.
Òåïåðü öåíòðó âûãîäíî âêëþ÷àòü â ñîñòàâ ÀÑ âñå øåñòü ÀÝ.•

Â ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ó÷èòûâàëàñü íåîáõîäèìîñòü îáåñïå÷åíèÿ ó÷àñò-
íèêàì ÀÑ è ÀÝ, íå âõîäÿùèì â åå ñîñòàâ, íåêîòîðîãî ãàðàíòèðîâàííîãî óðîâíÿ
ïîëåçíîñòè. Îïèøåì ìîäåëè, â êîòîðûõ ÀÝ ãàðàíòèðóåòñÿ íóëåâîé óðîâåíü ïîëåç-
íîñòè (êàê è â ìîäåëÿõ, îïèñàííûõ â ïåðâûõ äåâÿòè ÷àñòÿõ íàñòîÿùåé ðàáîòû), íî
äîõîä öåíòðà îò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ÀÝ óáûâàåò (èëè ðàñòåò ìåäëåííåå,
òî åñòü ïðåäåëüíûé ïðîäóêò òðóäà óáûâàåò � ñì. âûøå) ñ ðîñòîì ÷èñëà ÀÝ, óæå
âîøåäøèõ â ñîñòàâ ÀÑ. Áîëåå êîíêðåòíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â n-ýëåìåíòíîé ÀÑ
(n = |I|) ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà èìååò âèä

(106) H(yI) = g(n)
∑
i∈I

yi,

ãäå g(n) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ÀÝ â ÀÑ.

7Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ, íàâåðíîå, öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü ãèïîòåçó áëàãîæåëàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ

öåíòðà ê ÀÝ � âêëþ÷åíèå ÀÝ â ñîñòàâ ÀÑ (òðóäîóñòðîéñòâî), äàæå ïðè îáåñïå÷åíèè åìó íóëåâîãî

óðîâíÿ ïîëåçíîñòè, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ìîòèâèðóþùèì ôàêòîðîì.
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Òîãäà, â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé À.1 è À.2, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé
ðàçìåð n∗ ÀÑ, êîòîðûé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ìåòîäàìè, îïèñûâàåìûìè íèæå.

Ñîäåðæàòåëüíî, íàëè÷èå â âûðàæåíèè (106) óáûâàþùåé ïî n ôóíêöèè ìîæåò
îáúÿñíÿòüñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ñîçäàíèÿ íîâûõ ðàáî÷èõ ìåñò, ðîñòîì ïîñòîÿííûõ
èçäåðæåê è ò.ä.

Ïóñòü ÀÝ îäíîðîäíû. Çàïèøåì öåëåâóþ ôóíêöèþ öåíòðà â âèäå:

Φ(y, n) = ng(n)y − nc(y).

Âû÷èñëèì îïòèìàëüíîå äëÿ öåíòðà ðåàëèçóåìîå äåéñòâèå ÀÝ: y∗ = ξ(g(n)),
ãäå ξ(·) = c′−1(·) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè çàòðàò. Ïîäñòàâëÿÿ
â âûðàæåíèå äëÿ Φ(y, n) çíà÷åíèå y = y∗ = ξ(g(n)), ïîëó÷èì:

(107) Φ(n) = ng(n)ξ(g(n))− nc(ξ(g(n))).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ (107):

(108)
dΦ(n)

dn
= ξ(g(n))

[
g(n) + n

dg(n)
dn

]
− c(ξ(g(n)).

Åñëè ÀÝ èìåþò ôóíêöèè çàòðàò òèïà Êîááà-Äóãëàñà, òî åñòü c(y) = 1
α
yαr1−α,

òî ïðèðàâíèâàÿ (108) íóëþ è ïðîâåðÿÿ çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì, ÷òî
ìàêñèìèçèðóþùàÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ öåíòðà çàâèñèìîñòü g∗(n) äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(109) g1/(α−1)(n)
[
α− 1

α
g(n) + n

dg(n)
dn

]
= 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (109) ïðè óñëîâèè g(1) = 1 åñòü

(110) g∗(n) = n(1−α)/α.

Òåîðåìà 2. Åñëè ÀÝ èìåþò ôóíêöèè çàòðàò òèïà Êîááà-Äóãëàñà, òî ïðè
ôóíêöèÿõ g(n), âñþäó óáûâàþùèõ áûñòðåå ôóíêöèè g∗(n), îïðåäåëÿåìîé (110),
îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ (n∗ = 1), ïðè g(n), âñþäó óáûâà-
þùèõ ìåäëåííåå g∗(n), îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ (n∗ = N),
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïðîìåæóòî÷íûé îïòèìàëüíûé ðàçìåð
ÀÑ.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü ôóíêöèè çàòðàò îäíîðîäíûõ ÀÝ èìåþò âèä: ci(yi) = y2
i /2r,

òîãäà ÀÝ èìåþò ôóíêöèè çàòðàò òèïà Êîááà-Äóãëàñà ñ α = 2. Òîãäà Φ(y, n) =
g(n)ny − ny2/2r. Âû÷èñëÿÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì n ìàêñèìóì Φ(y, n) ïî y, ïîëó-
÷èì: Φ∗(n) = max

y∈A
{g(n)ny − ny2/2r} = ng2(n)r/2. Âû÷èñëÿÿ ìàêñèìóì Φ∗(n) ïî

n, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè g(n) : g(n) + 2ndg(n)
dn

= 0.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ çàâèñèìîñòü äîõîäà öåíòðà îò "ìàñøòàáîâ ïðîèç-
âîäñòâà" ïîëó÷àåòñÿ ïðè g(n) ≈ 1/n1/2. Åñëè ôóíêöèÿ g(n) âñþäó óáûâàåò ìåäëåí-
íåå, ÷åì 1/n1/2, òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ, åñëè âñþäó
óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì 1/n1/2, òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ñîñòàâ ÀÑ,
à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïðîìåæóòî÷íûé îïòèìàëüíûé ðàçìåð
ÀÑ.
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Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ Φ∗(n) êîíêðåòíóþ çàâèñèìîñòü g(n) = α/n, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà äîñòèãàåòñÿ ïðè n = n∗ = 1.

Åñëè g(n) = 1/n1/4, òî n∗ = N , åñëè g(n) = e−γn, òî n∗ = 1/2γ, åñëè g(n) = 1
1+γn2

, òî n∗ =
√

1
3γ
è ò.ä.•

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ÀÑ â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð èñ-
ïîëüçóåò óíèôèöèðîâàííóþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ ñî ñòàâ-
êîé îïëàòû λ < 1.8 Òîãäà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé À.1 è À.2 äåéñòâèÿ, âûáèðàåìûå
ÀÝ, åñòü y∗i = ξi(λ), ãäå ξi(·) = c

′−1
i (·), i ∈ I.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ öåíòðà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ëèíåéíûì
äîõîäîì (ñì. ïðåäïîëîæåíèå À.1.) è çàòðàòàìè íà ñòèìóëèðîâàíèå, èìååò ïðè ýòîì
âèä:

(111) Φ(yI) = (1− λ)
∑
i∈I

ξi(λ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ À.2, ξi(·) � íåïðåðûâíûå âîçðà-
ñòàþùèå âîãíóòûå ôóíêöèè, ïîýòîìó (111) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà ÀÑ I ∈ ℵ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ öåíòðà ñòàâêà îïëàòû λ∗(I). Äðóãèìè ñëî-
âàìè, îïòèìàëüíîé áóäåò ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ öåíòðà � ëèáî âêëþ÷àòü â ñîñòàâ
ÀÑ âñå ÀÝ, ëèáî íèêîãî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óéòè îò ïîëó÷åííîãî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ó êàæäîãî ÀÝ ñóùåñòâóåò ñâîé ðåçåðâíûé óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû U i (îò-
ìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ðåçåðâíîé çàðàáîòíîé ïëàòå, à íå ñîîòâåòñòâóþùåé åé
ðåçåðâíîé ïîëåçíîñòè), òî åñòü ÀÝ ñîãëàøàåòñÿ ó÷àñòâîâàòü â ÀÑ, òîëüêî åñëè
åãî âîçíàãðàæäåíèå ïðåâûøàåò ðåçåðâíóþ ïîëåçíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå
ó÷àñòèÿ i-ãî ÀÝ èìååò âèä:

(112) λξi(λ) ≥ U i, i ∈ N.

Îáîçíà÷èì λi � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ λξi(λ) = U i, i ∈ N , îòíîñèòåëüíî λ, è
óïîðÿäî÷èì ÀÝ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ λi. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà ïðè
âêëþ÷åíèè â ÀÑ ïåðâûõ k ÀÝ ðàâíî:

(113) Φ(k) = (1− λk)
k∑

i=1

ξi(λk), k = 1, N.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ èìååò âèä: I∗ = {1, 2, ..., k∗},
ãäå

(114) k∗ = argmax
k=1,N

Φ(k).

Ïðèìåð 13. Ïóñòü ôóíêöèè çàòðàò ÀÝ èìåþò âèä: ci(yi) = y2
i /2ri, òîãäà

ξi(λ) = λri, Φ(yI) = (1 − λ)λ
∑
i∈I

ri. Ìèíèìàëüíûå ñòàâêè îïëàòû, çà êîòîðûå ñî-

îòâåòñòâóþùèå ÀÝ ñîãëàñÿòñÿ ó÷àñòâîâàòü â ÀÑ, ðàâíû λi =
√

U i

2ri
. Åñëè èìååòñÿ

8Òàê êàê ôóíêöèÿ äîõîäà öåíòðà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà äåéñòâèÿì ÀÝ, òî èñïîëüçîâàíèå ñòàâîê

îïëàòû, áîëüøèõ åäèíèöû, ïðèâåäåò ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà è åå óáûâà-

íèþ ïî ëþáûì äîïóñòèìûì äåéñòâèÿì ÀÝ.
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âñåãî ïÿòü ÀÝ � ïðåòåíäåíòîâ íà ó÷àñòèå â ÀÑ � ñ ïàðàìåòðàìè, ïðèâåäåííûìè
â òàáëèöå 7, òî k∗ = 4, òî åñòü îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâ ÀÑ, âêëþ÷àþùèé
ïåðâûå (â óïîðÿäî÷åíèè λi) ÷åòûðå ÀÝ.•

Òàáëèöà 7. Òàáëèöà ê ïðèìåðó 13.

Ïàðàìåòð \ i 1 2 3 4 5
ri 1 1 1 1 1
U i 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9
λi 0.77 0.84 0.87 0.89 0.95

Φ(i) 0.1746 0.2733 0.3481 0.3777 0.2434

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâà ìíî-
ãîýëåìåíòíûõ ÀÑ ñ ñåïàðàáåëüíûìè çàòðàòàìè ÀÝ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
â ýòîì êëàññå ìîäåëåé óäàåòñÿ íà îñíîâàíèè èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè óïîðÿäî÷èòü
ÀÝ, è ðåøàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé êîìáèíàöèè ÀÝ íà ìíîæåñòâå N

êîìáèíàöèé, à íå íà ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ 2N êîìáèíàöèé.
Îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ñåïàðàáåëüíîñòè çàòðàò, îñòàâèâ â ñèëå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ À.1 è À.2. Çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ÀÑ ïðèìåò âèä:

(115) I∗ = argmax
I∈ℵ

Φ(I),

ãäå

(116) Φ(I) = max
yI∈AI

∑
i∈I

(yi − ci(yI))

ïðè óñëîâèè, ÷òî Φ(I∗) ≥ 09.
Êàê íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (115) âîçíèêàþò äâå

îñíîâíûå ïðîáëåìû: âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü (áîëüøîå ÷èñëî ñîñòàâîâ
ÀÑ, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ìàêñèìàëüíûå ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëå-
íèÿ è ñðàâíèâàòü èõ ìåæäó ñîáîé) è íåîáõîäèìîñòü êîíñòðóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ
çàòðàò ÀÝ â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà ÀÑ è äåéñòâèé âñåõ ÀÝ, âõîäÿùèõ â ýòîò
ñîñòàâ (íàïîìíèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ôóíêöèè äîõîäà öåíòðà
ââîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè À.1.).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñïåöèôèêó ñôîðìóëèðî-
âàííîé çàäà÷è (ñì. òàêæå ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå âûøå).

Ïðèìåð 14. Ïóñòü ÀÝ îäíîðîäíû è èìåþò ôóíêöèè çàòðàò (|α| ≤ 1/n)

(117) ci(yI) =

(
yi + α

∑
j∈I\i

yj

)
2r

, i ∈ N.

Åñëè öåíòð äîëæåí ãàðàíòèðîâàòü êàæäîìó ÀÝ óðîâåíü ïîëåçíîñòè U , òî îïòè-
ìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîìïåíñàòîðíàÿ ñèñòåìà ñòèìóëèðîâàíèÿ, ïðè èñïîëüçî-
âàíèè êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà ðàâíî:

(118) Φ(yI) = g(n)
∑
i∈I

yi −
∑
i∈I

ci(yI)− nU,

9Äàííîå îãðàíè÷åíèå ìîæåò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ, åñëè Φ(∅) = 0.
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ãäå g(n) � ìíîæèòåëü, îòâå÷àþùèé çà óáûâàíèå äîõîäà öåíòðà ñ ðîñòîì ÷èñëà
ÀÝ, âêëþ÷åííûõ â ñîñòàâ ÀÑ. Îïðåäåëèì äåéñòâèÿ ÀÝ, íàèáîëåå âûãîäíûå äëÿ
öåíòðà: y∗ = rng(n)

(1+α(n−1))2 . Òîãäà çàâèñèìîñòü öåëåâîé ôóíêöèè öåíòðà îò ÷èñëà n

ÀÝ, âõîäÿùèõ â ÀÑ, èìååò âèä:

(119) Φ(n) =
n2g2(n)r

2(1 + α(n− 1))2
− nU.

Îáñóäèì ðîëü ïàðàìåòðà α, âõîäÿùåãî â ôóíêöèþ çàòðàò ÀÝ è îòâå÷àþùåãî
çà âëèÿíèå äåéñòâèé äðóãèõ ÀÝ íà çàòðàòû äàííîãî ÀÝ.

Âî-ïåðâûõ, ïðè α ≥ 0 çàòðàòû êàæäîãî ÀÝ âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì äåéñòâèé
äðóãèõ ÀÝ, à ïðè α ≤ 0 � óáûâàþò. Ñîäåðæàòåëüíî ýòîò ôàêò ìîæåò èíòåð-
ïðåòèðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïåðâîì ñëó÷àå ÀÝ "ìåøàþò" äðóã äðóãó
(íàïðèìåð, ïðè îãðàíè÷åííûõ òåõíîëîãèåé âîçìîæíîñòÿõ ïðîèçâîäñòâà), à âî âòî-
ðîì � "ïîìîãàþò" (íàïðèìåð, ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå òðóäà è ò.ä.). Âî-âòîðûõ,
ôóíêöèÿ (119) óáûâàåò ïî ïàðàìåòðó α, òî åñòü ñ åãî ðîñòîì ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì ñîñòàâå äîõîä öåíòðà óáûâàåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α < 0, òîãäà ïðè
g(n) = n−1/2 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ(n) = r

2(1+α(n−1))2 − nU . Ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå
íåíóëåâîãî âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíûé ðàçìåð ÀÑ ðàâåí:
n∗ = 1− 1

α
− 1

α

(
αr
U

)1/3
.

Ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà10 α ðàñòåò îïòèìàëüíûé ðàçìåð ÀÑ, ñ
óâåëè÷åíèåì ãàðàíòèðîâàííîãî óðîâíÿ ïîëåçíîñòè U îí óáûâàåò.•

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà òèïà âçàèìîâëèÿíèÿ ÀÝ:
- ñ óâåëè÷åíèåì ñîñòàâà ÀÑ çàòðàòû êàæäîãî ÀÝ íå âîçðàñòàþò:

∀i ∈ N, ∀I ∈ ℵ, ∀j ∈ N\I, ∀y ∈
∏
i∈N

Ai ci(yI) ≥ ci(yI∪{j});

- ñ óâåëè÷åíèåì ñîñòàâà ÀÑ çàòðàòû êàæäîãî ÀÝ íå óáûâàþò:

∀i ∈ N, ∀I ∈ ℵ, ∀j ∈ N\I, ∀y ∈
∏
i∈N

Ai ci(yI) ≤ ci(yI∪{j}).

Ñîäåðæàòåëüíûå èíòåðïðåòàöèè îáîèõ ñëó÷àåâ î÷åâèäíû.

10Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïðè α > 0 îïòèìàëüíûé ðàçìåð ÀÑ íå ïðåâûøàåò

åäèíèöû.
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Ïðèëîæåíèå 5. Ïåðñîíèôèöèðîâàííûå ñèñòåìû
ñòèìóëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè çàòðàò äëÿ ðåàëèçàöèè íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ
â àêòèâíûõ ñèñòåìàõ ÀÑ1 è ÀÑ5 � ìû ìîæåì íàçíà÷àòü êàæäîìó èç àêòèâíûõ
ýëåìåíòîâ ïåðñîíàëüíóþ ñèñòåìó ñòèìóëèðîâàíèÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî òèï êàæäîãî àê-
òèâíîãî ýëåìåíòà íàì òî÷íî èçâåñòåí è ÷òî ïî ýòîìó òèïó ìû ìîæåì òî÷íî âîñ-
ñòàíîâèòü åãî ôóíêöèþ çàòðàò).

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñëó÷àé, à èìåííî, ïóñòü â àêòèâíîé ñèñòåìå èìååòñÿ
n àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì i-é àêòèâíûé ýëåìåíò èìååò òèï ri ∈ Ω, {ri}n

i=1 =
Ω′ ⊂ Ω.

Òîãäà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ çàòðàò íà ñòèìóëèðîâàíèå çàïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(120)
n∑

i=1

σi(f(ri)) → min
f(r),σi(x)∈M

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

f(ri) ∈ Argmax
x

(σi(x)− c(ri, x));(121)

n∑
i=1

f(ri) = x̄,(122)

ãäå f(r) åñòü ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, à σi(x) � ôóíêöèÿ ñòèìóëè-
ðîâàíèÿ i-ãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà.

Â [47] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ
êâàçèêîìïåíñàòîðíûå ñèñòåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ, è âìåñòî ôóíêöèé ñòèìóëèðîâà-
íèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ci � òî÷å÷íûå ñòèìóëèðîâàíèÿ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
ïðè ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìûõ äåéñòâèé xi, ïðè÷åì ci = c(ri, xi). Òîãäà, ïîñêîëüêó
σi(x) = ciI{x=xi}, ãäå I{·} � ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð, çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

n∑
i=1

c(ri, xi) → min
{xi}

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
n∑

i=1

xi = x̄.

Ðåøàÿ ìèíèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

L =
n∑

i=1

c(ri, xi) + λ

(
x̄−

n∑
i=1

xi

)
→ min

{xi}
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ïîëó÷àåì, ÷òî

cx(ri, xi) = λ ≥ 0, i = 1, n,

ñëåäîâàòåëüíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

(123) cx(ri, xi) = cx(rj, xj), j, i = 1, n.

Ïðèìåð 15. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòè÷íûõ çàòðàò àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
c(ri, x) = x2/ri, è ïóñòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ åñòü Ω′ = {ri}n

i=1, Ω′ ⊂ Ω.
Òîãäà

cx(ri, xi) = cx(rj, xj) ⇒ 2xi/ri = 2xj/rj ⇒ xi = xjri/rj.

Ñóììàðíîå äåéñòâèå

x̄ =
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

x1ri/r1 = x1

n∑
i=1

ri/r1;

x1 = x̄r1

/
n∑

i=1

ri .

Â ñèëó ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâèå i-ãî ÀÝ

xi = x̄ri

/
n∑

k=1

rk .

Ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ äåéñòâèÿ x̄ ðàâíû

n∑
i=1

σi(xi) =
n∑

i=1

c(ri, xi) =
n∑

i=1

(
x̄ri

/(
n∑

i=1
ri

))2

ri

=
x̄2(

n∑
i=1

ri

)2

n∑
i=1

ri =
x̄2

n∑
i=1

ri

.•

Ëåììà 1. Ïóñòü x∗i (x̄) � ðåøåíèå çàäà÷è (120)-(122) ïðè çàäàííîì x̄. Òîãäà

d
n∑

i=1
σi(x∗i )

dx̄
= cx(rj, x

∗
j), j = 1, n;

d2
n∑

i=1
σi(x∗i )

dx̄2
=

1
n∑

i=1

1
cxx(ri,x∗i )

.

Çàìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 1 è â ñèëó óñëîâèé íà ôóíêöèè çàòðàò âûïîëíåíî

d2
n∑

i=1
σi(x∗i )

dx̄2
=

1
n∑

i=1

1
cxx(ri,x∗i )

> 0,

òî åñòü ôóíêöèÿ ñðåäíèõ ìèíèìàëüíûõ çàòðàò íà ðåàëèçàöèþ äåéñòâèÿ âûïóêëà.
Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèò î òîì, ÷òî öåíòðó íåâûãîäíî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè.
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Ïðèìåð 16. Ðàññìîòðèì çàòðàòû âèäà

c(r, x) =
x1+α

(1 + α)rα
, α > 0;(124)

c′′i (xi) = α
xα−1

i

rα
i

, i = 1, n.

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (123), ïîëó÷àåì:
xi

ri

=
xj

rj

⇒ xi = ri
xj

rj

, i = 1, n.

Â ñèëó ðàâåíñòâà
∑

xi = x̄

n∑
i=1

ri
xj

rj

= x̄ ⇒ xj =
rj

n∑
i=1

ri

x̄, è

d2
n∑

i=1
σi(xi)

dx̄2
=

1
n∑

i=1

1
c′′i (xi)

=
1

n∑
i=1

rα
i

α

 ri
n∑

i=1
ri

x̄


α−1

= α
x̄α−1(
n∑

i=1
ri

)α .

Ïðè ýòîì ñóììàðíûå çàòðàòû ðàâíû

(125)
n∑

i=1

σi(xi) = α
x̄α+1

(1 + α)
(

n∑
i=1

ri

)α .

Ñðàâíèâàÿ ñóììàðíûå çàòðàòû ñ çàòðàòàìè îäíîãî ýëåìåíòà (óðàâíåíèÿ (124) è
(125)) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî â ñèñòåìå âìåñòî ýòèõ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ýëåìåíòîâ èìååòñÿ îäèí ñî-
ñòàâíîé ýëåìåíò, ïðè÷åì ýòîò ñîñòàâíîé ýëåìåíò ïî ñâîèì çàòðàòàì ýêâèâàëåíòåí
ýëåìåíòàðíîìó ýëåìåíòó ñ òèïîì, ðàâíûì ñóììå òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ ýëåìåíòîâ
(ñì. òàêæå ìåõàíèçìû âíóòðèôèðìåííîãî ðåãóëèðîâàíèÿ â [47]).•

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, à èìåííî, ðàññìîòðèì
ñèòóàöèþ, êîãäà òèïû àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èìåþò ðàâíîìåðíîå íà Ω ðàñïðåäåëå-
íèå. Âíîâü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òèï êàæäîãî èç àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ öåíòðó
òî÷íî èçâåñòåí è êàæäîìó èç íèõ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó
ñòèìóëèðîâàíèÿ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíîå ñòè-
ìóëèðîâàíèå ýëåìåíòà r äëÿ ðåàëèçàöèè äåéñòâèÿ f(r) åñòü c(r, f(r))I{x=xi} è çà-
äà÷à ìèíèìèçàöèè çàòðàò çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(126) E c(r, f(r)) → min
f(·)

ïðè âûïîëíåíèè

(127) E f(r) = x̄.
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Äëÿ f(r)� ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è � ïðè ëþáîì r äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
cx(r, f(r)) = λ > 0.

Ïðèìåð 17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòè÷íûõ çàòðàò àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
c(r, x) = x2/r. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî cx(r, f(r)) = λ, ñëåäîâàòåëüíî
f(r) = λr

2 .

Èñõîäÿ èç îãðàíè÷åíèÿ (127)

x̄(r1 − r0) = (r1 − r0)E f(r)

=

r1∫
r0

f(r) dr =

r1∫
r0

λr

2
dr =

λ

4
(r2

1 − r2
0),

è êîíñòàíòà λ = 4x̄
r1+r0

, à f(r) = r 2x̄
r0+r1

(ïîñêîëüêó äëÿ ÀÝ òèïà r, ðåàëèçóþùåãî
äåéñòâèå f(r), σ(f(r)) = c(r, f(r))).

Ñðåäíèå çàòðàòû íà ñòèìóëèðîâàíèå ðàâíû

C2 = E c(r, f(r))

=
1

r1 − r0

r1∫
r0

r1
1
r

(
2x̄r

r1 + r0

)2

dr =
2x̄2

r1 + r0
.

Ôóíêöèÿ ñòèìóëèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

σ(f(r)) = c(r, f(r)).

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ x = f(r), èìååì: r = f−1(x) = x(r0+r1)
2x̄

è

σ(x) =
x2

r
=

2x̄
r1 + r0

x.•
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Ïðèëîæåíèå 6. Ìîäåëè îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ
ïåðñîíàëîì

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ôèðìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå òðóäà èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîòðóäíèêîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì òèïîì. Ïðè âûáîðå êàêîãî-òî êîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà ñîòðóäíèêîâ (è ñî âðåìåíåì) îáùåå ðàñïðåäåëåíèå òèïîâ íå ìåíÿåòñÿ,
ò.å. òèï íîâîãî ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ñîòðóäíèêà èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå,
êàê è ïðåäûäóùåãî.

Ïðè êîëè÷åñòâå ñîòðóäíèêîâ c ôèðìà ïîëó÷àåò ïðèáûòü fθ(c), ãäå θ îïðåäå-
ëÿåò òó ÷àñòü õîðîøèõ ñîòðóäíèêîâ èç îáùåãî ÷èñëà, êîòîðóþ ôèðìà ïðèíèìàåò
íà ðàáîòó. Ò.å. åñëè òèï ñîòðóäíèêà ñîîòâåòñòâóåò θ ∗ 100% ëó÷øèõ íà ðûíêå òðó-
äà ñîòðóäíèêîâ, òî îí ãàðàíòèðîâàííî ïðèíèìàåòñÿ íà ðàáîòó. Â íà÷àëå ðàáîòû
êàæäàÿ ôèðìà îïðåäåëÿåò ñâîå θ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàçíûõ óñëîâèé òðóäà ïî-
íÿòèå "ëó÷øèé ñîòðóäíèê" îòëè÷àåòñÿ äëÿ ðàçíûõ ôèðì, ïîñêîëüêó îäèí õîðîøî
ìîæåò ó÷èòü äåòåé, íî ïëîõî ïå÷åò õëåá, äðóãîé õîðîøî ïå÷åò õëåá, íî íå ìîæåò
õîðîøî ó÷èòü äåòåé. Òîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ õëåáîïåêàðíè ó âòîðîãî ðàáîòíèêà õî-
ðîøèé òèï, à ó ïåðâîãî � ïëîõîé, à ñ òî÷êè çðåíèÿ øêîëû ó ïåðâîãî ðàáîòíèêà
õîðîøèé òèï, à ó âòîðîãî � ïëîõîé. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïðèåìà íà ðàáîòó âåäåòñÿ
ñðàçó ìíîãèìè ôèðìàìè, òî íà ðûíêå ñîáëþäàåòñÿ ðàâíîâåñèå: ïåðâûé ðàáîòíèê
ïðèíèìàåòñÿ íà ðàáîòó êàê ó÷èòåëü, à âòîðîé � êàê ïåêàðü (äîëÿ ðàáîòíèêîâ ñ
õîðîøèì òèïîì íå óìåíüøàåòñÿ, ò.ê. ðàáîòíèêè ñ ïëîõèì òèïîì â îäíîé îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ñîòðóäíèêàìè â äðóãèõ îáëàñòÿõ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ïîñòóïàþùèõ s ñîòðóäíèêîâ ôèðìà äîëæíà ïîíåñòè
çàòðàòû g(s), ïðè ýòîì èç s ëþäåé íà ðàáîòó áóäóò ïðèíÿòû òîëüêî θs, ïîñêîëüêó
èìåííî ñòîëüêî ëþäåé îáëàäàþò íóæíûì ôèðìå òèïîì. Ïðè ïðèåìå íà ðàáîòó
íåäîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü, ïðèíèìàòü ÷åëîâåêà íà ðàáîòó èëè íåò, íàäî òî÷íî çíàòü
åãî òèï äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíåå èñïîëüçîâàòü åãî âîçìîæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì g(s)
íå çàâèñèò îò θ.

Ìîìåíòàëüíàÿ ïîëåçíîñòü ôèðìû åñòü ðàçíîñòü ìåæäó ïðèáûëüþ è çàòðàòàìè
íà òåñòèðîâàíèå íîâûõ ñîòðóäíèêîâ:

(128) π = fθ(c)− g(s).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî fθ(c) êàê ôóíêöèÿ îò c îáëàäàåò
ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâàìè: fθ(0) = 0, f ′θ(0) = ∞, f ′θ(c) > 0, f ′′θ (c) < 0, f ′θ(∞) = 0.
Êðîìå òîãî, fθ(c) óáûâàåò âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ïî θ. Òàì, ãäå íå áóäåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ èçìåíåíèå ïàðàìåòðà θ, ó ôóíêöèè fθ(c) ïàðàìåòð θ áóäåì îïóñêàòü:
f(c).
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Ôóíêöèÿ g(s) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: g(0) ≥ 0, g′(0) ≥ 0, g′(s) ≥ 0,
g′′(s) > 0. Èñõîäÿ èç óñëîâèé çàäà÷è c è s äîëæíû áûòü íå ìåíüøå íóëÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèíÿòûå íà ðàáîòó ëþäè óâîëüíÿþòñÿ (ïî ðàçíûì ïðè÷è-
íàì � ïåðåõîä íà äðóãóþ ðàáîòó, âûõîä íà ïåíñèþ è ò.ï.) ñî ñêîðîñòüþ λ. Òîãäà
äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòàþùèõ ëþäåé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(129) ċ = θs− λc.

Çàìåòèì, ÷òî c è s åñòü ôóíêöèè âðåìåíè: c = c(t), s = s(t), ïðè÷åì ïî ñìû-
ñëó ôóíêöèÿ c(t) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé è ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé,
à ôóíêöèÿ s(t) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ íà ëþáîì îòðåçêå (ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èçìåíåíèþ óïðàâëåíèÿ). Óïðàâëåíèåì äëÿ ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
s (ïðè ýòîì c îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ 129).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îïèñûâàåìîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò äèñêîíòèðîâàíèå ïðèáû-
ëè â ðàçìåðå r. Òîãäà ïðè íà÷àëüíîì êîëè÷åñòâå ñîòðóäíèêîâ c0 çàäà÷à ìàêñèìè-
çàöèè ïðèáûëè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(130) Π =

∞∫
0

e−rt(f(c)− g(s)) dt → max
s

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

(131) ċ = θs− λc;

(132) s ≥ 0;

(133) c ≥ 0;

(134) c(0) = c0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (130)-(134) çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí (áåç óñëîâèé (132)-
(133); èõ âëèÿíèå áóäåò îáñóæäåíî ïîçäíåå):

(135) H = e−rt(f(c)− g(s)) + µ(θs− λc),

ãäå µ ≥ 0 � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Ôóíêöèè c(t) è s(t) áóäóò ðåøåíèåì çàäà÷è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(136) 0 =
∂H
∂s

= −e−rtg′(s) + µθ;

(137) µ̇ = −∂H
∂c

= −e−rtf ′(c) + µλ.

Èç óðàâíåíèÿ (137):

(138) µ̇ = −e−rtf ′(c) + µλ
(136)
= −e−rtf ′(c) +

λ

θ
e−rtg′(s).

Âîçüìåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t óðàâíåíèÿ (136):

0 =
d

dt
(−e−rtg′(s) + µθ) = re−rtg′(s)− e−rtg′′(s)ṡ + θµ̇

(136)
=(139)

= re−rtg′(s)− e−rtg′′(s)ṡ− θe−rtf ′(c) + λe−rtg′(s);
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(140) rg′(s)− g′′(s)ṡ− θf ′(c) + λg′(s);

(141) ṡ =
(r + λ)g′(s)− θf ′(c)

g′′(s)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè òåîðåìó:
Òåîðåìà 4.5.2.Ïîâåäåíèå ñèñòåìû (êîëè÷åñòâî óæå ïðèíÿòû ñîòðóäíèêîâ,

ñêîðîñòü ïðèåìà ñîòðóäíèêîâ) íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè (îïòèìèçèðóþùåé ïðè-
áûëü ôèðìû) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

(142)

{
ċ = θs− λc;
ṡ = (r+λ)g′(s)−θf ′(c)

g′′(s) .

Ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòàõ c (îñü àáñöèññ) è s (îñü îðäèíàò)
îïèøåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (142). Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî êâàäðàíò
c ≥ 0, s ≥ 0 (ñì. óñëîâèÿ (132) è (133)).

Ìû áóäåì èñêàòü âîçìîæíûå òðàåêòîðèè � òàêèå ïóòè íà ïëîñêîñòè, ïî êî-
òîðûì ïîéäåò ôèðìà, åñëè áóäåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ â âûáîðå êàäðîâîé ïîëèòèêè
íàïèñàííîé âûøå ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Ñêà÷êè òðàåêòîðèé âîçìîæíû òîëüêî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ. Äàëüøå
óæå ôèðìà áóäåò äåéñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé. Èçìå-
íåíèå ñòðàòåãèè ìîæåò áûòü âûçâàíî òîëüêî èçìåíåíèåì èíôîðìàöèè, øîêàìè,
è ò.ä., êîãäà, âî-ïåðâûõ, èçìåíÿåòñÿ ïîëå íàïðàâëåíèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, à,
âî-âòîðûõ, ôèðìà âûáèðàåò íîâóþ ñòðàòåãèþ.

Ïðåæäå âñåãî, ïðÿìàÿ θs− λc äåëèò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè (ñì. ðèñ.
5). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (142) íàä ýòîé ïðÿìîé ïðîèç-
âîäíàÿ c ïî âðåìåíè áîëüøå íóëÿ, ïîä ïðÿìîé � ìåíüøå íóëÿ (ñîîòâåòñòâåííî íà
ïðÿìîé ïðîèçâîäíàÿ c ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ).
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Ðèñ. 5. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ŝ(c) íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè.

Ïîñêîëüêó g′′(s) > 0, òî çíàê ïðîèçâîäíîé s ïî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëè-
òåëåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (142). Ðàññìîòðèì åãî ïîäðîáíåå. Ïîñêîëüêó
f ′(c) > 0 � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à g′(s) ≥ 0 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî óðàâ-
íåíèå

(143) 0 = (r + λ)g′(s)− θf ′(c)
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ìîæåò èìåòü ñàìîå áîëüøåå îäíî ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì c èëè s. Îáîçíà÷èì
ŝ(c) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (143) â çàâèñèìîñòè îò c. Â ñèëó óáûâàíèÿ (ìîíîòîííîãî
è íåïðåðûâíîãî) f ′(c) è íåïðåðûâíîãî âîçðàñòàíèÿ g′(s) ôóíêöèÿ s(c) íåïðåðûâíà
è ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïðè c ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ f ′(c) ñòðåìèòñÿ ê +∞, ñëåäî-
âàòåëüíî ŝ(c) ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïîñêîëüêó g′(s) ñòðåìèòñÿ ê +∞ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà s ñòðåìèòñÿ ê +∞.

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè ŝ(c) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, ðàâíà ëè íóëþ ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè g(s) â òî÷êå s = 0. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ (ñì. ðèñ. 5a),
òî ïðè ëþáîì c ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (143), è ôóíêöèÿ ŝ(c) óáûâàåò äî
íóëÿ ïðè c → +∞. Åñëè æå g′(0) > 0 (ñì. ðèñ. 5b), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ĉ, ÷òî
s(ĉ) = 0, è ôóíêöèÿ ŝ(c) óáûâàåò íà îòðåçêå îò 0 äî ĉ è íåîïðåäåëåíà ïðè c > ĉ. Â
ñëó÷àå, êîãäà ŝ(c) íå ïåðåñåêàåò îñü s (ò.å.g′(0) = 0), áóäåì ñ÷èòàòü ĉ = +∞.

Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ŝ(c) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.
Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè s ïî âðåìåíè íàä êðèâîé ŝ(c)

ïîëîæèòåëüíà, ïîä êðèâîé � îòðèöàòåëüíà, à íà êðèâîé ðàâíà íóëþ. Ïîëå íàïðà-
âëåíèé èçîáðàæåíî íà ðèñ. 6. áåñêîíå÷íîñòü.
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Ðèñ. 6. Ïîëå íàïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåìû (142).

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (êîòîðàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò) ôóíêöèè ŝ(c) c ïðÿ-
ìîé θs − λc = 0 çà A (ñ êîîðäèíàòàìè sA è cA). Êàê âèäíî èç ïîëÿ íàïðàâëåíèé,
òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé, è â íåé ċ = ṡ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôèð-
ìà îêàçàëàñü â òî÷êå A, òî îíà â íåé è îñòàíåòñÿ. Áóäåì íàçûâàòü äàííóþ òî÷êó
ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì (ò.ê. â ñèñòåìå íå ïðîèñõîäèò íèêàêèõ èçìåíåíèé). Çà-
ìåòèì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êîé.

Òî÷êà A åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé è êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ
è ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó íå èçìåíÿþòñÿ (ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó è ñêîðîñòü
óâîëüíåíèÿ ðàâíû). Òî÷êà À ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì (ðàâíîâåñèå íåóñòîé÷èâî), ò.å. ïðè
íåáîëüøîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìû ìîæåì ïåðåéòè íà òðàåêòîðèþ, óõîäÿùóþ
â áåñêîíå÷íîñòü.
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Èç ïîëÿ íàïðàâëåíèé âèäíî, ÷òî óñòîé÷èâàÿ ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ (ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó A) ïðîõîäèò ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:
ñëåâà íàïðàâî, ñâåðõó âíèç (èíà÷å áûëî áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîëåì íàïðàâëåíèé).
Îáîçíà÷èì ñåäëîâóþ òðàåêòîðèþ, âõîäÿùóþ â ò. A ñëåâà çà B, à òðàåêòîðèþ, âõî-
äÿùóþ â ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ñïðàâà � çà C. Èñõîäÿùèå òðàåêòîðèè îáîçíà÷èì
çà C è D (ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó è ñíèçó).

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (130)-(134) íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñåäëîâûå òðà-
åêòîðèè, ïîñêîëüêó ïðè äðóãèõ ìû ëèáî óâåëè÷èâàåì êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ äî
+∞, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå çàòðàòû íà ïðèåì óâîëüíÿþùèõñÿ
ïðåâûñÿò äîõîä îò ðàáîòû, ëèáî êîëè÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ,
÷òî òîæå íåâîçìîæíî ò.ê. ýòî áóäåò íåñòàöèîíàðíîé òî÷êîé (èëè æå ïðè ýòîì êîëè-
÷åñòâî ðàáîòàþùèõ áóäåò ðàâíî íóëþ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì
êîëè÷åñòâå ðàáîòíèêîâ ïîñðåäñòâîì âûáîðà s ôèðìà äîëæíà ïåðåéòè íà ñåäëîâóþ
òðàåêòîðèþ B èëè C. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ (ñì. ðèñ. 7).
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Ðèñ. 7. Îïèñàíèå ïðèõîäà ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå: a) ïðè

c0 < cA; b) ïðè c0 > cA.

1. c0 =A. Âûáîðîì s = sA ôèðìà ñðàçó ïîïàäàåò â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå
è ïðîäîëæàåò òàì íàõîäèòüñÿ. Òî åñòü åñëè íà ôèðìå óæå ðàáîòàåò êîëè÷åñòâî
ñîòðóäíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå A, òî ôèðìà óæå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîé
òî÷êå.

2. c0 < cA. Â ýòîì ñëó÷àå ôèðìà ïåðåéäåò íà ñåäëîâóþ òðàåêòîðèþ, ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ íà ðàáîòó áóäåò áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ
íà ðàáîòó â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè (ïîñêîëüêó ìû îêàæåìñÿ íà òðàåêòîðèè B,
à ýòà òðàåêòîðèÿ âåäåò ê ñîñòîÿíèþ A ñâåðõó âíèç, ñëåâà íàïðàâî). Ñî âðåìåíåì
c áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à s áóäåò óìåíüøàòüñÿ: ôèðìà áóäåò ïîäõîäèòü ê ñòàöèî-
íàðíîìó ñîñòîÿíèþ âñå áëèæå è áëèæå, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðàáîòàþùèõ ñîòðóä-
íèêîâ áóäåò ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòüñÿ, à ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó óìåíüøàòüñÿ
äî ñòàöèîíàðíîãî.

3. c0 < cA. Ïðè ýòîì âîçìîæíû 2 âàðèàíòà: ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ C ïðîõîäèò
÷åðåç c0 ïðè s ≥ 0 èëè íå ïðîõîäèò. Åñëè ïðîõîäèò, òî ôèðìà âûáèðàåò s òàê, ÷òîáû
îêàçàòüñÿ íà äàííîé ñåäëîâîé òðàåêòîðèè, ïîñëå ýòîãî c áóäåò óìåíüøàòüñÿ (çà-
ïàñ ñîòðóäíèêîâ "ïðîåäàòüñÿ" äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèþìèíóòíîé ïðèáûëè), à s áóäåò
ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòüñÿ. Ôèðìà áóäåò ïîäõîäèòü ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ.
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Åñëè æå ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ C íå ïðîõîäèò ÷åðåç c0 ïðè s ≥ 0 (îíà óñïåëà óéòè
â îáëàñòü ìèíóñîâûõ s), òî s ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, è c åñòåñòâåííûì îáðàçîì
óìåíüøàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãíåò òàêîãî çíà÷åíèÿ, ÷òîáû ôèðìà ìîãëà
ïåðåéòè íà ñåäëîâóþ òðàåêòîðèþ. Ïðè ýòîì s = 0, à c óìåíüøàåòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà ïåðåõîäà íà ñåäëîâóþ òðàåêòîðèþ s ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ (ïî ìåðå
ïîäõîäà ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A îò 0 äî s(A), à c óìåíüøàåòñÿ äî cA). Òàêèì
îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ôèðìà áóäåò ïîñòåïåííî óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî ðàáîòà-
þùèõ çà ñ÷åò "íåäîñòàòî÷íîãî"(ò.å. ìåíüøåãî, ÷åì â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå) ïðèåìà
íà ðàáîòó, ïðè ýòîì ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó áóäåò óâåëè÷èâàòñüÿ, à êîëè÷åñòâî
ðàáîòàþùèõ � óìåíüøàòüñÿ. Â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóà-
öèÿ, êîãäà ôèðìà íèêîãî íå áóäåò ïðèíèìàòü íà ðàáîòó.
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ŝ(c)

cA

sA 	

�

?
�

���
���

��
@

@R

A′

b)

-

6

�
�

�
�

�
�

�

A

s

c

θs− λc = 0
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Ðèñ. 8. Ñìåùåíèå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïðè øîêàõ: a) óâåëè÷åíèå r; b)

óâåëè÷åíèå λ; c) óâåëè÷åíèå θ.

Ðàññìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ ôèðìîé ïðè øîêàõ � èçìåíåíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ (ñì. ðèñ. 8). Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ èçìåíåíèåì ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ,
ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïåðåõîäà èç íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòàöèîíàðíîå èçó÷åí âûøå.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé èçìåíåíèÿ r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèñ-
êîíòèðîâàíèÿ r óâåëè÷èëñÿ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçîéäóò îáðàòíûå èçìåíå-
íèÿ), ò.å. ìû ñòàëè áîëüøå öåíèòü íàñòîÿùåå. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ θs − λc íå èçìå-
íèòñÿ. Êàê ïîâåäåò ñåáÿ ŝ(c)? Äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 143

0 = (r + λ)g′(s)− θf ′(c).

Íî åñëè r óâåëè÷èëñÿ, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì c çíà÷åíèå s äîëæíî óìåíüøèòñÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâåíñòâî îñòàëîñü âåðíûì, ïîñêîëüêó (r + λ)g′(s) èçìåíèòüñÿ íå
äîëæíî, r óâåëè÷èëñÿ, à g′(s) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì s. Òàêèì îáðàçîì, êàê
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âèäíî èç ðèñóíêà 8a), â íîâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå c è s óìåíüøàòñÿ, ò.å. è ïðèåì
íà ðàáîòó, è êîëè÷åñòâî ðàáîòàþùèõ áóäåò ìåíüøå, ÷åì ðàíüøå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçìåíåíèÿ λ. Îïÿòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò λ óâå-
ëè÷èëñÿ, ò.å. óâåëè÷èëàñü ñêîðîñòü óâîëüíåíèÿ ñîòðóäíèêîâ. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäó-
ùèå ðàññóæäåíèÿ, êðèâàÿ ŝ(c) ñìåñòèòñÿ âíèç. Íî â äàííîì ñëó÷àå ïðîèçîéäóò
èçìåíåíèÿ è ñ ïðÿìîé θs−λc = 0 � åå íàêëîí óâåëè÷èòñÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,
c ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ, à îá èçìåíåíèè s íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû
ðàáîòíèêîâ áóäåò ìåíüøå, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû è óâîëüíÿòüñÿ îíè áóäóò ÷àùå (ò.å.
íåèçâåñòíî, êàê èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó).

Ïðè óâåëè÷åíèè θ, ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè ïðîöåíòà ëþäåé, ïðèíèìàåìûõ íà ðà-
áîòó, óìåíüøèòñÿ íàêëîí ïðÿìîé θs−λc = 0. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü
ïîâåäåíèå êðèâîé ŝ(c), íåîáõîäèìî ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î çà-
âèñèìîñòè ôóíêöèè fθ(c) îò θ. Åñëè çàâèñèìîñòè íåò, òî ŝ(c) êàê ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ 143 äîëæíî ñäâèíóòüñÿ ââåðõ, ò.å. â íîâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå c óâåëè÷èòñÿ,
à s ìîæåò èçìåíèòüñÿ â ëþáóþ ñòîðîíó, ò.å. ðàáîòàòü íà ôèðìå áóäåò áîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî ëþäåé, íî íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î òîì, êàê èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü ïðèåìà
íà ðàáîòó..

Ðåçóëüòàòû øîêîâ (èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ) ñâåäåíû â òàáëèöó (ïðåäïîëàãàåì
îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f(c) îò ïàðàìåòðà θ):

Òàáëèöà 8. Èçìåíåíèå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè äåéñòâèè

ðàçëè÷íûõ øîêîâ

Øîê θs− λc = 0 s(c) cA sA

Óâåëè÷åíèå r íå èçìåíÿåòñÿ ñäâèã âíèç ↓ ↓
Óâåëè÷åíèå λ íàêëîí óâåëè÷èâàåòñÿ ñäâèã âíèç ↓ ↓↑
Óâåëè÷åíèå θ íàêëîí óìåíüøàåòñÿ ñäâèã ââåðõ ↑ ↓↑

Ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ñ äèñêîíòèðîâàíèåì ïðèáûëè. Â ñëó÷àå âàæíîñòè
ñèþìèíóòíîé ïðèáûëè íàäî, ðàçóìååòñÿ, óìåíüøèòü äî íóëÿ êîëè÷åñòâî ïðèíè-
ìàåìûõ íà ðàáîòó (ïîñêîëüêó â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè ýòî íå ïðèíîñèò ðå-
çóëüòàòîâ), è èçâëåêàòü ïðèáûëü èç ðàáîòàþùèõ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàì íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü âåçäå, ò.å. âñå áóäóùåå
ìû öåíèì îäèíàêîâî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåì çàäà÷ó

(144) f(c)− g(s) → max
s

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(145) ċ = θs− λc = 0.

Òîãäà s = λ
θ
c (s è c íå èçìåíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî èõ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè

êîíñòàíòå) è çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

(146) f(c)− g(
λ

θ
c) → max

s
;

(147) f ′(c)− λ

θ
g′(s) = 0;
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(148) θf ′(c)− λg′(s) = 0.

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è çà E. Êàê îòíîñèòåëüíî ðàñïîëàãàþòñÿ íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè òî÷êè A è E?

Ïðåæäå âñåãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèñóòñòâóåò óðàâíåíèå

(149) θs− λc = 0.

Íî ŝ(c) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 148 � ëåæèò íèæå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 143, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, sE < sA, cE < cA, à ñèòóàöèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ýêâèâàëåíòíà
ñèòóàöèè óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ. È íà ñàìîì äåëå, ðåøàÿ
çàäà÷ó 146 ìû êàê áû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèñêîíòèðîâàíèÿ íåò, ò.å. ÷òî âñå âðåìå-
íà ìû îäèíàêîâî öåíèì: è áóäóùåå, è íàñòîÿùåå.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå (êîãäà ìû îäèíàêîâî öåíèì êàê áóäó-
ùåå, òàê è íàñòîÿùåå), ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ñìåùàåòñÿ âíèç è âëåâî, ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñëó÷àåì ñ äèñêîíòèðîâàíèåì, ò.å. êàê ñêîðîñòü ïðèåìà íà ðàáîòó, òàê è êîëè-
÷åñòâî ðàáîòàþùèõ (â íåïîäâèæíîé òî÷êå) ïàäàåò.
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