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Введение 

     Во Введении к [1] указано: «Заниматься алгеброй – значит, по существу, 

вычислять, т. е. выполнять над элементами некоторого множества 

«алгебраические операции», наиболее известный пример которых доставляют 

«четыре действия» элементарной арифметики». Отмечено, что « ... уже давно 

стало привычным рассматривать алгебру как науку об алгебраических 

операциях, независимую от математических объектов, к которым эти операции 

могут применяться», а также – что « ... задание на множестве одной или 

нескольких операций определяет в этом множестве алгебраическую 

структуру».  

     Таким образом, носителем алгебраической структуры является некоторое 

множество Е элементов a, b, c, ..., x, y, z (в обозначениях [1]). Поэтому при 

изложении алгебраического материала систематически используется язык и 

символика теории множеств [2]. 

     Следует отметить, что из упомянутых «четырех действий» элементарной 

арифметики сложение и умножение обычно рассматриваются как основные, а 

вычитание и деление – как обратные к ним. В арифметике над числовым полем 

выполняются известные законы действий (здесь термин «закон» имеет иной 

смысл, чем в [1]) – сочетательные (ассоциативные), переместительные 

(коммутативные), распределительный (дистрибутивный), законы нуля и 

единицы (нейтральных и поглощающего элементов), противоположного и 

обратного (симметричных) элементов, следствиями которых являются законы 

взаимного уничтожения и сокращения. Таким образом, числовое поле является 

весьма «богатой» алгебраической структурой.  



     В общем случае произвольной алгебраической структуры выполнение 

операции над элементами а и b ∈ Е и получение результирующего элемента с ∈ 

Е может рассматриваться как прямая задача алгебры в алгебраической 

структуре, заданной в Е. Исследование и решение этой задачи выполняется 

непосредственно в соответствии с определением этой структуры: в силу самого 

этого определения  решение существует и единственно.          

     Обратная задача алгебры заключается в отыскании, по заданным элементам 

а и b ∈ E, такого, или таких, элементов х ∈ Е, чтобы применение операции к 

элементам а и х  давало элемент b. В этой задаче а и b являются параметрами, а 

х – неизвестным. Исследование этой задачи заключается в получении условий 

на ее параметры, необходимых, достаточных или необходимых и достаточных 

(критериев) для ее разрешимости. Решение этой задачи (как процесс) 

заключается в построении алгоритма, позволяющего получить некоторое – 

частное – решение х (как элемент) или их полное множество – общее решение. 

     Исследование и решение обратной задачи алгебры в некоторой 

алгебраической структуре может потребовать предъявления определенных 

требований как к самой структуре, то есть выполнения в ней некоторых 

законов действий (глобальные свойства), так и к параметрам задачи – 

индивидуальных для этих параметров (их локальные свойства) либо 

связывающих параметры с другими  (совместные свойства) или с любыми 

(частично глобальные свойства) элементами структуры.  

     Цель данной работы – выполнить исследование и решение простейшей 

обратной задачи алгебры в достаточно «бедной», по сравнению с числовым 

полем, алгебраической структуре,  предъявляя по возможности минимальные 

требования к самой структуре и к параметрам задачи, уточняя и развивая 

подход, предложенный в [3].  

«Линейные» алгебраические уравнения: 

исследование и частное решение  

     Сформулированная выше обратная задача алгебры записывается в виде 

простейших алгебраических уравнений. Для записи уравнения в множестве Е 



между его элементами должно быть задано бинарное отношение равенства = , 

то есть следует находиться в рамках эгалитарной теории, каковой является 

теория множеств ([2]; см. также [4]).  Над элементами множества Е должна 

быть задана бинарная алгебраическая операция С, знак которой в дальнейшем 

часто опускается, так что прямая задача алгебры заключается в отыскании, по 

элементам а и b ∈ Е, элемента с=аСb или c=ab ∈ Е.  Таким образом, должна 

быть задана простейшая алгебраическая структура – группоид Γ=<E,C> (см., 

например, [5]). Выполнение каких-либо законов действий с операцией С в 

группоиде не предполагается.  

     Простейшие алгебраические уравнения в группоиде Γ записываются в виде  

ax=b,    xa=b,  a, b, x ∈ Γ,                     (1) 

где а, b  - параметры уравнений, х – неизвестное. Вид этих уравнений позволяет 

отнести их к «линейным неоднородным», считая а коэффициентом, b – правой 

частью; употребление кавычек связано с тем, что природа элементов множества 

Е и операции С не оговорена, может быть весьма разнообразной, что более 

подробно обсуждено в [6] (см. также [3]).   

     В специальном классе группоидов – квазигруппах – исследование этих 

уравнений выполняется непосредственно в соответствии с определением, в 

силу которого квазигруппа является группоидом, в котором для любых а, b ∈ Е 

уравнения (1) всегда разрешимы, причем однозначно [5].  

     В произвольном группоиде, не предполагая выполнения каких-либо законов 

действий с операцией (глобальных свойств), исследование первого уравнения 

(1) можно выполнить, например, предъявляя к коэффициенту а требование в 

виде следующего его частично глобального свойства:  

     пусть для данного а ∈ Γ существует такой g ∈ Γ, что для любого х ∈ Γ 

выполняется соотношение  а(g(ах))=ах. 

Элемент g трактуется как сопровождающий для а относительно используемой 

операции. Так как теория множеств является кванторной теорией [2], то с 

применением кванторов ∇ - «для данного», ∀ - «для любого», ∃ - «существует» 

требование  может быть записано в виде 



(∇a)(∃g)(∀x){а(g(ах))=ах},  

a, g, x ∈ Γ.                                             (2) 

     Исследование уравнения ах=b можно начать с предположения о его 

разрешимости: пусть оно разрешимо и х0 – некоторое его решение, так что  

ах0=b.                                                     (3) 

Применение требования (2) с х=х0 дает а(g(ах0))=ах0,  что с учетом (3) приводит 

к необходимому условию разрешимости, накладываемому на параметры а, b и 

формулируемому с использованием сопровождающего элемента  g: 

a(gb)=b.                                                 (4)  

Это условие и достаточно:  если оно выполнено, то уравнение разрешимо, так 

как из (4) следует, что некоторым – частным – его решением является  

x*=gb.                                                    (5)   

     Таким образом, получены критерий (4) разрешимости первого уравнения (1) 

и его частное решение (5). Существенную роль при этом играет элемент g, 

сопровождающий коэффициент а и характеризующий его.  

     Смысл элемента g оказывается хорошо известным в группоидах, действия с 

операцией в которых подчинены тем или иным законам.  

     Пусть группоид Γ является полугруппой Σ, то есть выполняется 

сочетательный (ассоциативный) закон  

(∀a, b, c ∈ Σ) {(ab)c=a(bc)} 

(глобальное свойство), так что скобки можно опустить. Элемент а ∈ Σ является 

регулярным [7], если существует элемент а- ∈ Σ такой, что выполняется 

соотношение (совместное свойство)  aа-a=a. Для регулярного элемента и 

любого х ∈ Σ выполняется частично глобальное свойство aа-ax=ax, то есть (2) с 

g=a-. Поэтому в полугруппе исследование и частное решение первого 

уравнения (1) может быть выполнено, если к коэффициенту а предъявить 

требование регулярности [8]. Примеры регулярных элементов: если а – 

идемпотент, аа=а (локальное свойство), то и ааа=а, так что а регулярен, 

причем можно положить g=a; если полугруппа Σ является моноидом Μ, то есть 



имеет нейтральный элемент е, (∀а ∈ Μ) {ае=еа=а} (частично глобальное 

свойство элемента е), то элемент а ∈ Μ является обратимым, если существует 

элемент а-1 ∈ Μ такой, что выполняется совместное свойство аа-1=а-1=е, откуда 

аа-1а=а, так что а регулярен, причем g=a-1.  

     Частично глобальное требование (2) может быть следствием локальных или 

совместных свойств коэффициента а и при более слабых, чем ассоциативный, 

законах в группоиде Γ, причем само требование (2) и критерий (4) могут 

модифицироваться, в частности, упрощаться. Так, если  а идемпотент и 

выполняется закон левой альтернативности [5,7]   

(∀a, b ∈ Γ) {(aa)b=a(ab)}, 

то (4) и (5) принимают вид  ab=b,  x*=b. Если а регулярен 1 рода, (ag)a=a 

(таковы, например, идемпотенты), и выполняется закон левой муфанговости 

[5,7] 

(∀a, b, c ∈ Γ) {((ab)a)c=a(b(ac)} 

либо а является левым муфанговым элементом [5] 

(∀b, c ∈ Γ) { ((ab)a)c=a(b(ac) }, 

или если а регулярен 2 рода, а(ga)=а (таковы, например, идемпотенты), и 

выполняется закон левой боловости [5,7] 

(∀a, b, c ∈ Γ) {(a(ba))c=a(b(ac)} 

либо а является левым боловым элементом 

(∀b, c ∈ Γ) {(a(ba))c=a(b(ac)}, 

то выполняется требование (2), приводящее к (4), (5). 

Если в группоиде выполняется закон эластичности [5,7] 

(∀a, b ∈ Γ) {(ab)a=a(ba)}, 

то понятия регулярных элементов 1 и 2 рода совпадают и такие элементы 

регулярны. Если в группоиде выполняется закон моноассоциативности [5,7] 

(∀a ∈ Γ) {a(aa)=(aa)a}, 

то идемпотенты регулярны. 



     Можно привести и другие примеры подобного типа. Но остается открытым 

вопрос о получении не только частного решения (5) первого уравнения (1), но и 

его общего решения.  

«Линейные» алгебраические уравнения: 

общее решение  

     В данном разделе знак операции С не опускается по причинам, которые 

станут ясны из дальнейшего изложения. Элемент g, сопровождающий а 

относительно операции С, обозначается далее через аС.  

     Общее решение первого уравнения (1) можно получить, например, 

предполагая наличие, кроме основной операции С, еще одной, 

сопровождающей ее и коэффициент а, операции  над элементами множества 

Е, то есть наличие алгебраической структуры бигруппоида ΒΓ=<E,C,>.  

Выполнение каких-либо законов действий с операциями С и  в бигруппоиде 

не предполагается.  

     Для получения общего решения разрешимого уравнения aCx=b к 

коэффициенту а можно предъявить, например, требования в бигруппоиде ΒΓ  в 

виде следующих частично глобальных свойств:  

(∇a)(∃а)(∀x,y) {aC(y(aCx))=aCy},  

a, a, x, y ∈ ΒΓ ;                                  (6) 

(∇a)(∇a)(∃aC)(∀x)  

{(aCC(aCx))(aCx)=x},  

a, a, aC, x ∈ ΒΓ;                                (7) 

здесь  а - элемент, сопровождающий а относительно операции . Следует 

отметить, что применение аС к обеим частям (7) и использование (6) при у= 

aCC(aCx) приводит к (2), так что исследование уравнения можно выполнять с 

использованием требований (6), (7).  

     При этих предположениях общее решение уравнения находится в виде 

х=(аССb)(аСξ),                              (8) 

где ξ∈ΒΓ произвольно. Действительно: 



- (8) – решение, так как в силу (6) (при у=аССb и х=ξ ) и (4)  

аСх=аС((аССb)(аСξ))= аС(аССb)=b; 

- любое решение х0 , аСх0=b, может быть получено из (8) выбором, например, 

ξ=х0 , так как при этом из (7) следует 

х=(аСС(аСх0))(аСх0)=х0 . 

     Таким образом, исследование и решение первого уравнения (1), в 

предположениях (6), (7), выполняются полностью: могут быть получены 

критерий его разрешимости (4) и общее решение (8).   

     Смысл сопровождающих операции  и элемента а  известен в бигруппоиде, 

являющемся полукольцом, когда две ассоциативных операции с нейтральными 

элементами связаны дистрибутивным законом: если С трактовать как 

«умножение», то  оказывается «сложением», а а=а~ - регулярным 

дополнением регулярного элемента а, свойства которого aa~=0, a-a+a~=1 

обеспечивают выполнение (6), (7) (подробнее см. [8]). Так, в булевой алгебре – 

частном случае полукольца, когда каждый элемент идемпотентен, а=а’ – 

дополнение а; в кольце – частном случае полукольца, когда наряду со 

сложением определено вычитание, а=1-а-а. В числовом поле – частном случае 

кольца, когда каждый а≠0 обратим, а потому регулярен (см. выше), а 

оказывается нулем.    

     В общем случае отнесение уравнения аСх=b к «линейным неоднородным» 

(см. выше) позволяет трактовать x*=aCCb как частное решение хчн этого 

«неоднородного» уравнения; так как оно входит в общее решение хон этого 

«неоднородного» уравнения, то хоо= аСξ можно трактовать как общее решение 

«соответствующего однородного» уравнения, которое, при отсутствии «нуля» в 

бигруппоиде произвольной природы, может быть записано в виде 

аСх=аС(аС[aCC(aCξ)x]), ξ∈ΒΓ. 

Действительно, подстановка приводит к тождеству 

аС(аСξ )= 

=аС(аС[aСC(aCξ)( аСξ)])=  



=аС(аСξ) 

после применения (7) к квадратным скобкам при х=ξ. В полукольце, в 

соответствии с ранее сказанным, это – обычное соответствующее однородное 

уравнение ах=0.  

     Исследование и решение второго уравнения (1) выполняются по 

аналогичной схеме. Аналоги требований (6), (7) удобно сформулировать, 

обозначив основную операцию иначе, например, R, так что уравнение 

запишется в виде xRa=b. При соответствующем смысле остальных обозначений 

(например, в (6), (7) ΒΓ=<E,C,>, а в (9), (10) ΒΓ=<E,R,>)    аналогами (6), (7) 

будут требования: 

(∇a)(∃а)(∀x,y) {((xRa)y)Ra=yRa)},  

a, a, x, y ∈ ΒΓ ;                                  (9) 

(∇a)(∇a)(∃aR)(∀x)  

{(xRa)((xRa)RaR)=x}, 

a, a, aR, x ∈ ΒΓ.                               (10) 

Критерий разрешимости и общее решение уравнения xRa=b запишутся в виде, 

аналогичном (4), (8):  

(bRaR)Ra=b,  x=(ηRa)(bRaR),   

где η∈ΒΓ произвольно. Указанные выше трактовки и частные случаи имеют 

место и здесь с соответствующими модификациями.  

     Следует отметить, что в случае совпадения основных операций C и R 

сопровождающие операции и элементы могут различаться; так, в полукольце, 

если С и R – «умножение», то  и  - «сложение», но а~= а≠а=а^, свойства 

которого a^a=0, a^ + aa- =1 обеспечивают выполнение (9), (10) (подробнее см. 

[8]). 

Некоторые другие 

алгебраические структуры и уравнения 

     Выше бигруппоиды ΒΓ=<E,C,> или ΒΓ=<E,R,> возникли в результате 

введения в группоидах ) Γ=<E,C> или Γ=<E,R> сопровождающих операций  



или . В бигруппоиде ΒΓ=<E,C,R> естественно рассмотреть уравнения вида 

(aCx)Rb=c, aC(xRb)=c, в частности, (aCx)Сb=c, aC(xСb)=c (последние 

рассмотрены в [8] в полукольце, где они совпадают). Для исследования и 

общего решения таких уравнений приходится «выходить» в тетрагруппоид 

ΤΓ=<E,C,R,,> с четырьмя операциями и, например, сочетать предложенный 

подход применительно к уравнениям uRb=c и aCx=u или aCv=c и xRb=v, что 

требует отдельного изложения.  

     Следует отметить, что в полукольце, если для «умножения» × 

сопровождающим служит «сложение», a⊗b=a+b (см. выше), то для 

«сложения» + на роль сопровождающей может претендовать, при наличии 

отношения порядка, операция a⊕b= max{a,b} выбора большего из двух 

элементов, связанная со сложением распределительным (дистрибутивным) 

законом (подробнее см. [6], где приведен пример полуполя Rmax именно с 

такими операциями).  

Заключение 

     Исторически развитие понятия о числе интуитивно шло по пути 

«обогащения» алгебраических структур, что в современной терминологии 

можно описать так: полукольцо N натуральных чисел – кольцо Z целых 

чисел/полуполе Q+ положительных рациональных чисел (дробей) – поля Q, R, 

Z рациональных, действительных, комплексных чисел. Затем появились и 

другие поля (например, конечные). Дальнейший процесс приводил к 

«обеднению» алгебраических структур (некоммутативное тело H 

кватернионов, неассоциативная  алгебра O октонионов, различные кольца, 

полукольца, например, упоминавшееся Rmax, и многие другие). Современное 

состояние «развития понятия о числе» отражено в цикле статей, который 

завершается работой [9] (в ней содержатся дальнейшие ссылки). 

     В заключение, в качестве характерного примера, подтверждающего 

тенденцию «обеднения» алгебраических структур, стоит привести название 

работы [10], в которой было введено понятие полукольца: «Заметка о простом 



типе алгебры, в которой закон сокращения для сложения (то есть закон 

взаимного уничтожения) не выполняется». 
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