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Описана модификация графовой динамической модели «ресурсная сеть» – «ре-
сурсная сеть с жадными вершинами». В этой модели вершины графа на каж-
дом такте дискретного времени обмениваются ресурсом по ребрам, обладаю-
щим ограниченной пропускной способностью, причем сначала передают име-
ющийся ресурс себе в петлю, а оставшийся ресурс распределяют в смежные
вершины по правилам «стандартной» ресурсной сети. Это два правила с по-
роговым переключением: если ресурс вершины превышает суммарную пропуск-
ную способность всех ее исходящих ребер, она отдает по полной пропускной
способности в каждое ребро, в противном случае отдает весь ресурс, деля
его пропорционально пропускным способностям исходящих ребер. Исследует-
ся процесс функционирования полной однородной ресурсной сети с «жадными»
вершинами при разной величине суммарного ресурса и различных начальных со-
стояниях. Описаны возможные состояния сети; выявлено нехарактерное для
стандартной модели состояние – остановка сети. Найдены два пороговых
значения суммарного ресурса, разделяющих зоны различного поведения сети:
первое разделяет зоны «недостаточного» и «достаточного» ресурса, второе –
зоны «достаточного малого» и «достаточного большого» ресурса. В каждой
зоне описано функционирование сети и исследованы предельные состояния и
потоки. Для всех характерных ситуаций приведены примеры, демонстрирую-
щие согласованность аналитических результатов с численными эксперимен-
тами.
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1. Введение

Ресурсная сеть – графовая динамическая потоковая модель,
в которой в дискретном времени происходит перераспределение
ресурса между вершинами. Впервые модель была предложена
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в [11] и получила дальнейшее развитие в ряде работ, результаты
которых аккумулированы в [9, 10]. Ресурсная сеть представляет
собой ориентированный взвешенный граф. Веса ребер обознача-
ют их пропускные способности. Вершины распределяют ресурс
по двум правилам с пороговым переключением, которое происхо-
дит в зависимости от количества ресурса, находящегося в данный
момент в вершине. Если это количество превосходит суммарный
вес исходящих из вершины ребер, то в каждую смежную верши-
ну передается ресурс, равный пропускной способности соответ-
ствующего ребра. Иначе вершина отдает весь свой ресурс смеж-
ным вершинам пропорционально пропускным способностям со-
единяющих с ней ребер. На каждом такте дискретного времени 𝑡
вершины, имеющие ресурс, отдают его одновременно.

Для описанной модели получены результаты, позволяющие
для каждой топологии сети и пропускных способностей ее ребер,
для любого суммарного ресурса и его начального распределения
по вершинам определить предельный поток и предельное состо-
яние вершин сети. Также определена формула, позволяющая для
произвольной сети вычислить пороговое значение ресурса 𝑇 , при
переходе через которое сеть изменяет свое поведение (см. [9]).

При суммарном ресурсе 𝑊 , не превосходящем 𝑇 , т.е. при
малом ресурсе, все вершины сети функционируют по одному пра-
вилу и отдают весь ресурс на каждом такте. Динамика сети в этом
случае описывается моделью рассеяния на графах [16, 21]. Мо-
дели рассеяния хорошо изучены – для графов с постоянной топо-
логией они описываются однородными цепями Маркова. Аппа-
рат однородных цепей Маркова применяется при моделировании
процессов во многих предметных областях, в частности при ре-
шении задач о нахождении консенсуса в многоагентных системах
[4, 5], социальных сетях [7] и многих других.

При суммарном ресурсе выше порогового значения, т.е. при
большом ресурсе, процесс функционирования сети описывается
неоднородной цепью Маркова. Некоторые вершины сети в этом
случае накапливают излишки ресурса (такие вершины были на-
званы аттракторами [9]). Вершины, имеющие большой ресурс,
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ведут себя как «стреляющие вершины» в пороговой модели «иг-
ра выстреливания фишек» (chip-firing game) [15, 19, 22]. Эта игра
на графе стала широко известна благодаря тому, что нашла при-
менение в описании схода лавин разной природы – она легла
в основу математической модели «абелева куча песка» [20, 24],
которая, в свою очередь, применяется в моделировании сложных
природных и социальных процессов, названных «самоорганизо-
ванной критичностью» [13, 14, 17, 18, 23].

За время с момента появления модели «ресурсная сеть»
в 2009 году, был создан и исследован ряд ее модификаций.
В монографии [10] введена модель с ограничениями на ёмкость
вершин-аттракторов. С помощью этого ограничения некоторые
не-аттрактивные вершины сети получили возможность также на-
копить некоторые излишки ресурса. Для таких сетей было введе-
но понятие «вторичной аттрактивности».

В работах [1, 2] были рассмотрены ресурсные сети на графах
с нестандартной достижимостью [8]. В [1] введены и описаны ре-
сурсные сети с вентильной достижимостью, в [2] – с магнитной
достижимостью. В статье [3] предложены двухресурсные сети и,
как и в самой первой работе по ресурсным сетям [11], рассмотрен
частный случай: полные однородные сети. Динамические ресурс-
ные сети (сети, веса дуг которых могут принимать более одного
значения) предложены и описаны в [12].

Еще один научный коллектив исследовал применение ре-
сурсных сетей с нестандартной достижимостью при построении
моделей телекоммуникационных систем [6].

Настоящая статья посвящена новой модификации ресурсных
сетей – ресурсной сети с «жадными» вершинами. Отличие этой
модели заключается в том, что каждая вершина передает ресурс
сначала в свою петлю (если она есть) и только затем остатки
распределяет в другие вершины. Как и в других случаях, мы на-
чинаем исследование с частного случая: полной однородной сети
с петлями.
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2. Ресурсные сети – основные понятия

Формальное описание ресурсной сети с «жадными» верши-
нами наследует все понятия обычной ресурсной сети. Дадим
основные определения и опишем функционирование «стандарт-
ной» сети.

Ресурсной сетью называется связный ориентированный граф
𝐺=(𝑉,𝐸) с вершинами 𝑣𝑖∈𝑉 и ребрами 𝑒𝑖𝑗=(𝑣𝑖,𝑣𝑗)∈𝐸; |𝑉 |=𝑛.
Ребра графа имеют неотрицательные веса 𝑟𝑖𝑗 , обозначающие их
пропускные способности; 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗)𝑛×𝑛 – матрица пропускных
способностей. Вершинам графа приписываются неотрицатель-
ные числа 𝑞𝑖(𝑡), изменяющиеся в дискретном времени 𝑡 и назы-
ваемые ресурсами. Вершины могут хранить неограниченное ко-
личество ресурса.

Состоянием 𝑄(𝑡) сети в момент времени 𝑡 называется вектор
𝑄(𝑡) = (𝑞1(𝑡), ..., 𝑞𝑛(𝑡)), содержащий значения ресурсов в вер-
шинах в момент 𝑡.

Состояние 𝑄* = (𝑞*1, ..., 𝑞
*
𝑛) называется предельным, если для

любого 𝜀>0 существует 𝑡𝜀 такое, что для всех 𝑡>𝑡𝜀 |𝑞*𝑖−𝑞𝑖(𝑡)|<𝜀,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Обозначив суммарный ресурс всех вершин через 𝑊 , можно

записать закон сохранения, выполняющийся в сети: ∀ 𝑡
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)=𝑊 .

𝑟𝑖𝑛𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝑟𝑗𝑖 и 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗 – входная и выходная пропуск-

ные способности вершины соответственно. Пропускная способ-
ность петли, если она существует, входит в обе суммы. Суммар-

ная пропускная способность сети: 𝑟𝑠𝑢𝑚 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗 .

В каждый момент 𝑡 вершины 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, передают ре-
сурс по выходящим ребрам. Стандартная модель ресурсной се-
ти характеризуется следующими правилами:

В момент 𝑡 вершина 𝑣𝑖 отдает в ребро 𝑒𝑖𝑗 , соединяющее ее
с вершиной 𝑣𝑗 :
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∙ 𝑟𝑖𝑗 единиц ресурса, если 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 (правило 1);

∙ 𝑟𝑖𝑗
𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖

𝑞𝑖(𝑡) единиц ресурса, если 𝑞𝑖(𝑡) 6 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 (правило 2).

Смысл этих правил заключается в следующем. Правило 1
работает тогда, когда вершина содержит ресурса больше, чем мо-
жет отдать, т.е. по каждому ребру отдается ресурс, равный про-

пускной способности этого ребра, а всего отдается 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝑟𝑖𝑗

ресурса. По правилу 2 вершина отдает весь свой ресурс, причем
он распределяется пропорционально пропускным способностям
ребер. Если ресурс в вершине равен выходной пропускной спо-
собности вершины: 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 , то применение правил 1 и 2 даст
одинаковые результаты.

Множество вершин, для которых 𝑞𝑖(𝑡) 6 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 , называется
зоной 𝑍−(𝑡); множество вершин, для которых 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 , назы-
вается зоной 𝑍+(𝑡).

Распределение ресурса происходит параллельно: на каждом
такте все вершины, имеющие ресурс, отдают его во все исходя-
щие ребра по правилу 1 или 2, в зависимости от его количества;
вершины, смежные с ними, получают этот ресурс по входящим
ребрам на следующем такте.

Важной характеристикой ресурсной сети является пороговое
значение ресурса 𝑇 : при 𝑊 6 𝑇 все вершины, начиная с некото-
рого 𝑡′, переходят в зону 𝑍−(𝑡) (функционируют по правилу 2);
при 𝑊 > 𝑇 зона 𝑍+(𝑡) непуста и не изменяется, начиная с неко-
торого 𝑡′′ (существуют вершины, функционирующие по прави-
лу 1). В [9] доказано, что в любой сети, кроме поглощающей,
пороговое значение существует и единственно, а также предло-
жены формулы, позволяющие найти значение 𝑇 для всех классов
сетей, в которых оно существует.

Поток ресурса
Ресурс, выходящий из вершины 𝑣𝑖 по ребру 𝑒𝑖𝑗 в момент 𝑡,

приходит в вершину 𝑣𝑗 в момент 𝑡 + 1. Между моментами 𝑡
и 𝑡 + 1 ресурс находится в ребре 𝑒𝑖𝑗 . Этот ресурс называет-
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ся потоком 𝑓𝑖𝑗(𝑡). Общий поток 𝐹 (𝑡) описывается матрицей
𝐹 (𝑡) = (𝑓𝑖𝑗(𝑡))𝑛×𝑛.

Величина 𝑓𝑜𝑢𝑡
𝑖 (𝑡) =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑓𝑖𝑗(𝑡) – ресурс, выходящий из вер-

шины 𝑣𝑖 в момент 𝑡.

Величина 𝑓 𝑖𝑛
𝑗 (𝑡 + 1) =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝑗(𝑡) – ресурс, входящий в вер-

шину 𝑣𝑗 в момент 𝑡+ 1. Полагаем, что 𝑓 𝑖𝑛
𝑗 (0) = 0.

3. Модель сети с «жадными» вершинами

3.1. ОПИСАНИЕ И ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Рассмотрим ресурсную сеть с наличием хотя бы одной пет-

ли. Ее функционирование определяется следующим образом:
Вершина 𝑣𝑖, имеющая петлю, на такте 𝑡 отдает в петлю:

∙ 𝑟𝑖𝑖 ресурса, если 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑖𝑖,

∙ весь свой ресурс 𝑞𝑖(𝑡), если 𝑞𝑖(𝑡) 6 𝑟𝑖𝑖.

При этом в первом случае оставшийся ресурс Δ𝑞𝑖(𝑡)=𝑞𝑖(𝑡)−𝑟𝑖𝑖
распределяется между другими вершинами по правилам стан-
дартной ресурсной сети.

Интерпретировать такую модель можно как ресурсную сеть,
у которой есть «запасливые» (или «жадные») вершины, т.е. вер-
шины, передающие имеющийся ресурс в первую очередь самим
себе.

Определение 1. Будем говорить, что сеть остановилась на
такте 𝑡, если ∀𝑖 = 1, 𝑛 𝑞𝑖(𝑡) 6 𝑟𝑖𝑖.

Это определение говорит о том, что если количество ресур-
са во всех вершинах не превосходит пропускных способностей
петель, то ресурс не перераспределяется между вершинами. За-
метим, что остановка сети является частным случаем ее стаби-
лизации.
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Определение 2. Назовем вершину 𝑣𝑖 насыщенной в момент
времени 𝑡, если 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑖𝑖, перенасыщенной, если 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑖𝑖,
и ненасыщенной, если 𝑞𝑖(𝑡) < 𝑟𝑖𝑖.

Утверждение 1. Вершина, насыщенная в момент време-
ни 𝑡, в момент времени 𝑡+ 1 также останется насыщенной.

Доказательство. Вершина 𝑣𝑖 такова, что 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟𝑖𝑖. На так-
те 𝑡 + 1 ресурс равный 𝑟𝑖𝑖 пойдет в петлю, а оставшийся ресурс
(𝑞𝑖(𝑡)−𝑟𝑖𝑖) распределится между остальными вершинами по пра-
вилам стандартной ресурсной сети. Таким образом, на такте 𝑡+1
имеем 𝑞𝑖(𝑡+ 1) > 𝑟𝑖𝑖.

Для перенасыщенной вершины введем понятие свободного
ресурса.

Определение 3. Свободный ресурс перенасыщенной верши-
ны 𝑣𝑖 – это ресурс, не задействованный петлей: Δ𝑞𝑖(𝑡)=𝑞𝑖(𝑡)−𝑟𝑖𝑖.

Пусть 𝐴 – множество индексов насыщенных вершин:

(1) 𝐴 =
{︁
𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛} | 𝑞𝑘(𝑡) > 𝑟𝑖𝑖

}︁
.

Суммарный свободный ресурс в сети на такте 𝑡 обозначим
Δ𝑄(𝑡), Δ𝑄(𝑡) =

∑︀
𝑖∈𝐴

Δ𝑞𝑖(𝑡).

3.2. СВОЙСТВА ПОЛНЫХ ОДНОРОДНЫХ СЕТЕЙ
С «ЖАДНЫМИ ВЕРШИНАМИ»
В настоящем исследовании ограничимся исследованием пол-

ных однородных ресурсных сетей.
Ресурсная сеть называется полной, если 𝑟𝑖𝑗 ̸= 0 ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Однородность сети означает, что 𝑟𝑖𝑗 = 𝑟 ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
Утверждение 2. В полной однородной сети с «жадными»

вершинами суммарное количество ресурса, полученное вершина-
ми 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 от остальных вершин 𝑣𝑘, 𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛}∖{𝑖, 𝑗}, одина-
ково на каждом такте 𝑡.

Доказательство. Мы рассматриваем полную однородную
сеть, а значит, и вершина 𝑣𝑖, и вершина 𝑣𝑗 обязательно имеют
ребра, соединяющие их с каждой из оставшихся вершин 𝑣𝑘, 𝑘 ∈
{1, ..., 𝑛}∖{𝑖, 𝑗}.

11
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Суммарный ресурс, получаемый вершиной 𝑣𝑖 от вершин 𝑣𝑘,
𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛}∖{𝑖, 𝑗}, на такте 𝑡 равен

𝑓
{1..𝑛}∖{𝑖,𝑗}
𝑖 =

∑︁
𝑘∈𝐴∖{𝑖,𝑗}

Δ𝑞𝑘(𝑡)

𝑛− 1
,

где 𝐴 – множество насыщенных вершин (формула (1)).
Аналогично для вершины 𝑣𝑗 :

𝑓
{1..𝑛}∖{𝑖,𝑗}
𝑗 =

∑︁
𝑘∈𝐴∖{𝑖,𝑗}

Δ𝑞𝑘(𝑡)

𝑛− 1
.

Таким образом, 𝑓{1..𝑛}∖{𝑖,𝑗}
𝑖 = 𝑓

{1..𝑛}∖{𝑖,𝑗}
𝑗 .

3.3. ПОРОГОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ РЕСУРСА
В стандартной ресурсной сети существует одно пороговое

значение 𝑇 , разделяющее ресурс на малый, когда все вершины на
каждом такте отдают весь свой ресурс, и большой, когда излишки
ресурса накапливаются в одной или нескольких вершинах (см.
раздел 2).

Поведение сети с «жадными» вершинами сложнее. Опреде-
ление 1 говорит о том, что существуют ситуации, в которых вер-
шины перестают обмениваться ресурсом (сеть останавливается).
В стандартных эргодических сетях такая ситуация невозможна.

В ресурсных сетях с «жадными» вершинами существуют два
пороговых значения суммарного ресурса 𝑇1 и 𝑇2, которые раз-
деляют зоны различного поведения сети. Если 𝑊 6 𝑇1 сеть
останавливается – за конечное число тактов, или асимптотиче-
ски, в зависимости от начального состояния.

Определение 4. Суммарное значение ресурса, при котором
функционирование сети останавливается, будем называть недо-
статочным.

Максимальное значение ресурса, при котором вершины мо-
гут не обмениваться ресурсом, равно 𝑟𝑛. Если в начальном состо-
янии этот ресурс распределить равномерно по 𝑛 вершинам, сеть

12
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«остановится» на нулевом такте. Будем полагать, что для некото-
рых начальных состояний 𝑇1 = 𝑟𝑛. В следующем разделе будет
доказано, что это значение единственно для любого начального
состояния сети.

Если 𝑊 > 𝑟𝑛, на каждом такте будет существовать хотя бы
одна вершина с ресурсом, превосходящим пропускную способ-
ность петли 𝑟. Это означает, что такая сеть никогда не остано-
вится.

Определение 5. Суммарное значение ресурса, при котором
функционирование сети не останавливается, будем называть
достаточным.

Достаточный ресурс, по аналогии со стандартной сетью, де-
лится порогом 𝑇2 на малый (𝑇1 < 𝑊 6 𝑇2) и большой ресурс
(𝑊 > 𝑇2). Будет показано, что величина 𝑇2 совпадает с порого-
вым значением 𝑇 = 𝑟𝑛2 стандартной полной однородной сети.

Рис. 1. Схема пороговых значений суммарного ресурса в сети
с «жадными» вершинами

3.4. НЕДОСТАТОЧНЫЙ РЕСУРС
Рассмотрим функционирование сети при 𝑊 6 𝑟𝑛. В этом

случае общее количество ресурса не превосходит сумму пропуск-
ных способностей петель.

Нетрудно убедиться, что в этом случае предельное состоя-
ние зависит от начального распределения ресурса. Например, ес-
ли ресурс настолько мал, что в каждой вершине не превосходит 𝑟,
то предельное состояние совпадает с начальным. Сформулируем

13
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ряд утверждений о возможных поведениях сети при недостаточ-
ном ресурсе.

Пусть 𝑄(0) – вектор начального состояния сети с 𝑛 верши-
нами. Упорядочим вектор 𝑄(0) по убыванию его координат и
в соответствии с этим перенумеруем вершины. Тогда вершина
𝑣1 хранит наибольшее количество ресурса, а вершина 𝑣𝑛 – наи-
меньшее.

Утверждение 3. (Тривиальный случай.) Если 𝑞1(0) 6 𝑟, то
сеть остановится на такте 𝑡 = 0. Начальное состояние в дан-
ном случае будет предельным.

Доказательство. 𝑞1(0) 6 𝑟 ⇒ ∀𝑖 = 2, 𝑛 𝑞𝑖(0) 6 𝑞1(0) 6 𝑟,
а, значит, по определению, сеть остановилась на такте 𝑡 = 0.

Утверждение 4. (Достаточное условие бесконечного функ-
ционирования сети.) Пусть 𝑊 6 𝑟𝑛. Если 𝑞1(0) > 𝑟 и 𝑞2(0) > 𝑟,
то сеть будет функционировать бесконечно, останавливаясь
в пределе.

Доказательство утверждения приведено в приложении.
Замечание 1. Для каждой насыщенной вершины сходи-

мость к предельному состоянию, в котором она остановится, име-
ет характер затухающих колебаний.

Рассмотрим частный случай, когда ресурс сосредоточен
только в двух первых вершинах. Для этого случая можно най-
ти вектор предельного состояния в явном виде.

Утверждение 5. Пусть в полной однородной сети с «жад-
ными» вершинами 𝑊 6𝑟𝑛; 𝑞1(0)>𝑟 и 𝑞2(0)>𝑟, 𝑞𝑖(0)=0, 𝑖 = 3, 𝑛.
Тогда ее предельное состояние задается вектором

(2) 𝑄* =
(︁
𝑟, 𝑟,

𝑊 − 2𝑟

𝑛− 2
, ...,

𝑊 − 2𝑟

𝑛− 2

)︁
.

Доказательство. По утверждению 2, суммарный ресурс, по-
лученный вершинами 𝑣1 и 𝑣2 от остальных вершин 𝑣𝑖, 𝑖 = 3, 𝑛,
одинаков. Обозначим его через 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0).

По условию 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0) = 0.
Докажем, что ∀𝑡 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡) = 0.
В самом деле, если 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0) = 0, это означает, что все вер-

шины 𝑣𝑖, 𝑖 = 3, 𝑛, получили ресурс, больший 𝑟, – это напрямую
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следует из утверждения 2. Вершины 𝑣𝑖, 𝑖 = 3, 𝑛, получают по-
парно одинаковый ресурс, а значит, их входной поток одинаков,
в силу полноты сети и их симметричности относительно вершин
𝑣1 и 𝑣2. Но если для некоторого значения 𝑡 𝑞𝑖(𝑡) > 𝑟, 𝑖 = 3, 𝑛, то
неравенство 𝑊 6 𝑟𝑛 не может быть выполненным: в силу утвер-
ждения 1 вершины 𝑣1 и 𝑣2 также останутся насыщенными, и сум-
марный ресурс превысит 𝑟𝑛. Таким образом, ∀𝑡 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡) = 0. То-
гда динамика ресурса в первых двух вершинах будет следующей:

𝑞1(1) = 𝑟 +
𝑞2(0)− 𝑟

𝑛− 1
, 𝑞2(1) = 𝑟 +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
,

𝑞1(2) = 𝑟 +
𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)2
, 𝑞2(2) = 𝑟 +

𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)2
,

...

𝑞1(𝑡) = 𝑟 +
𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
, 𝑞2(𝑡) = 𝑟 +

𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
,

если 𝑡 – четное, и

𝑞1(𝑡) = 𝑟 +
𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
, 𝑞2(𝑡) = 𝑟 +

𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
,

если 𝑡 – нечетное.
Пределом последовательности состояний вершин 𝑣1 и 𝑣2 при

𝑡 → ∞ будет 𝑟. По закону сохранения общего ресурса 𝑊 в сети
на остальные вершины в пределе останется (𝑊 − 2𝑟) ресурса,
т.е. на каждую вершину 𝑣𝑖, 𝑖 = 3, 𝑛, придется 𝑊−2𝑟

𝑛−2 ресурса:

𝑊 < 𝑟𝑛 → 𝑊 − 2𝑟

𝑛− 2
< 𝑟.

Таким образом, предельное состояние описывается вектором (2).
Пример 1. В данном примере и в последующих будем рас-

сматривать функционирование однородной ресурсной сети с пя-
тью вершинами и единичными пропускными способностями:
𝑟 = 1.
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Рис. 2. Однородная ресурсная сеть с пятью вершинами, 𝑟 = 1

Начальное состояние задано вектором: 𝑄(0) = (1,7; 1; 0,9;
0,6; 0,4). Суммарный ресурс 𝑊 = 4, 6<𝑟𝑛=5, что удовлетворяет
условию «недостаточности» ресурса. При этом 𝑞1(0) = 1, 7 > 𝑟
и 𝑞2(0) = 1 = 𝑟, а, значит, согласно утверждению 4, сеть будет
функционировать бесконечно, останавливаясь в пределе.

Ресурс насыщенных вершин 𝑣1, 𝑣2 сходится к предельно-
му состоянию в виде затухающих колебаний (рис. 3, таблица 1).
Вершина 𝑣3 также становится насыщенной на втором такте, по-
этому и сходимость ее ресурса к предельному состоянию также
имеет характер затухающих колебаний. Вершинам 𝑣4, 𝑣5 для на-
сыщения не хватает начального ресурса; в этих вершинах ресурс
увеличивается монотонно и в пределе не превосходит пропуск-
ной способности петли.∙

Рассмотрим функционирование сети в нетривиальном слу-
чае (𝑞1(0) > 𝑟) с произвольным начальным состоянием.

Утверждение 6. Пусть 𝑊 6 𝑟𝑛; 𝑞1(0) > 𝑟. Тогда если

𝑞2(0) 6
𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 , то сеть остановится на первом такте c со-
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Рис. 3. Динамика ресурса в сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (1,7; 1; 0,9; 0,6; 0,4)

Таблица 1. Протокол работы сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (1,7; 1; 0,9; 0,6; 0,4)

𝑡𝑖 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5
0 1,7000 1,0000 0,9000 0,6000 0,4000
1 1,0000 1,1750 1,0750 0,7750 0,5750
2 1,0625 1,0188 1,0437 0,8375 0,6375
3 1,0156 1,0266 1,0203 0,8687 0,6687
... ... ... ... ... ...
10 1,0002 1,0002 1,0002 0,8998 0,6998
11 1,0001 1,0001 1,0001 0,8999 0,6999
12 1,0000 1,0000 1,0000 0,8999 0,6999
13 1,0000 1,0000 1,0000 0,9000 0,7000
14 1,0000 1,0000 1,0000 0,9000 0,7000
... ... ... ... ... ...
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стоянием 𝑄* =
(︁
𝑟, 𝑞2(0) +

𝑞1(0)−𝑟
𝑛−1 , ..., 𝑞𝑛(0) +

𝑞1(0)−𝑟
𝑛−1

)︁
. Иначе

сеть будет функционировать бесконечно, останавливаясь в пре-
деле.

Доказательство. На первом такте вершина 𝑣1 отдает в соб-
ственную петлю полную ее пропускную способность 𝑟, в осталь-
ные вершины она отдает 𝑞1(0)−𝑟

𝑛−1 ресурса.
Пусть для вершины 𝑣2 выполняется условие 𝑞2(0) < 𝑟, так

как в противном случае, согласно утверждению 4, сеть функ-
ционирует бесконечно и останавливается в пределе. В таком
случае вершина 𝑣2 на первом такте имеет состояние 𝑞2(1) =

= 𝑞2(0) +
𝑞1(0)−𝑟
𝑛−1 .

Теперь если 𝑞2(1) 6 𝑟, т.е. 𝑞2(0) 6
𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 , то, по определе-
нию, сеть остановится на такте 𝑡 = 1, так как во всех вершинах
ресурса не больше, чем пропускная способность петли. Заметим,
что 𝑞2(0) 6

𝑟𝑛−𝑞1(0)
𝑛−1 < 𝑟𝑛−𝑟

𝑛−1 = 𝑟, т.е. условие 𝑞2(0) < 𝑟 заведомо
выполнено.

Если же 𝑞2(0) >
𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 (а это то же самое, что 𝑞2(1) > 𝑟),
то, получив на первом такте 𝑞1(1) = 𝑟 и перенумеровав вершины
в порядке убывания ресурса (теперь 𝑞1(1) > 𝑟 и 𝑞2(1) = 𝑟), имеем
ситуацию, удовлетворяющую достаточному условию бесконечно-
го функционирования сети и ее остановки в пределе (утвержде-
ние 4).

Таким образом, если 𝑞2(0) 6
𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 , то сеть остановится
на первом такте с состоянием

𝑄* =
(︁
𝑟, 𝑞2(0) +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
, ..., 𝑞𝑛(0) +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1

)︁
.

Если 𝑞2(0) >
𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 , то сеть будет функционировать бесконеч-
но, останавливаясь в пределе.

Приведем в пример, иллюстрирующий утверждение 6.
Пример 2. Рассмотрим полную однородную сеть с пятью

«жадными» вершинами, 𝑟 = 1.
1. Рассмотрим динамику распределения ресурса между вер-
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шинами при следующем начальном состоянии:

𝑄(0) = (3; 0,5; 0,3; 0,2; 0).

Здесь суммарный ресурс 𝑊 = 4, что удовлетворяет условию
«недостаточного» ресурса: 𝑊 6 𝑟𝑛 = 5, где 𝑛 = 5, 𝑟 = 1. При
этом 𝑞1(0) = 3 > 𝑟 и 𝑞2(0) = 0,5 6 𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 = 5−3
5−1 = 0,5, а,

значит, согласно утверждению 6, сеть остановится на первом же
такте с состоянием

𝑄* =
(︁
𝑟, 𝑞2(0) +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
, 𝑞3(0) +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
,

𝑞4(0) +
𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
, 𝑞5(0) +

𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1

)︁
=

=
(︁
1; 0,5 +

3− 1

5− 1
; 0,3 +

3− 1

5− 1
; 0,2 +

3− 1

5− 1
; 0 +

3− 1

5− 1

)︁
=

= (1; 1; 0,8; 0,7; 0,5).

Результаты программной реализации процесса функциони-
рования сети приведены в таблице 2.

Таблица 2. Протокол работы сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (3; 0,5; 0,3; 0,2; 0)
𝑡𝑖 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5
0 3,0000 0,5000 0,3000 0,2000 0,0000
1 1,0000 1,0000 0,8000 0,7000 0,5000
2 1,0000 1,0000 0,8000 0,7000 0,5000

2. Рассмотрим динамику распределения ресурса между вер-
шинами при другом начальном состоянии:

𝑄(0) = (3; 1; 0; 0; 0).

Здесь суммарный ресурс также 𝑊 = 4. При этом 𝑞1(0) = 3 > 𝑟 и
𝑞2(0) = 1 > 𝑟𝑛−𝑞1(0)

𝑛−1 = 5−3
5−1 = 0,5, а, значит, согласно утвержде-

нию 6, сеть будет функционировать бесконечно, останавливаясь
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в пределе. При этом, так как 𝑞3(0) = 𝑞4(0) = 𝑞5(0) = 0, выпол-
няются условия утверждения 5, и предельное состояние вычис-
ляется по формуле (2).

Имеем:
𝑊 − 2𝑟

𝑛− 2
=

4− 2

5− 2
= 0,6667.

Тогда
𝑄* = (1; 1; 0,6667; 0,6667; 0,6667).

Результаты программной реализации процесса функциони-
рования сети представлены в таблице 3 и на рис. 4.∙

Таблица 3. Протокол работы сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (3; 1; 0; 0; 0)
𝑡𝑖 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5
0 3,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 1,0000 1,5000 0,5000 0,5000 0,5000
2 1,1250 1,0000 0,6250 0,6250 0,6250
3 1,0000 1,0313 0,6563 0,6563 0,6563
4 1,0078 1,0000 0,6641 0,6641 0,6641
5 1,0000 1,0020 0,6660 0,6660 0,6660
6 1,0005 1,0000 0,6665 0,6665 0,6665
7 1,0000 1,0001 0,6666 0,6666 0,6666
8 1,0000 1,0000 0,6667 0,6667 0,6667
9 1,0000 1,0000 0,6667 0,6667 0,6667
... ... ... ... ... ...

Теорема 1. Первое пороговое значение ресурса 𝑇1 полной
однородной сети с «жадными» вершинами, отделяющее недо-
статочный ресурс от достаточного, единственно и равно 𝑟𝑛
для любого начального состояния.

Доказательство. Утверждения 3 и 6 рассматривают все слу-
чаи распределения суммарного ресурса, не превосходящего 𝑟𝑛.
В каждом из этих случаев предельное состояние существует и
сеть в нем останавливается.
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Рис. 4. Динамика ресурса в сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (3; 1; 0; 0; 0)

При суммарном ресурсе, строго большем 𝑟𝑛, на каждом так-
те 𝑡 хотя бы одна вершина будет иметь ресурс, больший 𝑟, а это
означает, что 𝑇1 = 𝑟𝑛.

3.5. ДОСТАТОЧНЫЙ РЕСУРС
Рассмотрим функционирование сети при 𝑊 > 𝑇1 = 𝑟𝑛.

В этом случае сеть не останавливается.
Утверждение 7. При суммарном ресурсе 𝑊 > 𝑇1 все вер-

шины полной однородной сети с «жадными» вершинами насы-
щаются за конечное число тактов.

Доказательство см. в приложении.
Поскольку в сети с «жадными» вершинами при достаточном

ресурсе через конечное число тактов все вершины насыщаются,
после насыщения ресурс, равный 𝑟𝑛, находящийся в петлях, не
участвует в потоке между вершинами. Рассмотрим сеть без пе-
тель с суммарным ресурсом 𝑊 − 𝑟𝑛. Полученная сеть в таком
случае будет функционировать как стандартная модель с «нежад-
ными» вершинами.

Утверждение 8. Полная однородная ресурсная сеть
c «жадными» вершинами при 𝑊 > 𝑟𝑛 с момента насыщения
всех вершин функционирует эквивалентно соответствующей
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стандартной ресурсной сети без петель, у которой ресурс
в каждой вершине уменьшен на величину пропускной способно-
сти петли 𝑟.

Замечание 2. Здесь и далее будем говорить о сетях с коли-
чеством вершин 𝑛 > 2, так как в случае 𝑛 = 2 при переходе к эк-
вивалентной стандартной сети, «отбросив» петли, мы получим
нерегулярную сеть – эта сеть будет циклической с периодом 2;
при малом ресурсе она не имеет предельного состояния.

В силу утверждения 8, на полную однородную сеть с «жад-
ными» вершинами при 𝑊 > 𝑇1 переносятся свойства полной
однородной стандартной ресурсной сети без петель.

Рассмотрим свойства полных однородных стандартных ре-
сурсных сетей, описанные в [11], которые верны и для сетей без
петель.

Свойство 1. Если для некоторого 𝑡′ выполняется равенство
𝑞𝑖(𝑡

′)=𝑞𝑗(𝑡
′), то для всех 𝑡>𝑡′ также выполняется 𝑞𝑖(𝑡)=𝑞𝑗(𝑡).

Это следует из того, что с момента 𝑡 обе вершины получают
одинаковое количество ресурса.

Свойство 2. Если для некоторого 𝑡′ вершина 𝑣𝑖 находится
в зоне 𝑍−(𝑡′), то для всех 𝑡 > 𝑡′ вершина 𝑣𝑖 будет находиться
в зоне 𝑍−(𝑡).

Это следует из того, что 𝑣𝑖 в момент времени 𝑡′ отдает весь
свой ресурс, а получить может не более чем 𝑟(𝑛 − 1). То есть
𝑞𝑖(𝑡

′ + 1) 6 𝑟(𝑛 − 1) = 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 , значит, вершина не может покинуть
зону 𝑍−(𝑡).

Свойство 3. Если все вершины находятся в зоне 𝑍+(𝑡), то
состояние 𝑄(𝑡) устойчиво.

Это следует из того, что все вершины получают и отдают
𝑟(𝑛− 1) ресурса.

Однако, ввиду отсутствия петель, следующие два свойства
полной однородной сети не могут быть применимы к нашей мо-
дели.

Свойство 4. Для любых 𝑡 входные потоки всех вершин сов-
падают: 𝑓 𝑖𝑛

𝑖 (𝑡) = 𝑓 𝑖𝑛
𝑗 (𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.
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Свойство 5. Если в момент 𝑡 вершины 𝑣𝑖1 , ..., 𝑣𝑖𝑚 (𝑚 6 𝑛)
находятся в зоне 𝑍−(𝑡), то 𝑞𝑖1(𝑡+ 1) = ... = 𝑞𝑖𝑚(𝑡+ 1).

Для проверки свойства 4 рассмотрим две любые вершины,
например, 𝑣1 и 𝑣2.

В силу однородности сети, ∀𝑡 𝑓𝑖1(𝑡) = ... = 𝑓𝑖𝑛(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛.
Расписав входные потоки вершин 𝑣1 и 𝑣2, получим:

𝑓 𝑖𝑛
1 (𝑡) = 𝑓21(𝑡) + 𝑓31(𝑡) + ...+ 𝑓𝑛1(𝑡),

𝑓 𝑖𝑛
2 (𝑡) = 𝑓12(𝑡) + 𝑓32(𝑡) + ...+ 𝑓𝑛2(𝑡),

так как 𝑓11(𝑡) = 𝑓22(𝑡) = 0 (петли отсутствуют).

𝑓 𝑖𝑛
1 (𝑡)− 𝑓 𝑖𝑛

2 (𝑡) = 𝑓21(𝑡)− 𝑓12(𝑡),

что в общем случае не равно нулю, а, значит, свойство 4 не вы-
полняется для полных однородных сетей без петель.

Поскольку вершины зоны 𝑍−(𝑡) отдают весь свой ресурс, то
их ресурс в момент 𝑡 + 1 равен поступающему к ним входному
потоку. Поэтому свойство 5 в общем случае также не выполняет-
ся.

Непосредственно из утверждения 8 следует центральный ре-
зультат этого раздела.

Теорема 2. Второе пороговое значение полной однородной
сети с «жадными» вершинами 𝑇2 совпадает с пороговым
значением соответствующей стандартной сети с петлями:
𝑇2 = 𝑇 = 𝑟𝑛2.

В самом деле, сеть с «жадными» вершинами при 𝑊 > 𝑟𝑛
ведет себя так же, как стандартная сеть без петель с ресурсом
𝑊 − 𝑟𝑛. Ее пороговое значение 𝑇 = 𝑟𝑛2 − 𝑟𝑛 (Теорема 2.1 [10]).
Вернув назад петли вместе с циркулирующим в них ресурсом,
равным 𝑟𝑛, получим: 𝑇2 = 𝑇 = 𝑟𝑛2.

3.5.1. Малый ресурс

Рассмотрим функционирование сети при малом ресурсе:
𝑇1 < 𝑊 6 𝑇2.
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Случаи 𝑊 < 𝑇2 и 𝑊 = 𝑇2 рассмотрим отдельно.
Для описания процесса распределения ресурса между вер-

шинами удобно говорить о ресурсной сети как о потоковой мо-
дели.

Введем два вектора:

𝑜𝑢𝑡(𝑡) = (𝑓𝑜𝑢𝑡
1 (𝑡), ..., 𝑓𝑜𝑢𝑡

𝑛 (𝑡)), 𝑖𝑛(𝑡+1) = (𝑓 𝑖𝑛
1 (𝑡+1), ..., 𝑓 𝑖𝑛

𝑛 (𝑡+1)).

Тогда процесс функционирования сети можно записать
в следующем виде:

𝑄(𝑡+ 1) = 𝑄(𝑡)− 𝑜𝑢𝑡(𝑡) + 𝑖𝑛(𝑡+ 1).

Таким образом, переход из состояния в состояние можно
описать в терминах матрицы 𝐹 (𝑡).

Следующие утверждения доказываются в терминах потоков.
Доказательства приведены в приложении.

Утверждение 9. При 𝑊 < 𝑇2 вне зависимости от началь-
ного состояния 𝑄(0) все вершины полной однородной ресурсной
сети с «жадными» вершинами переходят в зону 𝑍−(𝑡) за конеч-
ное число тактов.

Утверждение 10. Полная однородная ресурсная сеть
с «жадными» вершинами при 𝑊 < 𝑇2 с момента насыщения
всех вершин функционирует согласно формуле

(3) 𝑄(𝑡+ 1) = 𝑄(𝑡)𝑅′, 𝑅′ =
1

𝑛− 1

⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ .

Теорема 3. Полная однородная ресурсная сеть с «жадны-
ми» вершинами при 𝑊 < 𝑇2 вне зависимости от начального
состояния 𝑄(0) стабилизируется с предельным состоянием

𝑄* =
(︁𝑊
𝑛
, ...,

𝑊

𝑛

)︁
.

Пример 3. Рассмотрим однородную ресурсную сеть с пя-
тью «жадными» вершинами, 𝑟 = 1 (см. рис. 1).
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Рассмотрим динамику распределения ресурса между вер-
шинами при начальном состоянии, подобранном таким образом,
чтобы все вершины были уже насыщенными:

𝑄(0) = (3; 2; 2; 1; 1).

Суммарный ресурс 𝑊 =9 удовлетворяет условию 𝑟𝑛 < 𝑊 6
6 𝑟𝑛2, а значит, согласно утверждению 12, сеть стабилизируется

с предельным состоянием 𝑄* =
(︁𝑊
𝑛
, ...,

𝑊

𝑛

)︁
= (1,8; ...; 1,8).

Протокол работы сети приведен в таблице 4.

Таблица 4. Протокол работы сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (3; 2; 2; 1; 1) (модель «жадных» вершин)
𝑡𝑖 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5
0 3,0000 2,0000 2,0000 1,0000 1,0000
1 1,5000 1,7500 1,7500 2,0000 2,0000
2 1,8750 1,8125 1,8125 1,7500 1,7500
3 1,7813 1,7969 1,7969 1,8125 1,8125
4 1,8047 1,8008 1,8008 1,7969 1,7969
5 1,7988 1,7998 1,7998 1,8008 1,8008
6 1,8003 1,8000 1,8000 1,7998 1,7998
7 1,7999 1,8000 1,8000 1,8000 1,8000
8 1,8000 1,8000 1,8000 1,8000 1,8000
9 1,8000 1,8000 1,8000 1,8000 1,8000
... ... ... ... ... ...

Теперь рассмотрим функционирование соответствующей
стандартной сети. Здесь начальное состояние не будет включать
ресурс, задействованный петлями:

𝑄(0) = (2; 1; 1; 0; 0).

Заметим, что для стандартной сети матрица пропускных способ-
ностей будет иной, так как мы не учитываем петли: 𝑟𝑖𝑗 = 1, если
𝑖 ̸= 𝑗, и 𝑟𝑖𝑗 = 0, если 𝑖 = 𝑗.
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Таблица 5. Протокол работы сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (2; 1; 1; 0; 0) (стандартная модель)
𝑡𝑖 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5
0 2,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000
1 0,5000 0,7500 0,7500 1,0000 1,0000
2 0,8750 0,8125 0,8125 0,7500 0,7500
3 0,7813 0,7969 0,7969 0,8125 0,8125
4 0,8047 0,8008 0,8008 0,7969 0,7969
5 0,7988 0,7998 0,7998 0,8008 0,8008
6 0,8003 0,8000 0,8000 0,7998 0,7998
7 0,7999 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000
8 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000
9 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000
... ... ... ... ... ...

Рисунки 5 и 6 позволяют сравнить функционирование сети
с «жадными» вершинами и соответствующей ей стандартной се-
ти без петель.∙

Рис. 5. Динамика ресурса в сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (3; 2; 2; 1; 1) (модель «жадных» вершин)

Рассмотрим случай 𝑊 = 𝑟𝑛2. Для него утверждение, что все
вершины сети за конечное число тактов перейдут в зону 𝑍−(𝑡)
неверно: ресурс хотя бы одной из вершин в этой ситуации будет
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Рис. 6. Динамика ресурса в сети с начальным состоянием
𝑄(0) = (2; 1; 1; 0; 0) (стандартная модель)

стремиться к 𝑟𝑛 сверху. Поэтому формула для вычисления следу-
ющего состояния сети по предыдущему также неприменима: хотя
бы одна из вершин будет функционировать по правилу 1. Однако
можно показать, что и в таком случае зоны «достаточного мало-
го» ресурса сеть стабилизируется с тем же самым предельным
состоянием:

𝑄*(𝑡) =
(︁𝑊
𝑛
, ...,

𝑊

𝑛

)︁
= (𝑟𝑛, ..., 𝑟𝑛).

Теорема 4. Полная однородная ресурсная сеть c «жадны-
ми» вершинами при 𝑊 = 𝑟𝑛2 вне зависимости от начального
состояния 𝑄(0) стабилизируется с предельным состоянием

𝑄*(𝑡) = (𝑟𝑛, ..., 𝑟𝑛).

3.5.2. Большой ресурс

Рассмотрим функционирование сети при 𝑊 > 𝑇2 = 𝑟𝑛2.
«Большой ресурс» означает, что при любом начальном состоянии
𝑄(0) в любой момент времени зона 𝑍+(𝑡) будет непуста.

Функционирование сети с «жадными вершинами» при боль-
шом ресурсе наиболее близко к функционированию соответству-
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ющей стандартной сети без петель.
Свойства стандартных полных однородных ресурсных се-

тей без петель при большом ресурсе выполняются и для модели
«жадных» вершин.

Утверждение 11. Если все вершины находятся в зоне
𝑍+(𝑡), то состояние 𝑄(𝑡) устойчиво.

Доказательство. Справедливость этого свойства вытекает
из того факта, что входной и выходной потоки каждой вершины
одинаковы и равны 𝑟𝑛.

Утверждение 12. При большом суммарном ресурсе 𝑊 > 𝑇2

для произвольного начального состояния 𝑄(0) предельное состо-
яние существует.

Утверждение 13. Пусть при большом суммарном ресурсе
𝑊 > 𝑇2 для произвольного начального состояния 𝑄(0) ресурс
в вершинах упорядочен по убыванию и первые 𝑘 вершин находят-
ся в зоне 𝑍+(0), а остальные 𝑛− 𝑘 вершин – в зоне 𝑍−(0):

𝑞1(0) > ...𝑞𝑘(0) > 𝑟𝑛 > 𝑞𝑘+1(0) > 𝑞𝑛(0).

Тогда вектор предельного состояния 𝑄* будет иметь вид

𝑄* = (𝑟𝑛+ 𝛿𝑞1, ..., 𝑟𝑛+ 𝛿𝑞𝑙, 𝑟𝑛, ...𝑟𝑛),

где 𝑙 6 𝑘; 𝛿𝑞𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑙 – излишки ресурса вершин, оставшихся
в зоне 𝑍+*.

4. Заключение

Предложена и формально описана неклассическая модель
ресурсной сети – сеть с «жадными» вершинами. «Жадность» вер-
шин заключается в том, что на каждом такте они передают ресурс
сначала в свою петлю, а после этого остаток распределяют в ис-
ходящие рёбра. Была исследована сеть, представленная полным
однородным графом (полным графом, у которого веса ребер оди-
наковы).

Описано функционирование сети при любом количестве ре-
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сурса, доказана сходимость процессов перераспределения ресур-
са, найдены предельные состояния. Показано, что при некоторых
значениях суммарного ресурса сеть останавливается. Это особен-
но примечательно тем, что в стандартной регулярной сети оста-
новка функционирования невозможна.

Найдены пороговые значения 𝑇1 = 𝑟𝑛 и 𝑇2 = 𝑟𝑛2, разграни-
чивающие зоны различного поведения сети:

1) «недостаточный» ресурс: 𝑊 6 𝑇1,

2) «достаточный» ресурс: 𝑊 > 𝑇1

а) «достаточный малый» ресурс: 𝑇1 < 𝑊 6 𝑇2,
б) «достаточный большой» ресурс: 𝑊 > 𝑇2.

В дальнейшем планируется изучение сетей с «жадными»
вершинами для других топологий; нахождение их основных ха-
рактеристик, исследование устойчивости и нахождение векторов
предельных состояний и потоков для разных величин суммарного
ресурса и начальных состояний сети.
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5. Приложение

Доказательство утверждения 4.
1. Докажем бесконечное функционирование сети.
Пусть 𝑞1(0) > 𝑟 и 𝑞2(0) > 𝑟.
На такте 𝑡 = 1 вершина 𝑣1 отдает каждой другой вершине

ресурс 𝑞1(0)−𝑟
𝑛−1 , а вершина 𝑣2 – ресурс 𝑞2(0)−𝑟

𝑛−1 . По утверждению 2,
суммарный ресурс, полученный вершинами 𝑣1 и 𝑣2 от остальных
вершин 𝑣𝑖, 𝑖 = 3, 𝑛, одинаков. Обозначим его через 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0).
Тогда к концу первого такта имеем:

𝑞1(1) = 𝑟 +
𝑞2(0)− 𝑟

𝑛− 1
+ 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0),

𝑞2(1) = 𝑟 +
𝑞1(0)− 𝑟

𝑛− 1
+ 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0).

К концу второго такта аналогичным образом получим:

𝑞1(2) = 𝑟 +
𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)2
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

𝑛− 1
+ 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(1),

𝑞2(2) = 𝑟 +
𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)2
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

𝑛− 1
+ 𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(1).

Соответственно на такте 𝑡 имеем:

𝑞1(𝑡) = 𝑟+
𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

(𝑛− 1)𝑡−1
+...+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡− 2)

𝑛− 1
+𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡−1),

𝑞2(𝑡) = 𝑟+
𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

(𝑛− 1)𝑡−1
+...+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡− 2)

𝑛− 1
+𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡−1),

если 𝑡 – четное, и

𝑞1(𝑡) = 𝑟+
𝑞2(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

(𝑛− 1)𝑡−1
+...+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡− 2)

𝑛− 1
+𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡−1),

𝑞2(𝑡) = 𝑟+
𝑞1(0)− 𝑟

(𝑛− 1)𝑡
+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(0)

(𝑛− 1)𝑡−1
+...+

𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡− 2)

𝑛− 1
+𝑤𝑟𝑒𝑠𝑡(𝑡−1),

если 𝑡 – нечетное.
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Видим, что 𝑞1(𝑡) > 𝑟 при любом четном 𝑡 и 𝑞2(𝑡) > 𝑟 при
любом нечетном 𝑡. Значит, ∀𝑡 как минимум одна вершина будет
перенасыщенная, а это значит, что сеть не остановится и будет
функционировать бесконечно.

2. Докажем асимптотическую остановку сети.
Рассмотрим динамику суммарного свободного ресурса.
Пусть 𝑘𝑡 – число перенасыщенных вершин на такте 𝑡,

𝑘𝑡+1 – число перенасыщенных вершин на такте 𝑡 + 1. При этом
∀𝑡 𝑘𝑡 < 𝑛 − 1 (так как 𝑊 6 𝑟𝑛, то все вершины сети не могут
быть перенасыщенными). Суммарный свободный ресурс на так-

те 𝑡 равен Δ𝑄(𝑡) =
𝑘𝑡∑︀
𝑖=1

Δ𝑞𝑖(𝑡). Суммарный свободный ресурс на

такте 𝑡+ 1 тогда будет выглядеть следующим образом:

Δ𝑄(𝑡+ 1) =

𝑘𝑡∑︁
𝑖=1

Δ𝑞𝑖(𝑡+ 1) +

𝑘𝑡+1∑︁
𝑖=𝑘𝑡+1

Δ𝑞𝑖(𝑡+ 1) =

=

𝑘𝑡∑︁
𝑖=1

𝑘𝑡∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

Δ𝑞𝑗(𝑡)

𝑛− 1
+

𝑘𝑡+1∑︁
𝑖=𝑘𝑡+1

(︁ 𝑘𝑡∑︁
𝑗=1

Δ𝑞𝑗(𝑡)

𝑛− 1
− (𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡))

)︁
.

Упростим первое слагаемое:

𝑘𝑡∑︁
𝑖=1

𝑘𝑡∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

Δ𝑞𝑗(𝑡)

𝑛− 1
=

1

𝑛− 1

𝑘𝑡∑︁
𝑖=1

(︁ 𝑘𝑡∑︁
𝑗=1

Δ𝑞𝑗(𝑡)−Δ𝑞𝑖(𝑡)
)︁
=

=
1

𝑛− 1

(︁
𝑘𝑡

𝑘𝑡∑︁
𝑗=1

Δ𝑞𝑗(𝑡)−
𝑘𝑡∑︁
𝑖=1

Δ𝑞𝑖(𝑡)
)︁
=

𝑘𝑡 − 1

𝑛− 1
Δ𝑄(𝑡).

Второе слагаемое не только упростим, но и оценим сверху:

𝑘𝑡+1∑︁
𝑖=𝑘𝑡+1

(︁ 𝑘𝑡∑︁
𝑗=1

Δ𝑞𝑗(𝑡)

𝑛− 1
− (𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡))

)︁
=

𝑘𝑡+1∑︁
𝑖=𝑘𝑡+1

(︁Δ𝑄(𝑡)

𝑛− 1
− (𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡))

)︁
6

6
𝑛−1∑︁

𝑖=𝑘𝑡+1

Δ𝑄(𝑡)

𝑛− 1
=

𝑛− 1− 𝑘𝑡
𝑛− 1

Δ𝑄(𝑡).
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Подставляя в исходную формулу результаты преобразований,
имеем:

Δ𝑄(𝑡+ 1) 6
𝑘𝑡 − 1

𝑛− 1
Δ𝑄(𝑡) +

𝑛− 1− 𝑘𝑡
𝑛− 1

Δ𝑄(𝑡),

Δ𝑄(𝑡+ 1) 6
𝑛− 2

𝑛− 1
Δ𝑄(𝑡).

Таким образом, последовательность значений суммарного
свободного ресурса ограничена сверху убывающей геометриче-
ской прогрессией, а, значит, предел этой последовательности ра-
вен нулю. Это, в свою очередь, означает, что стремится к нулю
и общий поток в сети (исключая поток в петлях), так как он со-
здается только свободным ресурсом. Очевидно, что изменение
ресурса в вершинах при этом также стремится к нулю, т.е. сеть
стабилизируется и останавливается. �

Доказательство утверждения 7.
Пусть в сети в момент времени 𝑡0 имеется 𝑘 перенасыщен-

ных вершин 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑘 < 𝑛. Если вершины 𝑣𝑗 , 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛,
являются насыщенными, то утверждение уже доказано. Рассмот-
рим ситуацию, когда среди 𝑣𝑗 , 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛, есть хотя бы одна
ненасыщенная, и докажем, что эта вершина насытится за конеч-
ное число тактов.

В силу условия 𝑊 > 𝑟𝑛 верно следующее: ∀𝑡 Δ𝑄(𝑡) >
𝑊 − 𝑟𝑛 (равенство наступает тогда, когда все вершины сети на-
сыщены).

От каждой вершины 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, ненасыщенной вершине
𝑣𝑗 на такте 𝑡0 + 1 передается 𝑟 ресурса, если Δ𝑞𝑖(𝑡0)

𝑛−1 > 𝑟, и
Δ𝑞𝑖(𝑡0)
𝑛−1 ресурса, если Δ𝑞𝑖(𝑡0)

𝑛−1 < 𝑟. Объединив эти условия, по-

лучим, что 𝑣𝑗 получает 𝑚𝑖𝑛{𝑟, Δ𝑞𝑖(𝑡0)
𝑛−1 } ресурса от каждой пере-

насыщенной вершины. Тогда

𝑞𝑗(𝑡0 + 1)− 𝑞𝑗(𝑡0) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑛
{︁
𝑟,
Δ𝑞𝑖(𝑡0)

𝑛− 1

}︁
.
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Если хотя бы для одной вершины 𝑣𝑖, 𝑖=1, 𝑘,𝑚𝑖𝑛{𝑟,Δ𝑞𝑖(𝑡0)
𝑛−1 }= 𝑟,

то имеем
𝑞𝑗(𝑡0 + 1)− 𝑞𝑗(𝑡0) = ... + 𝑟 > 𝑟.

Если же для всех вершин 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑚𝑖𝑛{𝑟, Δ𝑞𝑖(𝑡0)
𝑛−1 } =

= Δ𝑞𝑖(𝑡0)
𝑛−1 , то имеем

𝑞𝑗(𝑡0 + 1)− 𝑞𝑗(𝑡0) =

𝑘∑︁
𝑖=1

Δ𝑞𝑖(𝑡0)

𝑛− 1
=

1

𝑛− 1

𝑘∑︁
𝑖=1

Δ𝑞𝑖(𝑡0) =

=
Δ𝑄(𝑡0)

𝑛− 1
>

𝑊 − 𝑟𝑛

𝑛− 1
.

Получаем, что на каждом такте ресурс в ненасыщенной вер-
шине увеличивается не менее чем на 𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑊−𝑟𝑛

𝑛−1 }. Тогда любая
ненасыщенная на такте 𝑡0 вершина за число шагов не более чем

𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡0)

𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑊−𝑟𝑛
𝑛−1 }

достигнет своего насыщения. Отметим, что если
𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑊−𝑟𝑛

𝑛−1 } = 𝑟, то

𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡0)

𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑊−𝑟𝑛
𝑛−1 }

=
𝑟 − 𝑞𝑖(𝑡0)

𝑟
= 1− 𝑞𝑖(𝑡0)

𝑟

и, значит, вершина насытится за 1 такт. �

Доказательство утверждения 9.
Перейдем в координаты стандартной ресурсной сети: имеем

полную однородную сеть без петель, ресурс в каждой вершине
уменьшен на 𝑟. Тогда ограничение на суммарный ресурс прини-
мает вид 𝑊 < 𝑟𝑛2 − 𝑟𝑛 = 𝑟𝑛(𝑛 − 1), и в сети всегда будет хотя
бы одна вершина из зоны 𝑍−(𝑡). Пусть в начальном состоянии
имеется 𝑘 вершин находятся в зоне 𝑍+(0) и 𝑛−𝑘 вершин – в зоне
𝑍−(0):

𝑣1, ..., 𝑣𝑘 ∈ 𝑍+(0), 𝑣𝑘+1, ..., 𝑣𝑛 ∈ 𝑍−(0).
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То есть ресурс распределен следующим образом:

𝑞𝑖(0) =

{︃
> 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 = 𝑟(𝑛− 1), 𝑖 = 1, 𝑘,

6 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 = 𝑟(𝑛− 1), 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑛.

1. Согласно свойству 2 полной однородной сети без петель, вер-
шина, попавшая в зону 𝑍−(𝑡), уже из нее не выйдет.
2. Рассмотрим вершину, которая в начальном состоянии находит-
ся в зоне 𝑍+(0). Не нарушая общности, положим, что это верши-
на 𝑣1. Выпишем её выходной и входной поток:

𝑓𝑜𝑢𝑡
1 (0) = 𝑟𝑜𝑢𝑡1 = 𝑟(𝑛− 1),

𝑓 𝑖𝑛
1 (1) =

𝑘∑︁
𝑖=2

𝑟 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑞𝑖(0)

𝑛− 1
= 𝑟(𝑘 − 1) +

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑞𝑖(0).

Разность между выходным и входным потоком есть некоторая ве-
личина Δ𝑓 , показывающая, насколько уменьшился ресурс в вер-
шине:

Δ𝑓 = 𝑓𝑜𝑢𝑡
𝑘+1(0)−𝑓 𝑖𝑛

𝑘+1(1) = 𝑟(𝑛−1)−𝑟(𝑘−1)− 1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑞𝑖(0) =

= 𝑟(𝑛− 𝑘)− 1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑞𝑖(0).

Используя тот факт, что 𝑞𝑖(0) > 𝑟(𝑛− 1), 𝑖 = 1, 𝑘, получим:

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑞𝑖(0) = 𝑊 −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑞𝑖(0) < 𝑊 − 𝑟𝑘(𝑛− 1).

Тогда можно оценить Δ𝑓 снизу:

Δ𝑓 > 𝑟(𝑛− 𝑘)− 1

𝑛− 1
(𝑊 − 𝑟𝑘(𝑛− 1)) = 𝑟𝑛− 𝑊

𝑛− 1
> 0.

Таким образом, на каждом такте ресурс вершины 𝑣1 уменьшается
на некоторую ограниченную снизу величину Δ𝑓 > 𝑟𝑛− 𝑊

𝑛−1 . То-
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гда любая вершина 𝑣𝑖, находящаяся в начальном состоянии в зоне
𝑍+(0), за число шагов менее чем

𝑞𝑖(0)− 𝑟(𝑛− 1)

𝑟𝑛− 𝑊
𝑛−1

перейдет в зону 𝑍−(𝑡). �

Доказательство утверждения 10.
При 𝑊 < 𝑟𝑛2 с определенного момента времени все вер-

шины сети передают ресурс по правилу 2, тогда матрица потока
выглядит следующим образом:

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑟 𝑞1(𝑡)−𝑟

𝑛−1 ... 𝑞1(𝑡)−𝑟
𝑛−1

𝑞2(𝑡)−𝑟
𝑛−1 𝑟 ... 𝑞2(𝑡)−𝑟

𝑛−1

... ... ... ...
𝑞𝑛(𝑡)−𝑟
𝑛−1

𝑞𝑛(𝑡)−𝑟
𝑛−1 ... 𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠ .

То есть полную пропускную способность 𝑟 вершина 𝑣𝑖 от-
дает в петлю, а оставшийся ресурс Δ𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(𝑡)− 𝑟 делит про-
порционально между остальными вершинами (работает по пра-
вилу 2 стандартной ресурсной сети). Таким образом, вершины
отдают весь свой ресурс, и каждое новое состояние состоит из
ресурса, пришедшего на данном такте: 𝑄(𝑡 + 1) = 𝑖𝑛(𝑡 + 1). То-
гда для вершины 𝑣𝑗 новое состояние 𝑞𝑗(𝑡 + 1) будет 𝑓 𝑖𝑛

𝑗 (𝑡 + 1),
т.е. суммой элементов 𝑗-го столбца матрицы 𝐹 (𝑡).

𝑓 𝑖𝑛
𝑗 (𝑡+ 1) = 𝑟 +

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑗

𝑞𝑖(𝑡)− 𝑟

𝑛− 1
=

= 𝑟 +

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑗

𝑞𝑖(𝑡)

𝑛− 1
− 𝑟(𝑛− 1)

𝑛− 1
=

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑗

𝑞𝑖(𝑡),

𝑖𝑛(𝑡+ 1) = (𝑓 𝑖𝑛
1 (𝑡+ 1), ..., 𝑓 𝑖𝑛

𝑛 (𝑡+ 1)) =
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=
1

𝑛− 1

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=2

𝑞𝑖(𝑡),
𝑛∑︁

𝑖=1, 𝑖̸=2

𝑞𝑖(𝑡), ...,
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)
)︁
=

=
1

𝑛− 1
(𝑞1(𝑡), ..., 𝑞𝑛(𝑡))

⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ = 𝑄(𝑡)𝑅′.

Получили искомую формулу (3):

𝑄(𝑡+ 1) = 𝑄(𝑡)𝑅′, 𝑅′ =
1

𝑛− 1

⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ . �

К доказательству этого утверждения можно подойти по-
другому. Перейдем в координаты соответствующей стандартной
ресурсной сети.

Для нахождения вектора новых состояний вершин в коорди-
натах стандартной ресурсной сети 𝑄𝑠𝑡(𝑡 + 1) можно применить
имеющуюся из теории стандартных ресурсных сетей формулу:
𝑄𝑠𝑡(𝑡+ 1) = 𝑄𝑠𝑡(𝑡)𝑅

′. Здесь матрица 𝑅′ будет иметь вид:

𝑅′ =
1

𝑛− 1

⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ .

Переходя обратно в координаты исходной модели, имеем:

𝑄(𝑡+ 1) = 𝑄𝑠𝑡(𝑡+ 1) + 𝑏𝑟,

где 𝑏𝑟 = (𝑟, ..., 𝑟), получим:

𝑄(𝑡+1) = (𝑄(𝑡)− 𝑏𝑟)𝑅
′ + 𝑏𝑟 = 𝑄(𝑡)𝑅′ − 𝑏𝑟𝑅

′ + 𝑏𝑟 = 𝑄(𝑡)𝑅′ − 𝑏,

где
𝑏 = 𝑏𝑟𝑅

′ − 𝑏𝑟 = 𝑏𝑟(𝑅
′ − 𝐸) =
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=
1

𝑛− 1
(𝑟, ..., 𝑟)

⎛⎜⎜⎝
1− 𝑛 1 ... 1
1 1− 𝑛 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 1− 𝑛

⎞⎟⎟⎠ = (0, ..., 0).

Тогда зависимость вектора нового состояния сети от вектора
предыдущего состояния сети выражается формулой (3). �

Доказательство теоремы 3.
Полная однородная ресурсная сеть с «жадными» вершина-

ми при 𝑊 < 𝑟𝑛2 стабилизируется в случае, если стабилизи-
руется соответствующая стандартная ресурсная сеть. B [9] до-
казано, что регулярная сеть при малом ресурсе всегда имеет
единственное предельное состояние. Из этого факта и утвер-
ждения 10 следует стабилизация исходной сети с «жадными» вер-
шинами при𝑊<𝑟𝑛2.

Найдем соответствующее предельное состояние сети. Ис-
пользуя формулу из утверждения 11, запишем состояния сети на
тактах 𝑡+ 1, 𝑡+ 2, 𝑡+ 3, ... 𝑡+ 𝑘.

𝑄(𝑡+1) = 𝑄(𝑡)𝑅′ =
1

𝑛− 1

(︁
𝑞1(𝑡), ..., 𝑞𝑛(𝑡)

)︁⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ =

=
1

𝑛− 1

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=2

𝑞𝑖(𝑡), ...,

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)
)︁
=

=
1

𝑛− 1

(︁
𝑊 − 𝑞1(𝑡), ..., 𝑊 − 𝑞𝑛(𝑡)

)︁
=

=
1

𝑛− 1

(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁
− 1

𝑛− 1
𝑄(𝑡),

𝑄(𝑡+ 2) = 𝑄(𝑡+ 1)𝑅′ =
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=
1

(𝑛− 1)2

(︁(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁
−
(︁
𝑞1(𝑡), ..., 𝑞𝑛(𝑡)

)︁)︁⎛⎜⎜⎝
0 1 ... 1
1 0 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 0

⎞⎟⎟⎠ =

=
1

(𝑛− 1)2

(︁(︁
(𝑛−1)𝑊, ..., (𝑛−1)𝑊

)︁
−
(︁ 𝑛∑︁

𝑖=2

𝑞𝑖(𝑡), ...,

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)
)︁)︁

=

=
(︁ 1

𝑛− 1
− 1

(𝑛− 1)2

)︁(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁
+

1

(𝑛− 1)2
𝑄(𝑡).

Аналогично находим 𝑄(𝑡+ 3):

𝑄(𝑡+ 3) = 𝑄(𝑡+ 2)𝑅′ = ... =

=
(︁ 1

𝑛− 1
− 1

(𝑛− 1)2
+

1

(𝑛− 1)3

)︁(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁
− 1

(𝑛− 1)3
𝑄(𝑡).

Для такта 𝑡+ 𝑘 таким образом получим:

𝑄(𝑡+ 𝑘) = 𝑄(𝑡)
(−1)𝑘

(𝑛− 1)𝑘
+
(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁ 𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1

(𝑛− 1)𝑖
=

= 𝑄(𝑡)
1

(1− 𝑛)𝑘
−
(︁
𝑊, ..., 𝑊

)︁ 𝑘∑︁
𝑖=1

1

(1− 𝑛)𝑖
.

Перейдем к пределу при 𝑘 → ∞. Учитывая, что для первого
слагаемого

lim
𝑘→∞

1

(1− 𝑛)𝑘
= 0,

а предел суммы убывающей геометрической прогрессии равен

lim
𝑘→∞

(︁ 𝑘∑︁
𝑖=1

1

(1− 𝑛)𝑖

)︁
=

1

1− 𝑛

1− 1

1− 𝑛

= − 1

𝑛
,

получим искомое предельное состояние системы:

𝑄* =
(︁𝑊
𝑛
, ...,

𝑊

𝑛

)︁
. �
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Доказательство теоремы 4.
Перейдем в координаты стандартной ресурсной сети: имеем

полную однородную сеть без петель, ресурс в каждой вершине
уменьшен на 𝑟. Тогда суммарный ресурс равен 𝑊 = 𝑟𝑛2 − 𝑟𝑛 =
= 𝑟𝑛(𝑛−1). Пусть в начальном состоянии 𝑡=0 имеется 𝑘(0)=𝑘0
вершин из зоны 𝑍+(0) и 𝑛− 𝑘0 вершин из зоны 𝑍−(0):

𝑣1, ..., 𝑣𝑘0 ∈ 𝑍+(0), 𝑣𝑘0+1, ..., 𝑣𝑛 ∈ 𝑍−(0).

То есть ресурс распределен следующим образом:

𝑞𝑖(0) =

{︃
> 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 = 𝑟(𝑛− 1), 𝑖 = 1, 𝑘0,

6 𝑟𝑜𝑢𝑡𝑖 = 𝑟(𝑛− 1), 𝑖 = 𝑘0 + 1, 𝑛.

Целочисленная функция 𝑘(𝑡) является монотонной невозрастаю-
щей: вершины из зоны 𝑍−(0) не могут ее покинуть, согласно
свойству 2 полной однородной сети без петель, а, значит, и 𝑘(𝑡)
с увеличением времени не возрастает.

Рассмотрим входной и выходной потоки вершины 𝑣𝑖, ко-
торая в начальном состоянии находится в зоне 𝑍+(0), т.е.
𝑖 ∈ {1, ..., 𝑘0}:

𝑓𝑜𝑢𝑡
𝑖 (0) = 𝑟𝑜𝑢𝑡1 = 𝑟(𝑛− 1),

𝑓 𝑖𝑛
𝑖 (1) =

𝑘0∑︁
𝑖=2

𝑟 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘0+1

𝑞𝑖(0)

𝑛− 1
= 𝑟(𝑘0 − 1) +

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘0+1

𝑞𝑖(0).

Состояние вершины 𝑣𝑖 на следующем такте 𝑡 = 1:

𝑞𝑖(1) = 𝑞𝑖(0)− 𝑓𝑜𝑢𝑡
𝑖 (0) + 𝑓 𝑖𝑛

𝑖 (1) =

= 𝑞𝑖(0)− 𝑟(𝑛− 1) + 𝑟(𝑘0 − 1) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘0+1

𝑞𝑖(0) =

= 𝑞𝑖(0) + 𝑟(𝑘0 − 𝑛) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘0+1

𝑞𝑖(0).

На такте 𝑡 = 2 получим аналогичную формулу; вместо 𝑘0 здесь
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будет уже 𝑘(1) = 𝑘1 – количество вершин из зоны 𝑍+(1) на такте
𝑡 = 1:

𝑞𝑖(2) = 𝑞𝑖(1) + 𝑟(𝑘1 − 𝑛) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘1+1

𝑞𝑖(1).

Для такта 𝑡+ 1 имеем соответственно

𝑞𝑖(𝑡+ 1) = 𝑞𝑖(𝑡) + 𝑟(𝑘(𝑡)− 𝑛) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘(𝑡)+1

𝑞𝑖(𝑡).

Рассмотрим динамику избыточного ресурса (обозначим его
𝛿𝑞𝑖(𝑡)) в вершине 𝑣𝑖. Под избыточным ресурсом будем понимать
ту часть ресурса вершины 𝑣𝑖, которая позволяет ей находиться
в зоне 𝑍+(𝑡) на такте 𝑡, т.е. 𝛿𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(𝑡) − 𝑟(𝑛 − 1). Распишем
избыточный ресурс в вершине 𝑣𝑖 на такте 𝑡+ 1:

𝛿𝑞𝑖(𝑡+ 1) = 𝑞𝑖(𝑡+ 1)− 𝑟(𝑛− 1) =

= 𝑞𝑖(𝑡) + 𝑟(𝑘(𝑡)− 𝑛) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘(𝑡)+1

𝑞𝑖(𝑡)− 𝑟(𝑛− 1).

Выразим 𝛿𝑞𝑖(𝑡+ 1) через 𝛿𝑞𝑖(𝑡):

𝛿𝑞𝑖(𝑡+ 1) = 𝛿𝑞𝑖(𝑡) + 𝑟(𝑘(𝑡)− 𝑛) +
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘(𝑡)+1

𝑞𝑖(𝑡).

Последнее слагаемое в формуле распишем:

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘(𝑡)+1

𝑞𝑖(𝑡) =
1

𝑛− 1

(︁
𝑊 −

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)
)︁
=

=
1

𝑛− 1

(︁
𝑟𝑛(𝑛− 1)−

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)
)︁
= 𝑟𝑛− 1

𝑛− 1

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡).
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Учитывая, что 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑟(𝑛− 1) + 𝛿𝑞𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, ..., 𝑘(𝑡), имеем

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=𝑘(𝑡)+1

𝑞𝑖(𝑡) = 𝑟𝑛− 1

𝑛− 1

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

(𝑟(𝑛− 1) + 𝛿𝑞𝑖(𝑡)) =

= 𝑟𝑛− 𝑟𝑘(𝑡)− 1

𝑛− 1

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝛿𝑞𝑖(𝑡).

Тогда

𝛿𝑞𝑖(𝑡+1) = 𝛿𝑞𝑖(𝑡) + 𝑟(𝑘(𝑡)− 𝑛) + 𝑟𝑛− 𝑟𝑘(𝑡)− 1

𝑛− 1

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝛿𝑞𝑖(𝑡) =

= 𝛿𝑞𝑖(𝑡)−
1

𝑛− 1

𝑘(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝛿𝑞𝑖(𝑡) 6 𝛿𝑞𝑖(𝑡)−
1

𝑛− 1
𝛿𝑞𝑖(𝑡) =

𝑛− 2

𝑛− 1
𝛿𝑞𝑖(𝑡),

𝛿𝑞𝑖(𝑡+ 1) 6
𝑛− 2

𝑛− 1
𝛿𝑞𝑖(𝑡).

Последовательность избыточных ресурсов вершины 𝑣𝑖 ограни-
чена сверху убывающей геометрической прогрессией, а значит,
предел этой последовательности равен нулю. Отсюда следует,
что ресурсы в вершинах, принадлежащих зоне 𝑍+(0) в началь-
ный момент времени, стремятся к состояниям 𝑞*𝑖 (𝑡) = 𝑟(𝑛 − 1),
𝑖 = 1, ..., 𝑘0. По закону сохранения ресурса в сети, ресурсы в вер-
шинах, принадлежащих зоне 𝑍−(0) в начальный момент вре-
мени, также будут стремиться к состояниям 𝑞*𝑖 (𝑡) = 𝑟(𝑛 − 1),
𝑖 = 𝑘0 + 1, ..., 𝑛. Таким образом, сеть стабилизируется с пре-
дельным состоянием 𝑄*(𝑡) = (𝑟(𝑛− 1), ..., 𝑟(𝑛− 1)), или, в пе-
реводе обратно в координаты «жадных» вершин, с предельным
состоянием 𝑄*(𝑡) = (𝑟𝑛, ..., 𝑟𝑛). �
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Abstract: The modification of the graph dynamic model "resource network" –
"resource network with greedy vertices" is described. In this model, the graph
vertices at each discrete-time moment exchange resources through the edges with
limited throughput, first passing the available resource to themselves via the loop
and then distributing the remaining resource to adjacent vertices according to the
"standard" resource network rules. These are two rules with threshold switching:
if the vertex resource exceeds the total throughput of all its outgoing edges, it
gives away the full throughput to each edge; otherwise, it gives the entire available
resource, distributing it in proportion to the throughputs of the outgoing edges. The
process of functioning of a complete homogeneous resource network with "greedy"
vertices at different values of total resource and different initial states is investigated.
Possible network states are described; a non-standard state – the shutdown of the
network has been identified. Two total resource thresholds, separating zones of
different network behavior, have been found: the first threshold divides the zones of
"insufficient" and "sufficient" resources, the second divides the zones of "sufficient
small" and "sufficient large" resources. For each zone the functioning of the network
is described and the asymptotic states and flows are investigated. The examples
demonstrating numerical experiments are given for all typical situations.

Keywords: resource net, «greedy-vertices» model, graph dynamic threshold
model.
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