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Представленные математические модели и задачи основываются на резуль-

татах и продолжают анализ проблем управления организационно-

техническими системами и их комплексной деятельностью, выполненный 

в предыдущих работах авторов. Проблема разработки и/или освоения техно-

логии комплексной деятельности формализована в виде математической 

модели, являющейся обобщением вероятностных моделей научения. Исследо-

ваны свойства процесса разработки и/или освоения технологии (научения), 

показана сходимость процесса к состоянию полного освоения технологии, 

получены аналитические выражения характеристик моделей – среднего 

времени достижения заданного уровня освоения. Предложены модели науче-

ния, описывающие комплексирование элементов технологии – конъюнктивное, 

дизъюнктивное и параллельное освоение технологии. Разработаны и изучены 

модели научения в процессе работы и группового научения. в том числе 

модели «научения научению» - когда интенсивность процесса научения 

зависит от достигнутого уровня научения. Для всех моделей комплексирова-

ния получены аналитические выражения для уровней научения. Исследован 

асимптотический случай моделей при переходе к непрерывному времени. 

Показано, частными случаями предложенной модели являются модели экспо-

ненциальных, гиперболических и логистических кривых научения, которые 

широко распространены в теории научения, теории испытаний систем, 

тестирования программного обеспечения и смежных отраслях знаний. 

Ключевые слова: технология, комплексная деятельность, кривая 

научения. 
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1. Введение 

Рассматриваемые в настоящей статье математические мо-

дели и задачи основываются на результатах анализа проблем 

управления организационно-техническими системами (ОТС) и 

их комплексной деятельностью (КД), проведённого в статьях 

[4, 5] и монографии [6]. 

В монографии [6] исследуется комплексная деятельность 

(КД), определяемая как деятельность (целенаправленная ак-

тивность человека), обладающая нетривиальной внутренней 

структурой, с множественными и/или изменяющимися субъек-

том, технологией, ролью предмета деятельности в его целевом 

контексте. Методология КД представлена в [6] в виде интегри-

рованной системы формальных утверждений и моделей, описы-

вающих общесистемные свойства КД, прежде всего – её струк-

туру, неопределённость и жизненный цикл (ЖЦ). 

Работа [4] посвящена определению средств управления ор-

ганизационно-техническими системами и их комплексной дея-

тельностью, основным среди которых является управление 

технологией комплексной деятельности (см. определение ниже). 

Проблема управления технологией КД ОТС рассмотрена и 

формализована в [5], для чего в указанной работе проанализиро-

ваны наиболее важные особенности КД ОТС, предложены 

формальные модели и сформулированы математические задачи 

управления технологией КД. 

Настоящая работа имеет следующую структуру. В разделе 2 

на основании результатов [5] проанализированы общесистемные 

проблемы разработки, освоения, оптимизации и модернизации 

технологии КД и сформулированы в общем виде соответствую-

щие математические задачи. Раздел 3 посвящён обзору извест-

ных моделей и методов из смежных областей знаний. В разде-

ле 4 проанализированы свойства процесса разработки/освоения 

технологии. В разделе 5 приведены аппроксимации кривой 

научения при различных распределениях вероятности состояний 

внешней среды, в разделе 6 – оценки среднего времени дости-

жения требуемого уровня научения. Раздел 7 содержит описа-

ние моделей комплексирования компонентов технологии. За-

ключение включает краткое перечисление основных 
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результатов и перспективных направлений дальнейших иссле-

дований. 

2. Концептуализация проблемы управления 
технологией КД 

Технология КД определяется в [4–6] как система условий, 

критериев, форм, методов и средств последовательного дости-

жения поставленной цели. Управлением технологией в [5] 

условно названа деятельность по созданию компонентов техно-

логии в виде соответствующих информационных моделей, их 

комплексированию и поддержанию в состоянии, адекватном 

условиям внешней среды в ходе реализации жизненного цикла 

КД; для описания этого процесса предложена интегрированная 

модель в BPMN-нотации [25] (см. рис. 1). Содержательно тех-

нология представляет собой сценарии деятельности субъекта в 

зависимости от внешних условий (состояний внешней среды). 

 

Рис. 1. Интегрированная модель управления технологией КД [4] 

Уточним определение управления технологией КД, для че-

го расширим и проанализируем семантику интегрированной 

модели (рис. 1), которая представляет различные виды КД: 

 разработку новой технологии КД или её модернизацию – 

блоки 1, 2 и цикл, включающий блок 3; 

 последующее применение технологии КД – блок 4; 

 выявление необходимости модернизации технологии - пе-

реход от c к a; 

 тестирование или освоение технологии КД - объективное 

(когда технология новая) или субъективное (когда технология 
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существует, а субъект её осваивает/обучается) – цикл, включа-

ющий блок 3. 

Несмотря на разнообразие перечисленных видов деятельно-

сти, их объединяет единое основание: их предметом является 

технология КД, все они направлены на изменение технологии 

КД, на изменение состояний технологии или ее отношений с 

субъектом КД. Поэтому деятельность всех этих видов является 

управлением технологией КД (управление согласно [6] - ком-

плексная деятельность, обеспечивающая воздействие субъекта 

управления на управляемую систему (объект управления), 

призванное обеспечить ее (его) поведение, приводящее к дости-

жению целей субъекта управления). 

В общем случае оптимизация процесса управления техно-

логией может выполняться за счёт: 

 выбора разбиения состояний внешней среды на непере-

секающиеся подмножества, внутри которых все состояния 

внешней среды считаются эквивалентными; 

 выбора последовательности «перебора» состояний 

внешней среды при проверках; 

 перераспределения проверок между уровнем создания 

компонента технологии (блок «2» на рис. 1) и уровнем интегра-

ции (блок «3»); 

 разделения ограниченных ресурсов между отдельными 

операциями управления технологией; 

 определения допустимого (с точки зрения рисков) объё-

ма привлекаемого ресурса для обеспечения всех компонентов 

технологии. 

Каждая из операций-«эвристик» создания технологии (бло-

ки «1» и «2» на рис. 1) и проверки технологий (блок «3») явля-

ются специфическими – зависят от предметной области - и на 

общесистемном уровне не могут являться объектами управле-

ния и оптимизации. Поэтому в интересах рассматриваемой 

задачи можно считать, что они характеризуются известными 

временами выполнения и расходуемыми ресурсами (в частном 

случае – случайными величинами с известными законами рас-

пределения). Также считаем, что эти операции выполняются 

независимо, а связи между ними реализуются через заданные 
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причинно-следственные зависимости между процессами созда-

ния отдельных элементов технологии; фиксированными считаем 

перечни элементов КД, логические и причинно-следственные 

модели [6]. 

Выполнение различных видов КД, описываемых интегри-

рованной моделью (рис. 1), будем представлять, следуя [5], как 

процесс с дискретным временем, когда на каждом шаге выпол-

няется один элемент КД (один из блоков «1-2-3-4» модели 

рис. 1), при этом состояние внешней среды принимает одно и 

только одно значение из конечного множества возможных 

состояний внешней среды (МВСВС). 

Будем считать, что если состояние внешней среды на ка-

ком-то шаге впервые принимает некоторое значение, то возни-

кает событие неопределённости, требующее затрат на создание 

или адаптацию технологии применительно к этим условиям. 

Когда состояние внешней среды повторно принимает это значе-

ние на одном из более поздних шагов, затрат на создание техно-

логии не требуется. Неопределённость внешней среды предпо-

лагает, что субъект не может влиять на выбор её очередного 

состояния; для описания неопределённости используем вероят-

ностные инструменты. 

Предположим, что МВСВС состоит из K различных состоя-

ний, одно и только одно из которых внешняя среда принимает 

на каждом шаге дискретного времени, независимо от принятых 

на предыдущих шагах значений. Обозначим через pk вероят-

ность того, что состояние внешней среды примет k-е значение 

(очевидно, 
1

1
K

k

k

p


 ). 

Состояния процесса реализации различных фаз жизненного 

цикла технологии в момент времени t  {0, 1, …} будем описы-

вать K-мерным вектором-строкой xt = (x1t, x2t, …, xkt, …, xKt,), 

каждый из элементов xkt которого принимает значения 0 или 1 

соответственно, если внешняя среда ещё не принимала или хотя 

бы один раз принимало k-е значение. В рамках рассматриваемой 

модели k-й элемент вектора xt может переходить из состояния 0 

в 1, но не наоборот. 
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В рамках рассматриваемой модели процесс реализации раз-

личных фаз жизненного цикла технологии описывается тем, 

сколько и какие значения из МВСВС принимало состояние 

внешней среды, а какие ещё нет. 

Уровень зрелости, готовности технологии к использованию 

в момент времени t будем характеризовать величиной 

1

K

t kt k

k

L x p


 , 0 ≤ Lt ≤ 1 (или, наоборот, 1 - Lt). Величина Lt соот-

ветствует доле состояний внешней среды, для которых техноло-

гия проверена или адаптирована в течение предшествующих t 

шагов, или же вероятности того, что на следующем шаге (t + 1) 

состояние внешней среды примет одно из значений, которые 

уже принимало ранее. Для обозначения Lt будем использовать 

термин уровень разработанности технологии или, следуя тра-

дициям моделирования процессов научения [15], уровень науче-

ния, а последовательность значений уровня научения называть 

кривой научения. Следует отметить, что термин «кривая науче-

ния» в схожих смыслах чрезвычайно распространен в современ-

ной науке, начиная с «кривых забывания» Г. Эббингауза [28], 

психологии всего XX века (см., например, классические статьи 

[31, 38, 39, 40] и монографии [2, 9]), моделей Т. Райта [42] и его 

последователей [27, 29] (описывающих снижение временных 

затрат на производство единицы продукции с ростом осуществ-

лённых объёмов производства) до моделей обучения искус-

ственных нейронных сетей. 

Процесс разработки/проверки технологии в данной поста-

новке может быть рассмотрен с другой точки зрения: он пред-

ставляет собой последовательное наблюдение серий уже из-

вестных состояний внешней среды, прерывающихся 

наступлениями новых (впервые наблюдаемых) состояний. Дли-

тельность таких серий (от одного впервые наблюдаемого состо-

яния до следующего впервые наблюдаемого) отвечает схеме 

Бернулли и описывается геометрическим распределением с 

параметром, равным уровню научения. В течение каждой такой 

серии этот параметр геометрического распределения постоянен 

и скачкообразно меняется в конечной точке серии – в момент 

наблюдения нового состояния. Тогда в каждый момент 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

177 

времени t матожидание длины текущей серии (до ближайшего 

момента наблюдения нового состояния внешней среды, не 

включая его) равно Lt(1 - Lt)
–1

. Длина серии соответствует коли-

честву повторов, необходимых для увеличения уровня разрабо-

танности/научения, что, в свою очередь, отвечает величине 

«издержек» (например, временных), требуемых для получения 

очередного приращения уровня научения, фактически, для 

получения порции новых знаний. Поэтому в некоторых случаях 

будем использовать матожидание длины серии наряду с уровнем 

научения для описания процесса научения и обозначать его 

Nt = Lt(1 - Lt)
–1

 для Lt < 1. 

Естественной является постановка задачи управления с це-

лью как можно более быстрого или наименее ресурсоёмкого 

достижения требуемого уровня разработанности технологии или 

научения; оптимизируемыми и/или ограничивающими парамет-

рами могут быть ресурсы или время. 

В зависимости от знаний субъекта КД о внешней среде, 

в [5] сформулированы две задачи управления компонентами 

технологии. 

Первая задача (условно назовём её базовой) характеризует-

ся условиями, когда перечень и вероятности реализации состоя-

ний внешней среды постоянны и известны субъекту, т.е. K и все 

{pk} известны субъекту, независимы и не меняются во времени. 

Эта задача возникает всегда и является в этом смысле базовой: 

первоначальный синтез технологии КД и процесс проверок 

(блок 3 на рис. 1) субъект всегда выполняет, ориентируясь на 

определённый перечень состояний внешней среды. Базовая 

задача формулируется как получение зависимости УРТ от вре-

мени и её оптимизация в зависимости от ресурсов. 

Вторая задача характеризуется неизвестными свойствами 

внешней среды, т.е. тем, что перечень и вероятности реализации 

состояний внешней среды K и/или хотя бы некоторые из веро-

ятностей {pk} неизвестны субъекту или могут изменяться. Дан-

ная задача с необходимостью возникает при сколько-нибудь 

продолжительном повторяемом использовании технологии, 

когда вследствие естественной изменчивости внешней среды 

разработанная ранее технология перестаёт соответствовать 

новым условиям, что обнаруживается в результате выполнения 
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продуктивных активностей (блок 4 на рис. 1). Так как вторая 

задача (с неизвестными свойствами внешней среды) решается на 

основе закономерностей, характерных для первой, то в данной 

работе всё внимание уделим первой задаче. 

Комплексные компоненты технологии формируются путём 

интеграции компонентов согласно логической и причинно-

следственным структурам КД [6]. В [5] показано, что на обще-

системном уровне логические модели любых структурных 

элементов КД (обладающих внутренней структурой) эквива-

лентны – им соответствует веерная структура, в то время как 

причинно-следственная модель описывается графом определён-

ного вида – так называемой «бинарной сетью» [5]. Набор 

свойств бинарной сети позволяет говорить о необходимости и 

достаточности перечня задач комплексирования компонентов 

технологии в составе а) последовательного, б) параллельного 

конъюнктивного и в) параллельного дизъюнктивного комплек-

сирования компонентов технологии. В качестве сложного вари-

анта комплексирования следует также рассмотреть случай 

г) создания компонента технологии одновременно с созданием 

собственно технологии его создания, возникающий при «пио-

нерных» инновационных разработках. В каждом из вариантов 

комплексирования следует оптимизировать уровень научения 

комплексного компонента технологии в зависимости от времени 

и ресурсов. 

Таким образом, рассмотрение процессов разработ-

ки/освоения технологий КД порождает две задачи (базовую и с 

неизвестными свойствами внешней среды) управления компо-

нентами технологии КД и четыре а)-г) задачи комплексирования 

компонентов технологии КД, причём все они вписываются в 

интегрированную модель (рис. 1). 

3. Обзор моделей и методов из смежных областей 
знаний 

В предыдущем разделе показано, что процесс управления 

технологией формально представляет собой последовательное 

повторение циклов интегрированной модели на рис. 1. Такие 

задачи встречаются во многих отраслях знаний: испытание 
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сложных систем, анализ и тестирование программного обеспе-

чения и др., где получено большое количество соответствующих 

решений. Рассмотрим примеры известных моделей и методы 

описания и решения задач, аналогичных сформулированной: 

 испытания сложных систем и проверка их характеристик 

[1, 12, 13,30]; 

 тестирование программного обеспечения [18, 21, 22, 23, 

24, 32, 35,44]; 

 управление знаниями и извлечение/приобретение знаний 

[8, 10, 26, 35, 36, 37,43]; 

 итеративное научение в педагогике, психологии, физиоло-

гии человека и животных [15, 31, 33, 39,40]; 

 тестирование знаний обучаемых в педагогике [11, 17, 19, 

41]. 

Все перечисленные задачи, как и процесс создания техно-

логии, отличаются неопределённостью, поэтому для их описа-

ния практически во всех случаях используются вероятностные 

модели и/или аппарат случайных процессов. 

Испытания сложных систем (в частности, авиационных 

комплексов) в [1] представляются в виде иерархической струк-

туры, узлы которой описывают испытания элементов, блоков и 

систем. Постулируется экспоненциальная (или логистическая) 

зависимость эффективности компонентов изделия от продолжи-

тельности испытаний, при этом, как правило, скорость роста 

эффективности пропорциональна обнаруженной ненадёжности 

в данный момент времени. Вычисляются средние значения 

времени испытаний на каждом уровне иерархии, необходимого 

для достижения заданного уровня эффективности, а также 

соответствующие затраты. Среднее время испытаний системы 

(изделия) в целом принимается равным сумме времён испыта-

ний на каждом уровне иерархии. 

На основании известной аппроксимации распределений слу-

чайных величин, через математические ожидания и дисперсии 

записывается задача оптимизации процесса испытаний. Посту-

лирование зависимостей эффективности компонентов системы 

от длительности испытаний выглядит не очень обоснованным, а 

комплексирование испытаний компонентов системы путём 
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простого суммирования средних времён – сильно упрощённым, 

хотя общая схема постановки задачи заслуживает того, чтобы 

быть взятой за основу для дальнейшего развития и корректного 

уточнения. 

Задачи испытания изделий и тестирования математических 

моделей также часто ставятся как задачи проверки гипотез и 

планирования эксперимента, например [12] и [13]. 

Весьма распространённым является метод Model Checking и 

его вариант Statistical Model Checking [32], которые применяют-

ся для тестирования и комплексных систем, и сложного про-

граммного обеспечения. Данный метод используется для ком-

плексных систем с конечным множеством состояний, чьи 

количественные свойства специфицируются логическими выра-

жениями, что позволяет оценивать меру соответствия свойств 

системы требуемым значениям. Задача тестирования стохасти-

ческой системы формулируется как проверка гипотезы, удовле-

творяют ли свойства заданным требованиям. Наличие описаний 

системы в логических выражениях позволяет использовать эти 

выражения для комплексирования элементарных тестов в слож-

ные. 

Другим популярным методом тестирования программных 

систем являются различные вариации регрессионного тестиро-

вания (Regression Testing) [22]. Регрессионное тестирование 

выполняется для верификации эксплуатируемого программного 

обеспечения и подтверждения его качества после внесения 

изменений и модернизаций. Наборы тестов всегда растут в 

объёмах, соответствуя развитию программного обеспечения, что 

делает чрезмерно дорогостоящим выполнение всего набора 

тестов после каждого изменения. В рамках регрессионного 

тестирования используются такие приёмы как минимизация, 

отбор и установление приоритетов тестов, реализуемые в виде 

формальных процедур. Минимизация набора тестов направлена 

на устранение избыточных тестовых примеров. Отбор тестового 

примера направлен на выделение тестов, непосредственно 

связанных с последними изменениями. Приоритезация направ-

лена на упорядочивание последовательности тестов таким 

образом, чтобы максимально быстро обнаруживать ошибки. 
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Также среди популярных методов необходимо отметить те-

стирование на основе моделей (Model-Based Testing) [18], раз-

личные последовательные процедуры тестирования [41], широ-

кое использование последовательного анализа [20], 

имитационных моделей [34], специальные методы тестирования 

кибер-физических систем [23] и другие. 

Общие подходы к тестированию изложены в достаточно 

большом количестве ставших классическими работ – см., 

например, [3], а также основном профессиональном он-лайн-

источнике программной индустрии SWEBOK V3 [24]. 

В настоящее время разработано достаточно большое количе-

ство моделей, описывающих процесс извлечения/приобретения 

знаний, все они в той или иной степени реализуют последова-

тельные процессы анализа предметной области и улучшения 

моделей; приведём несколько примеров. 

Так, в [43] предложен общий алгоритм поддержки принятия 

решений на основании анализа большого количества смешан-

ных данных (непрерывных и порядковых). В качестве основного 

элемента данных рассматриваются некоторые события и ассо-

циированные с ними области в пространстве признаков. Алго-

ритм выявляет статистически значимые паттерны, которые в 

дальнейшем используются для решения конкретных задач. 

Паттерны поддаются классификации, для них можно оценить 

функции плотности распределения вероятностей и создать 

правила/модели поддержки принятия решений. 

В работе [34] рассматривается проблема формирования со-

гласованных планов задач для группы автономных агентов – 

подвижных роботов, которые находятся на качающейся плоско-

сти и задача которых стабилизировать плоскость. Для решения 

задачи предлагаются методика группового обучения автоматов, 

заключающаяся в циклическом генерировании обучающих 

сигналов и статистическом закреплении «навыков». 

Работа [26] посвящена методам обобщения знаний, получен-

ных из эмпирических наблюдений. Знание синтезируется алго-

ритмом кластеризации, основываясь на обнаружении статисти-

чески значимых событий. Алгоритм, использующий 

вероятностную информационную меру, группирует упорядо-

ченные и неупорядоченные дискретные данные в ходе двух фаз: 
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Во время инициирования кластера выполняется анализ распре-

деления расстояний между ближайшими соседями для выбора 

критерия объединения образцов в кластеры. Во время уточнения 

кластера образцы перегруппируются с использованием метода 

покрытия событий, который выбирает подмножества статисти-

чески релевантных событий. 

В статье [37] утверждается, что стохастические и детермини-

рованные знания дополняют друг друга и улучшают друг друга, 

вводится стохастическая модель приобретённых знаний на 

основе диффузионной аппроксимации. 

Работа [35] посвящена оптимальному байесовскому агенту – 

алгоритму, моделирующему процесс извлечения знаний в ходе 

последовательных наблюдений за стохастической средой со 

счётным множеством состояний, в основу алгоритма положена 

теория индуктивного вывода Соломонова (Solomonoff's Theory 

of Inductive Inference). 

В работе [10] предложена и реализована в виде математиче-

ской модели и программного комплекса концепция использова-

ния коэффициентов ценности для ранжирования ответов в 

универсальных гибридных вопросно-ответных системах, кото-

рая позволяет повысить эффективность формирования базы 

знаний системы.  

Объектом исследования [8] являются базы данных систем ав-

томатизированного проектирования, а предметом - процесс 

извлечения знаний из таких баз данных. Распределенность 

источников данных, гетерогенность представленных в них 

данных и вычислительная сложность анализа данных большого 

объёма обусловливают применение агентно-ориентированного 

подхода к достижению поставленной цели. Разработана органи-

зационная модель многоагентной системы извлечения знаний из 

распределенных гетерогенных баз данных. Описаны основные 

роли агентов и их взаимодействие между собой. 

Модели итеративного научения [15] в педагогике, психоло-

гии, физиологии человека и животных описывают процесс 

итеративного научения – многократное повторение обучаемой 

системой (живой или неживой – технической или кибернетиче-

ской) действий, проб, попыток и т.д. для достижения фиксиро-

ванной цели при постоянных внешних условиях («научение» в 
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общем случае – процесс и результат приобретения индивиду-

ального опыта», см. [14]). В обзорной работе [15] проанализиро-

ваны десятки известных и распространённых моделей итератив-

ного научения, и сформулирована общая модель, обобщающая 

свойства отдельных моделей. Обобщающая модель описывает 

систему, осуществляющую научение в стационарных условиях, 

состоящую из конечного набора элементов, каждый из которых 

характеризуется экспоненциальным законом научения. Науче-

ние системы в целом характеризуется некоторой функцией от 

частных экспонент. Ограничением и отдельных моделей науче-

ния, и обобщающей модели является, во-первых, постулирова-

ние законов научения, во-вторых, отсутствие обоснованных 

механизмов комплексирования моделей элементов в модель 

сложной системы, осуществляющей научение. 

В педагогических измерениях получили широкое развитие 

методы современной теории тестов Item Response Theory (IRT) 

[19,41], предназначенной для оценивания латентных (ненаблю-

даемых) параметров испытуемых, и заданий тестов на основе 

статистических моделей измерения. Модель взаимосвязи между 

значениями латентных переменных и наблюдаемых результатов 

выполнения теста в IRT определяется как условная вероятность 

правильного выполнения обучаемыми заданий теста. При этом 

условная вероятность задаётся логистической кривой или функ-

цией нормального распределения. Наиболее распространённы-

ми являются модели Раша [11] и Бирнбаума [17,19] в которых 

выбираются конкретные значения коэффициентов логистиче-

ской функции. 

Подводя итоги краткого обзора известных результатов, мож-

но сказать, что рассмотренные модели представляют те или 

иные элементы «цикла проверок» в относительно простой фор-

ме: во-первых, без учёта рекурсивности и фрактальности таких 

циклов; во-вторых, постулируя базовые закономерности 

(например, экспоненциальная или логистическая зависимость 

эффективности компонентов изделия от продолжительности 

испытаний в [1] или экспоненциальная или логистическая зави-

симость уровня научения от времени в [15]), которые вообще 

говоря, являются следствием более сложных процессов, требу-

ющих моделирования и анализа. Результаты, изложенные в [4], 
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позволили обобщить особенности этого цикла и отразить их в 

единой общесистемной интегрированной модели (см. рис. 1), 

которая благодаря этому обобщает, детализирует и уточняет 

известные модели. 

4. Анализ процесса разработки/освоения 
компонента технологии КД в базовой модели 

Исследуем свойства процесса разработки/освоения компо-

нента технологии и уровня научения Lt в случае, когда K и все 

{pk} известны субъекту КД. 

Данный процесс (вектор xt) является марковской цепью с 

конечным множеством состояний, номера которых 
ty  образуем 

из элементов вектора-строки xt по следующему правилу: 

1

1

2
K

k

t kt

k

y x 



 ; тогда yt также является марковской цепью и при-

нимает любые целочисленные значения от 0 до 

1

1

2 2 1
K

k K

k

I 



    включительно. 

Сформируем матрицу  = {ij; i = 0, 1, …, I; j = 0, 1, …, I} 

переходных вероятностей процесса yt. В начальный момент 

времени t = 0 процесс yt находится 0-м состоянии y0 = 0 (xk0 = 0 

для всех k), с вероятностью 1. Из состояния «0» процесс может 

перейти только в состояния с номерами 2
k–1

 с вероятностями pk, 

в частности, в состояние «1» - с вероятностью p1, в состояние 

«2» - с вероятностью p2, в состояние «4» - с вероятностью p3 и 

т.д.; оставаться в состоянии «0» процесс не может. 

Из состояния «1» процесс не может вернуться в состояние 

«0», с вероятностью p1 он может остаться в состоянии «1», а с 

вероятностями pk перейти в состояния 2
k–1

 +1 для каждого 

1 < k  K. 

Вычислим элементы i-й строки матрицы П при 0 < i  I. Бу-

дем обозначать функцию, выделяющую значение k-го разряда в 

двоичном представлении числа I, как b(i, k), причём самый 

младший разряд считаем первым, т.е.   1

1

2
K

k

k

i b i,k 



 . 
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Для i-го состояния вероятность сохранения состояния на 

следующем шаге равна  
1

K

ii k

k

b i,k p


 ; переход в любое состо-

яние с номером j < i невозможен (ij = 0); и для каждого k, для 

которого xk = 0, вероятность перехода в состояние i + 2
k–1

  равна 

pk, для остальных состояний с номерами, большими чем I, веро-

ятности также равны 0. 

Запишем выражение для элементов матрицы переходных 

вероятностей: 

 
1

0, 2 , 1 2 ,

, , 0,1,..., , 0,1,..., .

, 2 , 1, 2, ...,  и ;

n

K

ij k

k

n

n

j i n , ,..., K

b i,k p j i i I j I

p j i n K j I




   



   

    

 . 

Тогда матрица Π переходных вероятностей марковской це-

пи yt (верхне)треугольная, а состояние с максимальным номером 

2 1KI    - поглощающее: 1II   и 0;Ij j I   . 

Обозначим вероятности состояний цепи через qit = Pr(yt = i), 

в векторной нотации:  0 1, ,..., ,...,t t t it Itq q q q q ; в начальный 

момент времени t = 0 распределение цепи q0 = (1, 0, …, 0), тогда 

qt = qt-1Π для любого t > 0 и qt = e0Π
t
= (1, 0, 0, …, 0)Π

t
. Здесь и 

далее будем обозначать через ei вектор-строку соответствующей 

размерности, у которой все элементы, кроме i-го равны 0, а i-й 

элемент равен 1. 

Утверждение 1.  Вероятность qit  любого состояния 0 i I   

из l-й группы при любых t > 1 удовлетворяет условию 
1 1! l t l

itq l t    , где 0 < ν < 1 – некоторая положительная кон-

станта. 

Доказательство утверждения 1.  Рассмотрим состояния из 1-й 

группы, для каждого из них 
t

it k
q p , где k - номер соответ-

ствующего состояния природы, тогда справедливо 
0

1
1!

t

it
q t  , 

где  1
1

k
k

max p   . 



 

Управление большими системами. Выпуск 77 

186 

Пусть 
1 1! l t l

it lq l t    для всех состояний l-й группы. Эволю-

ция распределения вероятностей состояний описывается соот-

ношением 
1

1 1

0

i

it ji jt ii it

j

q q q 


 



  . Тогда для любого состояния из 

(l + 1)-й группы при t < l qit  0, а при t ≥ l. 
1 1

1 1

0 0 0 0

t l i i t l

it ii ji jt ji ii jt

j j

q q q 

 
 

   
   

   

   

     . Получим ограниче-

ние на qit. 

 

 

1 1
1

1

0 0 0 0

1
1

0 0

! 1

! 1

i t l i t l
l t l

it ji ii jt ji ii l

j j

i t l
l t l

ji ii l

j

q q l t

l t

  


 

 



     

  

   
  

 

   

 
  

 

    

  

   

 
 

        1

11 ! max ; 1 !
t ll l t l

ii l lt l t l l t  
 

     , 

где   1 max ; maxl l ii
i

    , максимум берётся по всем состоя-

ниям i, принадлежащим (l + 1)-й группе. 

Следовательно, для всех состояний (l + 1)-й группы выпол-

нено   11 ! l t l

it lq l t  

  . 

Обозначим  max ii
i

  , тогда 
l   для всех l, следова-

тельно ! l t l

itq l t   . 

Тогда из метода математической индукции последует спра-

ведливость утверждения для всех i-х состояний цепи кроме I-го. 

Утверждение 1 доказано. 

Содержательно утверждение 1 означает, что вероятности 

всех состояний цепи, кроме I-го, уменьшаются по времени не 

медленнее, чем 1K tt  , и, наоборот, вероятность I-го состояния 

стремится к 1 не медленнее, чем 1K tt  , т.е. 
11 K t

Itq t   , где 

 1 min k
k

p   . 

Из утверждения 1 непосредственно следует также, что ста-

ционарное распределение марковской цепи yt существует и 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

187 

единственно: s = (0, 0, …, 0, 1) = eI, и оно является единствен-

ным решением матричного уравнения s = sП (
0

I

i ji j

i

s s


 ). 

Следовательно, рассматриваемая модель создания техноло-

гий имеет единственное устойчивое состояние – состояние, 

когда все возможные состояния внешней среды проверены, т.е. 

на длительном периоде можно достичь любого наперёд заданно-

го уровня (сколь угодно близкого к единице) научения. 

Исследуем кривую научения - поведение математического 

ожидания процесса 
1

K

t kt k

k

L x p


 . Используем символическую 

запись E[∙] для обозначения математических ожиданий. 

Прежде всего, из утверждения 1 следует сходимость по ве-

роятности уровня научения к единице: 

  0, lim Pr 1 0t
t

L 


    . 

Во-первых, в силу определения процесса Lt его приращения 

всегда неотрицательны: 
1 0t t tL L L     , причём и значения Lt, 

и приращения ΔLt неотрицательны и не больше единицы. Во-

вторых, процесс Lt также является марковской цепью, т.е. для 

любого t 
tL  и 

tL  - независимые случайные величины. Тогда
4
: 

(1)         
1 1 1

1 1 1 1
K K K

t t

k kt k k k k

k k k

tE L p E x p p p p
  

         . 

С другой стороны, выражение (1) для  tE L  также можно 

получить на основании распределения состояний цепи qt: 

   
1

0

1

K

t k

k

I
t

it

i

E L q eb i,k p 


 
   

 
  , где β – вектор-столбец, 

элементами которого являются величины  
1

K

k

k

b i,k p


 , кото-

                                           
4 Напомним, что кривая научения Lt соответствует вероятности того, что 

внешняя среда примет новое значение на (t + 1)-м шаге; эта вероятность 

оценивается по наблюдениям в течение t шагов включительно. 
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рые, в свою очередь, также являются диагональными элемента-

ми матрицы П. 

Из (1) следует выражение для длины серии: 

        
1

1

1 1

1 1 1 1
K K

t t

t k k kt kt

k k

N E L E L p p p p




 

  
       

  
  . 

Так как 
1 0t t tL L L     , первые разности последователь-

ности  tE L  строго положительны для всех t. Получим выра-

жение для m-х разностей, для этого сначала вычислим первые: 

       
1 12

1 1 1

1 1 1 1 1 0t

K K K
t t t

k k k k k k

k k k

E L p p p p p p
 

  

 
          

 
   , 

         

 

1 22 2 2

1 1

23

1

1

1 1

1 0

K K
t t

k k k k

k k

K
t

k k

k

t t tE L E L E L p p p p

p p .



 

 





         

   

 


 

Продолжая, легко получить: 

     
1 1

1

1 1
K

m t mm m

kt k

k

E L p p
 



    . 

Следует заметить, что разности значений кривой научения 

для любого момента времени t образуют знакопеременную 

последовательность, значения которой убывают по модулю  

(    1m m

t tE L E L   ), и, кроме того, для первых разностей 

справедливо неравенство    1 t tE L E L   . 

Таким образом, справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 2.  Кривая научения  tE L  обладает следую-

щими свойствами: 

 в начальный момент времени t = 0 её значение равно ну-

лю:  0 0E L  ; 

 она монотонно возрастает:   0tE L  ; 

 первые разности ограничены неравенством  

   1 t tE L E L   ; 
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 скорость её роста монотонно убывает:  2 0tE L   и 

 3 0tE L  ; 

 она асимптотически стремится к единице. 

5. Аппроксимации кривой научения 

Рассмотрим возможные аппроксимации кривой научения  

 tE L  (см. выражение (1)) в зависимости от вида распределе-

ния возможных состояний внешней среды 

1

; 1, ; 1
K

k k

k

P p k K p


 
   
 

 . 

А) Равномерное распределение возможных состояний 

внешней среды P. Обозначим для упрощения выкладок δ = 1 / K, 

тогда 

(2)          
1 1

1 1 1 1 1 1 1 exp
K K

t t t

k k

k k

tE L p p      –    t   
 

            , 

где γ = ln(1 + 1 / (K - 1)) - скорость изменения уровня науче-

ния - скорость научения [12]. 

Экспоненциальная кривая научения (2) (ее разностный ана-

лог: E[Lt] = E[Lt–1] + γ (1 - E[Lt–1])= γ + (1 – γ) E[Lt–1]) являет-

ся хрестоматийной для теории научения (см. обзор в [15] и 

пионерскую работу [31]). В то же время, для рассматриваемой 

модели она является частным случаем, соответствующим рав-

номерному распределению состояний внешней среды. 

Средняя длина серии в случае равномерного распределения 

экспоненциально растёт  exp 1tN   t  , что интуитивно очевид-

но: с ростом уровня научения при всё большей доле «освоен-

ных» состояний внешней среды получение новых знаний требу-

ет всё больших усилий для «поиска» новых состояний. 

Разностное уравнение для Nt имеет простой вид 

    1 exp exp 1t tN   N        - средняя длина серии мультиплика-

тивно растёт. 

При K ≫ 1 скорость научения 

γ = ln(1 + 1/(K - 1)) ≈ 1/(K - 1) ≈ 1/K, 
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и 

(3)    1 exptE L    –    t / K  . 

Следует отметить, что экспоненциальные кривые научения 

типа (2) или (3) являются классическими для теории научения 

(см. обзор в [15]). Кроме того, как показано в [7], именно равно-

мерное распределение состояний природы максимизирует ожи-

даемое значение уровня научения. 

Б) Распределение (n, δ) - с несколькими (n) одинаково вы-

соковероятными состояниями и остальными (K - n) одинаково 

маловероятными (δ ≪ 1/K) состояниями: 

(4)   1 ( ) , 1 ; , 1k kP p K n / n k ,n p k n ,K         . 

Имеет смысл рассматривать случай, когда вероятности 

(1 - δ(K - n)) / n первой группы состояний существенно больше 

вероятностей δ второй группы; случай, когда вероятности отли-

чаются незначительно, аппроксимируется равномерным распре-

делением (см. выше). То есть δ ≪ (1 - δ(K - n))/n, а это означает, 

что δK ≪ 1. Найдём кривую научения для рассматриваемого 

случая: 

   
1

1 1 kt

K
t

k

k

E L p p


     

 
1 1

1 1
1 1 1

tn K
t

k k n

( K n ) ( K n )

n n

 
 

  

    
     

 
  , 

т.е. 

       
1

1 1 1 1t

t
t( K n )

E L ( K n ) K n
n n

   
 

         
 

. 

При больших t (так как 1/K =  и n < N, то 

   1 1 1/ n    ) случай (4) стремится к предыдущему (рав-

номерному распределению): 

     1 1t

t
E L K n      . 

При малых t получается следующая аппроксимация: 

   
1

1 1 ( ) 1

t

t

( K n )
E L K n

n n
 

 
      

 
. 
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В) «Зашумлённое равномерное» распределение на 

«большом» множестве областей возможных состояний внешней 

среды: 

(5) 
1

; 1, 2, ..., ; 1; 1; 1
K

k k k

k

P p k K p p K


 
     
 

 . 

При малых t кривая научения аппроксимируется следую-

щим образом: 

(6)       2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
K K K K K

t

k k k k k k k

k k k k

t

k

E L p p p tp p t p t p
    

              , 

т.е. линейно растёт по времени t со скоростью 
2

1

K

k

k

p


 . 

При больших t возможны два варианта поведения кривой 

научения. Если все области возможных состояний внешней 

среды примерно эквивалентны и вероятности различаются 

незначительно, т.е. 1 ; 1,kp / K k K  , тогда справедлива 

оценка (3), полученная для равномерного распределения. Если 

имеется некоторое количество (n), существенно отличающихся 

областей, то адекватной является аппроксимация Б: 

 
1

1 1 1

t

t

n
E L

K K

  
     

  
. 

Отметим, что аналитические выражения (2), (3) и (6) , а 

также свойства кривой научения  tE L  в предложенной модели 

в некотором смысле соответствуют многим известным моделям 

научения (в частности рассмотренные в разделах 4.2 и 6.7 [15]). 

Однако известные модели постулируют сам закон изменения 

кривой научения или уравнения, его описывающие, в то время 

как предлагаемая модель описывает сам процесс научения-

разработки, а уравнения и свойства кривой научения следуют из 

анализа модели. 

6. Среднее время научения 

Получим выражение для среднего времени достижения 

требуемого уровня Lтреб (0;1)  научения (готовности, зрелости 

технологии), т.е. среднее значение момента времени t, когда 
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треб

1

K

t kt k

k

L x p L


  . 

Для этого исследуем поведение марковской цепи 
ty , её 

распределения состояний  it tq Pr y i  . Выше было получено, 

что начальное (при t = 0) распределение цепи  0 1 0, ..., 0q ,  и 

qt = qt–1Π для любого t > 0, qt = e0 Π
t
= (1, 0, 0, …, 0) Π

t
. 

Матрица Π является (верхне)треугольной, откуда следуют 

несколько свойств матрицы Π
t
: 

 определитель матрицы Π (обозначим его через ∆П) явля-

ется произведением диагональных элементов 
1

I

ii

i




  ; 

 Π
t
 - также (верхне)треугольная (непосредственно следует 

из формулы умножения матриц); 

 диагональные элементы матрицы Π
t
 являются степенями 

диагональных элементов матрицы Π, т.е.  
tt

ii ii  ; 

 определитель матрицы Π
t
 является степенью определителя 

Π, т.е.  
1

t
I

tt

ii

i




 
     

 
 . 

Сформируем «маску» - вектор-столбец r той же размерно-

сти, что и вектор-строка qt, по следующему правилу: 

 

 

 
 

треб

1

1

треб

1

1,   если ,

  2 0,1,..., 

0,  если ;

K

k K
k k

i K
k

k

k

b i,k p L

r i b i,k I

b i,k p L











  
 






. 

Такой вектор-маска «выделяет» состояния процесса 
ty , со-

ответствующие уровням научения ниже требуемого. Тогда в 

каждый момент времени вероятность того, что уровень науче-

ния достиг или превысил заданный уровень будет равна 

 требPr 1t tL L q r    или  требPr t tL L q r  . Вероятность того, 

что момент времени tдост достижения требуемого уровня науче-

ния превышает текущий,  достPr tt t q r   или вероятность, что 
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уровень уже достигнут,  достPr 1 tt t q r   . Очевидно, 0Ir  , 

тогда из утверждения 1 следует, что вероятности 

   треб достPr PrtL L t t    мажорируются функцией 1K tt   при 

t  . Получаем: 

  1 1

дост

0 0 0

Pr
I I I

K t K t

i t i i

i i i

t t rq r t r t    

  

 
     

 
   . 

Используем выражение qt = e0 Π
t
, тогда 

 дост 0Pr t

tt t q r e r    .  

Так как      дост дост достPr 1 Pr Prt t t t t t      , то 

     дост дост достPr Pr 1 Prt t t t t t      . 

Для среднего времени справедливо выражение 

      дост дост дост дост

0 0

Pr Pr 1 Pr > 
t t

t t t t t t t t t
 

 

       . 

Так как  достPr t t  мажорируются 1K tt   при t  , то ряд 

 достPrt t t  сходится, а его сумма  дост

0

Pr
t

t t t




  конечна, 

тогда 

    

     

дост дост дост

0

дост дост дост

0 0 0

Pr 1 Pr

( 1) Pr Pr Pr

t

t t t

t t t t t t

t t t t t t t t





  

  

     

      



  
. 

Итак, получаем: 

(7)    
1

дост дост 0 0 0

0 0 0

Pr t t

t t t

t t t e r e r e E r
  



  

 
        

 
   ,

 

где Е - единичная матрица той же размерности, что и матрица П. 

Существование обратной матрицы  
1

E


  следует из того, 

что матрица (Е – П) (верхне)треугольная, все её диагональные 

элементы могут быть найдены из выражения для 
ij  выше, и их 

произведение больше нуля. 
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Вышеприведённые соображения обосновывают справедли-

вость следующего утверждения. 

Утверждение 3.  Для любой марковской цепи среднее время 

первого достижения состояния из заданного множества равно 

 дост дост

0

Pr
t

t t t




  . Если данный ряд сходится, то 

 
1

дост 0t e E r


  . 

Выражение (7) позволяет аналитически получать значения 

достt  в общем случае в зависимости от распределения возмож-

ных состояний внешней среды  ; 1, 2, ,kP p k ... K  (pk входят 

в выражение (7) через матрицу П) и от требуемого уровня 

научения (
требL  учитывается через вектор m). Однако 

выражение (7) не является наглядным – ни вероятности 
kp , ни 

уровень 
требL  в явном виде в него не входят. Кроме того, значи-

тельная размерность матрицы П (2
K
  2

K
) затрудняет его практи-

ческое использование. 

В ряде случаев можно получить более простые и наглядные 

выражения, рассмотрим один из них - равномерное распределе-

ние  1 ; 1,kP p / K k K     возможных состояний 

внешней среды. В этом случае вместо марковской цепи 
ty , 

принимающей значения 0 1i , , ..., I , рассмотрим цепь yt
*
, значе-

ния которой отвечают количеству состояний внешней среды, 

для которых технология уже проверена, т.е. yt
*
принимает значе-

ния от 0 до K. Тогда 
t tL y %, а переходные вероятности при-

мут вид: 

0    при  или 1,

1 при 1,      для 0, 1, ..., .

        при ;                    

ij

j i j i

i j i i K

i j i

 



  


    
 

 

Тогда матрица (E - П) является (верхне)треугольной, лен-

точной, с элементами: 
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0           при  или 1,

1      при ,                     для 0, 1, ..., .

1     при 1;              

ij

j i j i

i j i i K

i j i

 



  


   
   

 

Обратная матрица 1( )E П   - также (верхне)треугольная с 

элементами 

 
1

,

0               при ,          

1   при      для 0, 1, ..., .

1               при ;         

ij

j i

i i j K i K

j K

 





    
 


 

Операция   
1

1  0, 0, ..., 0, E r


  «вырезает» из матрицы 

 
1

E


  первую строку и суммирует те элементы этой строки, 

для которых треб

1

K

k k

k

x p L


 . В рассматриваемом случае равно-

мерного распределения суммируются первые 
треб требL / K L   

элементов, тогда среднее время достижения требуемого уровня 

требL  равно: 

 
треб треб

1
дост

0 0

1

KL KL

i i

K
t i

K i




 

  


  . 

Получим компактную аппроксимацию достt  при K >> 1: 

   

требтреб треб

треб

1 1
дост

1 1
0 0 0

1

треб
0

1 1

1 1

ln 1 ln 1 ,

KLKL KL

i i

KL

K
t K K K K dx

K i K i K x

K K x K L

 

 
 



   
  

     

  
 

т.е. 

(8)  дост требln 1t K L   . 

Отметим, что выражение (8) совпадает с приближённым 

решением t̂  уравнения (см. выражение (2)) 
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    треб1 1
ˆ

t

t
E L   L    , для которого 

 
 

 
 треб треб

треб

ln 1 ln 1
ln 1

ln 1

L L
t̂ K L

 

 
     


. 

Получим выражение для среднего времени достижения 

«абсолютного» уровня научения: Lt = 1. 

Пусть в некоторый момент времени уже известны, провере-

ны какие-то состояния внешней среды, и остались не проверен-

ными несколько, а именно I ≤ K, состояний {pi; i = 1,I }, очевид-

но, что 
1

1
I

i

i

p


 . 

Обозначим через T({pi; i = 1,I }) среднее время, в течение 

которого будут проверены все оставшиеся I состояний, т.е. 

достигнут уровень Lt = 1. Используя метод математической 

индукции, получим выражение: 

(9)       
1 11

1 ; ; ;

; 1
I

i i i k i k l

i i k i k l

T p i ,I p p p p p p ...
 



          . 

Запишем (9) в иной, эквивалентной, форме: 

(10)     
1 2

1

1

1 ; ;...; 1

; 1 1
j

k

I k
k

i i

k i i i j

T p i ,I p





 

 
    

 
   . 

То есть покажем, что среднее время равно сумме знакопе-

ременных сумм всех k-к из {pi; i = 1,I }, n = 1,I . 

Обозначим сумму всех k-к из {pi; i = 1,I  }, k = 1,I  в выра-

жении (10) для T({pi; i = 1,I }) как Θ(k; I): 

(11)  
1 2 1 2 1 2

1

; ;...; 1 ; ;...;

1
; 

j

k k k

k

i

i i i j i i i i i i

k I p
p p ... p





 
   

   
   . 

С учётом (11) выражение (10) примет вид: 

(12)         
1 2

1

1 1

1 ; ;...; 1 1

; 1 1 1 ;
j

k

I k I
k j

i i

k i i i j j

T p i ,I p j I



 

  

 
      

 
    . 

Пусть осталось непроверенным одно состояние внешней 

среды, тогда T({pi; i = 1}) = 1/p1. 
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Пусть выражения (9), (10), (12) справедливы для I - 1 состо-

яний, т.е.       
1

1

1

; 1 1 1 ; 1
I

k

i

k

T p i ,I k I






      . 

Покажем, что (9), (10), (12) справедливы для I состояний. 

Событие, заключающееся в последовательной реализации 

i = 1,I  состояний, эквивалентно объединению I событий, каждое 

из которых заключается в реализации одного из I состояний и 

после этого в последовательной реализации оставшихся I - 1 

состояний. Тогда  

(13)      
1 1

1 1 1

; 1 ; 1 ;
I I I

i i j i i

i j i

T p i ,I p p p T p i ,I i j

 

  

   
       

   
   , 

где первое слагаемое – среднее время до первого из реализо-

вавшихся состояний i=1,2,…I. Каждое из j-х слагаемых под 

знаком суммы – вероятность того, что первым проверено j-е 

состояние и после этого T({pi; i = 1,I ; i ≠ j}) - среднее время 

проверки I - 1 оставшихся состояний. 

Подставим (12) в правую часть (13): 

(14)       
1 1

1
1

1 1 1 1

; 1 1 ; 1
I I I I

k

i i i j

i i j k

T p i ,I p p p k I

 




   

     
          

     
    . 

Преобразуем вторую сумму, подставив в неё (11). 

     
1 2 1 2

1 1
1 1

1 1 1 1 ; ;...;

1 ; 1 1
k k

I I I I
k k j

j

j k j k i i i i i i

p
p k I

p p ... p

 
 

   

 
     

   
    . 

Так как каждая из вероятностей pj в числителях не входит в 

сумму 
1 2 ki i ip p ... p    в знаменателях дробей, порядок сумми-

рования можно поменять местами и получить: 

     

   

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
1 1

1 1 1 1 ; ;...;

1 11

1 ; ;...; 1; ; ;. ..;

1 ; 1 1

1

k k

k

k k

I I I I
k k j

j

j k j k i i i i i i

I I
k

i i i j

k i i i j j i i i

p
p k I

p p ... p

p p ... p p .

 
 

   

 

  

 
      

   

    

   

  

 

Суммирование по j осуществляется по всем j от 1 до I, но не 

совпадающим ни с одним из i1, i2, …, ik, поэтому 
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 
1 2

1 21; ; ; ...; 1
k

k

I I

j i i i i

j j i i i i

p p p p ... p
  

 
     
 

  . 

Подставим это соотношение в выражение для второй сум-

мы 

     
 

     

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
1 1 1

1 1 1 ; ;...;

1 111 1

1 1 ; ;...; 1 ; ;...;

1

1 ; 1 1

1 1 1

k

k k

k

k k

I

i i i iI I I
k k i

j

j k k i i i i i i

I I I
k k

i i i i

i k i i i k i i i

I

i

i

p p p ... p

p k I
p p ... p

p p p ... p

p

 
  

  

  

  



 
    

   
      

   

 
        
 

 
  
 


   

    

      
1 1

1

1 1

1 ; 1
I I

k k k

I

k k

k I C .
 



 

    

где 
k

IC  – число сочетаний из I по k. 

Подставим это выражение в (14) 

      

     

1 1
1

1

1 1 1 1

1
1 1

1

1 1 1

; 1 1 ;

1 ; 1 1

I I I I
k

i i i i

i i i k

I I I
k k k

i I

k i k

T p i ,I p p p k I

k I p C .

 




   


 



  

      
            

      

   
        

   

   

  

 

Соответственно определению  
1

1

;
I

i

i

I I p





 
   

 
 , а также  

     
1

1

1 1 1 1 1 0
I

n I In

I

n

C




       , поэтому    
1

1

1

1 1 1
I

n In

I

n

C






    . 

Получим окончательно требуемое выражение в форме (12): 

      
1

1

; 1 1 ;
I

k

i

k

T p i ,I k I




    . 

Итак, в данном и предыдущих разделах рассмотрены свой-

ства процесса разработки/освоения компонента технологии, 

уровня научения, а также времени научения. Перейдем к анали-

зу моделей комплексирования компонентов технологии. 
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7. Модели комплексирования 
компонентов технологии 

Проанализируем свойства процессов комплексирования 

частных компонентов технологии, описываемых каждый в 

рамках базовой модели (раздел 4): 

А) последовательного; 

Б) параллельного конъюнктивного; 

В) параллельного дизъюнктивного; 

Г) параллельного с полным обменом информацией; 

Д) «научения научению». 

Для этого рассмотрим процесс управления несколькими 

компонентами технологии с соответствующим объединением 

результатов. Состояния частных процессов образуют марков-

ские цепи (и обладают свойствами, рассмотренными в разде-

ле 3). Тогда поведение комплексного процесса также является 

марковской цепью на множестве состояний, равном произведе-

нию множеств состояний частных процессов. 

Аналогично тому, как это было сделано выше, введём K
*
-

мерный процесс (где 
1

M
* m

m

K K


 )  1 2, , , , , *

* * * * *

t t t kt K t
x x x ... x ... x , 

каждый элемент которого x
*
kt принимает значения 0 или 1 и 

отражает факт выполнения проверки соответствующего состоя-

ния внешней среды, а также процесс y
*
t, отражающий номер 

состояния процесса x
*

t. Оба процесса x
*

t и y
*

t являются марков-

скими цепями, матрица переходных вероятностей y
*

t является 

(верхне)треугольной, и для y
*
t справедливы утверждение 1 

(об асимптотическом поведении распределения состояний) и 3 

(о среднем времени достижения заданного уровня научения). 

А. Если целью комплексного процесса является создание 

всех частных компонентов технологии (конъюнкция всех М 

частных компонентов), то уровень 
1...M

tL  научения, разработан-

ности комплексной технологии, равен вероятности того, что при 

очередном испытании ни в одном из частных процессов не 

будет получено ещё не проверенное состояние внешней среды, 

т.е. равен произведению уровней разработанности частных 

технологий. А эта вероятность, в свою очередь, равна произве-
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дению вероятностей 
m

tL  всех частных компонентов технологии, 

т.е. 1...

1

M
M m

t t

m

L L


  и 

(15)  1...

11 1

1 1
M M K

t
M m m m

t t k k

km m

E L E L p p
 

 
          

 
  . 

Формулу (7) для среднего времени достижения требуемого 

уровня научения одного компонента несложно расширить на 

случай M элементов: 

(16)      дост  дост  дост

0 0

Pr Pr maxА А m
m

t t

t t t t t
 

 

       

 0

0 1

1 1
M

t

m m

t m

e r


 

 
    

 
  . 

Если характеристики процессов разработки компонентов 

технологии одинаковы, то

      
1

 дост 0 0

0 0 1

1 1 1
M

M mmt m t
А M

t t m

t e r C e r
 



  

 
        

 
  

 

       
1

1 1

0 0 0

0 0 2 0

1 1
M

m Mm Mt m t t

M

t t m t

M e r C e r e r
   

 

   

 
        

 
    . 

Рассматривая последовательность величин  достАt  для раз-

личных возрастающих M, легко получить выражение для пер-

вых разностей  
1

0 0

0

1
M

t t
M

t

t e r e r






      и вторых разностей

   
2 2

2

0 0

0

1
M

t t
M

t

t e r e r






      . Откуда видно, что  достАt  растёт 

с увеличением M, однако скорость роста по M убывает. Также 

первые разности ограничены сверху и снизу: 

   
2

дост дост0 0 0 0

0 0 0

1t t t t
M

t t t

t e r e r e r t e r t
  

  

             . 

Б. Если все частные процессы реализуются независимо и 

параллельно, а целью комплексного процесса является создание 

не менее чем одного из частных компонентов (дизъюнкция М 
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частных компонентов), тогда доля «неразработанности» ком-

плексной технологии равна доле непроверенных состояний 

«комплексной» внешней среды, соответственно 

 1

1

1 1
M

_ M m

t t

m

L L


    и 

(17)  1_

11

1 1
M K

t
M m m

t k k

km

E L p p


 
      

 
 . 

Среднее время достижения требуемого уровня научения M 

элементов в этом случае получится 

(18)      дост  дост  0

0 0 0 1

Pr Pr min
M

t
Б Б m дост m m

m
t t t m

t t t t t e r
  

   

 
      

 
    . 

Если характеристики частных процессов одинаковы, то 

  дост 0 0

0 01

M
M

t t
Б m m

t tm

t e r e r
 

 

 
    

 
  . 

Для случаев А и Б параллельной реализации нескольких 

одинаковых частных процессов получим следующие соотноше-

ния: 

     
1

1 1
 дост дост  дост0

0 2

1 1
M

mm Mm t
А БM

t m

t M t C e r t
 

 

 

 
      

 
  , 

где достt  - среднее время завершения частного процесса, 

 достАt  - среднее время завершения разработки всех M частных 

процессов,  достБt  - среднее время завершения хотя бы одного из 

M частных процессов. Также получим оценки: 

 дост  дост  дост дост1 Б АMt M t t Mt    . 

Отметим, что для случаев А и Б параллельной реализации 

двух одинаковых частных процессов  дост дост  дост2А Бt t t  , т.е. 

средние времена соотносятся как  дост  дост  дост 2А Бt t t /  . 

В. Пусть последовательно выполняются два компонента 

технологии, причём второй начинается непосредственно после 

завершения первого. Данный случай описывается двумя незави-

симыми марковскими цепями, вторая цепь стартует из известно-

го состояния в тот момент, когда состояние первой достигло 
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заданной области. Распределение времени завершения создания 

такой комплексной технологии (состоящей из двух элементов, 

когда создание второго может быть начато только после завер-

шения создания первого) - времени достижения заданной обла-

сти второй цепью - равно свёртке распределений времени обеих 

цепей. Используя эту закономерность, можно вычислить «инте-

гральную» кривую научения и получить среднее время разра-

ботки как сумму средних времён разработки частных техноло-

гий. 

Г. Пусть создание одного компонента технологии выполня-

ется параллельно и независимо в рамках нескольких (M) про-

цессов с полным обменом информацией. Тогда за один шаг 

времени производится M независимых проверок, поэтому в этом 

случае 

(19)  1

1

1 1
K

Mt||M

t k k

k

E L p p


       . 

В этом случае среднее время достижения требуемого уров-

ня научения M элементов равно: 

(20)    
1

дост дост 0 0

0 0

Pr mt m

t t

t t t e r e E r
 



 

       . 

Нетрудно показать, что для всех случаев кривых научения – 

(15), (17) и (19) - справедливы все позиции утверждения 2. 

Д. «Научение научению». Рассмотрим процесс освоения 

технологии одновременно с самим ее созданием. То есть когда 

интенсивность процесса проверок состояний внешней среды 

меняется соответственно некоторой другой кривой научения. 

Пусть процесс 
1

K

t kt k

k

L x p


  характеризует разработ-

ку/освоение новой технологии, а процесс 
1

J
* *

t jt j

j

L x q


  описывает 

управление технологией создания этой новой технологии 

(«научение научению»). Будем считать процессы Lt и L
*

t стати-

стически независимыми друг от друга. 

То есть в каждый момент времени t проверка состояний 

внешней среды производится с вероятностью L
*

t, а с вероятно-
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стью 1 - L
*

t момент времени t оказывается «пропущен» для 

создания технологии: состояние не тестируется и процессы xkt 

не изменяют состояния
5
: 

 

1

1

1

                   с вероятностью 1 ,

1    с вероятностью ,

J
*

kt jt j

j

kt kt J
*

kt kt k jt j

j

x x q

E x x

x x p x q











    

  






 

где символическая запись 
ktxE     означает условные математи-

ческие ожидания при известных значениях 
ktx . 

Тогда  1 1kt kt kt kt ktE x x x p xГ     , где 

 
1 1

1 1j

J
t

*

j

J

jtt

jj

jq xГ E q q


 
    

 
  . 

Переходя от условных математических ожиданий к без-

условным, получим разностное уравнение, позволяющее после-

довательно вычислять  ktE x  для всех t ≥ 0 

(21)       1 1kt kt t k ktE E Г p xEx x    . 

Обозначим через  1 tt kxE    (или   1 tktxE   ), тогда 

с учётом введённых обозначений 

  11 1 1t t t tkt kE Гx p     ,   1 1 kt t t pГ   . 

Так как 
0 1  , то получаем  

1

0

1
t

kt Г p







   , и в резуль-

тате: 

     
1 1

10 0

1 1 1 1 1jk

t t J

t k k

j

k jE Г qp p qx p




 

 

 


 

       
 

  . 

                                           
5 Можно эту же модель интерпретировать как то, что проверки выполня-

ются в каждый момент времени, а технологию для нового состояния выра-

батывается с некоторой вероятностью, определяемой некоторым "мета-

процессом". В логистической модели эта вероятность равна уровню научения 

в самом процессе, в гиперболической - вероятности «ошибки» в некоторой 

степени с к-том пропорциональности µ. 
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Тогда итоговая кривая научения: 

(22)      
1

01 1

1 1
K K

t k kt k k

k

t

k

E E ГL p x p p





 

  
 

  





    

 
1

101

11 1
t JK

jk k jk

k j

p p q qp








 
  

 
    . 

Изучим выражение (21). Вычислив первые разности: 

  t tkt kE Гx p   , заметим, что для любых значений 
kp  

  0 0kt tE x   , так как 
0 0Г  , а также   0ktE x   для любых 

t > 0. То есть  ktE x  растёт при t > 1 , что интуитивно очевидно. 

Вычислим и исследуем вторые разности: 

(23)        2

11kt k t t t t t tt kt k k kx x x p p pE E E Г Г Г             

 1 1k kt t t t k tp Г p ГГ p      1 1t t t tk kp Г Г p Г   . 

Прежде всего, справедливо   0

2

1 0kt t kx pE Г   . Однако 

Гt монотонно растёт от 0, асимптотически приближаясь к 1 при 

t  . Тогда   22 0kt t k tx pE      и  2 0kt txE    . 

Так как кривая научения    
1

k

K

t k

k

txE L p E


  является линей-

ной комбинацией процессов  ktE x  со строго положительными 

коэффициентами, то для первых и вторых разностей кривой 

научения справедливы утверждения, сформулированные для 

 ktE x . А именно: 

   0 0t tE L   ; 

   0 0t tE L    и   0tE L   для всех t > 0, т.е. кривая 

научения растёт по t от нуля, асимптотически приближаясь к 

единице; 

   0

2 0t tE L   ,  2 0t tLE    и  2 0t tLE    , то 

есть для t, меньших некоторого значения (точки перегиба), 

кривая научения строго выпукла, а при бóльших t – строго 

вогнута. 

Рассмотрим пример «научения научению». Пусть имеются 

равномерные распределения возможных состояний внешней 
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среды  1 ; 1,kP p / K k K   , и  1 ; 1,jQ q / J j J   . 

Тогда, обозначив 
1J  , получим: 

   1 1 1

11

1 1 1 1 1 (1 )
J

t t
t

t

J

j jt

j j

G E J J Jq x   



 
          

 
 % . 

Соответствующая кривая научения имеет вид: 

(24)     
1

0

1 (11 1 )
t

tE L 



 




   . 

Используя выражение (17) для вторых разностей, можно 

получить оценку точки перегиба t
*
 кривой научения (18) для 

«сложных» технологий (для которых K ≫ 1, J ≫ 1 и K < J): 

20 25 0 5*t KJ , K , K   . 

Запишем (24) в виде    
1

0

exp(1 exp ln )1 -
k

tE L


 




 
   

 
 , 

где φ = ln(1 + 
1

1J 
). 

        1

1

2

0

1 (1 ) 1 (11 )t

t t

k

LE EL 



   




      =  

=      1

1 1(1 ) 1 (1 )t

t tE EL L   

     = βt + ( 1 – βt)  1tE L 
, 

где βt =  11 (1 ) (1 exp( ( 1))t t         . Т.е. кривая науче-

ния (24) является «обобщением» кривой научения (2), в котором 

коэффициенты { }t  соответствующего разностного уравнения 

зависят от номера шага (времени). 

Рассмотрим несколько частных случаев научения науче-

нию, а именно процессы, в которых вероятность успешной 

разработки технологии для каждого из впервые встретившихся 

состояний природы не равна тождественно единице и зависит не 

от состояния аналогичного «внешнего» процесса (см. выраже-

ние (22)), а от уже достигнутого уровня научения в самом про-

цессе. Причём зависимость эта может быть как возрастающей 

(см. ниже модель логистической кривой научения), так и убы-

вающей (см. ниже модель гиперболической кривой научения). 
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Соответствующий класс процессов научения назовем условно 

автонаучением. 

Логистическая кривая научения. Рассмотрим важный 

частный случай «научения научению»: в достаточно большом 

числе практических ситуаций интенсивность процесса проверок 

состояний внешней среды пропорциональна уровню научения 

Гt = 𝜇 E[Lt]. Действительно, практически всегда при испытаниях 

новой, например, авиакосмической или транспортной техники, 

или вводе в эксплуатацию новых производственных комплексов 

на первых этапах изделие или комплекс испытывается при 

ограниченном наборе режимов эксплуатации (стендовые и 

наземные испытания, работа на холостом ходу и т.д.). По мере 

накопления опыта диапазон режимов расширяется до полного 

множества всех возможных режимов и условий внешней среды 

при переходе к штатному использованию, что соответствует 

формальному предположению о пропорциональности «скорости 

научения» достигнутому уровню. 

Такая ситуация соответствует частному случаю модели ав-

тонаучения - когда процесс разработки технологии L
*

t «совпада-

ет» с процессом её освоения Lt. 

Перепишем разностное уравнение (21), в несколько изме-

нённой форме и проанализируем его: 

(25)     1 1 ttkt k kxE x pГ E  . 

Если все состояния внешней среды равновероятны 

(pk = δ = 1/K), то из (25) следует разностное уравнение для уров-

ня научения: 

       2 2

1 1kt ktt t t ktx xE xE Г Г Г E        . 

Суммируя данные выражения по k, получим 

(26)       2

1 1t t t tttE Г K Г EL Г EL L     . 

В случае Гt = 𝜇 E[Lt] разностное уравнение для уровня 

научения примет форму (аналогичный результат для модели с 

непрерывным временем был получен в [33]): 

(27)       1 1t t tL L LE E E    . 

Уравнение (27) является разностным аналогом дифферен-

циального уравнения dx/dt = β x (1 - x), где    , решением 
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которого является классическая для теории научения (см. обзор 

в [15]) логистическая кривая, в дискретной форме логистиче-

ская кривая имеет вид: 

(28)  
1

1
1 ( 1) exp( )

tE

t

L






  

. 

Она монотонно возрастает от λ > 0 (при t = 0) до 1 (при 

t  ). 

Так как решениями аналогичных разностных и дифферен-

циальных уравнений, как правило, являются разные по виду 

функции, логистическая кривая в дискретной форме (28) не 

является решением (27) в общем случае. Поэтому исследуем 

функцию (28) и найдём условия, при которых, функция (28) 

корректно аппроксимирует решение уравнения (27). 

Для упрощения локальных выкладок введём компактное 

обозначение функции (28) в виде 
1

1 tt
a

x
b




. 

Во-первых, покажем, что при неограниченном уменьшении 

дискрета времени (обозначим его Δt) разностное уравнение, 

описывающее (28) переходит в дифференциальное вида 

dx/dt = βx(1 - x). 

С учётом обозначений 
1

1 t tt tx
ba

 



, преобразуем это 

выражение. При 0t   (на самом деле при   1ln a t = ) кор-

ректными будут следующие преобразования: 

    
1 1 1

1 11 1
t t tt ttt

ba ba ba ln a tb
x

a ln a t
     

     
 

   

    

 
     

1

1

2

1 1

1 1 1

1
1 1

1

1
1

1 1

t t t

t

t t

t

t

t

t t
t

ba ba ba ln a t

ba ba ln a t
ba

ba
ln a t ln a t.

ba
x x x

ba





 
 

 

 

    


    
 
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То есть    1t t t t t ln a tx x x x     при условии   1ln a t = . 

Откуда непосредственно следует    1t t t
t t

x
a

x
xln

t
x




 , что 

доказывает требуемое утверждение. 

Очевидно, при ln(a) << 1 и 1t   все преобразования оста-

ются корректными, поэтому разностное уравнение, описываю-

щее логистическую кривую в дискретной форме (28), аппрокси-

мируется выражением вида (27). 

В силу введённых промежуточных обозначений 

ln(a) = β = μ δ= μ/K, тогда условию ln(a) << 1 соответствует 

μ/K << 1. Таким образом, при «большой» размерности K множе-

ства состояний внешней среды логистическая кривая (28) ап-

проксимируется разностным уравнением (27). 

Логистическая кривая научения (28) является хрестоматий-

ной для теории научения [15]. В то же время, для рассматривае-

мой модели научения научению она является частным случаем, 

соответствующим равномерному распределению состояний 

природы и пропорциональности интенсивности процесса прове-

рок состояний внешней среды достигнутому уровню научения 

при «большой» размерности множества состояний внешней 

среды. 

В случае, когда кривая научения является логистической – 

см. (28), средняя длина серии имеет вид  
1

1 exp( )tN t  


   

и порождается весьма компактным разностным уравнением 

Nt+1 = exp(β)Tt. 

Гиперболическая кривая научения. В другом частном 

случае автонаучения интенсивность процесса проверок состоя-

ний внешней среды может уменьшаться по мере роста уровня 

научения: Гt = 𝜇 (1 - E[Lt])
a
, где a > 0. На практике это может 

иметь место, например, при ограниченных когнитивных (в том 

числе ограниченность кратковременной памяти) и/или «вычис-

лительных» возможностях обучающегося субъекта. 

Аналогично рассмотренному выше случаю логистической 

кривой научения для равновероятных состояний внешней среды 

получим разностное уравнение для уровня научения. Выраже-
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ние (26) справедливо и в данном случае; подставив в него 

Гt = 𝜇 (1 - E[Lt])
a
, получим: 

(29)        1

1

1 1t t

a

ttL LE Г LE E  


     . 

Уравнение (29) является разностным аналогом дифферен-

циального уравнения dx/dt = β (1 - x)
1+a

, где    , решением 

которого является классическая для теории научения (см. обзор 

в [15] и пионерские работы [32, 39]) гиперболическая кривая 

научения как функция непрерывного времени. 

Гиперболическая кривая в дискретной форме имеет вид 

(30)  
 

1

1
1

1
/ atE

a
L

t
 


. 

Она монотонно возрастает от нуля (при t = 0) до 1 (при t  ). 

Как и в примере с логистической кривой, введя компактные 

обозначения 
 

1

1
1

1
t / a

x
a t

 


, легко выполнить аналогичные 

выкладки при β << 1 и aβ << 1 и в результате получить 

 
1

1 1
a

t t tx x x


    . 

Условие β<<1 равносильно μ δ = μ/K<<1, поэтому гипербо-

лическая кривая является решением разностного уравнения (29) 

при «большой» размерности K множества состояний внешней 

среды. 

Средняя длина серии в этом случае равна 

 
1

1 1
/ a

tN a t   . 

Разностное уравнение для средней длины серии: 

 
1

1 1 1
/ a

a

t tN N a
    
 

. 

В частности, при a = 1 уравнение имеет вид Nt+1 = Nt + β. 

Таким образом, гиперболическая кривая научения (30) (её 

разностный аналог: E[Lt] = E[Lt-1] + β (1 - E[Lt-1]
1+a

) для рассмат-

риваемой модели является частным случаем «научения науче-

нию», соответствующим равномерному распределению состоя-

ний природы и убыванию интенсивности процесса проверок 

состояний внешней среды с ростом достигнутого уровня науче-

ния. 
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Автонаучение. Рассмотрим модель автонаучения в непре-

рывном времени - дифференциальное уравнение для уровня 

научения ( ) [0;1], 0z t t  : 

(31) zʹ(t) = γ(1 – z)p(z) 

с начальным условием z(0) =    [0; 1), где  > 0, p(  ): 

[0; 1]  (0; A] – непрерывная функция, где 0 < A < +∞ (если p 

интерпретируется как вероятность, то A = 1). 

Из введённых предположений следует, что: 

а) решение уравнения (31) существует и единственно; 

б) зависимость z(t) является строго монотонно возрастающей 

и  t ≥ 0 zʹ(t) ≤ γ; 

в) если z(0) = 0, то 0 ( ) 1 exp( )z A tt t     ; 

г) зависимость z(t) является замедленно-асимптотической, 

т.е. lim
t

z(t)= 1 и lim
t

zʹ(t)= 0. 

Варьируя p(z), можно получать различные кривые автона-

учения. Частными случаями являются многие рассмотренные 

выше классы кривых научения, а именно: 

1) Экспоненциальная кривая («вырожденный случай» - авто-

научение отсутствует: p(z)   1, имеет место обычное научение): 

 = 0; zʹ(t) = γ(1 – z); ( ) 1 exp( )z t t   . 

2) Логистическая кривая: 

p(z) = z,  > 0; zʹ(t) = γz(1 – z); 
1

( )
1

1 ( 1) exp( )

z t

t




  

. 

3) Гиперболическая кривая: 

p(z)   (1 – z)
a
, a > 0,  = 0; zʹ(t) = γ(1 – z)

1+a
; 

 
1

1
( ) 1

1
/ a

z t
a t

 


. 

Модель автонаучения (31) допускает ряд расширений – пе-

реход к моделям научения в процессе работы и к моделям груп-

пового научения. 

Рассмотрим модель научения в процессе работы (Learning-

by-Doing), в рамках которой обучаемый субъект (агент) может 

выбирать интенсивность w(t) ≥ 0 своей деятельности (объем 

работы, выполняемый в единицу времени, число состояний 
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природы, анализируемых в единицу времени, и т.д.). Объем 

выполненных работ W(t) = 
0

( )

t

w d   можно условно считать тем 

«опытом», который накопил агент, его «эффективным внутрен-

ним временем» [16]. 

Подставляя в (31) вместо p(z) интенсивность w(t), получим 

дифференциальное уравнение 

(32) zʹ(t) = γ(1 – z)w(z), 

решением которого является «экспоненциальная» кривая науче-

ния 

(33) ( ) 1 exp( ( ))wz t W t   . 

Если считать, следуя [16], что (33) – вероятность достиже-

ния результата в момент времени t (доля успешных действий 

агента), то кумулятивный ожидаемый результат будет опреде-

ляться следующим выражением  

(34) W+(t) = 
0

)( ()w

t

wz d   = 
0 0

(1 exp( )) ( )

t

w d w d



      . 

Если задан интервал времени T ≥ 0 и максимальный объем 

работ W0, которые может выполнить агент, то из (32)–(34) полу-

чаем, что задача максимизации ожидаемого результата примет 

вид задачи динамического программирования 

W+(T) 
0( ), ( )

max
w W T W 

 . 

Аналогичные задачи (в том числе с учётом затрат агента 

и т.п.), трактуемые как задачи об оптимальной стратегии науче-

ния агента, рассматриваются в [7,16]. 

В заключение настоящего раздела опишем в терминах ав-

тонаучения процесс группового научения [16]. 

До сих пор при рассмотрении научения агента считалось, 

что агент учится только «на собственном опыте». Тем не менее 

в коллективах имеет место обмен опытом, и агенты, наблюдая за 

деятельностью других (их успехами и трудностями), могут 

также приобретать опыт (см. модели в [16]). Для того чтобы 

отразить этот эффект, можно считать, что «опыт» p, накоплен-

ный агентом, зависит от уровней научения других агентов. 
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Пусть имеется n агентов. Обозначая через i номер агента, 

через zi – уровень его научения, через z = (z1, z2, … , zn) – вектор 

уровней научения, запишем для каждого из агентов аналог 

уравнения (31): 

(35) zʹi(t) = γi(1 – zi)pi(z), i = 1, 2, …, n. 

Влияние агентов друг на друга в модели (35) может быть 

различным: 

- если 
( )

0i

j

p

z






z
, то i-й агент перенимает опыт j-го агента; 

- если 
( )

0i

j

p

z






z
, то опыт j-го агента «мешает» i-му агенту; 

- если 
( )

0i

j

p

z






z
, то приобретение опыта j-м агентом не вли-

яет на i-го агента. 

Для модели (35) задача о оптимальном совместном науче-

нии группы агентов может ставиться и решаться по аналогии с 

тем, как это делается для дискретной модели в [16]. 

8. Заключение 

Таким образом, в настоящей работе рассмотрены модели 

формирования и освоения технологии комплексной деятельно-

сти. В том числе: 

- получена базовая кривая научения в ходе разработки техно-

логии (выражение (1)) и исследованы ее свойства (утвержде-

ния 1 и 2); 

- для ряда практически важных частных случаев получены 

аппроксимации кривой научения (выражения (3) и (6)); 

- получена оценка (7) среднего времени достижения требуе-

мого уровня научения и исследованы его свойства (утвержде-

ние 3); 

- предложены и исследованы: 

 модели комплексирования частных компонентов техно-

логии (выражения (15), (17), (19), (21), (25), (26) и (16), 

(18), (20), описывающие кривые научения и оценки 

средних времен соответственно); 
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 модели научения научению и автонаучения (раздел 7). 

Следует отметить, что классические для теории научения 

(см. обзор в [15]) экспоненциальная кривая (2), а также логисти-

ческая (27) и гиперболическая (30) кривые являются частными 

(для рассматриваемых моделей) случаями предложенной моде-

ли автонаучения. 

Дальнейших исследований и осмысления, вероятно, заслу-

живает тот факт, что введённый в работе показатель «средняя 

длина серии» в случаях канонических для теории научения 

кривых описывается линейными разностными уравнениями: 

 для экспоненты Nt+1 = exp(γ) Nt + (exp(γ) - 1); 

 для логисты Nt+1 = exp(β) Nt; 

 для гиперболы первой степени Nt+1 = Nt + β. 

Перспективными представляются постановка и решение за-

дач управления формированием и развитием технологий на базе 

предложенных моделей последних. Некоторые из таких задач 

управления рассматриваются в [7]. 
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MODELS OF DESIGNING AND LEARNING 

A TECHNOLOGY OF COMPLEX ACTIVITY 

Mikhail Belov, IBS, Moscow, Cand.Sc. (mbelov59@mail.ru), 

Dmitry Novikov, Institute of Control Sciences, Moscow, Doct. of 

Sc. (novikov@ipu.ru). 

Abstract: Presented mathematical models are based on previous studies of the 

problems of managing organizational and technical systems and their complex 

activities, executed by the authors. The problem of developing and / or mastering the 

technology of complex activity is formalized in the form of a mathematical model, 

which generalizes of probabilistic learning models. The properties of the process of 

developing and / or mastering technology (learning) are studied, the convergence of 

the process to the state of full technology mastering is shown, analytical expressions 

of the characteristics of the models are obtained - the average time to reach a given 

level of mastering. The models of learning that describe the integration of elements 

of technology - conjunctive, disjunctive and parallel development of technology are 

proposed. Developed and studied models of learning in the process of work and 

group learning. including the “learning to learn” model - when the intensity of the 

learning process depends on the learning level achieved. For all models of integra-

tion, analytical expressions for learning levels are obtained. The asymptotic case of 

models during the transition to continuous time is investigated. It is shown that 

special cases of the proposed model are models of exponential, hyperbolic, and 

logistic learning curves, which are widespread in the theory of learning, theory of 

system testing, software testing, and related branches of knowledge. 

Keywords: technology, complex activity, learning curve. 
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