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МЕХАНИЗМЫ СТИМУЛИРОВАНИЯ В 
ДИНАМИЧЕСКИХ И МНОГОЭЛЕМЕНТНЫХ 

СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

В настоящей работе проводится сравнительный анализ основных резуль­
татов теории контрактов и теории активных систем по синтезу механиз­
мов стимулирования в многоэлементных и динамических моделях социально-
экономических систем. 

1. Введение 

Рассмотрим активную систему (АС), состоящую из управляющего органа - цен­
тра на верхнем уровне иерархии и управляемых объектов - активных элементов 
(АЭ) на нижнем. Задача центра заключается в синтезе механизма стимулирования, 
побуждающего АЭ выбрать определенные действия (состояния, стратегии и т.д.) в 
интересах центра и системы в целом. 

В соответствии с классификацией, введенной в [6], наряду с методом устранения 
неопределенности и асимметричностью информированности участников активной 
системы - центра и активных элементов, основаниями классификации также явля­
ются: число элементов системы и число периодов ее функционирования. Так как 
и в теории активных систем (ТАС), и в теории контрактов изучаются, в основ­
ном, модели социально-экономических систем с одним центром, то многоэлементной 
называется АС, содержащая более одного АЭ. Динамической называется АС, функ­
ционирующая в течение более чем одного периода времени. 

Описание и анализ общих подходов, моделей и методов теории контрактов и ме­
ханизмов с сообщением информации приведены в обзорах [6] и [7], соответственно, 
поэтому ссылаться на эти две работы мы будем довольно часто, отсылая читателя 
за разъяснением некоторых терминов, более подробными ссылками по ряду вопросов 
и т.д. 

Ниже рассмотрены те новые свойства, которые появляются при рассмотрении 
динамических и многоэлементных систем (необходимо сразу оговориться, что боль­
шинство описываемых ниже моделей являются либо динамическими одноэлемент­
ными, либо статическими многоэлементными), по сравнению с их статическими и 
одноэлементными аналогами. 

Многообразие теоретических результатов и прикладных моделей, как отечествен­
ных, так и зарубежных авторов, исследующих динамические и многоэлементные 
задачи стимулирования, настолько велико, что, в силу ограниченности объема, за­
частую, мы будем вынуждены проводить только качественное обсуждение, предо­
ставляя заинтересованному читателю возможность самостоятельно разобраться в 
деталях, используя соответствующие ссылки, приводимые ниже. 
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Интуитивно понятно, что при таком естественном обобщении простейшей базо­
вой (одноэлементной статической) модели, как добавление новых невзаимодейству­
ющих элементов или рассмотрение нескольких несвязанных периодов функциони­
рования, задачу стимулирования удается декомпозировать, "развалив" ее на набор 
базовых. 

Трудности появляются при исследовании систем с взаимодействующими АЭ или 
связанными периодами функционирования. Методы и алгоритмы решения задачи 
синтеза оптимальной функции стимулирования в этом случае характеризуются вы­
сокой структурной и вычислительной сложностью. Как правило, универсального 
подхода к аналитическому решению этого класса задач найти не удается. Однако, 
преодоление трудностей анализа оправданно, так как в динамических и многоэле­
ментных системах присутствуют новые качественные свойства, отсутствующие в 
базовой модели (не говоря уже о том, что большинство реальных организационных 
систем содержат более одного АЭ и функционируют достаточно долго). 

2. Механизмы стимулирования в динамических активных системах 

Динамические активные системы, функционирующие в течение длительного вре­
мени, существенно отличаются от статических: возможность адаптации, сглажи­
вания влияния случайных параметров на результаты деятельности АЭ, пересмотра 
стратегий - все эти эффекты появляются при переходе от статических к динамиче­
ским АС. 

Основными характеристиками динамических моделей являются степень учета 
игроками будущего и конечность или бесконечность игры. Модели, учитывающие 
дальновидность АЭ - способность спрогнозировать будущие последствия принимае­
мых сегодня решений, гораздо труднее поддаются анализу, нежели чем модели с 
недальновидными АЭ, но, в то же время, являются более адекватными действи­
тельности. В бесконечных играх (бесконечное повторение одношаговых игр) центр 
имеет больше возможностей по управлению элементами, в отличие от конечных, в 
которых в последние периоды АЭ может, не опасаясь будущего наказания, "делать 
что ему заблагорассудится" (но в бесконечных играх неприменим метод обратной 
индукции). 

Отметим, что используемые здесь и далее термины "конечная" и "бесконечная" 
(игра) характеризуют не множества допустимых стратегий АЭ, а число периодов 
функционирования АС. 

В настоящее время известно значительное число работ, посвященных изучению 
повторяющихся игр. Причем ведутся исследования как достаточно абстрактных 
моделей, так и моделей вполне конкретных экономических систем. Некоторые ре­
зультаты этих исследований описаны в настоящем разделе, имеющем следующую 
структуру. В подразделе 2.1 приводятся некоторые, достаточно общие, результаты, 
полученные в теории игр при исследовании так называемых повторяющихся игр, 
причем изложение ведется в "смешанных" терминах теории активных систем и тео­
рии контрактов. В подразделе 2.2 рассматриваются результаты ТАС по анализу 
динамических АС, причем, как будет видно из дальнейшего изложения, подходы и 
модели теории повторяющихся игр и теории активных систем различаются доста­
точно сильно. Подраздел 2.3, содержащий описание динамических моделей теории 
контрактов, иллюстрирует, с одной стороны, целесообразность и эффективность 
использования общих результатов теории игр по повторяющимся играм при анали­
зе контрактных моделей, а с другой стороны - близость некоторых динамических 
моделей теории контрактов и теории активных систем. Модели пересоглашения 
контрактов, рассматриваемые в подразделе 2.4 и традиционно относимые (правда, 
с большой натяжкой) к динамическим моделям, на сегодняшний день аналогов в 
ТАС, практически, не имеют. 
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2.1. Повторяющиеся игры. Ниже рассмотрены основные результаты теории 
игр по исследованию повторяющихся игр (repeated games) и их содержательные, в 
частности - экономические, интерпретации и приложения, формулируемые в рам­
ках терминологии, принятой в теории активных систем. Выводы, полученные при 
анализе достаточно общих теоретико-игровых моделей, широко используются при 
изучении тех или иных конкретных ситуаций и реальных систем, в том числе - в 
моделях теории контрактов (см. раздел 2.3). 

Рассмотрим игру п лиц (игроков - АЭ), стратегией каждого из которых является 
выбор у,-, принадлежащего компактному множеству допустимых стратегий г = 
= 1, п. Платежные функции (функции выигрыша, функции предпочтения, полезнос-

п 

ти и т.д.) обозначим <р« : А—* Ж1, г = 1,п, где А = Ц А.-, у = ( t / i ,уг . . .уп) € А. 

Однопериодной игрой (one-shot game) назовем кортеж 

G = ( A i , A 2 , . . . , A n , (p1}<p2t...,<pn)-
Динамической игрой или суперигрой (supergame) G(T) назовем игру G, повторен­
ную Т раз. Выигрыш г-го АЭ в суперигре определяется выражением 

(2.1.1) /,- = 1][>(2,*), 

t = l 
где у* = (у\, t/2»• • • > Уп) £ А - вектор стратегий, выбранный игроками в периоде t 
(при рассмотрении динамических моделей в настоящем разделе мы будем придержи­
ваться следующего соглашения: нижний индекс соответствует номеру АЭ, верхний 
индекс - номеру периода функционирования). Стратегией г-го игрока в игре G(T) в 
периоде t является отображение а\ : А*"1 —• Ai "истории" игры (последовательности 
выбранных в предыдущих периодах стратегий игроков) в множество допустимых 
стратегий, t = 2}T. Отметим, что иногда под историей игры понимается не только 
последовательность стратегий, но и полезности, полученные игроками в прошлом 
(более детальные различия в информированности об историй игры рассматривают­
ся ниже). Таким образом, стратегия г-го игрока - вектор <г,- = (<rj, . . . , af). Набор 
<* = (°"ъ °"2, • • •, 0"п) индуктивно определяет в суперигре G(T) путь 

следующим образом 

у 1 П = <г\ i / t W ^ V W , y 2 W r . , / - 1 W ) , < > i . 
Равновесие Нэша <г* определяется следующим образом: 

т т 

t=l t=l 
где v-i = (о-!, о" 2 , . . . , 0"t-i, 0"«+i,..., стп). Обозначим N(T) - Множество равновесных 
по Нэшу путей и предположим, что N(1) не пусто. Пусть ' / / п ш - значение целе­
вой функции г-го АЭ при использовании игроками максиминных стратегий, то есть 
ymin _ г а р а н т И р 0 в а н н о е значение целевой функции г-го игрока (при условии, что 
все остальные игроки выбирают наихудшие для него стратегии). Любая стратегия, 
обеспечивающая ^ if1 1 1 1, называется индивидуально рациональной (individually 
rational (IR)). Выпуклую оболочку множества векторов возможных значений целе­
вых функций назовем множеством допустимых платежей F. Подмножество множе­
ства Fy состоящее из всех векторов платежей, доминирующих максиминные (явля­
ющиеся IR), обозначим F*. Обозначим (упрощенно) через G(T-k) - подыгру игры 
G(T), соответствующую последним ( Т - к) периодам (к <Т) и определим историю 
игры 
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Кк) = (у1,у2,...,ук), k<T, 

то есть набор стратегий, выбранных игроками в предыдущих периодах, и стратегию 
a%\\h(k) *-го АЭ в игре G(T — к): 

l- аЦ\Цк) -*% [У >V >~чУ h 

2. V t < ( T - * ) , V ^ c 2 , . - . , ^ ) 
t + 1 / 1 2 ix _ fc+t+1/ 1 2 Л J2 J \ 

и обозначим (гцл(д.) = ( ( r i | | / l ( j b ) )" = 1 . 
Стратегия а называется согласованным с подыграми равновесием (subgame per­

fect equilibrium (SPE)) игры (?(Т), если '% 
1. а - равновесие Нэша венгре С?(Т), 
2. У к < Т, Vft(A;)(T||/l(jb^ равновесие Нэша в игре G(T — к). 
Несколько забегая вперед, отметим, что содержательно, основная идея повто­

ряющихся игр заключается в том, что при многократном повторении однопериод-
ной игры удается добиться того, что выбор игроками индивидуально рациональных 
стратегий приводит к реализации рационального для всего коллектива исхода. В 
однопериодной игре это не всегда так: в общем случае, если используется некоопе­
ративная концепция равновесия (равновесие Нэша), то в однопериодной игре точка 
Нэша может оказаться неэффективной (по Парето) с точки зрения всех игроков. В то 
же время, может существовать оптимальный по Парето набор стратегий, который 
не является равновесным по Нэшу. Классическим примером является хрестоматий­
ная игра двух лиц "дилемма заключенного" (см., например, [15]). 

Приведем здесь другой пример [8], иллюстрирующий вышесказанное. Пусть име­
ются п ^ 3 игроков, целевые функции которых имеют вид: 

wM = w + 53(i-«j), y.-e[o,i], i = T7̂ . 

Точка Нэша у? = 1, г = 1, п (более того это - доминантная стратегия для всех игро­
ков). При этом y? t(yH) = 1, t = 1,п. Легко видеть, что существует набор стратегий 
ур = 0, г = 1, п, который обеспечивает игрокам выигрыш y>i(yn) = n — 1 > y>t(yH), то 
есть у11 строго доминирует по Парето равновесие Нэша у11. Но вся беда заключается 
в том, что у11 неустойчиво (даже по Нэшу) - любой из игроков, отклоняясь, то есть 
выбирая yi ф уР, получает выигрыш. Например, (уР,у5,) =п > <Pi(yn)- Осталь­
ные игроки могут последовать его примеру (у них есть доминантные стратегии) -
в результате все окажутся в никому не выгодной точке Нэша. 

Многократное повторение рассматриваемой игры в некоторых случаях позволяет 
"оставить" игроков в Парето-оптимальной точке. Интуитивно понятно, что для 
этого нужно лридумать механизм, который предотвращал бы отклонения, то есть 
наказывал бы отклонившегося игрока, причем наказывал настолько сильно, чтобы 
отклонение становилось невыгодным. Этой цели служит вводимая ниже стратегия 
наказания. 

Обозначим через Р(Т) множество всех SPE в игре G(T), обладающее следую­
щими свойствами [50]: это множество компактно; если некоторый путь принадле­
жит Р(Т) , то любой подпуть, получаемый из исходного отбрасыванием, начиная с 
первого момента времени любого (меньшего Т) числа стратегий, также принадле­
жит Р(Т) . 

Определим оптимальную fc-периодную стратегию наказания г-го АЭ: 

(2.1.2) «,(*) = min 15><(у*)|(у\ у 2 , . . . , у*) € Р(к) 

U=i 

• 
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Для того чтобы (у1,у2,..., ут) G Р (Т), необходимо и достаточно, чтобы V i = 1, п, 
V * < T 

т 
(2.1.3) u , , ( T - t ) < £ Ч>М)> 

* = t + l 

то есть наказание должно быть достаточно сильным - полезность при наказании 
в течение всех оставшихся периодов не должна превышать то, что игрок мог бы 
получить не будучи наказанным [24]. 

SPE обладает следующими свойствами: 
1) если (у 1 , у 2 , . . . , у т ) Е Р(Т), (б 1, Ь2, ...,&*) € P(S), то (у 1 , у 2 , . . . , у т , б 1, б 2 , . . . 

...,Ь')еР{Т+$); 
2) Wi(T + S) ^ Wi{T) + Wi(S) [24]. 
Прокомментируем приведенные определения и свойства. SPE является, в неко­

тором смысле, "усилением" концепции равновесия Нэша для повторяющихся игр. 
Во-первых, SPE является равновесием Нэша в суперигре и, во-вторых, SPE - рав­
новесие Нэша в любой последовательности подыгр, заканчивающихся в момент Т 
(ср. определение SPE с принципом оптимальности в динамическом программирова­
нии [50]). 

Содержательно, качественное отличие повторяющихся (многопериодных) игр от 
"обычных" (статических, одноперйодных) заключается в том, что наличие несколь­
ких периодов повышает ответственность игроков за свои действия - если кто-то 
повел себя не так, как следовало, то в следующих периодах он может быть наказан 
остальными игроками (см. (2.1.3)) за это отклонение. Для того, чтобы предотвра­
щать отклонения, наказание должно быть достаточно сильным и компенсировать 
возможный выигрыш игрока, который тот получает отклоняясь. Переключение с 
"нормального" режима на наказание (и быть может возвращение к исходному режи­
му через несколько периодов) получило название триггерной стратегии. Некоторые 
примеры того, как строить триггерные стратегии и того, как определить наилучший 
момент переключения (ведь не всегда можно достоверно установить факт отклоне­
ния), приведены ниже. 

Существенной в повторяющихся играх оказывается информированность игроков. 
Если все игроки наблюдают все стратегии, выбранные партнерами в прошлом, то 
будем говорить, что имеет место полная информированность (perfect monitoring [68]). 
Если же стратегии, выбираемще в прошлом ненаблюдаемы, а есть другая инфор­
мация, например, если наблюдаемы полезности игроков, то имеет место неполная 
информированность (imperfect monitoring). 

До сих пор мы считали, что при принятии решений о выборе стратегии в каждом 
периоде каждый АЭ одинаково учитывает будущие периоды (см. (2.1.1)). Одна­
ко, зачастую, будущие периоды учитываются с разными весами - дисконтирующи­
ми множителями {£,•} (индекс "г" соответствует номеру игрока). Тогда платежная 
функция г-го АЭ будет иметь вид 

/ I = 4 D * ) W ) -
t = i 

Если игра бесконечная (Т =• +оо), то средний выигрыш АЭ определяется по 
теореме Абеля [38]. 

Основным результатом (группой результатов), полученным при исследовании 
повторяющихся игр, является так называемая "народная теорема" (Folk Theorem 
(FTh)) [74, 80 и др.]. Наличие такого странного термина обусловлено тем, что до 
сих пор не удалось точно установить ее авторство [16]. 

Приведем серию теорем типа FTh [38]: 
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FThl. Если игроки достаточно слабо дисконтируют будущее (коэффициенты 
дисконтирования достаточно близки к единице), то для любого вектора выплат (р* = 
= (y>i,y>2 • • -Vn) £ F* существует равновесие Нэша в бесконечной суперигре, в ко­
тором игроки получают выигрыши, в точности равные <р*. 

Интуитивное обоснование этого результата таково. Пусть в многопериодной 
игре каждый игрок выбирает стратегию у? Е Ai, обеспечивающую выигрыш у?»(у*) = 
= (flf до тех пор пока игрок с некоторым номером j не отклонится от своей страте­
гии у!-. В случае отклонения все игроки переключаются на iu,(oo). Понятно, что в 
бесконечной игре при достаточно слабом дисконтировании моментальный выигрыш 
от отклонения компенсируется "вечным" наказанием. 

FTh2. V(p* Е F* в бесконечно повторяющейся игре без дисконтирования суще­
ствует SPE, в котором ожидаемый выигрыш г-го АЭ равен у??, i = 1, п. 

FTh3. Если некоторый вектор выплат ср* Е F* Парето-доминирует равновесные 
по Нэшу выплаты в однопериодной игре, то при слабом дисконтировании в беско­
нечной суперигре существует SPE, в котором средний выигрыш равен <р*. 

Для простоты далее будем считать, что все АЭ имеют одинаковый дисконтиру­
ющий множитель S. 

FTh4. Пусть (p(S) С F* - множество средних выигрышей игроков в SPE беско­
нечно повторяемой игры, в которой игроки имеют дисконтирующий множитель 8. 
Тогда V 5 < 1 соответствие у?(-) полунепрерывно сверху. 

Требование полунепрерывности нарушается при 6 ±= 1 (см. пример в [38]). 
В случае дисконтирования будущего справедлива 
FTh5. Если п = 2, то V(y?i, 4)2) Е F*3S_ Е (0,1) такое, что V5 Е (£, 1) существует 

SPE суперигры, в котором игроки получают средние выигрыши <pi и <р2, если их 
дисконтирующие множители равны 5. 

Теорема FTh5 может быть обобщена на случай произвольного конечного числа 
игроков (достаточно потребовать непустоты внутренности множества F*) [38]. 

На силу наказания (в сравнении выигрыша от одномоментного отклонения и дис­
контированного проигрыша от наказания) существенно влияет величина дисконти­
рующего множителя, конечность [23] (а иногда и величина) или бесконечность Т [17], 
а также информированность игроков. 

При полной информированности в суперигре может существовать равновесие 
Нэша, доминирующее по Парето равновесие Нэша однопериодной игры (примеры 
см. ниже в разделе 2.3). Если игроки не дисконтируют будущие полезности, то 
множества равновесных векторов выплат в однопериодной и многопериодной играх 
совпадают. Если игроки дисконтируют будущие полезности, то все равновесия су­
перигры, в принципе, могут быть неэффективны (по Парето), хотя, обычно, при 
условии, что дисконтирующие множители не очень малы, существуют равновесия 
суперигры, доминирующие по Парето однопериодные. 

В случае двух игроков и полной информированности, равновесие в суперигре 
обладает следующим свойством непрерывности: любой эффективный индивидуаль­
но рациональный вектор выплат однопериодной игры может быть сколь угодно точ­
но аппроксимирован равновесным вектором выплат суперигры. В [68] приведен при­
мер неэффективного равновесия при наличии дисконтирования будущего. В [61], на­
против, показывается, что при неполной информированности в некоторых случаях 
FTh оказывается верна. 

В условиях полной информированности при условии, что АЭ не. дисконтируют 
свои полезности (берется средняя полезность), в суперигре существует эффективное 
равновесие. Если же игроки дисконтируют свои полезности, то равновесие в много­
периодной игре будет превосходить (по Парето) равновесие однопериодной игры [67]. 

В случае полной информированности факт отклонения каким-либо игроком от 
эффективной стратегии устанавливается тривиально, так как выбор стратегий на­
блюдаем. В случае неполной информированности все оказывается несколько слож-
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нее. После каждого периода каждый игрок проверяет статистическую гипотезу, 
что все остальные игроки выбрали эффективные стратегии. Если один из игрокбв 
отвергает эту гипотезу, то все игроки переключаются на равновесные в однопериод­
ной игре равновесия Нэша (эта стратегия, в общем случае, неэффективна). После 
заданного числа шагов (фаза наказания) все игроки возвращаются к эффективным 
стратегиям и опять проверяют свои гипотезы. Некоторые модели учитывают репу­
тацию игроков - если в течение длительного времени они вели себя "хорошо", то 
для переключения на стратегию наказания при проверке статистических гипотез 
требуется выполнение более жестких условий [36]. 

Условия и стратегии суперигры, приводящие к векторам полезностей, домини­
рующим однопериодное равновесие Нэша и даже более того, эффективным в одно­
периодной игре, для случая полной информированности приводятся в [67]. Этот же 
результат имеет место и для неполной информированности при некоторых дополни­
тельных условиях (теорема 7.1 в [67]). 

Приведем пример использования стратегий наказания в случае полной информи­
рованности. Рассмотрим дилемму заключенного со следующей матрицей выигры­
шей (символы "С" и "О" около строк и столбцов означают сотрудничество и откло­
нение - отказ от сотрудничества, соответственно). 

С О 

с 1 — 1 

о 
7Г, 7Г -Ь, {* + д) 

0, 0 

тг,6,0 > 0; 

ж > д -Ь. 

Отметим, что отклонение является доминантной стратегией, а симметричный 
результат (С,С) лучше любой рандомизации между (С,О) и (О,С). Пусть имеет мес­
то полная информированность и информация о выбранных стратегиях становится 
известна в конце каждого периода. Тогда триггерной стратегией каждого АЭ будет 
выбор сотрудничества, до тех пор, пока его партнер тоже выбирает сотрудничество, 
иначе - переключение на отклонение. 

Предположим, что в случае неполной информированности игроки получают не­
которые сигналы, зависящие от стратегий [18]. Пусть Pk(t) - вероятность того, что 
игроки скооперировались, qk(i) - что нет, если поступил сигнал к (к = 1, К, К -
число возможных сигналов). Теперь игроки могут выбрать сначала сотрудниче­
ство, переключаясь после этого в (0 ,0 ) с вероятностью а*,. Триггерные стратегии 
описываются вектором 

а =: (а1уа2...ак)-

Вопрос заключается в том, существуют ли векторы а, определяющие равновесные 
триггерные стратегии со значением <р*? Оказывается, что существуют. Для рас­
сматриваемого примера соответствующие условия приведены в [15], модель с асим­
метричной информированностью при более общих предположениях исследовалась 
в [37]. 

К "недостаткам" FTh следует отнести: 
- отсутствие предсказуемости - любой IR результат может быть равновесием 

суперигры; 
- FTh утверждает, что в суперигре возможно кооперативное равновесие (Паре-

то), но непонятно - каковы механизмы его достижения; 
- наличие угрозы для того игрока, который отклоняется (или собирается от­

клониться), может привести к тому, что он захочет пересмотреть правила игры и 
т.д. [24]. 
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2.2. Активные системы с динамикой модели ограничений и адаптивные меха­
низмы управления. В теории активных систем исследование динамики функцио­
нирования проводилось, в основном, для следующей модели. В активной системе, 
состоящей из центра и одного АЭ, целевая функция центра в периоде t имеет вид 

(2.2.1) Ф.(**,у.), 

а активного элемента /t(a?t, 2/t), где xt - план на период t (желательное с точ­
ки зрения центра состояние АЭ), yt — действие, выбранное АЭ в этом периоде. 
Траектория х = (a?i, а?2, . . . , а?т) называется плановой траекторией, а траектория 
У = (УъУ2 , - -чУт) ~ траекторией реализаций. Как и в одноэлементной статиче­
ской задаче, центр выбирает систему стимулирования и устанавливает планы (на 
каждый период), а АЭ выбирает действие, максимизирующее его целевую функцию. 
Возникает вопрос - что понимать под целевой функцией АЭ в этой повторяющейся 
игре? Если допустимые множества не изменяются со временем и АЭ вообще не учи­
тывает будущего (недальновидный АЭ), то задача сводится к набору статических 
задач. 

Достаточно детально в ТАС были изучены так называемые активные системы с 
динамикой модели ограничений. Изменение модели ограничений (допустимых мно­
жеств) со временем учитывается зависимостью множества допустимых действий АЭ 
в периоде t от его действий в предыдущем периоде и от плана текущего периода, то 
есть At = At(xti yt-i) , t = 2,T, A\ = Ai(xi) [1, 9]. Таким образом, при известной 
плановой траектории недальновидный АЭ будет решать задачу поиска траектории 
реализаций: 

(2.2.2) ft(xuyt)^ max t = Т?Г. 

Целевая функция дальновидного АЭ имеет вид: 

1 

(2.2.3) <Pt = ft(xbyt)+ У*), 
k=t+i 

где S - коэффициент дисконтирования. Для верхнего индекса суммирования в (2.2.3) 
возможны следующие варианты: 1 = t + N (фиксированный горизонт) - АЭ учиты­
вает N будущих периодов, 1 = Т - АЭ учитывает все будущие периоды и т.д. [8, 13]. 
То есть дальновидный АЭ в каждом периоде t решает задачу выбора реализаций 
(действий - t/t, yt+ъ • • •) с целью максимизации (2.2.3). 

Задача центра заключается в выборе плановой траектории, максимизирующей 
его целевую функцию 

т 
(2.2.4) 

t = i 

считая, что реализации будут совпадать с планами [14]. Из принципа оптималь­
ности Беллмана следует, что если распределение дальновидности АЭ "жестко при­
вязано" к периодам функционирования, то прогноз* сделанный в первом периоде, 
совпадает с реализацией в последующих периодах, а прогнозы в последующих перио­
дах совпадают с прогнозом первого периода. Если АЭ и центр имеют различные 
степени дальновидности (i\T+l < Т), то АЭ не может построить прогноз навесь пла­
новый период. В работе [14] приведены условия на распределения дальновидностей, 
обеспечивающие совпадение реализации с планом, и показано, что динамическую 
задачу удается свести к статической, решаемой в "расширенном" пространстве па­
раметров. 
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При решении задачи планирования центр предполагает, что реализации совпа­
дут с планами. Известно, что достаточным условием согласованности системы сти­
мулирования в статической АС является выполнение неравенства треугольника для 
функций штрафов [8]. Для согласованности в динамической модели достаточно вы­
полнения неравенства треугольника для взвешенных сумм штрафов. Если в течение 
нескольких периодов штрафы не являются согласованными, то для согласования в 
динамике достаточно существования сильных штрафов в будущем (см. стратегии 
наказания в разделе 2.1) [11]. 

Рассмотренная выше модель ограничений зависела от параметров, выбираемых 
участниками системы. Однако возможны случаи, когда допустимые множества за­
висят от случайных параметров (или когда, как в повторяющихся играх, при не­
полной информированности, не все выбираемые стратегии наблюдаемы). Следова­
тельно возникает задача идентификации, решаемая при использовании адаптивных 
механизмов функционирования [2, 3, 9, 12]. 

Суть механизмов адаптивной идентификации заключается в использовании цен­
тром информации о планах, реализациях и т.д. дальновидного АЭ для оценки па­
раметров его модели ограничений, прогноза состояний, поощрения и т.д. Пусть 
множество возможных действий зависит от неизвестного центру потенциала АЭ, 
а потенциал, в свою очередь, зависит от управления со стороны центра и неко­
торой случайной величины. На основании наблюдаемой реализации центр может 
определить оценку потенциала с помощью той или иной рекуррентной процедуры 
прогнозирования [12]. Примером решения задачи адаптивного планирования может 
служить модель динамического простого АЭ, подробно описанная в [5]. Аналогич­
ные процедуры используются в динамических задачах теории контрактов - оцен­
ка потенциала входит в статистическую гипотезу, проверяемую в повторяющихся 
играх (см. раздел 2.1) для определения факта отклонения элемента от эффективной 
стратегии. 

При исследовании адаптивных механизмов возникают задачи выбора наилуч­
шей процедуры прогнозирования; синтеза механизма, при котором АЭ полностью 
использует свой потенциал (такие механизмы получили название прогрессивных); 
определения реальности плановых траекторий; синтеза оптимального механизма 
управления и т.д. Останавливаться на исследовании методов решения этих задач и 
полученных результатов мы не будем. Подробное описание адаптивных механизмов 
приведено в монографии [12]. 

2.3. Динамические задачи теории контрактов. В настоящем разделе рассма­
триваются динамические задачи теории контрактов, которые, с одной стороны, ис­
пользуют общие результаты анализа повторяющихся игр (раздел 2.1), а с другой -
достаточно близки к динамическим моделям, исследуемым в теории активных си­
стем. 

Если предположить, что результаты деятельности АЭ в различных периодах 
не связаны, элементы недальновидны и отсутствуют общие ограничения на целе­
вые функции и допустимые множества различных периодов, то получится после­
довательность базовых моделей Теории контрактов [6], каждая из которых может 
исследоваться независимо. 

В случае наличия общих ограничений на целевые функции, допустимые мно­
жества, параметры механизма стимулирования и т.д., при несвязанных периодах 
функционирования, задача стимулирования в динамической системе, по аналогии с 
задачей стимулирования в системе со слабо связанными элементами, может быть 
сведена к стандартной задаче условной оптимизации [10]. 

Оба описанных выше случая представляются довольно тривиальными и редко 
встречаются на практике. Поэтому рассмотрим двухпериодную одноэлементную 
динамическую задачу теории контрактов и методы ее решения, следуя введенной 
в [6] терминологии. Введем некоторые обозначения: 
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А - { » 1 > » 2 , - . . , У п } > AQ - { z u z 2 ) . . . ) z n } 

конечные множества возможных действий и результатов (допустимы п действий и 
п результатов деятельности); у1 £ А - действие АЭ в первом периоде; у2 £ А -
действие АЭ во втором периоде; zj Е AQ - результат деятельности АЭ в первом 
периоде; <т$- Е М - стимулирование АЭ в первом периоде за результат zj] CTJI Е 
Е М - стимулирование АЭ во втором периоде за результаты: zj - в первом и z\ Е 
Ё AQ - втором периодах, соответственно, сг — ((Tj}aji); у = (у 1 , у 2 ) ; Ф(ух — у 2 — 
—(Tji) - возрастающая и вогнутая по обеим переменным целевая функция центра; 
/(°V 1 ffjb У15 У2) ~ возрастающая и вогнутая по ст и убывающая по у целевая функция 
АЭ, Pj{yk) - вероятность результата Zj при действии у*, к — 1,2, j , £ = 1, п (методы 
учета «вероятностной неопределенности описаны в [6]). Обозначим: 

ЕФ((7, у) = ^ ^ ( У 1 ) Р / ( У 2 ) Ф ( У 1 -<Thy2~ (Tji), 

Е/ (^2 / ) - ^Pj^P^f^j^ji.y1^), 
ht 

где E - оператор математического ожидания. По аналогии с базовой однопериодной 
моделью [6, 66], задача поиска двухпериодного оптимального контракта (напомним, 
что контрактом называется совокупность {<т*(-), у*} оптимальной системы стиму­
лирования й реализуемого ею действия АЭ [6]): 

(2.3.1) ЕФ(<г, у * ) ^ т а х 

при 

(2.3.2) у* EargmaxE/(<r,y), 
у е л 2 

может быть решена двухшаговым методом [6, 42]. В двухшаговом методе на первом 
шаге ищутся системы стимулирования, реализующие заданную пару действий - по 
одному для каждого периода функционирования. На втором шаге перебором по всем 
допустимым парам находятся оптимальная пара действий и оптимальная система 
стимулирования. Отметим, что рассматриваемая постановка непосредственно обоб­
щается на случай любого конечного числа периодов. 

Понятно, что вычислительная сложность даже двухпериодной задачи намного 
выше, чем статической. Редуцировать динамическую задачу к статической удается 
лишь в крайне ограниченном числе случаев (см. [75] - использование условий Куна-
Таккера и сведение к вариационной задаче, [53] - использование подхода первого 
порядка [6, 67, 69]). 

Так как в рассмотренной выше модели стимулирование во втором периоде зави­
сит и от результатов первого периода, то контракт, являющийся решением (2.3.1)-
(2.3.2) и обладающий этим свойством, называется контрактом с памятью. Если в 
каждом периоде АЭ стимулируется только по результатам текущего периода, то 
контракт называется контрактом без памяти [34]. 

Основной вопрос, возникающий при изучении динамических контрактов, заключа­
ется в выяснении преимуществ, которыми обладает динамический контракт со свя­
занными периодами и памятью, по сравнению с последовательностью обычных од-
нопериодных контрактов. Обычно в моделях рыночной экономики предполагается, 
что если число АЭ "велико", то игра некооперативная, а если "мало", то - коопера­
тивная. В динамических моделях возможность кооперации появляется именно из-за 
динамики - элементы имеют время "договориться" и наказать тех, кто отклоняется 
от соглашений (см. раздел 2.1). 
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Решение однопериодной вероятностной задачи - равновесные по J f o n i y платежи 
(значения целевых функции центра и АЭ, соответственно) - Ф и / , как правило, 
неэффективны и доминируются по Парето другими платежами, которые мы обозна­
чим: Ф* и /* [27, 66, 73] (см. о различии FB (от англ. first-best) и SB-решений 
(от англ. second-best) и роли неопределенности в [6, 52]). То есть в последова­
тельности одноэлементных контрактов средние платежи равны а в динами­
ческом контракте, в соответствии с FTh, они могут достигать или приближаться 
к (Ф*,/*) ^ ( ^ ' ^ ) 175].- Обычно результаты об оптимальности (достижимости 
FB-решения) требуют бесконечного повторения подыгр, а для конечного числа пе­
риодов доказывается £-оптимальность [66]. При отсутствии дисконтирования любое 
IR Парето-оптимальное распределение выигрышей в однопериодной игре (в част­
ности - FB-решение) является достижимым Парето-оптимальным распределением 
выигрышей в суперигре [60, 73]. 

В то же время, если в однопериодном контракте центр может достаточно сильно 
наказывать АЭ (соответствующие условия на ограничения механизма стимулирова­
ния приведены в [33, 59]), то последовательное заключение краткосрочных контрак­
тов оказывается не менее эффективно, чем заключение долгосрочного контракта. 
Иными словами, если долгосрочный контракт реализует некоторую последователь­
ность действий [6], то при "достаточно сильных" штрафах, существует оптималь­
ная последовательность краткосрочных контрактов, реализующая ту же последова­
тельность и дающая всем участникам те же значения ожидаемой полезности (см. 
раздел 2.2). Содержательно, возможная сила штрафов должна быть такова, чтобы 
за их счет достаточно сильно наказать АЭ за отклонение именно в однопериод­
ном контракте (в динамике эту роль играют стратегии наказания, используемые в 
следующих периодах). Обозначим (<т, у) - равновесные по Нэшу стратегии центра 
и АЭ, соответственно, в однопериодной задаче теории контрактов, а (сг*,у*) - их 
Парето-оптимальные стратегии. Триггерная стратегия каждого из игроков - выбор 
<г*(у*) до тех пор, пока партнер выбирает у*(о-*). Если партнер переключается на 
сг(у), то следует тоже переключиться на у (?). 

В модели теории контрактов результат деятельности АЭ z зависит от выбран­
ного АЭ действия у и состояния природы в Е Q [1]. Результат деятельности наблю­
дается центром и от него зависит стимулирование, то есть а = cr(z). Действие АЭ 
ненаблюдаемо центром - имеет место неполная информированность. Следователь­
но, возникает задача построения оптимальных для центра триггерных стратегий -
определения оптимальных моментов переключения на стратегию наказания по на­
блюдениям результатов деятельности в прошлых периодах (истории игры). В этом 
смысле динамические задачи теории контрактов являются хорошими иллюстраци­
ями прикладного использования FTh. 

Обозначим St - кумулятивную сумму результатов деятельности АЭ за периоды, 
предшествующие периоду t. Пусть {bt} - строго возрастающая последовательность 
положительных чисел, t ^ 1. При фиксированном действии результаты деятель­
ности АЭ в различных периодах - независимые одинаково распределенные (рас­
пределение состояния природы р(в) не зависит от времени) случайные величины с 
ожидаемым значением, скажем, (z). Определим 

N = wm{t2l:St-t(z)^-bn}y N = min {jV, т} 

и рассмотрим следующую триггерную стратегию центра: использовать Парето-
оптимальные стратегии в течение первых N периодов, после чего переключиться в 
равновесие Нэша. 

В работе [66] доказано, что > 0 найдутся такая последовательность {bt} и пе­
риод Т е , что VT ^ Те построенная выше триггерная стратегия является равновесной 
и обеспечивает центру и АЭ £-Парето-оптимальные значения целевых функций. 
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Описанная конструкция триггерной стратегии, естественно, не является един­
ственно возможной. Другие методы построения критериев проверки факта откло­
нения АЭ от эффективной стратегии по истории результатов деятельности (при 
ненаблюдаемых действиях) можно найти в [43, 69]. При построении и проверке ста­
тистических гипотез существенным оказывается то, как АЭ дисконтирует будущее: 
чем меньше элементы дисконтируют будущие полезности, тем ближе можно прибли­
зиться к эффективному равновесию в суперигре. Более того, в бесконечных играх 
могут существовать критические значения дисконтирующих множителей, при пре­
вышении которых равновесие в суперигре строго доминирует однопериодные равно­
весия Нэша [69]. 

Проиллюстрируем использование приведенных выше теоретических результатов 
в прикладных моделях для таких областей, как трудовые контракты, теория за­
ключения сделок (bargaining theory): долговые контракты, модели покупки-продажи 
и т.д. 

В моделях трудовых контрактов рабочий после увольнения получает пособие по 
безработице. Информация о будущих значениях этого пособия носит вероятност­
ный характер. Задача заключается в исследовании динамики заработной платы, 
обеспечивающей выгодность для рабочего (с учетом будущего) выполнения условий 
контракта [6, 20]. Наказанием в этой модели служит увольнение, непривлекатель­
ность которого для рабочего по сравнению со стабильным получением зарплаты 
определяет силу наказания [77]. 

Например, центр может не иметь полной информации о способностях рабочих и 
вынужден по наблюдаемым результатам корректировать свои представления (при 
неправильной оценке квалификации, то есть неадекватной зарплате, рабочий пред­
почтет уволиться). Условия оптимальности долгосрочного контракта, заключае­
мого нанимателем с континуумом рабочих при наличии неопределенных факторов, 
определяющих состояние экономики в будущем, приведены в [43, 47]. 

Вопрос согласования плановой траектории и траектории реализаций (см. раз­
дел 2.2) в трудовых динамических контрактах рассматривался в [51]. Приведенные 
в упомянутой работе макроэкономические выводы о связи темпов инфляции и безра­
ботицы оказываются справедливыми лишь для конечных горизонтов планирования, 
так как использованный метод обратной индукции неприменим в бесконечных играх. 

Роль динамики и памяти в трудовых контрактах особенно ярко проявляется при 
асимметричной информированности. Как отмечалось выше, в случае полной инфор­
мированности, любая точка на границе множества возможных полезностей может 
быть достигнута с помощью последовательности однопериодных контрактов, то есть 
многопериодные контракты с памятью в этом случае не нужны [27, 35 и др.]. Иначе 
дело обстоит в случае асимметричной информированности. Наличие частной ин­
формации приводит к тому, что зависимость выплат элементу в будущие периоды 
от его текущих действий, делает выгодным и центру, и АЭ использование долго­
срочных контрактов с памятью [71, 76, 79]. 

В теории контрактов значительное внимание уделяется моделям заключения сде­
лок: между покупателем и продавцом заключается сделка (договоренность, кон­
тракт) о покупке (продаже) товара, между заемщиком и кредитором заключается 
сделка о получении кредита и т.д. Теория заключения сделок является очень об­
ширной областью и требует отдельного обзора, поэтому, не претендуя на полноту, 
ограничимся несколькими качественными примерами. 

На рынке кредитов при фиксированной и выгодной процентной ставке элемен­
ты (люди, организации и т.д.) хотели бы одалживать как можно большие суммы. 
На других конкурентных рынках рост цены в этом случае выравнивает спрос и 
предложение. На кредитных рынках в роли регуляторов выступают кредиторы и 
сам рынок. Первый эффект заключается в том, что если в случае неблагоприятной 
ситуации кредит не может быть погашен, то кредитор вступает в права владель-
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ца инвестиций и результатов их использования. При этом рост процентной ставки 
приводит к увеличению числа невозвращенных кредитов и уменьшению прибылей 
кредитора. Второй эффект особенно актуален в современной России - когда заемщик 
имеет средства для возврата кредита, но не хочет этого делать. Если в прошлом на­
казанием служила долговая тюрьма, то теперь (по крайней мере, в странах с разви­
той рыночной экономикой) "штрафы" накладываются самим рынком - заемщик, не 
выполнивший обязательств, изгоняется с рынка. Одним из условий эффективности 
такого наказания является невозможность получения новых кредитов до погашения 
старых. Алгоритм определения оптимального долгосрочного контракта между кре­
дитором и заемщиком, в котором наказание за однократное нарушение обязательств 
превышает положительный эффект от отклонения, приводится в [19]. 

Модели долговременных долговых контрактов могут служить инструментами 
анализа управления финансами. Возможность эффективного альтернативного ис­
пользования средств одной из сторон и недальновидность другой являются ограни­
чениями условий достижения эффективного равновесия. Необходимые и достаточ­
ные условия оптимальности, а также условия монотонности выплат приведены в [72] 
на примере некоторых частных моделей. 

Эффективное использование FTh при анализе долговых контрактов представля­
ется достаточно интересным и перспективным. Следует, однако, отметить, что 
большинство упоминаемых прикладных результатов получено для моделей запад­
ной экономики и их непосредственное неадаптированное использование для модели­
рования соответствующих эффектов в российской экономике вряд ли правомочно. 

В моделях купли-продажи покупатель и продавец имеют свои собственные пред­
ставления (субъективные оценки стоимости, зависящие от имеющейся информации) 
о неделимом объекте торга. Каждый из участников имеет гипотезы об оценке парт­
нера, имеющие вид вероятностного распределения (Байесовская модель [7]). Задача 
заключается в поиске равновесных стратегий - последовательности предложений 
цены и соглашения или отвержения этих предложений [21]. Для определения рав­
новесия (perfect bayesian equilibrium) обычно используется метод обратной индук­
ции [39]. 

Если представления покупателя и продавца о ценности товара скоррелированы, 
то можно показать, что покупатель в равновесии никогда не предложит цену, пре­
вышающую свои субъективные представления и, более того, для любого равновесия, 
в котором ожидаемый платеж покупателя строго положителен, найдется конечный 
момент времени, до которого игра закончится (сделка произойдет) с вероятностью 
единица [32]. 

2.4. Пересоглашение контрактов. Достаточно специфический класс моделей 
теории контрактов, обычно относимых к динамическим моделям, составляют так 
называемые модели пересоглашения контрактов, рассматриваемые ниже. 

Наличие нескольких периодов функционирования, а также зависимость результа­
та деятельности АЭ от внешнего неопределенного фактора (состояния природы) -
все это обуславливает возможность пересмотра условий контракта, что должно, 
естественно, предусматриваться механизмом функционирования. Захотят ли сторо­
ны, подписавшие контракт, получив новую информацию, пересматривать его усло­
вия; возможно ли создать контракт, устойчивый по отношению к перезаключению 
(renegotiation-proof contract)? Модели, в которых исследуются эти вопросы, рассма­
триваются в настоящем разделе. 

Следует отметить, что рассмотрение контрактов с пересоглашением имеет смысл 
только в системах с неопределенностью, в том числе - с вероятностной неопределен­
ностью, когда результат деятельности АЭ определяется как его действием, так и 
реализацией некоторой случайной величины - состояния природы. В этом случае 
привлекательность контрактов с пересоглашением обусловлена тем, что они позво­
ляют реализовывать одно и то же действие АЭ (даже в вероятностной АС) с мень-
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шими затратами, иногда равными затратам на стимулирование в соответствующей 
детерминированной активной системе. 

Рассмотрим одноэлементную вероятностную АС. Общепринятым в теории кон­
трактов является следующий порядок функционирования [6]: центр выбирает функ­
цию стимулирования и сообщает ее АЭ, элемент выбирает действие, реализуется 
состояние природы (a priori, и центр, и АЭ знают лишь распределение его вероят­
ностей), определяющее совместно с действием АЭ конкретное значение результата 
его деятельности; затем, в зависимости от результата деятельности, определяются 
значения целевых функций центра и элемента. 

Пересоглашение допускается в так называемой промежуточной (interim) фазе од-
нопериодного контракта - когда действие уже выбрано, а результат деятельности 
еще не наблюдается. Фактически, центр должен предложить АЭ целое меню кон­
трактов - каждый для определенного действия. Контракт является защищенным 
от пересоглашения, если он не перезаключается ни в одном из равновесий проме­
жуточной стадии. Перезаключение контракта как бы страхует АЭ от последствий 
неблагоприятного для него результата деятельности, при "хорошем" действии [22, 

Рассмотрим следующую модель. Ожидаемая полезность АЭ определяется выра­
жением 

где с(у) - затраты АЭ, а и(-) - его функция полезности, относительно которой 
вводятся, как правило, стандартные предположения: дважды непрерывная диф-
ференцируемость, строгая вогнутость, lim и(х) = —оо, Игпг/(а?) = + 0 0 , где а и 

X—>0_ Х—*<7 
<т, соответственно, верхняя и нижняя границы изменения функции стимулирования 
(М = {<т : V-г Е AQ, V_ ^ a(z) ^ ЙГ}) [40, 42]. Отметим, что в задачах стимулирова­
ния, рассматриваемых в теории активных систем, ограниченность стимулирования 
(функции полезности) играет принципиальную роль [3, 10, 26]. 

В одноэлементной задаче, в соответствии с принципом открытого управле­
ния [4, 7] (принципом выявления [64]), без потери общности можно считать, что 
в промежуточной стадии АЭ сообщает центру достоверную информацию. В много­
элементных системах, в общем случае, этот вывод не справедлив [4, 7]. 

Защищенным от перезаключения является контракт ?(г, у), принадлежащий мно­
жеству контрактов, удовлетворяющих условиям сообщения элементом в промежу­
точной стадии достоверной информации, условиям индивидуальной рациональности 
(выбираемое действие максимизирует ожидаемую полезность АЭ) и минимизирую­
щий ожидаемые затраты на стимулирование [40]. 

Рассмотрим модель пересоглашения, следуя, в основном, [46], и попытаемся вы­
яснить, какими преимуществами обладают системы стимулирования, предусматри­
вающие возможность пересоглашения. Последовательность функционирования та­
кова: 

- центр и АЭ заключают начальный контракт; 
- АЭ выбирает ненаблюдаемое для центра действие; 
- центр получает от АЭ некоторую информацию о его действии; 
- реализуется ненаблюдаемое участниками состояние природы; 
- центр предлагает АЭ новый контракт (возможно пересоглашение); 
- реализуется наблюдаемый центром результат деятельности АЭ, в соответствии 

с начальным или новым контрактом (в случае, если пересоглашение произошло) 
определяются полезности участников. 

Пусть А = AQ - произвольные компактные множества, принадлежащие конечно­
мерному векторному пространству, Н(у) - функция ожидаемого дохода центра. 

40, 53]. 

(2.4.1) /(у) = 
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Если действие АЭ наблюдаемо, то имеем FB-случай (детерминированная зада­
ча). В силу неограниченности функции полезности, центр может реализовать любое 
действие. 

В детерминированной задаче минимальные затраты на стимулирование по реа­
лизации действия х Е А равны 

(2.4.2) C F B ( x ) = u~ 1 (c(x) + C7), 

где и~1 - функция, обратная функции полезности АЭ, U - минимальный уровень 
ожидаемой полезности, который центр обязан обеспечить АЭ [6, 8]. Действительно, 
выбирая функцию стимулирования 

уфх 

где а - минимально возможное значение функции стимулирования, центр реализует 
действие х Е А и обеспечивает АЭ полезность, в точности равную U. 

Теперь определим, какое действие АЭ наиболее выгодно для центра. Понятно, 
что центр выберет систему стимулирования, реализующую действие у*, определяе­
мое следующим образом: 

(2.4.3) у* = argmax {#(</) - t T 1 (с(у) + V)} , 

то есть действие, максимизирующее разность между ожидаемым доходом центра и 
затратами на стимулирование [6]. 

Отметим, что в теории активных систем при решении детерминированных за­
дач, в силу ограниченности функций стимулирования, используются условия, ти­
па (2.4.3), в которых максимум ищется на множестве согласованных планов [4, 8]. 

Обозначим 

у = arg min с(у), 
уел 

действие с наименьшими затратами (least-cost action). Предположим, что у* ф у, 
иначе задача стимулирования вырождается. 

Если действие АЭ не наблюдается (SB-случай), то контракт реализует некоторое 
действие у, если 

(2.4.4.) Е / ( у ) ^ Е / ( у ) У у б Д 
(2.4.5) Ef(y)>U. 

Возможность пересоглашения не изменяет эти условия. То есть достоинство 
контрактов с пересоглашением не в том, что они имеют более широкое множество 
реализуемых действий (в рамках моделей ТАС, на самом деле, при ограниченных 
функциях стимулирования, использование пересоглашения в одноэлементной модели 
расширяет множество согласованных планов). Их основное преимущество - сниже­
ние затрат на стимулирование по реализации фиксированного действия (эти затра­
ты сводятся к (2.4.2)). Прокомментируем это утверждение, 

Пусть необходимо реализовать некоторое действие у. Тогда в равновесии усло­
вие (2.4.5) должно быть существенным. В равновесии АЭ выберет действие у, и 
центр может предложить ему перезаключить исходный контракт на другой, в ко­
тором АЭ выбирает то же действие и получает ту же полезность, что и в исходном 
контракте, а затраты на стимулирование равны CFB • 
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Таким образом, если действие элемента известно центру и он имеет возможность 
предложить перезаключить контракт, то множество реализуемых действий остается 
таким же, как и при отсутствии возможности пересоглашения, но любое действие 
реализуется с FB затратами [46]. 

Если Vy G А, р(у) > 0, то затраты на реализацию любого действия, кроме 
у, в SB-случае строго больше, чем в FB-случае [10, 42]. Значит в контрактах с 
пересоглашением значение целевой функции центра выше (а, следовательно, выше и 
эффективность механизма стимулирования), чем в контрактах без пересоглашения. 

Содержательно, в контрактах с пересоглашением, в силу принципа открытого 
управления (в системе с одним АЭ для любого механизма существует механизм от­
крытого управления не меньшей эффективности [4]), центр получает достоверную 
информацию о действиях, выбираемых элементом, и, следовательно, может стиму­
лировать АЭ за действие, а не за случайный результат деятельности. Стимули­
рование в этом случае более эффективно, то есть повышение эффективности при 
использовании контрактов с пересоглашением происходит за счет получения цен­
тром достоверной информации о действиях элемента. 

Приведенный результат позволяет сформулировать принцип защищенности от 
пересоглашения (renegotiation-proofhess principle): в одноэлементной АС с вероят­
ностной неопределенностью и возможностью пересоглашения без потери общности 
можно ограничиться рассмотрением контрактов без пересоглашения, так как все 
стороны могут включить результаты и последствия использования пересоглашения 
в первоначальный контракт [25, 55] (ср. с формулировкой и доказательством прин­
ципа выявления [7, 64]). 

К сожалению, приведенный результат справедлив только в одноэлементных сис­
темах, так как в многоэлементных АС принцип выявления и утверждение о суще­
ствовании для любого механизма эквивалентного механизма открытого управления 
не имеют места. 

В ряде случаев удается редуцировать многоэлементную или динамическую зада­
чу к одноэлементной и статической, соответственно, и воспользоваться принципом 
выявления. Если, например, в многоэлементной АС неизвестные центру характе­
ристики АЭ взаимосвязаны параметрически, то вместо решения многоэлементной 
задачи - сбора информации от всех АЭ, центру достаточно получить оценку па­
раметра, то есть задача становится "одноэлементной". Аналогичный эффект аг­
регирования имеет место и в некоторых динамических задачах, когда, например, 
параметрически определяется плановая траектория [5]. 

Если в многоэлементной системе на промежуточной фазе центр предлагает эле­
ментам независимые контракты, то, очевидно, на этот случай результат принципа 
защищенности от пересоглашения обобщается непосредственно. Если же предла­
гаемые центром к пересоглашению контракты взаимозависимы, то неманипулируе-
мость такого механизма требует дополнительного исследования. Поэтому вопрос о 
том, обладает ли пересоглашение преимуществами в многоэлементных системах, в 
общем случае, на сегодняшний день остается открытым. По-видимому, это - задача 
будущих исследований. 

Перспективным при исследовании контрактов с пересоглашением в многоэле­
ментных системах представляется использование результатов теории реализуемости 
(см. ссылки в [7]). Представим себе, что один игрок не хочет, чтобы его партнер 
выбирал некоторую стратегию х. Он может заключить соглашение с третьей сто­
роной, что если второй игрок выбирает стратегию ж, то они выбирают наихудшую 
для всех стратегию (ср. с доказательствами необходимых и достаточных условий 
реализуемости механизма (см. ссылки в [7])). A priori, обоим игрокам это выгод­
но. А что делать, если второй игрок, несмотря ни на что, выбрал стратегию xl 
Использование наказания может оказаться никому не выгодным и все захотят пе­
ресмотреть соглашения. Соответствующий пример приведен в [29]. Если имеются 
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несколько АЭ и они наблюдают действия друг друга, то достаточно широкий класс 
механизмов (но не любой механизм!) может быть реализован в случае, когда АЭ в 
промежуточной стадии посылают центру сообщения не только о себе, но и о других 
АЭ (всех или некоторых). При этом сообщение достоверной информации оказыва­
ется равновесием [7, 28, 56]. 

Отдельный класс моделей посвящен исследованию перезаключения контрактов в 
системах с асимметричной информированностью и сообщением информации. Напри­
мер, учитель заключает с учениками договоренность ("контракт"), что они будут 
писать контрольную работу, скажем, во вторник. Это побуждает учеников хорошо 
учиться в понедельник. Во вторник и учителю, и ученикам, выгодно пересмотреть 
контракт и не писать контрольную (или перенести ее). Однако, если ученики будут 
иметь информацию о возможности такого "пересоглашения" (информацию имеет 
первоначально только учитель), то, вряд-ли, они будут усердно учиться в понедель­
ник, то есть большую роль играет информация о возможности пересоглашения [30, 
48,78]. 

Выше мы рассматривали пересоглашение контрактов в однопериодной модели, 
хотя, конечно, стадия пересоглашения может рассматриваться и как отдельный пе­
риод, поэтому контракты с пересоглашением относят, как правило, к динамическим 
контрактам. В идеальной экономике все участники должны были бы заключать дол­
говременные контракты, учитывающие все будущие возможности. Однако наличие 
неопределенности и недостаточная информированность на практике приводят к то­
му, что долгосрочные контракты встречаются достаточно редко, так как трудно 
учесть все возможные будущие ситуации. В описанной выше модели АЭ сообщал 
информацию о своем действии, не зная, какова будет реализация состояния приро­
ды, т.е. в промежуточной стадии никто из игроков не имел большей информации о 
неопределенных факторах, чем первоначально. Новые задачи возникают в случае, 
когда игроки пересматривают условия взаимоотношений в динамике, по мере по­
ступления новой информации (см., например, использование переоценки и прогноза 
в модели простого АЭ [5]). Некоторые частные модели, учитывающие эту возмож­
ность, рассмотрены в [24, 30, 70]. 

Теоретические результаты исследования пересоглашения контрактов нашли ши­
рокое применение в самых разных прикладных областях: трудовых контрактах [31], 
страховых контрактах [30], моделях покупки-продажи [44, 45] и др, 

3. Многоэлементные задачи теории контрактов 

Простейшим обобщением базовой одноэлементной модели является многоэлемент­
ная система с независимыми элементами. В этом случае задача стимулирования 
распадается на ряд одноэлементных задач [3, 5, 8]. Если ввести общие ограниче­
ния на механизм стимулирования, то получается задача стимулирования в системе 
со слабо связанными элементами, в которой решаются п параметрических одно­
элементных задач, а задача поиска параметров решается стандартными методами 
условной оптимизации [10]. 

Если же активные элементы взаимосвязаны - существуют общие ограничения на 
множества допустимых состояний, планов, действий, если результат деятельности 
одного АЭ зависит, помимо его собственных действий, от действий других элемен­
тов или если стимулирование каждого АЭ зависит от результатов всех остальных, 
то получается "настоящая" многоэлементная задача стимулирования [6, 8 и др.]. 
Общих подходов к решению такого рода задач на сегодняшний день, к сожалению^ 
не существует и исследованы они гораздо менее детально, чем базовая модель. В 
большинстве случаев частные модели многоэлементных систем основываются либо 
на непосредственном обобщении методов анализа одноэлементных систем (в этом 
случае вычислительная сложность катастрофически растет с увеличением числа 
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АЭ), либо на рассмотрении параметрически заданных классов, поиск оптимального 
решения в которых использует стандартную оптимизационную технику. Некоторые 
эффекты, обусловленные наличием большого числа АЭ и возникающие при рассмо­
трении активных систем с сообщением информации, приведены в [7]. 

В отличие от динамических активных систем, которые, как мы видели выше, 
качественно отличаются от статических, при переходе от базовой модели к мно­
гоэлементной, в большинстве случаев, кроме проблем вычислительного характера, 
не появляется, практически, никаких качественно новых эффектов (некоторые ис­
ключения из этой закономерности упомянуты ниже). Тем не менее, большинство 
реальных социально-экономических систем содержат большое число элементов, что 
обуславливает необходимость разработки и исследования адекватных им моделей. 

Рассмотрим АС, состоящую из центра и двух активных элементов (модель может 
быть обобщена на случай любого конечного числа элементов). Обозначим множе­
ство возможных результатов г-го АЭ А®, множество его возможных действий - А,*, 
i = 1,2. Результат деятельности г-го АЭ 2 г (уъ у 2 ) 0%) - зависит от действий обоих 
элементов (yi ,2/2) и случайной величины 0,-, г = 1,2. Центру и элементам известно 
распределение вероятностей результатов деятельности при данных действиях 

p(zi,z2\yuy2). 

Ожидаемое значение целевой функции г-ro АЭ равно 

(3.1) /,(2,1,2/2,0) 

• = 1,2, 

где (Т{ стимулирование г-го элемента; с,-(у,) - его затраты, щ - функция полез­
ности. Ожидаемое значение целевой функции центра представляет собой разность 
ожидаемого дохода, зависящего от действий, выбранных элементами, и ожидаемых 
затрат на стимулирование: 

(3.2) Ф ( у 1 , У 2 , ^ ( - ) ^ 2 ( - ) ) = 

= Я(уг, у 2 ) - J j {0-1(21) + (r2{z2)}p{zi, 2 2 | y i , y2)dz1dz2. 

Задача центра заключается в поиске системы стимулирования, максимизирую­
щей (3.2) при условии, что элементы выбирают равновесные по Нэшу действия (если 
равновесий несколько, то возникают дополнительные трудности - выгодное с точки 
зрения центра равновесие может доминироваться по Парето другим равновесием -
более выгодным с точки зрения элементов [56]). Понятно, что в случае конечных 
допустимых множеств задача синтеза оптимального контракта может быть реше­
на двухшаговым методом (поиск системы стимулирования, реализующей данную 
пару действий, на первом шаге и поиск оптимальной пары на втором) [6, 42, 49, 
63]. Следует,обратить внимание на схожесть многоэлементных и динамических за­
дач ((3.1)—(3.2) и (2.3.1)—(2.3.2), соответственно). Рост вычислительной сложности 
в этих задачах с увеличением числа периодов и числа АЭ происходит примерно 
одинаково. Отличие заключается в том, что для динамических активных систем 
должен выполняться принцип причинности - результат и стимулирование в теку­
щем периоде не могут зависеть от действий и результатов будущих периодов. 

Приведенная выше постановка многоэлементной задачи теории контрактов явля­
ется лишь одной из возможных. Стимулирование каждого АЭ может зависеть от 

Ui{<Ti(zi))p(z1)z2\y1,y2)dz1dz2 - c t(y t), 
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результатов деятельности всех АЭ, а результат - только от его собственных дей­
ствий, результаты могут быть стохастически независимы и т.д. - возможны самые 
разные варианты [6, 49, 63 и др.]. 

Интересно отметить, что динамические многоэлементные модели, получающиеся 
"объединением" задач (2.3.1)-(2.3.2) и (3.1)—(3.2), на сегодняшний день в литерату­
ре, практически, не исследованы. 

Анализ условий оптимальности (условия Куна-Таккера и др.) на первом шаге 
решения многоэлементной задачи, иногда позволяет проводить качественный ана­
лиз зависимости оптимальной системы стимулирования от параметров модели (про­
грессивность выплат, независимость выплат разным АЭ и т.д.) [49, 63]. Применение 
подхода первого порядка [6] в моделях трудовых контрактов с "многоэлементной" 
спецификой позволяет сделать некоторые качественные выводы о связи уровня за­
нятости и номинальной зарплаты, вполне согласующиеся с соответствующими вы­
водами макроэкономической теории [33, 58, 65]. 

4. Ранговые системы стимулирования 

Особое место среди систем стимулирования в многоэлементных системах зани­
мают ранговые системы стимулирования (rank-order tournaments). В рассмотрен­
ных выше моделях теории контрактов стимулирование каждого АЭ являлось функ­
цией результата его деятельности и, быть может, результатов деятельности дру­
гих элементов. В качестве класса допустимых функций стимулирования обычно 
рассматриваются классы непрерывных монотонных функций, кусочно-непрерывных 
ограниченных функций и т.д. Основным отличием ранговых систем стимулирова­
ния (РСС) является зависимость стимулирования каждого АЭ не от абсолютного 
значения результата его деятельности, а от места этого результата в упорядоче­
нии результатов всех АЭ или от сравнения результата с нормативом по принципу 
"больше-меньше", то есть от ранга элемента. Если центр в силу тех или иных 
причин не в состоянии строго упорядочить элементы по степени достижения целей 
(например, по степени выполнения плана), то он может ограничиться их упорядо­
ченной классификацией, то есть произвести слабое упорядочение (weak ordering). 

При использовании РСС АЭ разбиваются на классы по результатам деятель­
ности и все элементы внутри одного класса стимулируются одинаково. Понятно, 
что в АС с большим числом элементов использование РСС может сильно упростить 
задачу стимулирования. Однако, возникает ряд вопросов - не снижаем ли мы эффек­
тивности, ограничиваясь классом ранговых систем стимулирования, как построить 
оптимальную РСС (найти оптимальное разбиение) и т.д. 

РСС описывается кортежем 

о> = (J,^,o-i,o-2 . . . a j ) , 

где J - число различных рангов (размерность РСС), £ : AQ —» J - процедура класси­
фикации - правило, по которому тот или иной АЭ попадает в определенный класс 

^AQ = Д A{^J , a-j - величина стимулирования, получаемого элементами, попавши­

ми в j -й класс, j = 1, J. 
Задача синтеза оптимальной ранговой системы стимулирования формулирует­

ся как задача поиска допустимой РСС (как правило, с ограниченным поощрением 
элементов), максимизирующей гарантированное (на множестве решений игры эле­
ментов) значение целевой функции центра [12]. 

Различают нормативные и соревновательные ранговые системы стимулирова­
ния. При использовании нормативной РСС существуют нормативы присвоения 
рангов элементов, то есть АЭ разбиваются на классы на основании сравнения и?с 
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результатов деятельности (или некоторых показателей, являющихся монотонными 
функциями результатов) с нормативными значениями. Как правило, величина по­
ощрения увеличивается с ростом ранга. В последнем случае говорят, что шкала 
поощрения прогрессивна. 

Можно показать, что существует нормативная РСС, имеющая размерность не 
более п и являющаяся решением задачи синтеза оптимальной РСС [12]. Вопрос о 
соотношении эффективности "обычных" и ранговых систем стимулирования в об­
щем случае остается открытым. 

В соревновательных РСС центр задает процедуру сравнительной оценки эффек­
тивности АЭ, число классов, число мест (вакансий) в каждом классе и устанавлива­
ет поощрения в зависимости от класса. Элементы упорядочиваются по мере убыва­
ния показателей, являющихся монотонными функциями результатов деятельности. 
Первый ранг присваивается стольким элементам с максимальными значениями по­
казателей, каково число вакансий в первом классе, далее - во втором и т.д. Иногда 
элементы, имеющие наинизший ранг, не поощряются вообще. Примеры построения 
различных РСС приведены в [12]. 

Разновидностью соревновательных РСС являются так называемые механизмы 
соревнования [5]. Место, занятое элементом в соревновании, определяется в зависи­
мости от принятого им плана (предполагается, что принятые планы выполняются). 
Сложность исследования механизма соревнования заключается в том, что равно­
весия Нэша может не существовать (тогда решение игры необходимо определять 
исходя из некоторых разумных гипотез о поведении АЭ). При большом числе АЭ 
в некоторых частных моделях механизм соревнования имеет более высокую эффек­
тивность, чем "обычный" механизм стимулирования [5, 8]. 

Выше мы рассматривали РСС в детерминированных активных системах. Ран­
говые системы стимулирования в активных системах с неопределенностью (в основ­
ном, вероятностной) рассматривались в работах зарубежных авторов, к описанию 
основных результатов которых мы и переходим. 

Если п элементов, неприемлющие риск, функционируют в условиях вероятност­
ной неопределенности, причем состояние природы одинаково для всех, то вознаг­
раждение, базирующееся только на ранге АЭ в упорядочении результатов их дея­
тельности, иногда позволяет устранить (или, по крайней мере, снизить) влияние 
случайных факторов и более точно выделить собственно вклад самого элемента [62]. 
С точки зрения устранения неопределенности, РСС качественно близки к многока­
нальным механизмам и механизмам гибкого планирования [6]. Если же каждый АЭ 
имеет свою "собственную" неопределенность, слабо скоррелированную со случайны­
ми параметрами остальных АЭ, то, практически, вся "прелесть" соревновательных 
механизмов исчезает. 

Если все АЭ одинаковы, то, предполагая, что РСС реализует некоторый симме­
тричный вектор действий, можно найти вероятность того, что АЭ получит опреде­
ленный номер в упорядочении результатов (турнире). Тогда для каждого турнира 
можно построить псевдотурнир - лотерею на множестве вознаграждений (лотереи 
для различных АЭ могут быть сконструированы независимо), причем с точки зрения 
АЭ псевдотурнир выглядит в точности, как турнир [56, 62]. Если функция обще­
ственной полезности [7] удовлетворяет условию слабой дополнительности [62] (для 
достаточно гладких функций это условие эквивалентно строгой отрицательности 
смешанной щужзводной при любых значениях аргументов) и симметрична, то для 
любого турнира, реализующего симметричные действия, ожидаемая общественная 
полезность строго меньше, чем при соответствующем псевдотурнире. 

В ряде случаев оказывается возможен переход от классической многоэлементной 
задачи теории контрактов к РСС. Например, в двухэлементной модели достаточным 
условием зависимости оптимальных выплат только от ранга АЭ является допусти­
мость факторизации распределения (3.2.2) [63]. 
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В общем случае, контракт в многоэлементной системе, в котором выигрыш каж­
дого АЭ (например, зарплата в трудовых контрактах) зависит от результатов де­
ятельности всех АЭ, имеет большую эффективность [8], чем контракт, в котором 
выигрыш каждого АЭ зависит только от собственного результата, или РСС [57]. 
Несмотря на то, что, в отличие от контрактов, в турнирах выплаты, соответствую­
щие различным рангам, фиксированы заранее и не согласованы в смысле "расстоя­
ния" с результатом, в некоторых случаях оптимальные РСС могут иметь эффектив­
ность, равную эффективности контракта в вероятностной АС. Проиллюстрируем 
это утверждение следующим примером трудового контракта. 

Рассмотрим двухэлементную систему, в которой результат деятельности каждо­
го АЭ - аддитивная функция его собственного действия и внешней помехи. Если 
внешние помехи элементов являются независимыми одинаково распределенными ве­
личинами, то понятно, что, нанимая разных рабочих, фирма тем самым диверсифи­
цирует риск. Пусть <т\ - фиксированная зарплата победителя турнира, а2 - побеж­
денного. Еще раз подчеркнем, что "расстояние" между результатами победителя и 
побежденного не влияет на зарплату (в случае одинаковых результатов победитель 
определяется в соответствии с заранее оговоренным правилом). 

Зафиксируем (оч , ^ ) и определим, какие действия выберут элементы. Предпо­
ложим, что цель центра - получение ненулевого дохода. Тогда найдем допустимую 
пару (o-J, erg), максимизирующую ожидаемую полезность АЭ, при условии, что ожи­
даемый доход центра равен нулю. Анализируя целевые функции АЭ, можно прийти 
к выводу, что РСС дает в рассматриваемой модели то же распределение полезно-
стей, что и обычный контракт [54, 57]. 

В то же время, если элементы перед выбором действия получают сигнал s о 
состоянии природы в и им известно распределение вероятностей $ (s, в) состояния 
природы при данном сигнале, то при п ^ 2 существует распределение $ такое, что 
для любого турнира найдется контракт, доминирующий его [41]. Отметим, что мо­
дель с "дополнительными" сигналами включает базовую модель теории контрактов 
как частный случай. 

5. Заключение 

Таким образом, в настоящем обзоре описаны основные результаты теории кон­
трактов по исследованию динамических и многоэлементных задач стимулирования 
в сравнении с соответствующими результатами теории активных систем. Переход 
от базовой статической одноэлементной системы к ее динамическому расширению 
приводит к появлению ряда качественно новых, обусловленных именно динамикой, 
эффектов. Многоэлементные расширения базовой модели теории контрактов, иссле­
дуемые до сегодняшнего дня, как правило, за редким исключением (см. выше), не 
отличались новыми эффектами. 

Перспективным представляется перенесение и обобщение некоторых подходов и 
методов теории активных систем на динамические модели теории контрактов, в 
частности - на контракты с пересоглашением; теоретическое и прикладное иссле­
дование ранговых систем стимулирования, как в детерминированных системах, так 
и в АС с неопределенностью, а также изучение многоэлементных динамических АС 
с неопределенностью. 
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