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МЕХАНИЗМЫ СТИМУЛИРОВАНИЯ В ВЕРОЯТНОСТНЫХ 
МОДЕЛЯХ СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Рассматриваются математические модели стимулирования в социально-
экономических системах, функционирующих в условиях неопределенности. Про^ 
водится сравнительный анализ постановок и результатов теории контрактов и 
теории активных систем для вероятностных задач стимулирования. 

1. Введение 

В теории управления социально-экономическими системами исследованию меха­
низмов стимулирования уделяется значительное внимание как в отечественных, так 
и в [зарубежных работах. Заключение контракта между предпринимателем и наем­
ными работниками, между страхователем и страховщиком, создание механизмов 
экономической ответственности за загрязнение окружающей среды, разработка си-
стем налогообложения - все это задачи стимулирования, суть которых - побудить 
стимулируемый объект, имеющий свои интересы (работника, страхователя, фирму), 
выполнять действия в интересах центра (предпринимателя, страховой компании, го­
сударства и т.д.). 

В отечественных работах исследования в этой области начались в конце 60-х го­
довой сконцентрировались в основном вокруг теории активных систем (ТАС) [6 - 9] 
и информационной теории иерархических систем [11 - 14]. Эти две теории сего­
дня] представляют собой единое направление, связанное с управлением активными 
элементами (АЭ) со сторойы центра при тех или иных различиях в степени инфор­
мированности их друг о друге, В зарубежных работах механизмы стимулирования 
составляют в основном предмет исследования теории контрактов [85 и др.]. Удиви­
тельно, но долгие годы исследования отечественных и зарубежных ученых развива­
лись параллельно, почти не пересекаясь. Это в определенной степени объяснялось 
различиями в социально-экономических системах. 

Настоящий обзор является первой попыткой сравнительного анализа постановок 
и результатов теории контрактов и теории активных систем. Авторы не претен­
дую^ на полноту обзора, стаця главную цель - показать близость идей и методов 
решения. Учитывая, что в теории контрактов рассматриваются в основном вероят­
ностные модели, обзор посвящен сравнительному анализу именно таких постановок. 
Однако основные результаты по механизмам стимулирования в вероятностных мо­
делях в теории активных систем получены на основе обобщения соответствующей 
детерминированной теории. Поэтому мы сочли целесообразным дать краткое изло­
жение основных результатов детерминированной теории механизмов стимулирова­
ния в активных системах. 

2. Механизмы стимулирования в детерминированном случае 

Рассмотрим классическую постановку задачи стимулирования (так называемая 
игр4 Гг), являющуюся наиболее близким детерминированным аналогом соответ-



ствукшщх вероятностных задач. Обозначим через Ф((т(у); у) целевую функцию цен­
тра, /(о"(у);у) ~ целевую функцию активного элемента (агента в зарубежных ра­
ботах), где сг(у) - функция стимулирования (механизм стимулирования). Центр 
выбирает а(у) из некоторого множества М . допустимых функций и сообщает ее ак­
тивному элементу. Элемент выбирает состояние у из множества А , максимизируя 
f{<r(y);y), т.е. 

(2.1) у Е Argmax/(<r(y); у) = Р а . 
уел 

Задача-центра заключается в выборе <х* (у) Е М таким образом, чтобы обеспе­
чить 

(2.2) sup т т Ф ( ( т ( у ) ; у ) . * 

В данном случае предполагается, что элемент благожелателен к центру, т.е. вы­
бирает из Р а состояние, благоприятное для центра. Это предположение существенно 
облегчает анализ. 

Для того чтобы получить теперь постановки задач стимулирования в теории 
активных систем, проведем несколько формальных преобразований. Обозначим со­
стояние, выбираемое элементом из условия (2.1), через ж, а значение функции стиму­
лирования в этой точке - через А = <т(х).-Тогда целевые функции центра и элемента 
можно представить в виде: 

* Й » ) ; у ) = «(А;») , . 
/МУ ) ; у) = / (А; у) - х(А; ж; у), 

где х(А,ж,у) = / ( А ; у ) - /(<г(у);у) - функция штрафа, равная нулю при у = ж. 
Параметр а? назовем планом элемента. Заметим, что, выбирая различные хг Е М х , 
получаем функции штрафа х из некоторого множества Gx- Задачу центра теперь 
можно сформулировать как задачу выбора А Е М , х Е G A и плана ж Е А таким 
образом, чтобы обеспечить максимум V ( A : у) при условии, что 

у Е Arg max[/(A; у)— * ( А ; х; у)]. 

Это и есть постановка задачи стимулирования в теории активных систем, экви­
валентная (2.1), (2.2). Классическая постановка не содержит параметра А и выгля­
дит следующим образом: 

Ф(У)-*0*;У)-* с т а х г 

при условии 

/(»)- :х(**»)'^имх, ; 

где 0(ж, у) - функция потерь центра при у ф х. 
Здесь допускается, что план х может не быть выполненным и, кроме того, вы­

бираться может и функция / ( у ) , и функция х{х\0)' Введение плана в явном виде 
как параметра функции стимулирования (такие механизмы называются планово-
ориентированными) имеет принципиальное значение. Такой подход позволяет раз­
делить решение задачи стимулирования на два этап^. Первый связан с определением 
функции стимулирования в параметрическом виде ( / (у ) = Д(у) — Х{Х\У\ где Л (у) 
- функция дохода элемента), а на втором этапе принимается решение о параметре 
(плане х). 



В основе методов решения задач стимулирования в теории активных систем ле­
жат две центральные идеи. Первая связана с понятием согласованного механизма, 
в котором выбор элемента совпадает с планом (таком план называется согласован­
ным), вторая - с понятием степени централизации механизма. -Из двух механизмов 
с одинаковыми функциями h(y) и с функциями штрафа x i и X2 первый называется 
более централизованным, если X i ( x ^ y ) ^ Х 2 ( х * , у ) , т.е. -характеризуется большими' 
штрафами при отклонении у от х. Нетрудно показать, что множество согласован­
ных планов с увеличением степени* централизации увеличивается. Следовательно, 
на множестве согласованных механизмов оптимальным является механизм с макси­
мальной степенью централизации. Удалось получить различного рода достаточные 
условия того, что оптимальный механизм существует среди согласованных механиз­
мов. Наиболее известно так называемое "неравенство треугольника" для функции 
штрафа: 

Х(ж; z) ^ х(ж; у) + х(У1 * ) Va?, у, z Е А. 

Отметим также следующий результат детерминированной теории. Определим 
функцию: ~ 

Доказано, что механизм1 стимулирования с функцией штрафа х*» удовлетворя­
ющей х* ^ X/ эффективнее, чем с функцией х [8]. Более того, функция х удовле­
творяет неравенству треугольника и, следовательно, соответствующий механизм 
является согласованным. Отсюда следует, что если для любой х £ G имеет место 
X £ G, то оптимальный механизм следует искать среди согласованных механизмов 
с максимальной степенью централизации. 

Пример 2 Л . Пусть множество G определяется условиями: 

х(я;у)^М(у); дх(х',у) 
ду 

^ А Vz3yeA, у ф х у ДЕД. 

Можно показать, что х ^ М(у) и дх{я; У) 
ду 

^ А, т.е. х Е G. Следовательно,. 

оптимальная функция штрафа (первый этап) имеет вид: 

х(з;у) = | 
А|ж - у|, если А \ х - у| < М(у) , 
М(у) , если А \ х - у \ ^ М(у) . 

На втором этапе определяется оптимальный план как результат решения задачи 
оптимального согласованного планирования: 

Ф ( х ) —> max, 

где S - множество согласованных планов. 
Пример 2 . 2 (игра Г2). Рассмотрим применение этой теории к решению задачи 

(2.1) - (2.2) для случая, когда М — множество значений функции ег(-). Заметим, 
во-первых, что в данном случае механизм является согласованным по определению, 
поскольку в качестве плана х взят выбор элемента. Далее, 

Х(А; ж; у) = ДА; у) - Д<т(у); у) ^ ДА; у) - min / ( * ; у). 
zgM 



Мы знаем, что оптимальная функция штрафа имеет максимальную степень цен­
трализации, следовательно, 

Г 0, У = х , 

/ ( А ; у ) - min Д * ; у ) , у ф х . 

Функция стимулирования соответственно имеет вид: 

У = 
У Ф х 1 

где rjH(y) - стратегия наказания, обеспечивающая min f ( z ; у). Поскольку мы знаем, 
что план х является согласованным, то на втором этапе решаем задачу оптималь­
ного согласованного планирования: Ф(А; х) —> max , где S описывается в данном 

случае следующим образом: 

S = {х : х G А , / (А; х) ^ max min f t z \ у ) } . 
уел zeM 

Решение игры Г2 было получено Ю.Б.Гермейером [13] без использования поня­
тий согласованного плана и степени централизации. Изложенный здесь подход к 
ее решению описан в [8]. Детальное изл9жение теории согласованных механизмов 
стимулирования и методов согласованной оптимизации имеется в [5 - 8]. 

Как будет видно в дальнейшем, понятие согласованного плана, степени центра­
лизации и соответственно двухэтапный метод решения будут появляться в том или 
ином виде в вероятностных постановках задач как теории активных систем, так и 
теории контрактор. 

3. Классификация задач стимулирования 

Рассмотрим постановку вероятностной задачи стимулирования в двухуровневой 
АС с одним АЭ. Интересы центра описываются целевой функцией: 

(ЗЛ) Ц < г ( у ) ; у ; в ) , 

где у - результат деятельности АЭ, принадлежащий множеству возможных резуль­
татов А°<у (т{у) 6 М - функция стимулирования АЭ, соответствующая выплатам 
центром АЭ за результат у, из класса допустимых функций стимулирования Ы \ 
в € О - случайная величина из некоторого множества П. Целевая функция АЭ: 

(3.2) ГШ;у;е). 

В терминах теории игр <т(у) - стратегия первого игрока (делающего первый ход), 
у - стратегия второго игрока при известной функции стимулирования. Возможные 
содержательные интерпретации введенных выше величин ртнесем к разделу 5.6, 
посвященному применениям вероятностных задач стимулирования. 

Проведем классификацию задач стимулирования в АС, функционирующих & усло­
виях неопределенности. Основной особенностью, отличающий этот класс задач от 
детерминированных (см. раздел 2), является присутствие в целевых функциях цен­
тра и АЭ случайного параметра. 

На рис. 1 приведена предлагаемая классификация задач стимулирования в АС, 
функционирующих в условиях неопределенности. Для каждого из разделов дан спи­
сок основных работ. 
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00 
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21,22.23. 29,87, 102, 72,109.110, [i,2,3, 4, 
24,41] 138,139] 118,135] <3 
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информация 

Асимметричная 
информация 
[15.16] 

Т « 1 

Т > 1 
[32,51,54,77, 
82,86,95,100] 
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130,134] 

Дальновидные А Э Т > 1 
[32,51,54,77, 
82,86,95,100] 
[116,121,124, 
130,134] 

Дальновидные А Э Т > 1 
[32,51,54,77, 
82,86,95,100] 
[116,121,124, 
130,134] 

Т > 1 
[32,51,54,77, 
82,86,95,100] 
[116,121,124, 
130,134] Недальновидные АЭ 

Т > 1 
[32,51,54,77, 
82,86,95,100] 
[116,121,124, 
130,134] Недальновидные АЭ 

[33,34,35, 
62,65,66,68, 
69,79,83.85, 
94, 105, 122, 
123] 

п > 1 
[98,99, 106, 
107.125,64]' 

Взаимодействующие 
АЭ , п > 1 

[98,99, 106, 
107.125,64]' 

п > 1 
[98,99, 106, 
107.125,64]' 

Невзаимодействую­
щие АЭ 

Рис.1. Классификация задач стимулирования в условиях неопределенности 

Агенты и центр могут иметь как одинаковую информацию о параметре в и обла­
сти Q Э 0, так и различную. Следовательно, естественно ввести в качестве одного из 
критериев классификации степень информированности центра и активного элемен­
та о случайной величине (наблюдают ли они при выборе стратегии реализовавшееся 
значение в или знают лишь функцию распределения F{0)> или им известно только 
Q (или Q! С £2) - возможны различные варианты и их комбинации). Будем разли­
чать задачи с симметричной информацией (центр и АЭ информированы одинаково) 
и с асимметричной информацией (кто-то из участников АС осведомлен о в лучше 
других). 

Важнейшим критерием классификации является метод устранения неопределен­
ности [7,8]. "Наихудший" с информационной точки зрения случай соответствует 
знанию только множества П Э В. В этом случае, определяя гарантированный ре­
зультат: т1пФ((т(г/); у; 0), центр может свести задачу к детерминированной (со-

ответственно поступают и АЭ). На практике зачастую участникам АС известна 
функция распределения F{0). Тогда неопределенность устраняется взятием мате­
матического ожидания по 0 в (3.1) и (3.2). Задача стимулирования примет вид: 

(3.3) Е Ъ { < т { у ) ; У ] 0 ) max, 

где у определяется из решения задачи: 
(3.4) Я / М у ) ; у ; й ) - ^ т а х . 

у£А 

Описанные выше методы будем называть методом максимального гарантирован­
ного результата (МГР) (раздел 4) и методом усреднения (раздел 5) соответственно. 
Отметим, что необязательно, чтобы и центр, и АЭ использовали одинаковые ме­
тоды. Возможны случаи, когда, например, центр использует МГР, а АЭ - метод 
усреднения или наоборот. 

В случае асимметричной информированности снижение неопределенности может 
происходить за счет передачи информации от более информированного участника 
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АС к менее информированному (что должно быть предусмотрено в механизме функ­
ционирования АС). Возникающие в связи с этим задачи, в частности задача по­
строения механизма стимулирования, при котором сообщение достоверной информа­
ции является доминантной стратегией (механизмы открытого управления, "честной 
игры", неманипулируемые механизмы), кратко перечислены в разделе 6. 

Особым подклассом задач с различной степенью информированности являются 
задачи, в которых устранение или снижение неопределенности можно проводить на 
основе выбора соответствующей структуры системы, например вводя дополнитель­
ные каналы управления (многоканальные АС). Основные результаты, полученные 
в этом направлении, изложены в разделе 7. , . . . 

Естественным расширением статической двухуровневой АС с одним явля­
ются динамические системы и системы с многими элементами. Наличие или отсут­
ствие динамики и 4исло АЭ также являются возможными критериями классифика­
ции. 

К сожалению, такие сложные типы систем, как, например, динамические много­
элементные системы, использующие МГР, являются малоизученными. Поэтому на 
приведенной на рис.1 схеме классификации этот и некоторые другие недостаточно 
исследованные типы систем не нашли отражения. Полная классификация приведе­
на лишь для задач, использующих метод усреднения (что соответствует термину 
"теория контрактов", используемому зарубежными авторами). Базовой модели те­
ории контрактов соответствует одноэлементная статическая задача с усреднением 
(раздел 5.1), близкая к известной модели простого АЭ [7]. 

Модель с асимметричной информированностью, но бей обмена информацией рас­
смотрена в разделе 5.2. 

Мнотоэлементные и динамические задачи (с дальновидными и недальновидными, 
связанными и несвязанными АЭ) описаны в разделах 5.3 и 5.4 соответственно. 

Исследованный детально в детерминированной теории АС класс согласованных 
механизмов (в которых присутствует план как желательное с точки зрения центра 
состояние активного элемента и выполнение плана - оптимальная стратегия АЭ) 
позволяет выделить класс задач, использующих понятие плана в явном виде, а также 
обсудить связь задач теории контрактов с задачами согласованного планирования 
(раздел 5.5). 

Раздел 5.6 посвящен описанию возможных применений вероятностных задач сти­
мулирования. 

4. Устранение неопределенности на основе принципа 
максимального гарантированного результат 

Обобщением игры Гг [13, 14], описанной в разделе 2, является максиминная за­
дача со связанными переменными при наличии случайных параметров. Центр вы­
бирает стратегию а(у) й сообщает ее АЭ, не зная конкретной реализации в. Рассмо­
трим для примера случай асимметричной информации, т.е. механизм, в котором АЭ 
при выборе своей стратегии знает реализовавшееся значение случайной величины 
(информирован лучше центра). Обмена информацией не происходит. АЭ максими­
зирует свой выигрыш, выбирая стратегию из множества: 

(4.1) Y(<r;e) = {y€D(<T,6)\f(<T(y);y;e)= т г х П ф ) ; ? ; в ) } , 
z£D(cr;6) 

где D(or(y)]0) - множество допустимых стратегий второго игрока (АЭ) цри фикси­
рованных а и в. . . 

Наилучшее значение гарантированного результата центра есть 

(4.2) sup min min Ф(ет(у); у; 9 ) . 
\ a ( . ) e M ^ ^ W ) 

8 



В (4.2) центр выбором функции стимулирования максимизирует свою платеж­
ную функцию, рассчитывая на наихудший выбор АЭ и на наихудшую для него 
реализацию случайной величины [10, 11, 13, 14, 18, 21, 22,24]. 

Вместо взятия минимума по у Е Y(cr; в) центр может использовать другие оцен­
ки. Например, введя принцип доброжелательности АЭ по отношению к центру [8], 

/получим: 

(4.3) sup min max ФМуУ^у^в). 
V ' , ( . ) б М ^ « у € У И ) v 

Если центр имеет информацию, что в £ Q* С О, то в (4.3) min заменяется на 

min. 

Возможно комбинированное применение МГР и усреднения при "свертке" целе­
вой функции [13, 14, 22]. , 

В [23] для определения плана х в системе центр t АЭ предложен двухэтапный 
метод анализа задачи типа (4.3) для параметрически заданного класса функций М 
(соответствующая игра получила в [13, 14] название Г1). 

Мы рассмотрели случай асимметричной информации. При симметричной инфор­
мации АЭ также может использовать МГР. Тогда множество Y(cr(y)) будет иметь 
вид: . 

(4.4) У(<г;0) = { у е Э Д 

Обмен информацией, при котором центр сообщает АЭ не свою стратегию, а лишь 
множество, из которого он ее будет выбирать, зависящее от сообщения АЭ о реа­
лизовавшемся значении параметра (уточняемые стратегий в многошаговых играх), 
описан в [24]. 

В [19, 26, 27] задача выбора функции стимулирования сводится к детерминиро­
ванной задаче для каждого значения в. 

5. Вероятностные модели 
5.1. Базовая модель теории контрактов 

Теория контрактов описывает взаимоотношения между участниками активной 
системы. Подобные отношения чрезвычайно распространены в экономической прак­
тике: рабочие, работающие на фирму, доктор, обслуживающий пациентов, и т.д. 
Практически любую ситуацию, когда АЭ работает на (под руководством) центр, 
можно описать контрактом. Определение контракта будет дано в дальнейшем. 

Согласно предложенной выше классификации, базовой моделью теории контрак­
тов будем считать одноэлементную статическую вероятностную задачу стимулиро­
вания, использующую усреднение (3.3) - (3.4). Авторы сочли необходимым описать 
эту задачу и методы ее решения более подробно, чем остальные задачи данного об 
зора. Приведенная библиография поможет желающим более детально ознакомйтьс 
с основными результатами, полученными в данной области. 

Первые постановки задачи и начало обсуждения содержательных ее интерпре­
таций появились в конце 60-х, начале 70-х годов [7, 29, 30, 76, 102]. Первая модель, 
примененная к анализу безработицы, получила название ABG (1975) (Azardiadis, 
Baily, Gordon) [33, 34, 61]. 

Анализ влияния порядка функционирования АС (время реализации случайной 
величины, информированность участников) на доходы ее участников и разреши­
мость задачи, а также соответствующая этому классификация были предложены в 
[131]. Связь теории контрактов с теорией игр и теорией полезности была установле­
на в [105, 123, 139]. Интересующиеся историей развития теории контрактов могут 
ознакомиться с ней в работе [85]. 



С конца 70-х годов в иностранной литературе начинается бурный рост числа 
публикаций, посвященных теории контрактов, продолжающийся и до настоящего 
времени. Не претендуя на перечисление всех достижений этой теории, изложим 
основные результаты. Для этого введем в рассмотрение следующую простую мо­
дель. 

Рассмотрим систему, состоящую из центра и одного АЭ. Результантом деятель­
ности АЭ является величина у Е А 0 , зависящая от параметров ж, контролируемых 
(выбираемых) самим АЭ, и "состояния природы" - случайной величины 0, имеющей 
функцию распределения F[ff)\.0 Eft . В дальнейшем будем называть х действием 
АЭ или его внутренним планом. 

Примем следующий порядок функционирования АС: АЭ выбирает внутренний 
план х , после чего реализуется случайная величина в. В результате у = у(ж,0) 
принимает конкретное значение. Центр может наблюдать х и у (этот случай в 
теории контрактов называется F B : first-best), а может наблюдать только у ( S B : 
second-best случай соответственно). 

Опишем целевые функции и допустимые множества. Пусть 

-(5.1.1) * ( < r ( y ) ; y ; 0 ) = v ( H ( y ) - < r ( y ) ) , 
(5.1.2) ГШ;у;в) = и(а(у))-с(у), 

где Н { у ) - доход центра от реализации результата у; с(у) - затраты АЭ по дости­
жению этого результата;"(г(у) - выплаты АЭ от центрд (функция стимулирования); 
v(-) и !*(•) - функции полезности центра,и АЭ соответственно; у Е А 0 ; х Е А] в Е ft. 
# ( • ) и <т(-) измеряются, например, в денежных единицах, е(у) - в единицах полезно­
сти. 

Для простоты рассмотрим конечное множество возможных результатов А 0 = 
= { у ь у 2 , . . . , у п } ] г/1 ^ , . . . , ^ у п - Предположим также, что центр нейтрален к 
риску (т.е. функция v(-) - линейная) [29, 115, 119], 

Пусть А - непустое компактное подмножество евклидова пространства конечной 
размерности; Р ( х ) = (pi(a?),... ,рп(а?)) - непрерывная функция, задающая вероят­
ности результатовJ/J при выбранном действии x y j = 1,п. Заметим, что возможны 
два различных подхода к учету случайности: первый у = у(ж; в) и усреднение ведет­
ся по реализациям случайной величины и второй, когда заданы вероятности р(у; х) 

7 результата у при действии а? и усреднение ведется по множеству возможных резуль­
татов [104]. 

Функция Р ( х ) известна и центру, и АЭ на момент заключения контракта, но 
АЭ при выборе действия не знает достоверно, каким будет результат (подобная 
ситуация в иностранной литературе называется моральным риском (moral hazard) 
и соответствует симметричной информации [29, 30, 113]). 

Задаче с симметричной информированностью, отличающейся от рассматрива­
емой тем, что и центр, и АЭ помимо у наблюдают реализовавшееся значение 0, 
соответствует параметризация детерминированной задачи (см. раздел 4 настоя­
щего обзора, [19, 27, 69] и работу [3], в которой вводится понятие гибкого плана 
(нормативной модели), зависящего от 0). 

Отметим также, что если целевая функция АЭ аддитивна по стимулированию 
и затратам, то возможен учет затрат как в виде с = с(х) , так и с = с(у) (так как 
с{х) = Е с ( у ) ) . 

Пусть а(у) Е [I; 7] • Определим: U - ожидаемый уровень полезности, который мо­
жет быть получен АЭ где-либо, помимо данной АС, удовлетворяющий следующему 
условию: 

U ^ U ( V ) - - m m c ( x ) . 



Очевидно, что АЭ заключает контракт только при условии, если ожидаемый 
уровень полезности от контракта будет не менее U. В теории контрактов величина 
U получила название RW (reservation wage). Отметим, что неучастие в контракте 
может рассматриваться как одно из действий элемента с ожидаемой полезностью 
U. Обозначим CFB : А —> Ж 1 : CFB{X)•= h[U + с(ж)], где h = и" 1 . 

В случае, если реализуется FB, что соответствует фактически детерминирован­
ной задаче, для того чтобы АЭ выбрал действие ж, центр должен предложить ему 
следующий контракт: "Я плачу тебе CFB(X), если ты выбираешь ж, и <? во всех 
остальных случаях" (Зг = / ) [66, 83]. 

Этот факт соответствует результатам теории активных систем для случая пол­
ной информированности. 

п 
Определим В ( х ) . = ]Гр*(ж)гд- ~ ожидаемый доход центра, если АЭ выбирает 

*=1 
действие ж. Тогда ж* - оптимальное FB-действие, если ж* Е а^тах[Б(ж)--

х€А 
-С>в(ж)] . , 4 _ 

Если действие АЭ не наблюдается центром, то последний вынужден платить в 
соответствии с результатом у действия ж. Система стимулирования в этом случае 
имеет вид: а = ( 0 1 , 0 2 ? . . -,0"п), где сг,- - выплаты АЭ от центра за результат у,-. 

Определение. Контрактом при заданных допустимых множествах, целевых и 
производственных функциях и функции распределения называется вектор S ( в об­
щем случае - функция, ставящая в соответствие результату деятельности АЭ неко­
торое число, зарплату, например). 

Таким образом, центр решает задачу поиска оптимального контракта: 

(5.1.3) Е{ФШ;у)}^ max 

при 
(5.1.4) ед<7(у);у)}->тах 

х£А 
И " ^ • ' 

(5.1.5) ЕиШ;у)}>й. 
Приведенная постановка задачи следует из [40, 58, 59^ 65, 69] и является наиболее -

"классической". 
Отметим, что при формулировке задачи (5.1.3) - (5.1.5) мы сделали ряд суще­

ственных упрощений, выбрав, например, аддитивные по доходу и стимулированию 
целевую функцию центра, взяв дискретное множество А и т.д. Однако все эти 
упрощения необходимы, так как анализ литературы показывает, что в более общих 
случаях продвинуться в решении задачи пока не удалось. 

Если отсутствует условие (5.1.4), то получается задача, для которой в матема­
тическом программировании хорошо известны методы решения. Возможно также 
упрощение за счет максимизации (5.1.3) и (5.1.4) не по отдельности, а их взвешенной 
суммы или какой-либо другой "свертки" [123]. 

Прежде чем перейти к описанию методов решения (5.1.3) - (5.1.5), перечислим 
некоторые известные постановки задач. В [78, 79] сравнивались две модели: пер­
вая, когда АЭ при выборе действия не знает значения, 0, и вторая - АЭ знает 
реализовавшееся 9 и выбирает, исходя из этого, свое действие. Первая модель 
соответствует исходной задаче, вторая - различной информированности участни­
ков без обмена информацией (см. раздел 5.2), что соответствует замене (5.1.4) на 
и ( а ( у ( х ) в ) ) ) — с(ж) —> max, где 9 - известное элементу в момент выбора действия 

Х(ЕА 

значение случайной величины. 
Связь (5.1.3) - (5.1.5) с задачами распределения ресурсов обсуждалась в [80]. 
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В [114] описывалось использование теории контрактов в поиске равновесия Нэша 
в макроэкономических моделях. 

В детерминированной теории АС [6 - 8] детально исследованы ранговые системы 
стимулирования, в которых элементы упорядочивались по результатам деятельно­
сти и стимулирование зависело только от их места в этом ряду. Такого рода турни­
ры рассматривались в [64, 97 - 99] для вероятностных задач. Основным результа­
том этих работ является доказательство утверждения, что для любого контракта (в 
обычном смысле) найдется контракт, использующий ранжирование и реализующий 
то же действие. 

Контракт реализует ж*, если он обеспечивает при этом АЭ полезность, не мень­
шую, чем при 

а) неучастий в контракте, 
б) участии и выборе ж ф ж* [99]. 

, Такое определение реализуемости действия ж* соответствует условиям согласо­
ванности системы стимулирования в ТАС. 

Рассмотрим теперь возможные методы решения. На настоящее время извест­
ны два метода решения (5Д.З) ~ (5.1.5): подход первого порядка [94, 105, 122] и 
двухшаговый метод Гроссмана-Харта [66, 67, 69,74, 83]. Остановимся на них более 
подробно. 

Основная идея подхода первого порядка заключается в замене (5.1.4) на условие 
стационарности у*. Однако такая замена приводит к эквивалентной задаче далеко не 
всегда. Соответствующий пример можно найти в [69, 105, 122]. Возможность этой 
замены требует выполнения ряда условий. Рассмотрим их для случая конечного 
множества А0.. \ 

Пусть А = [о; а] Е Ж 1; функции t i ( - ) , « ( • • ) , с[>) и р(-) - дважды непрерывно диф­
ференцируемы, и(-) и v(-) ~ вогнутые, а с(-) - выпуклая функция. 

Целевые функции центра и АЭ имеют вид: 
тъ 

(5.1.6) ^(о-;ж) = ^ ( ж ) г ; ( а д ^ ^ ) , 

(5.1.7) £ % ; ф ^ 

Получим оптимизационную задачу: 

(5.1.8) V(cr;x)-> max 

- ри '• Г • 
(5.1.9) U(*;x)^U, 
(5.1.10) х Е argmax^o-;^) . 

Все трудности анализа (5.1.8) - (5.1.10) возникают из-за того, что (5.1.10) на 
самомделе -континуум ограничений вида Х1((Т\ ж) ^ JJ{(r\z) Sfz. Е А . Если это 1 

условие заменяется на 

(5.1.11) . " % ( | г ; » ) = 0, • 

то решение задачи (5.1.8) - ( 5 .1 .9 ) - (5Л.11) (называемой упрощенной задачей) да­
ется теоремой Куна-Таккера. 

Если заменить.(5.1.10) на 

(5.1.12) £^(<г;ж)^0, 

то задача (5.1.8) - (5.1.9) - (5.1.12) будет называться дважды упрощенной задачей. 
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В работах [94,122] получены условия, при выполнении которых решение исход­
ной задачи может быть получено в результате решения упрощенной или дважды 
упрощенной задачи, т.е. подходом первого порядка. 

а) Свойство монотонности отношения правдоподобия: 

Г Pi Г «с J 
\/х < х < не возрастает по г 

Это условие эквивалентно тому, что у ^ у => { F ( x \ y ) ^ F ( x \ y ) Ух Е А } , где 
F ( x \ y ) - апостериорное распределение вероятностей (для наблюдаемого у), т.е. для 
большего наблюдаемого результата АЭ должен работать больше (в смысле стоха­
стического доминирования). 

б) Условие выпуклости функции распределения: F j ( x ) = Pk(%)-

Пусть существуют решения исходной и дважды упрощенной задачи. Тогда спра­
ведливо следующее 

Утверждение 1 [94]. Пусть выполнены введенные выше предположения относи­
тельно целевых функций и допустимых множеств, справедливы условия а) и б) и 
(о*, х) - решение дважды упрощенной задачи. Тогда: 

1) (о*, х) - также решение исходной задачи; 
2) если х < а, то это также решение упрощенной задачи; 
3) зарплата по контракту не убывает по результату: 

4) ожидаемая полезность центра не убывает по результату: 

Отметим, что утверждение 1 помимо существования решения исходной задачи 
дает, во-первых, конструктивный метод поиска ее решения, во-вторых, необходимые 
условия возможности его применения и, в-третьих, гарантирует вполне естествен­
ные свойства этого решения: монотонность функции стимулирования (пункт 3) и 
дохода центра (пункт 4) по результату. 

Заметим, что для решения задач согласованного планирования [5, 7] и задач 
синтеза систем стимулирования при несимметричной информированности центра и 
АЭ [15, 16] также применялся подход первого порядка. 

Второй метод решения вероятностной задачи стимулирования в случае линей­
ной функции полезности центра, называемый методом Гроссмана-Харта, состоит в 
разбиении £решения на два этапа. На первом этапе решается задача: 

выбрать 5 

(5.1.13) $ > ( * > * -
• = 1 

min 

при 

(5.1.14) £ > ( * * } £ Г ( < 

гж 

;« i )>17 (RWC) 

ML 
п 

(5.1.15) 
'«=1 
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Обозначим Щ=и{(Т{), h = U л . Тогда задача (5.1.13) - (5.1.15) примет вид: 
выбрать (v\ ...vn) 

(5.1.16) ^pi{xm)h{vi)^rs^ 

при 

(5.1.17) " ^ р ^ ) щ - ф * ? ) > ^2р{(х)щ - c ( x ) У х е A 

(5Д.18) £ р . ( ж * ) ^ - с ( х * ) ^ [ Г . 

. ' ' • . • »=l ; . ; 
Так как функция У вогнутая, следовательно, h - выпуклая, т.е. целевая функция 

выпукла по г;,-. Таким образом, задача (5.1.16) - (5.1.18) заключается в минимизации 
выпуклой функции при ( в общем случае) бесконечном числе линейных ограниче­
ний. Если множество А конечно, то теорема.Куна-Таккера дает необходимые и 
достаточные условия оптимальности. 

В задаче (5.1.16) - (5.1.18) контракт а реализует действие х* (по аналогии с де­
терминированными условиями согласованности в задачах стимулирования, рассмо­
тренных в TAG). Это справедливо в предположении благожелательного отношения 
АЭ к центру. На первом шаге мы определили минимальные затраты центра на 
стимулирование АЭ по выбору действия х * : 

С(х*) = inf < Pi(x*)h(vi) : v реализует х* У 

• * Ш J 
Вторым шагом будет выбор действия, которое выгодно стимулировать центру, 

т.е. при известном С(х*) решается следующая задача: 
выбрать х : х = arg m a x [ B ( x ) — C ( x ) ] , где В { х ) было определено выше (ожидаемый 

доход центра от выбора элементом действия х ) . 
Полученное таким образом решение называется 55-решением. 
Отметим, что описанный выше метод позволяет решать также и задачи, в ко­

торых функция полезности центра Нелинейна. Но при этом, очевидно, не удается 
разделить минимизацию затратна стимулирование и вычисление ожидаемого дохо­
да. ; • , -

Связь SB-решения с задачами согласованного планирования будет обсуждена в 
разделе 5.5, посвященном стимулированию в системах с планируемым результатом. 

Связь F B - и SB-случаев описана в [67, 69, 83, 86]. 
В теории активных систем вероятностные задачи стимулирования рассматрива­

лись в основном для случая простого активного элемента, для которого зависимость 
р(у; z ) определяется на основе некоторого распределения p ( z ) и имеет вид: 

{ р(*); z < у, 
l - F ( y ) ; > = у , 
0; z > y r 

где F { z ) - функция распределения z . Действие у называется границей (выбирая 
действие у, АЭ ограничивает тем самым возможные состояния z ^. у). Интересно 
отметить, что рассмотренная выше базовая модель теории контрактов эффективно 
решается для случая простого АЭ. Так, для дискретного случая решение перво­
го этапа, минимизирующее ожидаемую неличину стимулирования для выбора АЭ 
действия г, имеет вид: 
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(5.1.20) ffj = < 

f I; i = l, 

I I ; i > * 

при условии, что 53 i __ p— ^ I — L l 

k=l
 1 f̂c 

Подставляя это решение в целевую функцию центра, можно определить опти­
мальное для него действие АЭ. 
' Рассмотренная задача теории контрактов не учитывает важный аспект, связан­

ный с дополнительными потерями центра в случае, если АЭ не выполняет условий 
контракта. Дело в том, что, заключая контракт, центр рассчитывает на достиже­
ние элементом определенного состояния г (фактически система стимулирования и 
выбирается так, чтобы заинтересовать АЭ в достижении этого состояния). Поэто­
му, если реализуется состояние j ф г, то центр несет определенные дополнительные 
потери 6{j. Учет этих потерь ведет к новой характеристике контракта - его надеж­
ности. Задачи такого типа были впервые рассмотрены в теории активных систем 
[39] для случая простого АЭ. Пуйгь функция потерь центра имеет вид: 

(5.1.21) = | . ^ - ^ Z ^ ж, 
Z ^ ж, 

где 6 > 0, 0 < 7 < 1 - коэффициенты функции потерь центра при отклонении 
состояния элемента от указанного в контракте (желательного состояния х ) . Рас­
сматривается кусочно-линейная функция штрафов: 

(5.1.22) Х ( Ж ; , ) = { ^ - ^ 

где а > 0, 0 < /? < 1. 
Оптимальное для АЭ действие х определяется из уравнения: 

(5.1.23) F ( x ) = Р 1 

р + а 1 + к ' 

где к = OLJр. Оптимальное для центра действие определяется из аналогичного урав­
нения: 

6 1 - , ' 
(5.1.24) F ( x ) 

5 + . 7 i + g 

где q = у / 6 . ' 
Очевидно, оптимальная система стимулирования определяется условием -к = q. 

Важно отметить, что для определения оптимального контракта в данном случае 
йе'г необходимости центру знать функцию распределения F ( z ) . В [7] рассмотре­
ны различные обобщения этого результата для случая простого АЭ. Отмеченный 
результат в определенной степени уникален, поскольку г общем случае для опреде­
ления оптимального контракта центр должен иметь ию^рмацию о распределении 
Р{У] 

5,2. Задачи с различной степенью информированности 
участников без сообщения информации 

Рассмотрим следующую модель [15, 16]. Центр выбирает функцию стимулиро­
вания <т(г/), зная функцию распределения случайной величины в. Активный элемент 
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при заданной функции стимулирования и при известном ему значении в выбирает 
состояние Y из условия максимума своей целевой функции / ( • ) . 

Рассмотрим процедуру синтеза оптимальной функции стимулирования сг*, явля­
ющейся решением следующей задачи: 

(5.2.1) J(**) = max / inf. Ф ( ф ( 0 ) ) , у(0))<^(0), 

где у(0) G Y(0) = Arg ^тах^Ду, в). 

Здесь Ф(<г(у),у) = £(у) - аа(у) ; / (у ,0) = <т(у) - с(у,0); ¥ ( в ) = [ 0 , ^ ( 8 ) 1 у п (0) -
предельное значение состояния у, с(у, б) - функция затрат АЭ, определенная на Y(0) 
и [е, га], ̂ р(у) - дифференцируемая неубывающая функция, р ( 0 ) = 0, а > 0. 

Предполагается, что 
1) множество М содержит все дважды кусочно-дифференцируемые функции, удо­

влетворяющие условию (г(у) ̂  <7, где д > 0; 
2) ^ ( 0 ) - абсолютно непрерывные функции распределения, причем F ( e ) = 0; 

F(ra) = 1; га ^ с > 0; 
3) функции затрат с(у, 0) дважды непрерывно дифференцируемы и с(у, в)уу > 0, 

Тогда справедлива следующая теорема [15]. -
Теорема. Решение задачи синтеза оптимальных функций стимулирования (5.2.1) 

является также решением следующей вариационной задачи: 

оо 

(5.2.2) / И = т ш [[Р(Щу,и))^1][<р\у)^аи]аУ} 

о 

(5.2.3) 0^ Ju{y)dy^g; u(y) = <Г'(У)> 

где 0(y,u) = ( * V U ) > е с л и 0 ^ У $ У**' t ( y > u ) - функция, обратная к у ( в ) , а 
I го, , если у > у м , 

1^-= »(»»)•. ' 

Гамильтониан для задачи (5.2.2) - (5.2.3) имеет вид 

( Я ( у 1 « , А ) = [1^Яё(у,«))]У(у)-"«]-Ау. 
Таким образом, из условия максимума # ( у , м, А) по и можно определить и(у, А), 

а из соотношения (5.2.3) - оптимальную функцию стимулирования ег*(у). 
Рассматриваемая задача для линейной функции затрат исследовалась в [16}. 

5.3. Системы со многими элементами 

В разделе 5.1 мы описали базовую модель теории контрактов. Ее естественным 
расширением является вероятностная задача стимулирования в системе со многими 
элементами. 

Пусть имеются два АЭ. Проводимые ниже рассуждения непосредственно обоб­
щаются на случай любого конечного числа элементов. Для каждого АЭ существует 
конечное множество Д£ = { у * , . . . , y * f c } , к = 1,2 возможных результатов и конеч­
ное множество Aje возможных действий. Отметим, что при рассмотрении базовой 
модели множество А не было конечным. . 
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Производственная функция Ук(хих2,вк) : А\ х А2 х Qk -> F(0 i ,0 2 ) - со­
вместная функция распределения, определенная на O i X ^ , /д. и F(-) определяют 

.Pij(«i , .*2) ~ вероятность результата {у}, у?) при выбранных действиях х\ и х^. 

Пусть vh - целевая функция fc-ro АЭ: 

(5.3.1) 

где <т& - стимулирование fe-ro элемента; сгд. £ [Z, Tj; c(xjc) - его затраты. Каждый 
элемент имеет RW ~ If1\. # ( у х , у 2 ) - доход центра от результата ( у 1 , у 2 ) . Для 
простоты обозначений сделаем несущественное допущение, что оба АЭ идентичны 
и имеют одинаковые функции полезности и одинаковые i£WV 

Ожидаемый доход центра (в предположении линейности его функции полезно­
сти): 

(5.3.2) " tf(W*2)=^ 

Как и при рассмотрении базовой модели, определим 

( 5 . 3 $ t CFB(xh) = h(Uv+c(xk)), где Л = V < , 

Определение. Система стимулирования для fc-po АЭ есть вектор размерности 
(пх -712) : <тк = = " { ^ } Ш ? 1 П 1 П 2 > ВДе ^ ~ выплаты А?-му АЭ при результате ( у } , у ] ) . 

Ожидаемые затраты центра на стимулирование: 

(5.3.4) С ^ , ^ , ?ьсГ 2 ) = ^рфих2)(<тЪ + f?.). 

Определение. Задачей синтеза оптимальной функции стимулирования в вероят­
ностной АС называется процедура выбора набора ( f f i ; B 2 ) и (a?i, х2), максимизирую­
щих ожидаемый доход центра при условии, что (а?ь х % ) - равновесие Нэща для АЭ 
при заданной системе стимулирования и их ожидаемая полезность в этом равновесии 
не меньше, чем соответствующая RW,- т.е. необходимо выбрать <т\ и 3 2 \ 

(5.3.5) ] Г в Д £ ^ 

ПРИ 

(5.3.6)- Х > Д 2 1 , г 2 Ж ( 4 ) - c(i*j ̂  ЁГ; * = 172 

И 

(5.3.7) 5 ; ^ ( * , * 2 ) v ( ^ ) - с ( « ) < Е « Д * ь * а ) П 4 Ь у * е л , : •; 

(5.3.8) -ФО<gfti(Si,» 2)n^)-:<г 2); V * е л , 

& = 1 Д "* = 1, nii j "= I75»2• •. 

Задача (5.3.5) - (5.3.8) аналогична соответствующей базовой модели (первый 
этап в методе Гроссмана-Харта). Приведенная постановка наиболее близка к 147, 
93,107,125]. 

Рассмотренная выше АС соответствует полностью взаимозависимым АЭ. Ре­
зультат деятельности каждого из них зависит от действий другого. Стимулирова­
ние i-го АЭ зависит от результатов-всех остальных. В случае, если элементы вообще 
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не связаны, доход центра и затраты на стимулирование аддитивны по элементам и 
не существует общих ограничений на функцию стимулирования, то задача распа­
дается на набор простейших базовых (одноэлементных), которые центр решает для 
каждого элемента в отдельности- Действий (tf i ,^)? оптимальных в смысле задачи 
(5.3.5) - (5.3.8), может быть несколько. Вопрос единственности решения изучался в 
[98]. 

Термин "система со многими элементами" не обязательно подразумевает нали­
чие одного центра и нескольких АЭ. Модель, содержащая два центра и один АЭ, 
рассматривалась в [35]. 

Ранговые системы стимулирования для систем с континуумрм игроков детально 
описаны в [99]. 

Системы со многими элементами для случая простых АЭ рассмотрены в [7]. 

5.4. Динамические задачи стимулирования 

На практике взаимоотношения между участниками экономики продолжаются в 
течение длительного времени и не всегда удается описать их с помощью простой 
статической модели, приведенной в разделе 5.1. Рассмотрим динамическое расши­
рение этой модели, т.е. последовательность контрактов. Достаточно очевидно; что 
если АЭ не учитывает предысторию-и не "смотрит в будущее", то многопериодная 
модель ничем не будет отличаться от простой последовательности базовых. 

В детерминированной теории динамические модели исследованы достаточно глу­
боко. Описание основных результатов и используемых подходов потребовало бы 
написания отдельного обзора. Поэтому ограничимся лишь кратдим рассмотрением 
простейшей модели со статистической неопределенностью, ставя своей целью про­
демонстрировать возможность учета случайности в многопериодных моделях. 

Введем некоторые обозначения: А, А0 - конечные множества возможных дей­
ствий и результатов; XQ Е А - действие АЭ в первом периоде; Xj - действие АЭ 
во втором периоде при результате первого - уу, т.е. х — (xo,Xj); j •== l,n; <Tj -
выплаты АЭ в первом периоде за результат уу; <ту* - выплаты АЭ во втором пери­
оде за результат уу в первом и у* во втором периодах соответственно, а = (сту; cry*); 
v ( U j ~~ а 5 \ Ук — &jk) - возрастающая и вогнутая по обеим переменным функция 
полезности центра; м(сгу; ггу*; х 0 ; а?у) - функция полезности АЭ (возрастающая и во­
гнутая по хт и убывающая 'по х); Pj(x) - вероятность результата уу при действии 
х еА. 

Обозначим: 

Яи(<г,ж) = ] Г ^ 

Е и ( а , х ) = ]Г}ру(а?о)р*^ 

По аналогии с базовой однопериодной моделью (раздел 5.1) рассмотрим задачу 
поиска двухпериодного оптимального контракта: 

(5.4.1) E v ( a , x ) max 

при 
(5.4.2) E u ( v , x ) ^ U ( R W C ) , 
(5.4.3) х G A r g m a x E u ^ t ) ( I R C ) . 

Легко видеть, что задача (5.4.1) - (5.4.3) легко обобщается на случай любого 
конечного числа периодов. 
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Определение. Контракт, полученный из (5.4.1) - (5.4.3), называется контрактом 
с памятью (память в данном случае заключается в зависимости стимулирования в 
произвольный момент времени от всех предшествующих результатов). 

Контракт с aik = <Tjk V у% Ф Щ V г, j = 1,.N называется контрактом без памяти. 
В модели (5.4.1) - (5.4.3), следующей [51], мы рассмотрели контракты с памятью. 

Аналогичные задачи описаны в [100, 101, 120, 124]. 
Широкая распространенность в экономике долговременных контрактов вызыва­

ет закономерный вопрос: чем и в каких случаях долговременные контракты луч­
ше кратковременных, т.е. что дает "память" и "дальновидность" [55]? В случае, 
если возможно накопление, содержательно ответ сводится к следующему. При слу­
чайных возмущениях в какие-то периоды реализуются "благоприятные" значения 
случайных величин и центр имеет возможность создать некоторый запас средств 
и тем самым застраховать себя и АЭ от возможных потерь в "неблагоприятной" 
ситуации. Поэтому считают, что динамика играет как бы усредняющую и сглажи­
вающую роль. 

В [116, 117] рассматривались такие динамические стратегии центра и АЭ в дол­
говременных контрактах с дисконтируемой полезностью, что в многопериодной игре 
достигается результат, более эффективный, чем в последовательности соответству­
ющих однопериодных игр (так называемые триггерные стратегии). 

В [130] задача, аналогичная (5.4.1) -- (5.4.3), но для бесконечной последовательно­
сти контрактов с дисконтируемой полезностью, решается с помощью подхода пер­
вого порядка. 

Дальновидность центра, в смысле прогнозирования (экстраполяции на будущее) 
на основе данных о результатах предыдущих периодов, рассмотрена в [131]. 

Существенное место среди динамических задач стимулирования в условиях ста­
тистической неопределенности в теории активных систем занимают адаптивные ме­
ханизмы функционирования. 

Первая задача адаптивного планирования была рассмотрена для случая простого 
АЭ [39]. Рассмотрим следующий механизм принятия решений о контракте Xk+i в 
периоде (к + 1) в зависимости от состояния z k и плана (контракта) х к в периоде к: 

(5 4 4) - / Хк> z k ^ x k i 

(5.4.4) . С Х к + ( 1 - . ф к ] Z k > X k i 

где 0 ^ с ̂  1. Целевая функция АЭ в рассматриваемом периоде А; = 0 имела вид: 

: оо ~ 

(5.4.5) Щ = ф о ; г 0 ) + £ . * * . ' • / < p ( * k ; z k ) d F { z k ; y k ) , 
k=i { 

где 6 - коэффициент дисконтирования, у к - действие элемента в периоде А;, функция 
<р(х; г) имеет вид: , 

( 5 . « ) , ( « ; » = * - { t - t * > i l • • 

a , F ( z k ; y k ) определена в (5.1.19). 
Показано, что оптимальная стратегия АЭ записывается в форме: 

(5.4.7) у к = ^ , 

где ш - некоторый предельный контракт, определяемый из уравнения: 

(5.4.8) П„) = т 1 - [ ^ + 1 
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N = -z с • Интересно отметить, что при в = 1 предельный контракт не зависит 
1 — 0 

от дальновидности АЭ. Детальный анализ адаптивных механизмов функциониро­
вания имеется в [25]. 

Одним из недостатков заключения долговременных контрактов с обязательства­
ми является невозможность (невыгодность в силу необходимости выплаты штраф­
ных санкций) их разрыва. Более гибкой конструкцией, свободной от упомянутого 
недостатка, являются долговременные контракты с пересоглашениями, например 
взаимоотношения между покупателем и продавцом [54, 56, 82, 84, 86]. 

Важным достоинством динамических задач является возможность прогнозиро­
вать поведение функции стимулирования во времени, т.е. рассчитывать динамику 
заработной платы в реальных системах [77, 96]. 

5.5. Стимулирование в системах с планируемым результатом 

Работы зарубежных авторов, с точки зрения наличия в них плана, можно раз­
делить на два класса. Первый, в котором понятие плана фигурирует в явном виде, 
более или менее близком к принятому в ТАС. В большинстве своем это работы, по­
священные исследованию плановой экономики бывшего СССР и других социалисти­
ческих стран [32, 53, 92, 95,111]. Краткий обзор основных результатов, полученных 
в этой области, приведен в [49]. N 

Второй класс - модели рыночной экономики (теория контрактов, например), в 
которых н явном виде плана, как такового, нет, но ряд величин и понятий очень 
близки к терминологии теории активных систем. 

В работах [36, 38] были получены оптимальные системы стимулирования, со­
впадающие с [8]. Как уже отмечалось, условия того, что контракт С(-) реализует 
действие ж*, приведенные в разделе 5.1, совпадают с определением согласованного 
плана в ТАС. 

Наличие многих схожих результатов в ТАС и в теории контрактов приводит к 
выводу о близости этих теорий. Рассмотрим для примера метод Гроссмана-Харта 
(5.1), дающий решение для конечного числа возможных действий АЭ, и методы 
синтеза оптимальной функции стимулирования в АС в условиях полной информи­
рованности центра о. моделях АЭ - раздел 2 настоящего обзора. В обеих задачах 
фиксируется некоторое действие х и записываются условия согласованности, т.е. 
того, что элементу выгодно выполнять именно это действие. Затем вычисляют­
ся затраты центра на стимулирование (при гипотезе о благожелательности АЭ по 
отношению к центру) и, наконец, выбирается действие х , максимизирующее раз­
ность между ожидаемым доходом центра и его'затратами на стимулирование, х 
может рассматриваться как согласованный план, а второй этап в двухшаговом ме­
тоде Гроссмана-Харта - как процедура поиска оптимального плана. Как мы видим, 
оба метода почти идентичны. ^ 

Отметим, однако, ряд различий между ТАС и теорией контрактов. В ТАС по­
нятия плана, степени централизации, эффективности механизма функционирования 
АС традиционно использовались при описаний организационных систем и оказались 
достаточно эффективными. В теории контрактов эти понятия отсутствуют. 

Проиллюстрируем использование подходов теории активных систем для решения 
задачи теории контрактов [9, 39]. 1 

Пусть центр устанавливает для АЭ функцию штрафов х{х\ z)y описывающую 
величину оплаты за отклонение результата z от планового задания х у # ( # ; # ) ~ 
.= Q,x{xi,z) ^ 0- Если обозначить через h ( z ) величину дохода АЭ от реализации z 
(в функцию h ( z ) включены и затраты c ( z ) ) , то его целевую функцию можно предг-
ставить в виде: 

(5.5.1) my)=[{h(z)~x{x-,z))p(z;y)dz. 
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Ниже для простоты будем предполагать, что максимум f ( x ; у) достигается в 
единственной точке у* .= у*(ж), 

. Таким образом, контракт определяется парой {х('У>х}- Варьируя х на множестве 
согласованных планов (см. раздел 2), центр может управлять действиями АЭ. Рас­
смотрим условия, которым должен удовлетворять контракт для того, чтобы у* = ж 
и у* обеспечивал максимальное значение цэлевой функции центра. Воспользуемся 
для этого условиями, приведенными в разделе 2. 

Рассмотрим контракт, в котором план х определяется из решения следующей 
задачи согласованного планирования: 

(5.5.2) Ф(а?;») = т и Ф ( * ; »(*)), 

.где 

(5.5.3) $(*;»(*)) = J*Wi*)Y*M*iv)**> 
(5.5.4) S = { x e A : f ( x ; x ) ^ f ( x ; y ) ; у е А} 

- множество согласованных планов при заданной системе штрафов. Как было по­
казано в [8], достаточным условием того, что требование х Е S выполнения задания 
х не приводит к уменьшению значения целевой функции центра, т.е. Ф(ж; х) ^ 
^ Ф(ж;у(ж)), является справедливость "неравенства треугольника": 

(5.5.5) хКи)^х(»;*) + х(';у) Va,y,t, 

где х(ж; у) = /х( х \ z)p{z\ y)dz. Подставляя х(ж; у) в (5.5.5), получим 

(5.5.6) j x ( v ; z ) p { z ] y ) d z ^ Jxfa*)p(*'>t)d*+ j x ( t \ z ) p ( z ] y ) d z . 

Приведем пример функции штрафа, удовлетворяющей этому условию. Пусть 
p(z; у) - плотность равномерного на отрезке [у — Д; у + А] распределения. Тогда 
функция 

(5-5.7) х( z — х 
X -г Z < Д 

удовлетворяет неравенству (5.5.6). 
Рассмотрим теперь задачу синтеза оптимальной функции штрафа х(-). Пусть 

Задано множество допустимых функций штрафов М = {х(-) : 0 ^ x ( x ; z ) ^ т(<г)}, 
где m(z) - известная положительная функция. Следующая теорема дает решение 
задачи синтеза оптимальной функции стимулирования на множестве М . 

Теорема [9]. Пусть z равномерно распределено на отрезке [у - Д; у + Д], тогда 
функция штрафов . 

(5.5.8) * . ; . ) - { « • * j — 1 * £ 
оптимальна в М. 

5.6. Применение вероятностных задач стимулирования 

Модели, рассмотренные в разделах 5.1 - 5.5, нашли широкое применение в описа­
нии различных областей, экономики. Наибольший успех был достигнут в описании 
трудовых, долговых и страховых контрактов. Естественно, такое разделение на 
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три направления является очень приближенным, но, к сожалению, в ограниченных 
рамках данного обзора мы не имеем возможности проводить более детальную клас­
сификацию. Поэтому ограничимся перечислением основных работ в данной области. 

В узком понимании трудовой контракт определяется лишь функцией стимулиро­
вания, ставящей в соответствие результату деятельности АЭ (рабочего) некоторые 
выплаты со стороны центра (менеджера, владельца предприятия). В более широком 
смысле теория контрактов описывает кадровую политику фирм, определяя помимо 
заработной платы рабочих оптимальное для фирмы число этих рабочих в зависи­
мости от внешних (случайных или детерминированных) факторов. Ведь теория 
контрактов и появилась как попытка объяснить с помощью математических моде­
лей существующий уровень занятости населения [28, 33, 34, 43, 44, 61, 90, 106, 127, 
138]. 

Рассмотрим следующую модель [50, 67, 91, 126]. Пусть имеются п рабочих. Кон­
тракт должен определять, какое число рабочих следует нанимать предпринимателю 
в случае, если реализуется состояние природы в [в соответствует, например, рыноч­
ным ценам на продукцию, производимую предприятием), т.е. 

С = Ш;п(9)). . 

Пусть все рабочие однородны и получают оплату <rw{y). В момент заключения 
контракта в неизвестно, затем оно становится известным обеим сторонам (заметим, 
что данный случай информированности отличается от рассматриваемых ранее при 
описании теории контрактов и близок к [19, 27]). В этом случае имеем задачу: 

(5.6.17 Е { Н { < т { у ) ; у ( х , 9 ) п ( 9 ) ) - n ( 9 ) a w ( y ( x , 9 ) ) } - max 

при 
(5.6.2) E u ( a w { y ( x , 6 ) ) ) > U ( R W C ) 

Отметим, что задача (5.6.1) - (5.6.2) существенно проще, чем базовая модель. 
Нередко рассматриваются более усложненные постановки, в которых в (5.6.1) 

добавляется слагаемое { — ( п — n(0))<7 U } , соответствующее выплатам центром ка­
ждому из непринятых на работу пособия <ru — Const. Подобные модели "невольной 
безработицы" детально проанализированы в [37, 48, 89, 108, 112, 128, 129]. 

Статья [42] посвящена анализу контрактов по разработке нефтяных месторожде­
ний, [46] - выработке системы штрафов за нарушение экологических нормативов, 
[133] - оптимальности существующей системы взаимоотношений между землевла­
дельцем и арендатором. 

Связь теории контрактов с макроэкономическими теориями безработицы рассмо­
трена, в частности, в [81]. 

Другой областью применения вероятностных задач стимулирования стали дол­
говые контракты или контракты о кредитах [52, 57, 103, 132]. 

Более подробное обсуждение возможных применений задач стимулирования в 
условиях неопределенности далеко выходит за рамки настоящего обзора. Нашей 
целью было лишь показать возможность анализа с помощью моделей, описанных в 
предыдущих разделах, широкого и разнородного круга экономических явлений, не 
ограниченного только "стимулированием" в узком смысле этого слова. 

6. Стимулирование в системах с сообщением информации 

В предыдущих разделах рассматривались механизмы управления, в которых не 
происходило обмена информацией между участниками. Однако в случае несим­
метричной информированности передача информации от более информированного 
участника может повысить эффективность механизма. Центральной проблемой в 
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системах с сообщением информации является проблема достоверности информации 
(неманипулируемости механизма). Неманипулируемые механизмы в теории актив­
ных систем получили название механизмов Открытого управления (честной игры). 

Для систем с одним активным элементом, которые в основном рассматриваются в 
данном обзоре, доказано, что оптимальный механизм существует среди механизмов 
открытого управления [17, 63]. Детерминированная теория механизмов открытого 
управления детально изложена в [6 - 8]. Соответствующие результаты по нема-
нипулируемым механизмам в теории коллективного принятия решений описаны в 
работах [31, 45, 60, 70 -73 , 88,135]. Достаточно полный обзор основных результатов 
можно найти в монографии [20]. 

Различные постановки задач с сообщением информации рассмотрены в [137] 
(плата за получение информации), [110, 112] (построение оптимальных стратегий 
центра как метаигрока), [80] (связь Задач распределения ресурсов с теорией контрак­
тов), [75,107,109,136] (задачи о заключении сделок). В целом следует отметить, что 
обобщение рассматриваемых в обзоре вероятностных задач стимулирования на ве­
роятностные задачи стимулирования с сообщением информации является еще слабо 
разработанным направлением исследований. 4 

7. Выбор структуры системы как метод 
снижения неопределенности 

, Рассмотрим еще один подход к построению механизмов стимулирования в сто­
хастических активных системах. Этот подход основывается на введении в состав 
системы одного или нескольких элементов, с которыми сравнивается функциониро­
вание исходного активного элемента. Стимулирование, основанное на сравнитель­
ных оценках, как показано для ряда моделей [1, 4], позволяет обеспечивать более 
эффективное функционирование активной системы. Этот подход разрабатывается 
в работах по так называемым многоканальным активным системам [1>- 4, 6]. 

Структура одной из простейших двухканальных активных систем, иллюстриру­
ющая механизм стимулирования с использованием нормативной модели, изображена 
на рис.2. 

Система функционирует следующим образом. Активный элемент выбирает ре­
шение a?i, в результате этого выбора и действия внешних возмущений в на выходе 
управляемого объекта получаем у \ . Параллельно с этими действиями с помощью 
нормативной модели определяются нормативные решения х 2 . В качестве норма­
тивной модели может выступать некоторое правило выбора решений, алгоритм или 
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Рис.2. Двухканальная активная система 
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даже человек (специалист, эксперт). Затем информация о получившемся выходе 
2/1, выбранном решении х \ и решении нормативной модели х 2 поступает на вход 
пересчетной модели управляемого объекта. 

Пересчетная модель представляет собой либо математическую модель, либо фи­
зическое устройство, позволяющее на основе информации о> х \ , х 2 и у\.= yi(a?i;'0) 
определить оценку выхода у 2 } который получился бы, если на вход управляемого 
объекта вместо решений a?i поступило бы решение х 2 . Полученные таким образом 
величины a?i, 2/i и х 2 , У2 позволяют вычислить значение показателя эффективности 
Ч\ = чХх\\У\) и оценку эффективности q 2 = q(x2] у 2 ) решений х \ и х 2 соответственно. 
Здесь предполагается, что зависимость §(•) показателя эффективности от перемен­
ных х и у'задана, ?(•) ̂  0. 

Стимулирование активного элемента а осуществляется как функция показателей 
qi и ^ 2 : or •= G"(qi;q2). Предположим, что целевая функция активного элемента 
имеет вид: / =• <г — с, где <т - функция стимулирования, ас , = c ( q / q n p ) - функция 
затрат. Здесь д п р - предельное значение эффективности (эффективность идеального 
решения), q ^ д п р . Поскольку в соответствии с принятыми предположениями в 
модели стимулирования используются только переменные q и g n p , то структуру, 
изображенную на рис.2, можно представить в более простом виде рис.3. 

Положим, что цель системы (центра) заключается в обеспечении максимального 
значения q. 

Будем предполагать, что внешние возмущения в являются случайными, сле­
довательно, случайной является величина д п р ~ = q ( x * ; y ( x * ; i ) ) ) } где х* - решение, 
при котором достигается эффективность q n p . Пусть задана плотность распределе­
ния F случайной величины q n p и заданы ограничения на размеры стимулирования: 

Задача ставится следующим образом: определить функцию <т(-), которая макси­
мизировала бы выигрыш центра , 

(7.1) Ф= ' f/ixdF{f*), 

где qi определяете^ из решения задачи 
(7-'2) < r ( - ) - c { q , l q a * ) ^ m a x . 

Для случая одноканальной системы, т.е; при отсутствии нормативного канала 
(при соответствующих предположениях о функции затрат), рассматриваемая задача 
(7.1) - (7.2) может быть сведена к задаче (5.2.1). 
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Рис.3. Упрощенная структура двухкалальной активной системы 
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Для описанной выше двухканальной системы рассмотрим функцию стимулиро­
вания вида 

(7.3) <r(gi;g2) = { 
д, если q ^ х, 
О, если q < ж, 

где х - параметр, который зависит от некоторых заданных характеристик норма­
тивного канала. В [1] для рассматриваемой здесь модели вычислено значение х при 
следующем предположении о характеристиках нормативного канала: Km\nqnp ^ 
^ g2 ^ Ктах<1пр, г Д е ^ m i n и Ктах - заданные коэффициенты. 

В [1,4, 6] найдены условия, при которых функция стимулирования (7.3) обеспе­
чивает получение большего значения целевой функции системы Ф по сравнению с 
оптимальной функцией стимулирования для одноканальной активной системы. Так, 
например, в [1, 6] рассмотрены и другие схемы взаимодействия между каналами в 
двухканальных активных системах. Для этих схем также показано, что механизмы 
стимулирования в двухканальных системах могут быть эффективнее, чем оптималь­
ные механизмы стимулирования в одноканальных активных системах. 

В [2] рассмотрены конкурсные механизмы стимулирования активных каналов в 
многоканальной активной системе. Доказано, что при определенных условиях "схо­
жести" активных каналов эти механизмы обеспечивают эффективность функциони­
рования системы, равную или близкую к эффективности оптимальных механизмов 
стимулирования, полученных для детерминированных активных систем. Однако 
следует отметить, что эта область еще недостаточно изучена и требует дальней­
ших исследований. 

8. Заключение 

Проведенный сравнительный анализ постановок и результатов теории активных 
систем и теории контрактов показал близость как постановок, так и центральных 
идей и методов решения. Еще раз отметим плодотворность подхода, основанного 
на понятиях согласованных планов и степени централизации механизма функцио­
нирования. Введенные в явном виде в теории активных систем эти два понятия в 
той или иной степени появляются и в теории контрактов, давая эффективные ме­
тоды решения задач стимулирования (например, двухэтапный метод). Можно с 
достаточной уверенностью предположить, что теория согласованных механизмов в 
вероятностном случае,будет не менее богата результатами, чем детерминированная 
теория согласованных механизмов. 

Недостаточная информированность отечественных специалистов о работах зару­
бежных авторов (и наоборот) заставляет порой проделывать двойную работу. По­
этому совместное развитие двух этих теорий, их взаимное обогащение выглядят 
довольно перспективно. Попыткой сделать один из первых шагов в этом направле­
нии и является настоящий обзор. 
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