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Во многих прикладных задачах теории надежности и массового обслуживания
очень важно не только доказывать существование стационарного распреде-
ления, но и уметь оценивать скорость сходимости распределения к стацио-
нарному. Стандартные методы получения таких оценок предполагают, что
времена обслуживания (ремонта или работы) экспонециальны, входящий по-
ток – пуассоновский и все формирующие процесс обслуживания (надёжности)
случайные величины (сл.в.) независимы. Результаты для таких простейших
случаев хорошо известны. Отказ от предположений независимости и экспо-
ненциальности этих сл.в. приводит к довольно сложным случайным процессам,
которые очень трудно изучать с помощью стандартных процедур. Для таких
процессов нужно использовать более сложную технику. Для этого потребу-
ется некоторое обобщение (и доказательство) ряда известных результатов.
Один из таких результатов – обобщённое неравенство Лордена, используе-
мое в данной статье. «Классическое» неравенство Лордена касается «клас-
сических» процессов восстановления. В работе используется обобщение этого
неравенства для случая «слабо зависимых» и имеющих в некотором смысле
«близкие» распределения интервалов между моментами восстановления. Та-
кое обобщение позволяет изучать скорость сходимости для широкого класса
сложных процессов в ТМО и в смежных дисциплинах. В данной работе изуча-
ется одна обобщённая система массового обслуживания Эрланга – Севастья-
нова.
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1. Введение

Формулы Эрланга дают явные выражения для количества за-
явок в системах массового обслуживания (СМО) вида 𝑀 |𝑀 |∞
в стационарном режиме [11]. Рассмотренные Эрлангом модели
по-прежнему являются важными в современной теории массово-
го обслуживания. Однако для приложений важно не только знать
стационарное распределение, но и уметь оценивать скорость схо-
димости к этому распределению. В общем виде эта проблема не
решена до сих пор, однако предпринимались некоторые попыт-
ки её решения. Так, в случае экспоненциально распределённых
времён обслуживания и входящего пуассоновского потока такая
проблема рассматривалась в [8, 25] и др.

Известная теорема Б.А. Севастьянова [4, 5] для марков-
ских процессов позволила доказывать не только существова-
ние и единственность стационарного распределения для боль-
шого класса СМО, но и сходимость в метрике полной вариа-
ции. Несколько ранее П. Форте показал [13], что стационарное
распределение существует в рассмотренных Б.А. Севастьяновым
моделях при несколько более сильных предположениях, чем в ра-
боте [5], и указал вид стационарного распределения (без иссле-
дования скорости сходимости).

Таким образом, для системы с входящим пуассоновским по-
током и произвольным (одинаковым) временем обслуживания
с конечным средним значением на всех приборах было извест-
но стационарное распределение; более того, в работах Л. Такача
[24] были получены характеристики периода занятости и длины
очереди для СМО 𝑀 |𝐺𝐼|∞.

Однако только в некоторых специальных случаях оценива-
лась скорость сходимости к стационарному распределению сто-
хастических систем (не обязательно систем Эрланга). Обычно на
практике оценки характеристик работы СМО вычисляются для
стационарного состояния, но, как правило, в явном виде они не
получены, за исключением ряда специальных случаев (см., на-
пример, [20]).
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Итак, для СМО 𝑀 |𝐺𝐼|∞ известны стационарные характери-
стики, но до момента достаточно близкого сближения нестацио-
нарных и стационарных значений без знания оценки скорости
сходимости распределения состояния СМО к стационарному со-
стоянию невозможно использовать стационарные характеристи-
ки. То есть очень важно знать оценку сверху скорости сходимо-
сти распределения СМО к стационарному распределению. Более
того, если не удаётся определить или оценить стационарное рас-
пределение СМО, знание оценки скорости сходимости к нему
позволяет получать адекватные оценки характеристик СМО с по-
мощью математического моделирования, а также численно опре-
делять стационарные характеристики СМО.

В работах [26, 27, 28, 30] были рассмотрены методы, с помо-
щью которых можно получить оценки скорости сходимости для
СМО в случае, когда все распределения абсолютно непрерывны
и их интенсивности отделены от нуля и ограничены сверху. Во
всех рассмотренных в этих работах моделях предполагалось, что
обслуживание начинается сразу в момент поступления требова-
ния в систему, что является естественной идеализацией. Также
в некоторых случаях предполагалось, что интенсивности (скоро-
сти) поступления требований и обслуживания могут зависеть от
полного состояния системы.

Задача представленной статьи – построить строгую оценку
сверху для скорости сходимости распределения СМО с непуас-
соновским входящим потоком, возможным запаздыванием нача-
ла обслуживания при поступлении требования и отказом от абсо-
лютной непрерывности распределения (зависимых между собой)
времён обслуживания.

2. Обобщённая СМО Эрланга – Севастьянова

Итак, мы рассматриваем обобщённую СМО 𝑀 |𝐺|∞, где ин-
тенсивность входящего потока и интенсивности обслуживания
зависят от полного состояния системы 𝑋𝑡, которое будет описа-
но ниже. Вообще говоря, при произвольном виде зависимостей
изучение поведения такого сорта СМО практически невозможно.
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2.1. ПОЛНОЕ СОСТОЯНИЕ СИСТЕМЫ 𝑋𝑇

Полное состояние системы в момент времени 𝑡 включает:
– 𝑥(0)𝑡 – время, прошедшее споследнего поступления требо-

вания в СМО;
– 𝑥(𝑖)𝑡 – времена нахождения требований, занумерованных по

порядку поступления, в системе;
– для удобства добавим 𝑛𝑡 – количество требований в СМО

в момент 𝑡.
То есть полное состояние системы записывается вектором

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡, 𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
,

при этом 𝑥
(𝑖)
𝑡 > 𝑥

(𝑖+1)
𝑡 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑡, поскольку требования

занумерованы в порядке поступления.
Очевидно, 𝑥(0)𝑡 6 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡 , поскольку требование с номером 𝑛𝑡

обслуживалось не дольше чем 𝑡− 𝑥
(0)
𝑡 .

Пространство состояний процесса 𝑋𝑡 – это объединение де-

картовых произведений 𝒳 def
==

∞⋃︀
𝑛=0

(︀
{𝑛} × R𝑛+1

>0

)︀
= {�⃗�}.

Итак, мы предполагаем, что интенсивность входящего пото-
ка – это 𝜆 = 𝜆(𝑋𝑡), а интенсивность обслуживания 𝑖-го требова-
ния – ℎ𝑖 = ℎ𝑖(𝑋𝑡) (рис. 1).

Для упрощения изложения здесь мы полагаем 𝑋0 = (0; 0).
Заметим, что нулевое значение первой 𝑛𝑡 компоненты векто-

ра 𝑋𝑡 указывает на то, что описываемая СМО свободна – в ней
нет требований, т.е. множество свободных состояний процесса
обслуживания 𝑋𝑡 – это множество

𝒮0 = {0} × R>0 = {𝑋𝑡 : 𝑛𝑡 = 0}.

Если же 𝑛𝑡 > 0, то в системе находится 𝑛𝑡 требований. С течени-
ем времени периоды, где система свободна, чередуются с пери-
одами занятости, когда в системе находится некоторое (перемен-
ное) количество требований. Обозначим свободные периоды 𝜎𝑖,
а периоды занятости – 𝜁𝑖.
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Рис. 1. Входящий поток 𝜆(𝑋𝑡), заняты приборы 1, 2, . . . 𝑛,
интенсивность обслуживания на занятых приборах ℎ𝑖(𝑋𝑡),

𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛.

2.1.1. Интенсивность

Напомним, что такое интенсивность.
Пусть длительность некоторого периода 𝜉, начавшего-

ся в момент 𝑡 = 0, имеет функцию распределения (ф.р.)

𝐹 (𝑠)
def
== P{𝜉 6 𝑠}, и почти всюду (п.в.) существует

𝑓(𝑠)
def
== 𝐹 ′(𝑠). Тогда если к моменту времени 𝑠 этот период не

закончился, то при малых ∆ > 0 вероятность того, что он закон-
чится в промежутке (𝑠, 𝑠+ ∆), равна

P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) | 𝜉 > 𝑠} =
P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) & 𝜉 > 𝑠}

P{𝜉 > 𝑠}
=

=
𝐹 (𝑠+ ∆) − 𝐹 (𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
=
𝑓(𝑠+ 𝜃∆)∆

1 − 𝐹 (𝑠)
,

где 𝜃 ∈ [0, 1]. Поэтому существует предел

lim
Δ↓0

P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) | 𝜉 > 𝑠}
∆

=
𝑓(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
= 𝐼𝐹 (𝑠),

который называется интенсивность завершения периода 𝜉 в мо-
мент 𝑠 (естественно, при условии, что до момента 𝑠 период 𝜉 не
завершился).
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Несложно заметить, что 𝐹 (𝑠) удовлетворяет дифференци-

альному уравнению
𝐹 ′(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
= 𝐼𝐹 (𝑠), и

(1) 𝐹 (𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝐼𝐹 (𝑢) d𝑢

⎞⎠ .

Для случая, когда ф.р. 𝐹 (𝑠) имеет точки разрыва, т.е. распре-
деление случайной величины (сл.в.) 𝜉 имеет дискретную состав-
ляющую, то в [35] было замечено, что производная разрывной
ф.р. представляется как

𝑓(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹 ′(𝑠), если существует 𝐹 ′(𝑠);

𝛿(0)
(︀
𝐹 (𝑠+ 0) − 𝐹 (𝑠− 0)

)︀
в противном случае,

где 𝛿(𝑠) – хорошо известная (обобщённая) 𝛿-функция, т.е.

𝛿(𝑠) ≡ 0 при 𝑠 ̸= 0 и

𝑎∫︁
−𝑎

𝛿(𝑠) d𝑠 = 1 для всех 𝑎 > 0.

Так что можно определить обобщённую интенсивность пе-
риода 𝜉 следующим образом:

𝐼𝐹 (𝑠)
def
==

𝑓(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
−

∑︁
𝑖

𝛿(𝑠− 𝑎𝑖) ln
(︀
𝐹 (𝑎𝑖 + 0) − 𝐹 (𝑎𝑖 − 0)

)︀
,

где {𝑎𝑖} — множество точек разрыва ф.р. 𝐹 (𝑠).
При этом несложно убедиться, что соотношение (1) остаётся

в силе.
Таким образом, неотрицательные (смешанные) случайные

величины можно задавать как с помощью ф.р. и плотности, так
и с помощью интенсивности.

Замечание 1. Для того чтобы неотрицательная (обобщён-
ная) функция 𝜇(𝑠), заданная для 𝑠 > 0, задавала распределение
собственной сл.в., необходимо и достаточно, чтобы

∞∫︁
0

𝜇(𝑠) d𝑠 = +∞.
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Напомним, что сл.в. является собственной, если она с веро-
ятностью 1 меньше бесконечности.

Итак, входящий поток имеет (переменную) обобщённую ин-
тенсивность 𝜆(𝑋𝑡), времена обслуживания имеют (переменные)
обобщённые интенсивности ℎ𝑖(𝑋𝑡), и все эти интенсивности за-
висят от полного состояния СМО 𝑋𝑡; при этом весь процесс
𝑋𝑡 является марковским процессом на пространстве состояний
𝒳 ; его переходные вероятности определяются функциями 𝜆(𝑋𝑡)
и ℎ𝑖(𝑋𝑡).

Очевидно, что абсолютно произвольная зависимость 𝜆(𝑋𝑡)
и ℎ𝑖(𝑋𝑡) от состояния процесса 𝑋𝑡 не позволяет сделать какие-
либо выводы о поведении и распределении процесса 𝑋𝑡.

Поэтому далее вводятся условия, при которых рассматрива-
ется поведение процесса 𝑋𝑡.

2.2. УСЛОВИЯ НА (ОБОБЩЁННЫЕ) ИНТЕНСИВНОСТИ
1. Существует п.в. неотрицательная функция 𝜆0(𝑠) и посто-

янная Λ такие, что для всех возможных значений 𝑋𝑡 выполнено

условие: 𝜆0
(︁
𝑥
(0)
𝑡

)︁
6 𝜆(𝑋𝑡) 6 Λ <∞.

2. M𝑘
def
==

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dL(𝑠) <∞ для 𝑘 > 2, где

L(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜆0(𝑠) d𝑠

⎞⎠L(+∞) = 1.

3. Существует постоянная 𝑇 > 0 и существуют две неотри-
цательные (обобщённые) функции 𝜙(𝑡) и 𝑞(𝑡), причём при всех
𝑡 > 𝑇 п.в. 𝜙(𝑡) > 0 ; кроме того, 𝑞(𝑡) ̸= 𝛿(0).

Интенсивности ℎ𝑖(𝑋𝑡) (𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛𝑡) удовлетворяют усло-

вию 𝜙
(︁
𝑥
(𝑖)
𝑡

)︁
6 ℎ𝑖(𝑋𝑡) 6 𝑞

(︁
𝑥
(𝑖)
𝑡

)︁
для всех возможных значений

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡;𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
.
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4.

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dΦ(𝑠) <∞ для 𝑘 > 2, где

Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑢) d𝑢

⎞⎠Φ(+∞) = 1.

Замечание 2. Условия 1 и 2 гарантируют, что входящий по-
ток требований имеет, возможно, переменную интенсивность, но
в любом случае эта интенсивность является необобщённой функ-
цией и не превосходит величины Λ, и математическое ожидание
времени между поступлениями требований имеет не менее 𝑘 ко-
нечных моментов.

Замечание 3. Условие 3 показывает:
– Время запаздывания обслуживания (т.е. время от момента

поступления в СМО до начала обслуживания) не превосходит
величины 𝑇 (на промежутке (0, 𝑇 ) интенсивность обслуживания
может быть нулевой).

– Функция распределения (ф.р.) времени пребывания в си-
стеме (запаздывание + обслуживание) любого требования заклю-
чена в границах Φ(𝑠) 6 𝐹𝑗(𝑠) 6 𝑄(𝑠), где

𝑄(𝑠)
def
== 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝑞(𝑢) d𝑢

⎞⎠ ,

а 𝐹𝑗(𝑠) – ф.р. времени обслуживания 𝑗-го по порядку поступле-
ния в систему требования 𝜍𝑗 .

– При этом

∞∫︁
0

𝑠𝑘 d𝐹𝑗(𝑠) 6

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dΦ(𝑠) < ∞, т.е. существует

не менее 𝑘 конечных моментов у всех времён обслуживания.

– Ф.р. z𝑖(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜆(𝑢) d𝑢

⎞⎠ времени меж-

ду поступлениями требований �̂�𝑖 заключена в границах
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L(𝑠) 6 z𝑖(𝑠) 6 ̃︀L(𝑠), где ̃︀L(𝑠)
def
== 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

Λ(𝑠) d𝑠

⎞⎠ .

Соответственно, плотность распределения z′
𝑖(𝑠) време-

ни между поступлениями требований �̂�𝑖 оценивается как

𝜆0 exp

(︂
−

𝑠∫︀
0

Λ(𝑠) d𝑠

)︂
6 z′

𝑖(𝑠) 6 Λ exp

(︂
−

𝑠∫︀
0

𝜆0(𝑠) d𝑠

)︂
.

Из условия 𝑞(𝑡) ̸= 𝛿(0) следует, что все (существующие) мо-
менты всех времён обслуживания положительны.

Замечание 4. Условие 4 гарантирует наличие не менее 𝑘 ко-
нечных моментов у времени пребывания требований в системе.

Наша цель – доказать эргодичность процесса 𝑋𝑡 и оценить
сверху скорость сходимости его распределения к предельному.

Для этого процесс сначала сравним с хорошо исследованным
процессом обслуживания «классической» СМО Эрланга – Сева-
стьянова 𝑀 |𝐺|∞ и получим предварительные оценки характери-
стик исследуемой СМО. Будет доказана эргодичность процесса
обслуживания исследуемой СМО. Затем с использованием ме-
тода склеивания будет представлен алгоритм получения строгих
оценок скорости сходимости распределения этой СМО к стацио-
нарному распределению.

3. Эргодичность процесса 𝑋𝑡

Напомним, что период занятости СМО – это период, который
начинается, когда требование приходит в систему, в которой нет
других требований, и заканчивается, когда (это же или другое)
требование покидает систему, в которой больше нет требований;
причём на всём этом периоде в СМО присутствует по крайней
мере одно требование.

Отметим, что 𝑋𝑡 – это регенерирующий процесс: моменты
регенерации – это моменты времени, когда 𝑋𝑡 попадает в состо-
яние 𝑋𝑡 = (1; 0; 0), т.е. до этого времени система была свободна
(𝑛𝑡 = 0), и в этот момент в свободную систему приходит требо-
вание.

Обозначим 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, . . . – длины последовательных пери-
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одов регенерации. Эти сл.в. являются независимыми и одинако-
во распределёнными (н.о.р.), они состоят из свободного периода
(или периода простоя) 𝜎𝑖 и периода занятости 𝜁𝑖.

Для эргодичности процесса 𝑋𝑡 достаточно ограниченности
математического ожидания периодов регенерации:

sup
𝑖∈N

E(𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) < 𝐶 <∞ ⇒ 𝑋𝑡 =⇒ ̃︀𝑋.
В этом случае lim

𝑡→∞
𝒫𝑡(𝐴) = ̃︀𝒫𝑡 для любых измеримых 𝐴 из про-

странства состояний ℱ процесса 𝑋𝑡:

ℱ def
== R+ ∪ (R+ × R+) ∪ R3

+ ∪ · · · ∪ R𝑛
+ ∪ · · · =

∞⋃︁
𝑖=1

R𝑖
+,

а 𝒫𝑡 – распределение процесса 𝑋𝑡: 𝒫𝑡(𝐴) = P{𝑋𝑡 ∈ 𝐴}; ̃︀𝒫 – ста-
ционарное распределение этого процесса, инвариантное относи-
тельно переходных вероятностей, задаваемых интенсивностями
𝜆( ̃︀𝑋), ℎ𝑖( ̃︀𝑋).

3.1. ПЕРИОД ПРОСТОЯ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇

Период простоя 𝜎𝑖 не превосходит интервала ̂︀𝜎𝑖 – време-
ни между поступлением (𝑖 − 1)-го и 𝑖-го требований в систему
(̂︀𝜎1 = 𝜎1 – момент поступления 1-го требования в систему).

Из условия 2 раздела 2.2 имеем для всех ℓ ∈ [0, 𝑘]

(2) E𝜎ℓ𝑖 6 E ̂︀𝜎ℓ𝑖 6 ∞∫︁
0

𝑠ℓ dL(𝑠) = Mℓ.

3.2. ПЕРИОД ЗАНЯТОСТИ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇

Оценим моменты сл.в. 𝜁𝑖. Для этого сравним поведение про-
цесса 𝑋𝑡 с уже изученным во многих работах процессом обслу-
живания СМО 𝑀 |𝐺|∞ (см., например, [24]).

3.3. СРАВНЕНИЕ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇 СО «СТАНДАРТНЫМ»
ПРОЦЕССОМ ДЛЯ 𝑀 |𝐺|∞
Рассмотрим «стандартную» систему массового обслужива-

ния 𝑀 |𝐺|∞, в которой входящий поток имеет постоянную ин-
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тенсивность Λ, т.е. времена между поступлениями требований

независимы и имеют ф.р. ℒ(𝑠)
def
== 1 − 𝑒−Λ𝑠.

Обозначим 𝜎𝑌𝑖 – свободные периоды процесса 𝑌𝑡, a 𝜁𝑌𝑖 – его
периоды занятости.

Времена обслуживания 𝜁𝑌𝑗 поступающих в систему незави-
симы и имеют одинаковую ф.р.

Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑢) d𝑢

⎞⎠
(Λ и 𝜙(𝑠) – из условий раздела 2.2).

Времена между поступлением заявок и времена обслужива-
ния независимы в совокупности.

Как и в рассматриваемой обобщённой СМО Эр-
ланга – Севастьянова, мы строим марковский процесс

𝑌𝑡 =
(︁
𝑚𝑡; 𝑦

(0)
𝑡 ; 𝑦

(1)
𝑡 , 𝑦

(2)
𝑡 , . . . , 𝑦

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
, где 𝑚𝑡 – количество

требований в системе в момент 𝑡, 𝑦(0)𝑡 – время, прошедшее

с момента последнего поступления требования, а 𝑦
(𝑖)
𝑡 – это

время, в течение которого 𝑖-е требование находилось в системе
до момента 𝑡; 𝑌0 = (0; 0).

Определение 1. Мы говорим, что 𝜉 ≺ 𝜂, если P{𝜉 < 𝑠} >
P{𝜂 < 𝑠} для всех 𝑠 ∈ R.

Отношение ≺ – это отношение порядка на множестве слу-
чайных величин.

Заметим, что для любых номеров 𝑖 и 𝑗 выполнены соотно-
шения 𝜎𝑌𝑖 ≺ 𝜎𝑖 и 𝜁𝑖 ≺ 𝜁𝑌𝑖 , т.е. в процессе 𝑌𝑡 требования приходят
чаще, а обслуживаются дольше, чем в процессе 𝑋𝑡.

Лемма 1. Можно построить процессы 𝑋𝑡 и 𝑌𝑡 на одном и
том же вероятностном пространстве таким образом, что:

1) 𝑋0 = 𝑌0 = (0; 0);
2) 𝑛𝑡 6 𝑚𝑡 для всех 𝑡 > 0.

Доказательство основано на фактах из [23]; см. также [2].
Поэтому период занятости 𝜁𝑋 для 𝑋𝑡 не превосходит перио-

да занятости 𝜁𝑌 для 𝑌𝑡 в смысле определения 1: 𝜁𝑋 ≺ 𝜁𝑌 ; более
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того, P{𝑛𝑡 = 0} > P{𝑚𝑡 = 0}, и E
[︀
𝜁𝑋

]︀𝑘
6 E

[︀
𝜁𝑌

]︀𝑘
для всех

𝑘 > 0.

3.3.1. Хорошо известные факты о «стандартной» системе
𝑀 |𝐺|∞

В «стандартной» системе 𝑀 |𝐺|∞, поведение которой опи-
сывается процессом 𝑌𝑡, интенсивность входящего потока – по-
стоянная Λ, времена обслуживания 𝜉𝑌𝑖 являются н.о.р.сл.в. с ф.р.

P{𝜉𝑌𝑖 < 𝑠} = Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑡) d𝑡

⎞⎠.

Для этой системы (при 𝑋0 = (0; 0)) [12, 22, 24]:

– P{𝑚𝑡 = 𝑘} =
𝑒−𝒢(𝑡)(︀𝒢(𝑡)

)︀𝑘
𝑘!

, где 𝒢(𝑡)
def
== Λ

𝑡∫︁
0

(1 − Φ(𝑠)) d𝑠.

То есть для всех 𝑡 > 0 верно
(3) P{𝑚𝑡 = 0} > lim

𝑡→∞
P{𝑚𝑡 = 0} = 𝑒−𝜌,

где

(4) 𝜌
def
== Λ𝑚1 = Λ

∞∫︁
0

(1 − Φ(𝑠)) d𝑠.

– Для периода занятости рассматриваемой системы 𝑀 |𝐺|∞
(это периоды занятости 𝜁𝑌𝑖 ) известна функция распределения

(5) 𝐵(𝑠)
def
== P{𝜁𝑌𝑖 6 𝑠} = 1 − 1

Λ

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛*(𝑠),

где 𝑐(𝑠)
def
== Λ(1−Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠), и 𝑐𝑛*(𝑠) явлется 𝑛-й свёрткой функ-

ции 𝑐(𝑠).
– Кроме того, мы знаем преобразование Лапласа для 𝐵(𝑠):

(6) ℒ[𝐵](𝑠) =

= 1 +
𝑠

Λ
− 1

Λ

∞∫︁
0

exp

⎛⎝−𝑠𝑡− Λ

𝑡∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ d𝑡

.
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– Также известны формулы:

(7) E
(︀
𝜁𝑌𝑖

)︀𝑛
=

= (−1)𝑛+1

{︃
𝑒𝜌 𝑛𝐶(𝑛−1)

Λ
− 𝑒𝜌

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛 E (𝜁𝑌𝑖 )𝑛−𝑘𝐶(𝑝)

}︃
,

𝑛 ∈ N,

где

𝐶(𝑛) =

∞∫︁
0

(−𝑡)𝑛 exp

⎛⎝−Λ

∞∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ Λ[1 − Φ(𝑡)] d𝑡.

Из формул (5)–(7) несложно получить

E 𝜁𝑌𝑖 =
𝑒𝜌 − 1

Λ
<∞.

Следовательно, период регенерации процесса 𝑋𝑡, который
представляет собой сумму 𝜎𝑖+𝜁𝑖, имеет конечное математическое
ожидание:

E(𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) 6 M1 +
𝑒𝜌 − 1

Λ
<∞.

Таким образом, доказана
Теорема 1. В условиях 1–4 (раздел 2.2) процесс 𝑋𝑡 эргоди-

чен, т.е. распределение 𝒫𝑡 процесса 𝑋𝑡 слабо сходится к стаци-
онарному инвариантному распределению ̃︀𝒫 .

4. Скорость сходимости распределения процесса 𝑋
к стационарному распределению

Для того чтобы оценить скорость сходимости 𝒫𝑡 =⇒ ̃︀𝒫 , до-
статочно уметь оценивать моменты периода регенерации процес-
са 𝑋𝑡.

Как было показано в (2), для свободных периодов 𝜎𝑖 верно
неравенство E𝜎ℓ𝑖 6 Mℓ для ℓ ∈ [0, 𝑘].

Из формул (6) и (7) выше была получена формула

E 𝜁𝑖 6 E 𝜁𝑌𝑖 =
𝑒𝜌 − 1

Λ
,
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также несложно показать, что

E (𝜁𝑖)
2 6 E (𝜁𝑌𝑖 )2 =

2𝑒2𝜌

Λ

∞∫︁
0

exp

⎛⎝−Λ

∞∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ d𝑡.

Но для ℓ > 2 вычисления моментов E (𝜁𝑌𝑖 )ℓ очень сложны, по-
этому мы хотим оценить эти моменты.

4.1. ОЦЕНКА МОМЕНТОВ 𝜁𝑌𝐼

Вернёмся к формуле 𝐵(𝑠)
def
== P{𝜁𝑌𝑖 6 𝑠} = 1 − 1

Λ

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛*(𝑠),

где 𝑐(𝑠)
def
== Λ(1 − Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠), и 𝑐𝑛* – 𝑛-я свёртка функции 𝑐(𝑠).

Легко видеть, что

∞∫︁
0

𝑐(𝑠) d𝑠 = 1 − 𝑒−Λ𝑚1 = 1 − 𝑒−𝜌 def
== 𝜚 ∈ (0; 1).

Поэтому 𝑟(𝑠)
def
==

𝑐(𝑠)

𝜚
– это плотность распределения (п.р.)

некоторой сл.в. 𝜍 .

Заметим, что 𝑐𝑛*(𝑠) = 𝜚𝑛𝑟𝑛(𝑠), где 𝑟𝑛(𝑠) – п.р. суммы
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜍𝑖,

и 𝜍𝑖 – это н.о.р.сл.в. с п.р. 𝑟(𝑠).
Далее,

E 𝜍𝑘 =

∞∫︁
0

𝑠𝑘𝜚−1Λ(1 − Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠) d𝑠 6

6
Λ

𝜚

∞∫︁
0

𝑠𝑘(1 − Φ(𝑠)) d𝑠 =
ΛE 𝜉𝑘+1

𝑖

(𝑘 + 1)𝜚
.

Теперь, применяя неравенство Йенсена в виде

(𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛)𝑘 6 𝑛𝑘−1(𝑎𝑘1 + . . .+ 𝑎𝑘𝑛),
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для неотрицательных 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и ℓ 6 𝑘 (см. условия раздела 2.2),
получаем:

E (𝜁𝑌𝑖 )ℓ =

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1(1−𝐵(𝑠)) d𝑠 =
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1𝑐𝑛*(𝑠) d𝑠 =

=
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1𝜚𝑛𝑟𝑛*(𝑠) d𝑠 =
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

𝜚𝑛ℓE

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜍𝑗

⎞⎠ℓ−1

6

6
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

𝜚𝑛ℓ𝑛ℓ−1ΛE (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚ℓ
=

E (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚

∞∑︁
𝑛=1

𝑛ℓ−1𝜚𝑛 =

=
E (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚
× 𝜙(𝜚, ℓ− 1),

где 𝜙(𝑠, ℓ)
def
==

(︂
𝑠

d

d𝑠

)︂ℓ 1

1 − 𝑠
, и, в частности,

(8) E 𝜁𝑌𝑖 6
𝑒𝜌 − 1

Λ
.

4.1.1. Период регенерации процесса 𝑋𝑡

Поскольку период регенерации – это сумма двух (зависи-
мых) сл.в. 𝜎𝑖 + 𝜁𝑖 6 𝜎𝑌𝑖 + 𝜁𝑌𝑖 , и их м.о. ограничены (см. (2),
(8)), то длина периода регенерации ограничена.

Кроме того, поскольку выполнены условия 1–4 из раздела
2.2 мы выводим, что E (𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) 6 E (𝜎𝑌𝑖 + 𝜁𝑌𝑖 ) <∞. Т.е. процесс
𝑋𝑡 регенерирующий и эргодический. Следовательно, его распре-
деление 𝒫𝑡 в момент 𝑡 сходится к инвариантному предельному
распределению 𝒫: 𝒫𝑡 =⇒ 𝒫 . Итак, процесс 𝑋𝑡 эргодичен.

Построим оценку сверху для скорости сходимости распреде-
ления 𝒫 процесса 𝑋𝑡 к предельному распределению. Для вычис-
ления оценки скорости сходимости 𝒫: 𝒫𝑡 =⇒ 𝒫 будет использо-
ваться метод склеивания. Этот метод хорошо известен в зарубеж-
ной литературе, но в русскоязычных изданиях информация о нём
крайне отрывочна (см., например, [1]).
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При этом многие отечественные исследователи использова-
ли и развивали этот метод склеивания в англоязычных публика-
циях (см., например, [15]).

4.2. МЕТОД СКЛЕИВАНИЯ
Принцип использования метода склеивания заключается

в следующем.
Если два однородных марковских процесса 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 с одной и
той же переходной функцией (переходными вероятностями), но
с различными начальными состояниями совпали в момент 𝜏 , то
после момента 𝜏 их распределения одинаковы.

Поэтому выполнено основное неравенство склеивания

(9) |P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| =

= |P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| × (1(𝜏 > 𝑡) + 1(𝜏 6 𝑡)) 6 P{𝜏 > 𝑡},

и для любой положительной неубывающей функции 𝜑(𝑠) верно

|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| 6 P{𝜏 > 𝑡} =

= P{𝜑(𝜏) > 𝜑(𝑡)} 6
E𝜑(𝜏)

𝜑(𝑡)
.

(В данной работе мы будем рассматривать функцию
𝜑(𝑠) = 𝑠ℓ).

Для цепей Маркова (т.е. процессов Маркова в дискретном
времени) метод склеивания впервые был предложен в [10].

Для марковских процессов в непрерывном времени в [14]
была предложена следующая модификация метода склеивания.

4.2.1. Параллельное склеивание (“successful coupling”)

Для реализации этого приёма для пары двух однородных
марковских процессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 с одинаковыми переходными
функциями, но разными начальными состояниями, на некото-
ром вероятностном пространстве конструируется «параллель-
ная» пара процессов 𝒵𝑡 = (𝑍𝑡, 𝑍

′
𝑡) такая, что
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(i) Для всех 𝑠 > 0 и 𝑆 ∈ ℬ(𝒳 ) выполнены равенства
P{𝑍𝑡 ∈ 𝑆} = P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}, P{𝑍 ′

𝑡 ∈ 𝑆} = P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}.

(Соответственно, 𝑍0 = 𝑋0 и 𝑍 ′
0 = 𝑋 ′

0.)

(ii) Для всех

𝑡 > 𝜏(𝑋0, 𝑋
′
0) = 𝜏(𝑍0, 𝑍

′
0)

def
== inf{𝑡 > 0 : 𝑍𝑡 = 𝑍 ′

𝑡}

выполняется равенство 𝑍𝑡 = 𝑍 ′
𝑡.

(iii) Для всех возможных начальных состояний 𝑋0, 𝑋 ′
0 процес-

сов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′
𝑡 из пространства состояний 𝒳 верно равенство

P{𝜏(𝑋0, 𝑋
′
0) <∞} = 1.

Если условия (i)–(iii) выполнены, то для парного(︀
«параллельного» паре (𝑋𝑡, 𝑋

′
𝑡)
)︀

процесса 𝒵𝑡 момент
𝜏 = 𝜏(𝑋0, 𝑋

′
0) назовём успешной параллельной склейкой

[14]. Основное неравенство склеивания (9) преобразуется так:

|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| = |P{𝑍𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑍 ′

𝑡 ∈ 𝑆}| 6

6 P{𝜏 > 𝑡} 6 P{𝜑(𝜏) > 𝜑(𝑡)} 6
E𝜑(𝜏)

𝜑(𝜏)
= ℛ(𝑡,𝑋0, 𝑋

′
0)

для неубывающей положительной функции 𝜑(𝑠).
Поэтому

‖𝒫𝑡 − 𝒫 ′
𝑡‖𝑇𝑉

def
== 2 sup

𝑆∈ℬ(𝒳 )
|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′

𝑡 ∈ 𝑆}| 6

6 2ℛ(𝑡,𝑋0, 𝑋
′
0).

4.2.2. Основная лемма склеивания

Эта лемма (Basic Coupling Lemma – см., например, [17, 29])
применяется для непрерывных распределений.
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Лемма 2 Основная лемма склеивания. Пусть 𝑓𝑖(𝑠) – плот-
ность распределения сл.в. 𝜃𝑖 (𝑖 = 1, 2). И предположим, что
∞∫︁

−∞

min(𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)) d𝑠 = ̃︀κ > 0. Тогда на некотором веро-

ятностном пространствесуществуют две сл.в. 𝜗𝑖 такие, что

𝜗𝑖
𝒟
= 𝜃𝑖, и P{𝜗1 = 𝜗2} > ̃︀κ.

Доказательство. Оно является чисто конструктивным – см.,
например, [17] и [9]. Приведём простейший вариант.

Пусть 𝒰𝑖 независимые равномерно распределённые на (0; 1)
сл.в.. Положим

𝜑(𝑠)
def
== ̃︀κ−1

𝑠∫︁
−∞

min
(︀
𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)

)︀
d𝑠,

𝜓𝑖
def
== (1 − ̃︀κ)−1

⎛⎝ 𝑠∫︁
−∞

𝑓𝑖(𝑠) − min
(︀
𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)

)︀
d𝑠

⎞⎠ .

Положим 𝜗𝑖
def
== 1(𝒰0 < ̃︀κ)𝜑−1(𝒰4) + 1(𝒰0 > ̃︀κ)𝜓−1

𝑖 (𝒰𝑖).
Легко видеть, что P{𝜗1 = 𝜗2} = ̃︀κ.
Замечание 5. Величина ̃︀κ называется общей частью распре-

делений 𝑓1(𝑠) и 𝑓2(𝑠).

5. Применение метода «параллельного склеивания»
к процессу 𝑋𝑡

Вернёмся к изучаемому процессу 𝑋𝑡 (см. Раздел 2) и его
версии 𝑋 ′

𝑡 (с другим начальным состоянием).
Для простоты будем считать, что 𝑋0 = (0; 0), а начальное

состояние 𝑋 ′
0 – произвольное из пространства состояний 𝒳 ;

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡, 𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
;

𝑋 ′
𝑡 =

(︁
𝑛′𝑡, 𝑥

(0)
𝑡

′
;𝑥

(1)
𝑡

′
, 𝑥

(2)
𝑡

′
, . . . , 𝑥

(𝑛′
𝑡)

𝑡

′)︁
.
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Наша задача – построить такие «параллельные» копии про-
цессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡, чтобы можно было оценить момент склеивания
этих копий; понятно, что этот момент склеивания зависит от 𝑋 ′

0.
Обозначим его 𝜏(𝑋 ′

0).
Конструирование пары «параллельных» процессов (𝑍𝑡, 𝑍

′
𝑡),

имеющих такие же маргинальные распределения, что и пара
(𝑋𝑡, 𝑋

′
𝑡), будем строить, изменяя поведение процессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡

в выбранные марковские моменты времени таким образом, что
продолжение их «траекторий» с некоторой вероятностью совпа-
дёт в следующий марковский момент.

Рассмотрим моменты времени 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3,. . . когда 𝑋 ′
𝑡 попада-

ет в множество 𝒮0, т.е. 𝑛′𝑡 переходит из значения 1 в значение 0.
Из формул (3)–(4) имеем:

(10) P{𝑋𝜃𝑖 ∈ 𝒮0} = P{𝑛𝜃𝑖 = 0} > P{𝑚𝜃𝑖 = 0} > 𝑒−𝜌 def
== 𝜋0.

(Напомним, что 𝑚𝑡 – число требований во вспомогательном
процессе 𝑌𝑡.) Если 𝑛𝜃𝑖+ = 𝑛′𝜃𝑖+, то оба процесса 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 ока-
зываются в свободном состоянии; вероятность такого события не
менее числа 𝜋0.

Заметим, что свободные периоды процесса 𝑋𝑡 являются про-
цессами почти-восстановления, и к ним применимо обобщённое
неравенство Лордена (см. [16, 35]).

5.1. ПРОЦЕССЫ ПОЧТИ-ВОССТАНОВЛЕНИЯ
И ОБОБЩЁННОЕ НЕРАВЕНСТВО ЛОРДЕНА
Рассмотрим считающий процесс со скачками

𝑁𝑡
def
==

∞∑︁
𝑖=1

1

{︃
𝑖∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘 6 𝑡

}︃
, где {𝜉1, 𝜉2, ...} – независимые

одинаково распределённые (н.о.р.) положительные случай-
ные величины. Рассмотрим перескок (или обратное время

восстановления) для процесса 𝑁𝑡: 𝑏𝑡 = 𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 – это время от

момента 𝑡 до следующего скачка процесса 𝑁𝑡.
Теперь предположим, что в этом считающем процессе 𝑁𝑡

сл.в. 𝜉𝑗 могут не быть н.о.р.. Очевидно, при совершенно произ-
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вольной зависимости 𝜉𝑗 и 𝜉𝑖 и совершенно произвольных рас-
пределениях 𝜉𝑗 или 𝜉𝑖 ничего существенного о поведении такого
процесса 𝑁𝑡 сказать нельзя.

Предполагаем, что P{𝜉𝑗 6 𝑠} = 𝐹𝑗(𝑠); 𝐹𝑗 и 𝐹𝑖 могут быть
различными, но выполнены условия 1–3; Φ(𝑥) > 𝐹𝑗(𝑥) > 𝑄(𝑥) –
см. выше раздел 2.2.

Определение 2. Считающий процесс

𝑁𝑡
def
==

∞∑︁
𝑖=1

1

{︃
𝑖∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘 6 𝑡

}︃
,

где {𝜉1, 𝜉2, ...} удовлетворяют условиям 1–3 раздела 2.2, называ-
ется процессом почти-восстановления.

Замечание 6. Ранее другое обобщение процессов восста-
новления рассматривалось в работах [3, 6] и др., и такие про-
цессы назывались обобщёнными процессами восстановления.

Замечание 7. Заметим, что «в чистом виде» процессы
почти-восстановления рассматривать не имеет смысла: зави-
симость и неодинаковая распределённость периодов почти-
восстановления возникает в реальных ситуациях из-за воздей-
ствия внешних параметров – или в тех случаях, когда несколько
процессов восстановления взаимодействуют между собой и ока-
зывают друг на друга влияние. В частности, в рассматриваемой в
данной работе модели обобщённой СМО Эрланга – Севастьянова
периоды между поступлениями требований представляют собой
процессы почти-восстановления.

В работе [16] (см. также [35]) приводится следующее обоб-
щение неравенства Лордена ([18]):

Теорема 2. Если условия 1–3 для интенсивностей сл.в. 𝜉𝑖
выполнены, и E 𝜂𝑘 < ∞, то для процесса 𝐵𝑡 верны следующие
неравенства:

(11) E (𝑏𝑡)
𝑘−1 6 E 𝜂𝑘−1 +

E 𝜂𝑘

𝑘E 𝜁
,

где E 𝜂𝑘 =

∞∫︁
0

𝑥𝑘 dΦ(𝑥); E 𝜁 =

∞∫︁
0

𝑥 d𝑄(𝑥);
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и 𝑄(𝑥) = 1 −
𝑥∫︁

0

exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝑞(𝑡) d𝑡

⎞⎠ d𝑠 – см. обозначения

в замечании 3 раздела 2.2.
Следствие 1. При выполнении условий 1–3 раздела 2.2 верно

(12) E (𝑏𝑡) 6 E 𝜂 +
E 𝜂2

2E 𝜁
.

5.2. ПРОДОЛЖЕНИЕ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА
«ПАРАЛЛЕЛЬНОГО СКЛЕИВАНИЯ» К ПРОЦЕССУ 𝑋𝑇

Итак, если в некоторый момент времени ̃︀𝜏 один из двух про-

цессов 𝑋𝑡, 𝑋 ′
𝑡 попадает в множество 𝒮0

def
== {(0;𝛼)}, то с вероят-

ностью большей, чем 𝜋0 = 𝜌 (см. (10)), второй процесс находится
в свободном состоянии (в соответствующей системе отсутствуют
требования), т.е. в этот момент времени. например, 𝑋̃︀𝜏 = (0;𝛼) и
𝑋 ′̃︀𝜏 = (0;𝛽).

В момент ̃︀𝜏 перескоки обоих процессов поступления требо-
ваний в обе системы могут быть оценены с помощью обобщён-
ного неравенства Лордена. Действительно, в соответствии с (11)–

(12)), E𝛼 6 E 𝜂 +
E 𝜂2

2E 𝜁
def
== Θ0 и E𝛽 6 E 𝜂 +

E 𝜂2

2E 𝜁
def
== Θ0.

Поэтому для всех Θ > Θ0 верно P{𝛼 < Θ} > 1 − Θ0

Θ
и

P{𝛽 < Θ} > 1 − Θ0

Θ

def
== 𝜋1, что следует из неравенства Маркова.

Зафиксируем некоторое число Θ > Θ0 – от его выбора зави-
сят дальнейшие вычисления.

Обе нижние границы интенсивностей 𝜙(𝑠) > 0 при 𝑠 > 𝑇

для 𝑋𝑡 =
(︁

0, 𝑥
(0)
𝑡

)︁
, 𝑋 ′

𝑡 =
(︁

0, 𝑥′𝑡
(0)

)︁
, поэтому общая часть распре-

делений остаточных времён пребывания обоих процессов в сво-
бодном (без требований) состоянии не менее, чем:

κ(Θ)
def
== inf

𝛼<Θ,𝛽<Θ

∞∫︁
0

min{𝜆0(𝛼+ 𝑠), 𝜆0(𝛽 + 𝑠)} d𝑠
def
== 𝜋2.

То есть в этом случае можно применить основную лемму
склеивания, и в случае, если 𝑋̃︀𝜏 = (0, 𝛼) и 𝑋 ′̃︀𝜏 = (0, 𝛽), с веро-
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ятностью P{𝛼 < Θ & 𝛽 < Θ} > 𝜋21 можно применять основную
лемму склеивания с учётом общей части остаточных времён пре-
бывания в свободном состоянии обеих СМО не менее κ(Θ) = 𝜋2,
и с вероятностью не меньшей, чем 𝜋2, процессы совпадут в на-
чале следующего периода занятости (т.е. их свободные периоды
закончатся одновременно).

Стало быть, с вероятностью большей, чем 𝜋
def
== 𝜋0𝜋

2
1𝜋2,

мы можем успешно применить основную лемму склеивания
в момент попадания каждого из процессов 𝑋𝑡, 𝑋 ′

𝑡 в свобод-
ное состояние (естественно, при условии, что рассматриваются
полные периоды почти-восстановления). (Полный период почти-
восстановления начинается с нулевого значения перескока, т.е.
в нашем случае это предыдущее поступление требования в си-
стему.) И, в случае совпадения этих процессов после её приме-
нения, их распределения в дальнейшем будут совпадать в любой
последующий момент времени.

Иначе говоря, после любого попадания процесса 𝑋𝑡 или 𝑋 ′
𝑡

в множество 𝒮0 мы с некоторой оцененной вероятностью можем
получить момент склеивания процессов 𝑋 ′

𝑡 и 𝑋𝑡 – в момент пе-
рехода из свободного состояния в занятое, т.е. в момент регене-
рации, когда состояние системы есть (1, 0; 0).

Таким образом, в конце любого периода регенерации про-
цессы 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 могут совпасть с вероятностью большей, чем 𝜋
(эта оценка вероятности может быть улучшена, например, под-
ходящим выбором величины Θ). Следовательно, время склейки
𝜏(𝑋 ′

0) – это геометрическая сумма периодов регенерации процес-
са 𝑋 ′

𝑡 включая первый (неполный) период регенерации. Напом-
ним, что 𝑋0 = (0, 0), а 𝑋 ′

0 – произвольный элемент пространства
состояний 𝒳 .

Итак, теперь мы можем найти оценку сверху для E [𝜏(𝑋 ′
0)]

𝑘

в случае, когда E 𝜉𝑘𝑖 <∞ (𝐶 > 𝑘 − 1):

36



Математическая теория управления

E [𝜏(𝑋 ′
0)]

𝑘 6 𝜋
∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖E

⎛⎝𝑅0 +
𝑖∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗

⎞⎠𝑘

6

6
∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘−1E

⎛⎝𝑅𝑘
0 +

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑅𝑘
𝑗

⎞⎠ =

= E𝑅𝑘
0 ×

∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘−1 + E𝑅𝑘
1 ×

∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘 =

= 𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

1 ,

где 𝑅0 – это первый по времени момент регенерации процесса

𝑋 ′
𝑡, а 𝑅𝑖

𝒟
= 𝑅1, 𝑖 ∈ N – это длина последующих (одинаково

распределённых) периодов регенерации системы.

5.3. МЕТРИКА ПОЛНОЙ ВАРИАЦИИ
Далее, если 𝒫𝑡 – распределение процесса 𝑋𝑡 (в момент 𝑡),

a 𝒫 ′
𝑡 – распределение процесса 𝑋 ′

𝑡, то

‖𝒫𝑡 − 𝒫 ′
𝑡‖𝑇𝑉 6 2

𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

1

𝑡𝑘
.

Поскольку 𝒫 ′
𝑡 =⇒ 𝒫 для всех 𝑋 ′

0, получаем

‖𝒫𝑡 − 𝒫‖𝑇𝑉 6 2

∫︁
𝒳

(︁
𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
1

)︁
𝒫( d𝑋 ′

0)

𝑡𝑘
=

= 2

𝐾0(𝑘, 𝜋)

⎛⎝∫︁
𝒳

E𝑅𝑘
0𝒫( d𝑋 ′

0)

⎞⎠ +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
1

𝑡𝑘
.

Для интегрирования по мере (распределению) 𝒫 надо его знать.
Однако нам неизвестно стационарное распределение процес-

са ни для процесса 𝑋𝑡, ни для хорошо изученной «стандартной»
модели.
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5.4. ОЦЕНКА СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 𝒫
Оценки распределения 𝒫 снизу могут быть получены стан-

дартными методами теории восстановления (см., например, [21]).
Поскольку для процесса восстановления с интенсивностью

𝜐(𝑠) и ф.р. Υ(𝑠) времени восстановления 𝑉𝑖
𝒟
= 𝑉1 оценка стацио-

нарного распределения времени перескока ̃︀𝑏 такова: P
{︁̃︀𝑏 6 𝑎

}︁
=

∞∫︀
𝑎

1 − Υ(𝑢) d𝑢

∞∫︀
0

𝑥2 dΥ(𝑥)

, то при интегрировании по этой мере получим

dP
{︁̃︀𝑏 6 𝑎

}︁
=

Υ(𝑎)

E(𝑉1)2
. Поэтому, учитывая условия раздела 2.2

и замечания 3, для интегрирования по стационарному распреде-
лению исследуемого процесса обслуживания по всему простран-
ству 𝒳 имеем:

d
(︁
𝒫{𝑛𝑡 = 0, 𝑥(0) 6 𝑎0}

)︁
6 1 ×

̃︀L(𝑎0) d𝑎0
∞∫︀
0

𝑥2 dL(𝑥)

;

d
(︁
𝒫
{︁
𝑛𝑡 = 𝑚 > 0, 𝑥(0) 6 𝑎0, 𝑥

(1) 6 𝑎1, 𝑥
(2) 6 𝑎2, . . .

. . . 𝑥(𝑚) 6 𝑎𝑚,
}︁)︁

6

6 𝑒−𝜌 𝜌
𝑘

𝑘!
×

̃︀L(𝑎0) d𝑎0
∞∫︀
0

𝑥2 dL(𝑥)

× 𝑄(𝑎1)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

× 𝑄(𝑎2)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

× . . .

. . .× 𝑄(𝑎𝑚)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

,

где 𝑄(𝑥) = 1 − exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

−𝑞(𝑠) d𝑠

⎞⎠.
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Теперь, интегрируя
∫︁
𝒳

E𝑅𝑘
0𝒫( d𝑋 ′

0) можно вычислить оцен-

ку константы K.

5.5. ДРУГОЙ ПОДХОД К ВЫЧИСЛЕНИЮ ОЦЕНКИ ДЛЯ K

Можно также рассмотреть вложенный процесс восстанов-
ления с периодами регенерации, равными моментам попадания
регенерирующего процесса 𝑋𝑡 в точки регенерации, т.е. момен-
ты попадания в состояние (1; 0; 0) – это моменты поступления
в свободную СМО требования. Вложенный период восстановле-
ния такого регенерирующего процесса при выполнении условий
раздела 2.2 позволяет оценивать степенную скорость сходимо-
сти с помощью неравенства Лордена. Для этого для исследуемо-
го процесса восстановления надо найти оценки интенсивности
восстановления по формулам (5)–(7), и эти оценки могут быть
использованы по схемам, предложенным в [31, 32].
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LORDEN’S INEQUALITY AND THE RATE OF
CONVERGENCE OF THE DISTRIBUTION OF ONE
GENERALIZED ERLANG – SEVAST’YANOV
QUEUING SYSTEM

Galina Zverkina, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of
RAS, Moscow, Cand.Sc., assistant professor (zverkina@gmail.com).

Abstract: It is more important to estimate the rate of convergence to a stationary
distribution rather than only to prove the existence one in many applied problems
of reliability and queuing theory. This can be done via standard methods, but only
under assumptions about an exponential distribution of service time, independent
intervals between recovery times, etc. Results for such simplest cases are well-
known. Rejection of these assumptions results to rather complex stochastic processes
that cannot be studied using standard algorithms. A more sophisticated approach
is needed for such processes. That requires generalizations and proofs of some
classical results for a more general case. One of them is the generalized Lorden’s
inequality proved in this paper. We propose the generalized version of this inequality
for the case of dependent and arbitrarily distributed intervals between recovery
times. This generalization allows to find upper bounds for the rate of convergence
for a wide class of complicated processes arising in the theory of reliability. The rate
of convergence for a two-component process has been obtained via the generalized
Lorden’s inequality in this paper.

Keywords: regenerative Markov processes, coupling method, total variation
metric, generalized Erlang-Sevastyanov system, rate of convergence.
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