
 

Управление большими системами. Выпуск 101 

64 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ  
ИНСТИТУТОВ РЫНКОВ ЖИЛЬЯ НА ОСНОВЕ  

СТЕПЕННЫХ, ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ 
И ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ИЗДЕРЖЕК 

Гераськин М. И.1, Иванова М. В.2 

(Самарский национальный исследовательский  

университет имени академика С. П. Королёва, Самара) 

Представлена система условий оптимальности агентов рынка жилья (риел-

тора, банка и страховщика) при степенных, экспоненциальных и логарифми-

ческих функциях издержек, соответствующих различным типам эффекта 

масштаба. Представлены результаты численных экспериментов, демон-

стрирующие характер взаимозависимостей цен на этом рынке при различных 

видах функций. В отличие от исследования системы «риелтор – банк – стра-

ховщик» на основе линейных функций издержек данная работа представляет 

следующие выводы: во-первых, в случае, когда все агенты имеют вогнутые 

функции издержек, цена недвижимости, процентная ставка по ипотечному 

кредиту и тариф страхования ниже, чем в случае, когда агенты имеют вы-

пуклые функции издержек; во-вторых, рост ставки внутрисистемной комис-

сии приводит к росту цены того агента, который платит комиссию, и сни-

жению цены того агента, который ее получает; в-третьих, увеличение став-

ки комиссии ведет к более резкому снижению цены агента в том случае, ко-

гда он имеет выпуклую функцию издержек, а контрагент – вогнутую, чем 

в противном случае. При сравнении эффективности применения разных типов 

функций издержек было выявлено, что логарифмические и экспоненциальные 

функции дают большую точность, чем степенные.  

Ключевые слова: оптимальная стратегия, риелтор, банк, страховщик. 

1. Введение 

Исследуется роль системы «риелтор – банк – страховщик» 

в процессе ценообразования на рынке жилья. В случае степен-

ных, экспоненциальных и логарифмических функций издержек 

этих агентов рынка цены на жилье могут изменяться более или 

менее резко в результате повышения процентных ставок бан-

ковских кредитов и страховых тарифов. В свою очередь, изме-
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нение цен жилья также приводит к изменениям цен банковских 

и страховых услуг [13, 16, 17].  

В системе агенты рынка жилья взаимодействуют между со-

бой. При приобретении жилья у покупателя есть два варианта: 

использование собственных наличных сбережений или средств 

ипотечного кредита. Во втором случае банк может предложить 

кредит по сниженной ставке, но необходимым условием для 

этого будет являться страхование покупателем объекта залога 

кредита. Поэтому рассматриваемые товар (недвижимость) и 

услуги (ипотечный кредит и страхование) могут являться ком-

плементарными, требующими их одновременного совместного 

использования. Более того, эти блага усиливают полезность от 

их одновременного потребления [14].  

В децентрализованной системе агенты принимают решения 

независимо друг от друга, стремясь максимизировать собствен-

ную прибыль индивидуально [18]. В централизованной системе 

для выполнения условия индивидуальной рациональности, т.е. 

когда агентам выгодно участие в рассматриваемой системе, 

необходимо перераспределение прибыли или выручки. 

При моделировании оптимальных стратегий фирм исследо-

ватели зачастую базируются на линейных функциях издержек 

[2, 3, 7], что, как правило, снижает адекватность модели, по-

скольку реальные процессы не линейны; применение степенных 

функций [1] делает модели более точными. В нашей работе ста-

вится цель расширить диапазон видов функций издержек, обо-

гащая инструментарий исследования и позволив приблизить 

результаты моделирования к реальной экономике. 

2. Методы  

Рассмотрим функции прибыли агентов децентрализованной 

системы «риелтор – банк – страховщик» в общем виде [15]: 

(1) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − 𝛼k)𝐵𝑘+1 + �̅�𝑘𝛼𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝐶𝑘(𝑄𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3, 

  �̅�𝑘 = (1 + 𝑢𝑘)𝛾𝑘, 

где 𝐴𝑘 , B𝑘 – коэффициенты функции спроса k-го агента вида 

𝑝𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘 , 𝐴𝑘 > 0,  𝐵𝑘 < 0, |𝐵𝑘| < 1, 𝑄𝑘 > 0, и введены следу-

ющие обозначения k = 1 – риелтор, k = 2 – банк, k = 3 – страхов-
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щик; 𝛾𝑘 – отношение цены товара (услуги) k-го агента внутри 

системы к цене вне этой системы, т.е. в случае свободной кон-

куренции; 𝐶𝑘(𝑄𝑘) – функция издержек k-го агента; 𝑢𝑘
3 – коэф-

фициент распределения выручки k-го агента; 𝑄𝑘 – объем продаж 

k-го агента системы; 𝛼𝑘 – коэффициент внутрисистемного обо-

рота k-го агента (доля продаж агента внутри системы к его об-

щему объему продаж). 

В статье [15] эта функция рассмотрена для случая линей-

ных функций издержек: 

𝐶𝑘 = 𝑐𝑘𝑄𝑘, 

где 𝑐𝑘 – предельные издержки k-го агента. 

Далее будем рассматривать функцию (1) с учетом нелиней-

ной зависимости издержек от объема продаж, т.е. с учетом эф-

фекта расширения масштаба. Обозначим рассматриваемые слу-

чаи функций издержек следующим образом:  

–  степенная функция t = 1, 

–  логарифмическая функция t = 2, 

–  экспоненциальная функция t = 3. 

Тогда в этих случаях зависимости издержек от объемов 

продаж примут вид 

𝐶𝑘1 = 𝑐𝑘1𝑄𝑘
𝜌𝑘, 𝐶𝑘2 = 𝑐𝑘2𝑙𝑛𝑄𝑘 + 𝑑𝑘2, 𝐶𝑘3 = 𝑐𝑘3𝑒𝛿𝑘3𝑄𝑘. 

При t = 1 функция (1) имеет вид 

(2) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − α𝑘)𝐵𝑘+1 + γ̅𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘1𝑄𝑘
𝜌𝑘 , 

где 𝜌𝑘 – коэффициент масштаба k-го агента, при 𝜌𝑘 ∈ (1, 2) име-

ет место отрицательный эффект масштаба (выпуклая функция), 

при 𝜌𝑘 ∈ (0, 1) – положительный эффект масштаба (вогнутая 

функция). 

При t= 2 функция (1) имеет вид 

(3) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − α𝑘)𝐵𝑘+1 + �̅�𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘2𝑙𝑛𝑄𝑘 − 𝑑𝑘2. 
При t = 3 функция (1) имеет вид 

                                           
3 В частности: 𝑢1 – доля товарооборота риелтора, перераспределяемая 

между ним и банком; 𝑢2 = 𝑢21 + 𝑢23 – доля дохода банка, перераспределяемая 

с риелтором и страховщиком, 𝑢21 – доля дохода банка, перераспределяемая 

между ним и риелтором; 𝑢23 – доля дохода банка, перераспределяемая между 

ним и страховщиком; 𝑢3 – доля товарооборота страховщика, перераспреде-

ляемая между ним и банком. 
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(4) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − 𝛼𝑘)𝐵𝑘+1 + �̅�𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘3𝑒𝛿𝑘3𝑄𝑘 . 
Тогда задачи агентов в децентрализованной системе пред-

ставляются в виде 

𝑚𝑎𝑥
𝑄𝑘>0,𝛼𝑘∈(0;1)

𝜋𝑘, 

где агенты находят оптимальные объемы продаж и оптималь-

ные доли продаж внутри системы. 

3. Теоретический анализ модели 

Для нахождения оптимального объема продаж и оптималь-

ного коэффициента внутрисистемного оборота проанализируем 

целевые функции (2)–(4). Рассмотрим случай со степенной зави-

симостью издержек от объема продаж и запишем условие мак-

симума первого порядка (индекс k опущен):  

𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌𝑄𝜌−1 = 0, 

𝜋′
𝛼 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵+1[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵] = 0. 

Так как Q > 0, то из второго уравнения следует: 

−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅� ∗ α𝐵 = 0,  

тогда если обозначить �̅�− 
1

𝐵 ≡ 𝜙, то оптимальная доля внутриси-

стемного оборота вычисляется по формуле 

𝛼∗ =
𝜙

1+𝜙
. 

Подставим в первое уравнение 𝛼∗ =
𝜙

1+𝜙
, получим уравне-

ние, решение которого определяет оптимальный объем 𝑄∗: 

(6) 𝐴(𝐵 + 1)𝑄∗𝐵 [(1 −
𝜙

1+𝜙
)

𝐵+1
+ �̅� (

𝜙

1+𝜙
)

𝐵+1
] − 𝑐𝜌𝑄∗𝜌−1 = 0. 

Представленные выше формулы справедливы в случае, ко-

гда агенты взаимодействуют друг с другом, т.е. γ > 1. Но в слу-

чае γ = 1 агенты системы не взаимодействуют и α*= 0.  

Таким образом, оптимальный объем продаж находится из 

уравнения (6), а оптимальный коэффициент внутрисистемного 

оборота – из следующего выражения: 

(7)  𝛼∗ = {
0, при 𝛾 = 1,
𝜙

1+𝜙
, при 𝛾 > 1.

 

Матрица Гессе для целевой функции (2) имеет вид 
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𝐻 = (
𝜋′′

QQ  𝜋′′
Q𝛼

𝜋′′
𝛼Q  𝜋′′

𝛼𝛼
). 

Элементы матрицы рассчитываются следующим образом: 
𝜋′′

𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄ρ−2, 

𝜋′′
𝑄𝛼 = π′′

α𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)2𝑄𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1], 

𝜋′′
𝛼𝛼 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵+1[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1]. 

Целевая функция (2) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(8) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 

−𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0 
–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(9) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 +

+�̅�𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1] − 

−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0 . 
В статье [15] было доказано, что 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] < 0. 
Тогда если ρ > 1, эффект расширения масштаба отрицатель-

ный, то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 0, поэтому 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, 

значит, условие (8) выполняется. 

Если ρ < 1, эффект расширения масштаба положительный, 

то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, поэтому условие (8) верно, если 

с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1]. 
В статье [15] было доказано, что 
(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1])[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1] − 
−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда если ρ < 1, эффект расширения масштаба положи-

тельный, то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, поэтому 
(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 
−𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1] − 
−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0, 

следовательно, условие (9) выполняется. 

Если ρ > 1, эффект расширения масштаба отрицательный, то 

𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 0, поэтому условие (9) верно, если 
с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1]– 

 −𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2/[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1]. 
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Обозначим: 𝑥 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] < 0, 

𝑦 = (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 

 −𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2/[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1] > 0. 

Тогда представим варианты эффекта масштаба для  

C(𝑄) = 𝑐𝑄𝜌 в таблице 1. 

Таблица 1. Условия максимума для степенной функции издержек 

Условия ρ > 1 ρ < 1 
𝜋′′

𝑄𝑄 < 0 ∀𝜌 > 1, ∀Q > 0 ∀𝜌, Q: с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 𝑥 

𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
> 0 ∀ρ, Q: с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 𝑦 ∀𝜌 < 1, ∀Q > 0 

 

Для случая логарифмической зависимости издержек при 

проведении аналогичных преобразований для формулы (3) про-

изводная прибыли по 𝛼 остается неизменной, а производная 

по 𝑄 дает уравнение для нахождения оптимального объема про-

даж Q∗: 

(10) 𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] −

𝑐

𝑄
= 0. 

При расчете элементов матрицы Гессе для целевой 

функции (3) вторая производная по 𝑄𝛼, равная второй произ-

водной по 𝛼𝑄, и вторая производная по 𝛼𝛼 остаются неизмен-

ными, а вторая производная по 𝑄𝑄 примет вид 

𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] +

𝑐

𝑄2. 

Целевая функция (3) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(11) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] +

𝑐

𝑄2 < 0, 

–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(12) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= 

= (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] +
𝑐

𝑄2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 +

+�̅�𝛼𝐵−1]−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда так как 
𝑐

𝑄2 > 0, то условие (11) верно, если 

|𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1]| >
𝑐

𝑄2 . 

При этом условие (12) будет соблюдаться: 
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(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] +
𝑐

𝑄2
)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1] − 

−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Для случая экспоненциальной зависимости издержек при 

проведении аналогичных преобразований для формулы (4) про-

изводная прибыли по α остается неизменной, по 𝑄 дает уравне-

ние для нахождения оптимального объема продаж Q∗: 

(13) 𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − с𝛿𝑒𝛿𝑄 = 0. 

При расчете элементов матрицы Гессе для целевой функции 

(4) вторая производная по 𝑄𝛼, равная второй производной по 

𝛼𝑄, и вторая производная по 𝛼𝛼 остаются неизменными, а вто-

рая производная по 𝑄𝑄 примет вид: 

𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄. 

Целевая функция (4) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(14) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄 <

0, 

–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(15) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= 

(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄)[(1 − 𝛼)𝐵−1 +
�̅�𝛼𝐵−1]−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда так как 𝑐𝛿2𝑒𝛿𝑄 > 0, условие (14) будет соблюдаться: 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + γ̅α𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 0. 

Чтобы условие (15) было верным, необходимо, чтобы  

с𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + �̅�𝛼𝐵+1] − 

−
𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + �̅�𝛼𝐵+1]2

[(1 − 𝛼)𝐵−1 + �̅�𝛼𝐵−1]
. 

Очевидно, что для логарифмической функции элемент мат-

рицы Гессе, зависящий от функции издержек (аналог  

с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2) имеет вид 
𝑐

𝑄2, а для экспоненциальной с𝛿2𝑒𝛿𝑄. По-

этому по аналогии представим таблицу 2 с вариантами эффекта 

масштаба для логарифмической и экспоненциальной функций 

издержек.  
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Таблица 2. Условия максимума для логарифмической  

и экспоненциальной функций издержек 

Условия Экспоненциальная 

функция 

Логарифмическая 

функция 
𝜋′′

𝑄𝑄 < 0  ∀Q > 0 ∀ Q: 
𝑐

𝑄2
< |𝑥| 

𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 −(𝜋′′
𝑄𝛼)

2
> 0 ∀Q: 𝑐𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 𝑦  ∀Q > 0 

4. Результаты численных экспериментов 

Проведем анализ возможных типов функций издержек для 

реальных агентов рынков жилья, ипотечного кредитования и 

ипотечного страхования. Было проведено сравнение точности 

аппроксимации с помощью степенной, логарифмической и экс-

поненциальной функций издержек. 

Важно отметить, что для степенной функции в случае, если 

эмпирические данные не позволяют сформировать аппроксими-

рующую зависимость при помощи одной степенной функции, 

используются две степенные функции с различными коэффици-

ентами эффекта масштаба.  

На рис. 1 представлена зависимость себестоимости строи-

тельства от количества условных однокомнатных квартир (пло-

щадью 35 кв. м) для ГК «ПИК» [6] по 23 отчетным периодам 

(полугодиям) за 2007–2020 гг.; объем продаж риелтора рассчи-

тан путем деления общей выручки фирмы на среднюю стои-

мость однокомнатной квартиры [9]. Все графики построены на 

основе данных таблицы 3. 
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Таблица 3. Данные о количестве проданных агентами рынка товаров и услуг и их себестоимости по 

периодам 
№ Период  Количество 

однокомнат-

ных квартир, 

шт.  

Себестоимость 

строительных 

работ, млн $ 

Объем выданных 

банком креди-

тов, млн $ 

Операционные 

расходы банка на 

выдачу кредитов, 

млн $ 

Период  Объем 

страхования 

имущества, 

млн $ 

Операционные расходы 

страховщика на выдачу 

полисов, млн $  

1 I полугодие 

2009 

5 865 151,44 7 833,08 156,62 1-й кв-л 2013  119,37 23,63 

2 II п-е 2009  16 476 382,78 8 139,48 178,76 2-й кв-л 2013  135,33 29,09 

3 I п-е 2010  9 262 240,79 8 527,54 201,35 3-й кв-л 2013  128,41 28,46 

4 II п-е 2010  14 046 317,90 10 562,03 259,73 4-й кв-л 2013  128,41 21,73 

5 I п-е 2011  14 299 302,54 9 583,78 238,77 1-й кв-л 2014  107,18 24,98 

6 II п-е 2011  14 864 278,22 12 339,00 270,00 3-й кв-л 2014 123,21 30,36 

7 I п-е 2012  9 578 181,21 14 957,14 325,83 4-й кв-л 2014  136,63 34,31 

8 II п-е 2012  31 788 641,06 18 149,21 403,69 1-й кв-л 2015  121,98 22,59 

9 I п-е 2013  15 156 284,60 20 423,81 416,21 2-й кв-л 2015  142,59 27,13 

10 II п-е 2013  23 146 427,83 24 904,76 507,14 3-й кв-л 2015  144,58 28,69 

11 I п-е 2014  17 244 336,52 29012,70 511,55 4-й кв-л 2015  160,75 32,80 

12 II п-е 2014  18 800 381,57 36028,57 587,26 1-й кв-л 2016  121,80 23,15 

13 I п-е 2015  11 805 212,02 37769,84 608,15 2-й кв-л 2016  135,41 27,34 

14 II п-е 2015  15 400 319,65 40549,21 686,05 3-й кв-л 2016  141,62 28,21 

15 I п-е 2016  9 565 212,56 41866,67 680,91 4-й кв-л 2016  162,34 34,26 
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Таблица 3 (продолжение). 

16 II п-е 2016  18 585 419,41 45141,27 731,77 1-й кв-л 2017  122,18 22,73 

17 I п-е 2017  17 335 488,29 43665,08 853,90 2-й кв-л 2017  125,88 27,34 

18 II п-е 2017  62 623 1840,94 50644,44 927,53 3-й кв-л 2017  136,33 28,64 

19 I п-е 2018  41 985 1219,97 50703,95 868,46 4-й кв-л 2017  150,53 35,19 

20 II п-е 2018  57 587 1820,16 57982,29 1094,97 1-й кв-л 2018  117,75 22,78 

21 I п-е 2019  32 482 1314,86   2-й кв-л 2018  135,23 30,98 

22 II п-е 2019  71 413 1937,97   3-й кв-л 2018  139,65 32,90 

23 I п-е 2020 45 423 1645,29   1-й кв-л 2019 134,69 31,01 

24 II п-е 2020 75 671 2100,37   2-й кв-л 2019 149,90 36,50 

25 I п-е 2021 50 727 2274,00   3-й кв-л 2019 169,44 47,19 

26 II п-е 2021 77 963 2235,52   4-й кв-л 2019 192,81 54,99 

27      1-й кв-л 2020 149,89 37,15 

28      2-й кв-л 2020 139,48 33,72 

29      3-й кв-л 2020 182,45 50,45 

30      4-й кв-л 2020 201,03 50,55 
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Рис. 1. Зависимость издержек риелтора от объема  

продаж квартир 

Модель степенной функции издержек риелтора, рассчитан-

ная методом наименьших квадратов, имеет вид: 

𝐶1(𝑄) = {
1000,1𝑄1

1,33 , 𝑡 = 2007 − 2016 гг. ,

5000000𝑄1
0,5228 , 𝑡 = 2017 − 2021 гг.

 

Кривая издержек имеет характерный S-образный вид [19]. 

Однако в отличие от классической формы [19] при малых объе-

мах продаж в 2007–2016 гг. кривая показывает отрицательный 

эффект расширения масштаба (ρ > 1), в то же время при боль-

ших объемах продаж в 2017–2020 гг. можно наблюдать положи-

тельный эффект расширения масштаба (ρ < 1). В первом случае 

средние издержки растут быстрее, чем объем продаж, а во вто-

ром случае средние издержки растут медленнее. 
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Также модель функции издержек риелтора можно предста-

вить при помощи логарифмической и экспоненциальной функ-

ции, тогда она примет вид: 

𝐶1(𝑄) = {
100000000𝑒0,00005𝑄1  , 𝑡 = 2007 − 2016 гг. ,

900000000 ln 𝑄1 − 8000000000 , 𝑡 = 2017 − 2021 гг.
 

На рис. 2 представлена зависимость операционных издер-

жек Сбербанка, которые относятся к обслуживанию ипотечных 

кредитов, от количества выданных ипотечных кредитов [10] 

по 20 отчетным периодам (полугодиям) за 2009–2018 гг. При 

этом объем кредитов, которые были выданы Сбербанком, рас-

считан на основе доли ипотечных кредитов Сбербанка в общей 

сумме ипотечных кредитов, выданных в России за соответству-

ющие периоды [11]. 

 

Рис. 2. Зависимость издержек банка  

от объема выданных кредитов 

Модель функции издержек банка также имеет вид S-

образной кривой с переменным эффектом расширения масштаба: 

𝐶2(𝑄) = {
0,045𝑄2

0,69 , 𝑡 = 2009 − 2014 гг. ,

0,0003𝑄2
1,3662 , 𝑡 = 2015 − 2018 гг.

 



 

Управление большими системами. Выпуск 101 

76 

В 2009–2014 гг. эффект расширения масштаба от реализа-

ции услуг банком положительный (ρ < 1), а при больших объе-

мах продаж в 2017–2020 гг. наблюдается отрицательный эффект 

расширения масштаба (ρ < 1). В первом случае средние издерж-

ки растут медленнее, чем объем продаж, а во втором средние 

издержки растут быстрее. 

Также модель функции издержек банка можно представить 

при помощи логарифмической и экспоненциальной функции, 

тогда она примет вид 

𝐶2(𝑄) = {
270,04 ln 𝑄2 − 2252,9 , 𝑡 = 2009 − 2014 гг. ,

186,64𝑒0,00003𝑄2  , 𝑡 = 2015 − 2018 гг.
 

На рис. 3 представлена зависимость аквизиционных издер-

жек страховщика, которые относятся к обслуживанию операций 

по страхованию имущества, от объемов страхования имущества 

для ОАО «Ресо-Гарантия» [5, 8] по 23 отчетным периодам 

(кварталам) за 2013–2020 гг.; информация об объемах страхова-

ния имущества взята из статистики рейтингового агентства 

«РИА рейтинг» [4] и из отчетности ЦБ РФ [12].  

 

Рис. 3. Зависимость издержек страховщика  

от объемов страхования имущества 
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Модель функции издержек страховщика характеризуется 

отрицательным эффектом расширения масштаба (ρ > 1). Сте-

пенная функция издержек принимает вид 

𝐶3(𝑄) = 0,0125𝑄3
1,5786

. 

Экспоненциальная функция издержек принимает вид 

𝐶3(𝑄) = 6,8722𝑒0,0105𝑄3  . 
В таблице 2 представлены коэффициенты для оценки адек-

ватности представленных регрессионных моделей. 

Таблица 2. Статистические оценки регрессионных моделей 
Агент Регрессионная модель Коэффициент 

детерминации 

Критерий 

Фишера 

(расчетный) 

Табличное 

значение 

критерия 

Фишера 

(при уровне 

значимости 

0,05) 

Риелтор  𝐶1(𝑄) = 1000,1𝑄1
1,33

 𝑅2 = 0,9222 𝐹 = 190,18 𝐹 = 2,30 

𝐶1(𝑄) =
= 100000000𝑒0,00005𝑄1 

𝑅2 = 0,9562 𝐹 = 346,81 𝐹 = 2,30 

𝐶1(𝑄) = 5000000𝑄1
0,5228

 𝑅2 = 0,9656 𝐹 = 140,35 𝐹 = 4,88 

𝐶1(𝑄) =
= 900000000 ln(𝑄1)
− 8000000000 

𝑅2 = 0,9584 𝐹 = 115,19 𝐹 = 4,88 

Банк  𝐶2(𝑄) = 0,045𝑄2
0,69

 𝑅2 = 0,9218 𝐹 = 106,06 𝐹 = 3,10 

𝐶2(𝑄) = 270,04 ln(𝑄2) − 
−2252,9 

𝑅2 = 0,9855 𝐹 = 611,69 𝐹 = 3,10 

𝐶2(𝑄) = 0,0003𝑄2
1,3662

 𝑅2 = 0,8467 𝐹 = 38,66 𝐹 = 3,68 

𝐶2(𝑄) = 186,64𝑒0,00003𝑄2 𝑅2 = 0,8423 𝐹 = 37,39 𝐹 = 3,68 

Страхов-

щик 
𝐶3(𝑄) = 0,0125𝑄3

1,5786
 𝑅2 = 0,8881 𝐹 = 222,22 𝐹 = 1,87 

𝐶3(𝑄) = 6,8722𝑒0,0105𝑄3 𝑅2 = 0,8824 𝐹 = 210,1 𝐹 = 1,87 

Таким образом, регрессионные модели являются адекват-

ными и значимыми. При этом практически во всех случаях ло-

гарифмическая и экспоненциальная модели дают большую точ-

ность по сравнению со степенными моделями. 

Далее исследуем зависимости объемов продаж и цен аген-

тов от коэффициента комиссионного вознаграждения при раз-

личных эффектах расширения масштаба. 
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На рис. 4 представлены зависимости оптимальных объемов 

продаж риелтора и банка от коэффициента комиссии в паре 

«риелтор – банк»; на рис. 5 представлены зависимости опти-

мальных цен риелтора и банка. При этом случай 𝑢1 < 0 означа-

ет, что риелтор платит комиссию банку, а случай 𝑢1 > 0 подра-

зумевает платеж банка риелтору. 

 

Рис. 4. Зависимость оптимального количества проданных 

квартир и объема выдачи кредитов от коэффициента комис-

сии при степенных и экспоненциальных функциях издержек  

Так как при ρ < 1 и при логарифмической функции издер-

жек условие второго порядка не соблюдается, т.е. невозможно 

найти максимум прибыли, на рисунках отражены зависимости 

только при отрицательном эффекте расширения масштаба (ρ > 1 

и экспоненциальная функция издержек). 

Проанализировав рис. 4 и 5, можно сделать вывод о том, 

что при отрицательном эффекте расширения масштаба с ростом 

коэффициента комиссии в паре «риелтор – банк» риелтору вы-
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годно увеличивать объем продаж, а банку выгодно снижать объ-

ем продаж. 

 

Рис. 5. Зависимость оптимальной цены на жилье (в долях 

от наибольшей цены) и ставки процента по ипотеке  

от коэффициента комиссии при степенных и экспоненциальных  

функциях издержек 

Наряду с этим, начиная с некоторого значения u1, риелтору 

выгодно снижать цены на жилье, а банку – повышать ставку 

ипотечного кредитования. Отметим, что снижение оптимальной 

цены на жилье и рост ипотечной ставки происходят уже при 

u1 < 0, поскольку для риелтора растет, а для банка – снижается 

оптимальное значение доли внутреннего оборота α*.  

Также рассмотрены зависимости объемов продаж и цен на 

услуги для банка и страховщика от коэффициента комиссии 

в паре «банк – страховщик» при отрицательном эффекте расши-

рения масштаба. При этом случай u23 < 0 означает, что банк пла-

тит комиссию страховщику, а случай u23 > 0 подразумевает пла-

теж страховщика банку. 

На рис. 6 представлены зависимости оптимальных объемов 

кредитования и страхования от коэффициента комиссии в паре 
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«банк – страховщик»; на рис. 7 представлены зависимости оп-

тимальных цен на услуги банка и страховщика. 

 

Рис. 6. Зависимость оптимальных объемов кредитов  

и страховых полисов от коэффициента комиссии 

при степенных и экспоненциальных функциях издержек 

Проанализировав графики, можно сделать вывод о том, что 

с ростом коэффициента взаимодействия банка и страховщика 

для банка целесообразно увеличивать объем выдаваемых креди-

тов, а страховщику – снижать количество полисов. Кроме того, 

банку целесообразно снижать ставку ипотечного кредита, а 

страховщику – повышать тариф страхования жилья. 

Обобщим полученные результаты. Цена жилья зависит от 

ставки ипотечного кредита через коэффициент комиссии в паре 

«риелтор – банк» u1 (u21) так, что при увеличении u1 (или сниже-

нии u21) с увеличением ставки ипотечного кредита цена жилья 

падает: 
𝜕𝑝1

𝜕𝑝2
< 0. 
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Рис. 7. Зависимость оптимальной процентной ставки  

по ипотеке и оптимального страхового тарифа 

от коэффициента комиссии при степенных и экспоненциальных 

функциях издержек  

Ипотечная ставка зависит от тарифа страхования через ко-

эффициент комиссии в паре «банк – страховщик» u23 (u3) так, 

что при росте u23 (или снижении u3) с увеличением тарифа стра-

хования ипотечная ставка уменьшается: 
𝜕𝑝2

𝜕𝑝3
< 0. 

В целом система «риелтор – банк – страховщик» с вогну-

тыми функциями издержек агентов обеспечивает более гиб-

кое регулирование цен, чем в случае линейных функций издер-

жек [15]. Для снижения цены жилья можно увеличивать коэф-

фициент комиссии в паре «риелтор – банк», в этом случае ипо-

течная ставка незначительно повышается; в то же время следует 

уменьшать коэффициент комиссии в паре «банк – страховщик», 
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в этом случае ставка ипотечного кредита также растет слабо, 

а страховой тариф уменьшается. 

5. Выводы 

В исследовании представлены эмпирические данные, кото-

рые характеризуют фактические издержки риелтора, банка и 

страховщика на рынке недвижимости России. Эти данные под-

тверждают проявление у этих агентов положительной или отри-

цательной отдачи от расширения масштаба. 

С учетом типа отдачи от расширения масштаба разработа-

ны модели максимизации прибыли агентов системы «риелтор – 

банк – страховщик», поступающих рационально. Также пред-

ставлены формулы вычисления оптимального объема продаж и 

коэффициента внутрисистемного оборота и необходимые усло-

вия максимизации прибыли агентов системы. 

Было доказано, что коэффициент комиссии влияет на опти-

мальный объем продаж и оптимальные цены агентов системы 

с учетом нелинейности функции издержек и был представлен 

анализ этих зависимостей, который показывает, что с увеличе-

нием соответствующих коэффициентов риелтору целесообразно 

увеличивать объем продаж и снижать цену, а страховщику – 

наоборот. На оптимальную стратегию банка влияет изменение 

коэффициента комиссии с каждым из его контрагентов. 

На основе проведенных исследований агенты системы «ри-

елтор – банк – страховщик» могут принимать решения по разви-

тию, т.е. выбирать такие коэффициенты внутрисистемного обо-

рота, коэффициенты комиссии, объемы продаж и, соответствен-

но, цены, при которых их прибыли будут максимальными, а их 

взаимодействие будет наиболее выгодным для всех агентов. 
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Abstract: The article presents a system of optimality conditions for housing market 

agents (realtor, bank and insurer) with power, exponential and logarithmic cost 

functions corresponding to different types of economies of scale. The results of nu-

merical experiments are presented, demonstrating the nature of price interdepend-

encies in these markets for various types of functions. In contrast to the study of the 

"realtor – bank – insurer" system based on linear cost functions, this work presents 

the following conclusions: firstly, in the case when all agents have concave cost 

functions, then the real estate price, mortgage interest rate and insurance tariff low-

er than in the case when agents have convex cost functions; secondly, an increase 

in the intrasystem commission rate leads to an increase in the price of the agent who 

pays the commission, and a decrease in the price of the agent who receives it; third-

ly, an increase in the commission rate leads to a sharper decrease in the price of an 

agent, in the case when he has a convex cost function, while the counterparty has a 
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concave one, than otherwise. When comparing the effectiveness of using different 

types of cost functions, it was found that logarithmic and exponential functions pro-

vide greater accuracy than power functions. 

Keywords: optimal strategy, realtor, bank, insurer. 
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