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ПРОБЛЕМЫ ОПТИМИЗАЦИИ ПО CC-VAR 

НА КОМБИНАЦИИ РЫНКОВ ОПЦИОНОВ 

Агасандян Г. А.1 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына 

ФИЦ ИУ РАН) 

Работа продолжает изучение проблем использования континуального 

критерия VaR (CC-VaR) на финансовых рынках. Речь идет о применении  

CC-VaR на совокупности одного двумерного и двух одномерных теоретиче-

ских рынков опционов, частично связанных между собой базовыми актива-

ми. Построение оптимального по CC-VaR комбинированного портфеля 

ведется на основе расхождений в относительных доходах между рынками 

с сохранением требований критерия. Реализуемость получаемого решения 

обеспечивается рандомизацией структуры базиса. Сложность объекта 

исследования побуждает при формировании исходных данных применять 

специальный эконометрический подход для получения их полного аналитиче-

ского описания, упрощающего вычислительные эксперименты. В отличие от 

прежних работ автора, в которых решалась весьма полезная для теорети-

ческих исследований задача CB, здесь решается более привычная задача CG, 

в которой задана начальная сумма инвестиции, а функция рисковых предпо-

чтений (ф.р.п.) инвестора зависит от ее масштаба. Требуется найти 

значение параметра и регулярный комбинированный портфель с наибольшим 

средним доходом при выполнении CC-VaR. Предлагаемые конструкции 

проверяются на примере с бета-распределенными прогнозными и стоимост-

ными характеристиками задачи. Для целей иллюстрации методики строит-

ся и идеалистичная версия портфеля, позволяющая на одном двумерном 

графике воплотить идеи комбинирования портфелей разных размерностей.  

Ключевые слова: базовые активы, континуальный критерий VaR  

(CC-VaR), функция рисковых предпочтений (ф.р.п.), стоимостная и 

прогнозная плотности, функция относительных доходов, процедура 

Неймана-Пирсона, комбинированный портфель, рандомизация, идеа-

листичный портфель.  

1. Введение 

Работа продолжает исследования по применению введенно-

го автором континуального критерия VaR (CC-VaR) на рынках 
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опционов [1–5]. Изучается оптимальное поведение инвестора 

на совокупности нескольких рынков, возможно разных размер-

ностей и взаимосвязанных базовыми активами [3, 4].  

В связи с усложнением объекта исследования в рамках ин-

струментария формирования исходных данных задачи предла-

гается подход, связанный с использованием известной из эко-

нометрики так называемой копулы [6] и дающий их полное 

аналитическое описание.  

Для демонстрации широкой применимости CC-VaR и уточ-

нения расширенной структуры алгоритма здесь вместо удобных 

для анализа задач CB, обычно решаемых в исследовательских 

целях, изучается более традиционно формулируемая задача CG 

(общая континуальная). В ней инвестиционная сумма определе-

на заранее и ищется регулярный портфель, приносящий макси-

мальный средний доход при выполнении требований CC-VaR.  

Поскольку решать аналитически теоретическую задачу, как 

правило, не удается, используется дискретный алгоритм опти-

мизации на моделях с достаточно подробной структурой сцена-

риев. Для поиска решения применяется итеративная процедура.  

2. Постановка задачи  

Напомним, что критерий CC-VaR требует, чтобы портфель 

инвестора порождал доход q, удовлетворяющий неравенствам  

(1)    1q     P  сразу для всех ε  [0, 1], 

где ϕ(ε) – неотрицательная монотонно возрастающая и непре-

рывная функция рисковых предпочтений (ф.р.п.) инвестора.  

При намечаемом решении задачи CG ф.р.п. принимает вид 

ϕ(ε; w), где w – масштабный параметр инвестиции. Требуется 

найти значение параметра w* и невырожденный портфель (без 

сингулярной компоненты), доставляющий максимум среднему 

случайного дохода q при заданной инвестиционной сумме A 

и полном выполнении неравенств (1) в форме  

(2)   ; 1q w    P   для всех ε  [0, 1].  
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Рассматривается совокупность трех рынков, один из кото-

рых – двумерный рынок #0 с парой базовых активов (X, Y), 

а два других – одномерные рынки #X и #Y с активами X и Y 

соответственно. Как обычно для задач с CC-VaR, все рынки 

изначально предполагаются однопериодными, теоретическими 

и идеальными. Решение ищется в форме комбинированного 

портфеля, составленного из трех портфелей, каждого на своем 

рынке.  

Вкратце приводим некоторые важные для последующего 

изложения определения и обозначения агрегатов рынков 

с учетом их совместной работы.  

Цены (случайные) двух базовых активов (в конце периода) 

обозначаются x и y, параметры инструментов – s и t, при этом 

x, s  X,  y, t  Y.  

Для двумерного рынка #0 на начало периода заданы про-

гнозная p(x, y) и стоимостная c(x, y) плотности, порождающие 

меры P{∙} и C{∙} соответственно и относительный доход 

ρ(∙,∙) = p(∙,∙)/c(∙,∙). Маргинальные (одномерные) плотности этих 

двумерных плотностей обозначаются p1(x), p2(y) и c1(x), c2(y), 

x  X, y  Y.  

На теоретическом рынке #0 можно торговать любым ин-

струментом G, порождающим доход, представимый в виде 

произвольной неотрицательной измеримой функции g(x, y), 

называемой платежной функцией и обозначаемой 

g(x, y) = π(x, y; G).  

Рыночная стоимость инструмента G (в начале периода) за-

писывается как |G|, а средний доход (рассчитанный на конец 

периода) – ||G||. На таком рынке базис образуют δ-инструменты 

D(s, t), приносящие случайный доход в виде двумерной обоб-

щенной δ-функции δ(x − s, y − t). Имеют место соотношения 

(3)    , ,s t c s tD ,      , ,s t p s tD ,   s  X,  t  Y,  

(4)    , ,g s t s t dsdt


 G D
X Y

.  

Для одномерного рынка #X заданы плотности pX(x) и cX(x), 

x  X, порождающие меры PX{∙} и CX{∙} соответственно и 

относительный доход ρX(x) = pX(x)/cX(x).  
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Произвольный инструмент GX определяется своей платеж-

ной функцией gX(x) = π(x; GX), x, s  X, а инструменты DX(s) 

образуют базис, при этом π(x; DX(s)) = δ(x − s), и  

   X Xs c sD ,       X Xs p sD ,   s  X,  

   X X Xg s s ds G D
X

.  

Так же вводятся аналогичные агрегаты рынка #Y с очевид-

ными заменами X→Y, x→y, X→Y, s→t, X→Y.  

Для двумерных плотностей p(∙,∙) и c(∙,∙) рынка #0 

(5)  , 1p x y dxdy


X Y
,    , 1c x y dxdy r


X Y

,  

где r – безрисковый относительный доход за период.  

Введенные рынки самостоятельны настолько, что на каж-

дом проводится свое ценообразование. И потому безрисковые 

ставки относительного дохода на них могут различаться. Тем не 

менее без ущерба для общности в (5) можно принять r = 1 и 

считать c(∙,∙) плотностью вероятности, порождаемой рынком. 

Но для рынков #X и #Y безрисковые ставки относительного 

дохода rX и rY, вообще говоря, уже не равны единице: 

(6)   1
X Xc x dx rX ,      1

Y Yc y dy rY . 

И, более того, плотность cX(x) может отличаться от марги-

нальной для рынка #0 плотности c1(x), а cY(y) – от c2(y). При 

этом, тем не менее, естественно считать, что  

(7)    X 1p x p x ,       Y 2p y p y ,   x  X, y  Y, 

так как все прогнозные плотности p(x, y), pX(x), pY(y) являются 

предметом единого цельного прогноза инвестора.  

Отметим, что подобных реальных рынков, для которых 

рассматриваемая модель многомерного рынка могла бы слу-

жить теоретической абстракцией, на сегодня не существует. 

Однако присущее им свойство коллективной доходности отда-

ленно роднит их с биржами, торгующими фондовыми индекса-

ми. Хотя говорить о применимости и выдерживании CC-VaR на 

таких биржах портфельными доходами едва ли возможно.  

Эта особенность многомерных рынков не допускает обмена 

между рынками инструментальными средствами, хотя, есте-

ственно, сохраняется возможность перемещения освобождае-
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мых в сделках денежных средств. В связи с этим, например, 

двумерный безрисковый инструмент U равен по стоимости 

комбинации ½UX + ½UY, а не UX + UY (см. [3]).  

Основные числовые показатели инвестиционного портфеля, 

такие как инвестиционная сумма A, средний доход R и средняя 

доходность y, служат для сравнения вариантов рассматривае-

мых портфелей и образуют запись результатов L = A. R. y, где  

(8)    
1

0
A d     ,    

1

0
R d    ,   1 0Ry

A
   .  

3. Оптимизация комбинированного портфеля  

Как правило, аналитического решения континуальной зада-

чи получать не удается, и потому приходится ограничиваться 

нахождением его аппроксимацией из модели сценарного рынка 

с достаточно большим в рамках и по условиям исследователь-

ской работы количеством сценариев.  

3.1. ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРАВИЛА ЗАМЕЩЕНИЯ 

ДЛЯ СЦЕНАРИЕВ 

Рассматривается та же совокупность рынков с теми же ба-

зовыми активами, но со сценарными ограничениями на инстру-

ментарий. Сценарная дискретизация вводится равномерным 

разбиением множества X на m сценариев Si = [xi–1, xi)  X, x0 = 0, 

xi = x0 + i/m, i  I = {1, …, m}, а множества Y – на n сценариев 

Tj = [yj–1, yj)  Y, y0 = 0, yj = y0 + j/n, j  J = {1, …, n}.  

Их прямым произведением получаются m × n двумерных 

сценариев, базисными инструментами становятся индикаторы 

сценариев Dij = H{Si×Tj} (см [2, 5]), интегралы заменяются 

суммами, плотности заменяются вероятностями (или стоимо-

стями) для сценариев. И, в частности, вместо (3), (4) имеем  

(9)  ,
i j

ij ij S T
c c s t dsdt


  D ,    ,

i j
ij ij S T

p p s t dsdt


  D ,  

(10) ij ijij
gG D ,   i  I,  j  J.  

Для решения общей задачи (как и ряда промежуточных) 

используется стандартный дискретный алгоритм решения зада-

чи CB (см. [2, 4]) на основе процедуры Неймана – Пирсона [7]. 
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В алгоритме основные агрегаты участвуют в векторной форме 

(и для двумерного рынка). В краткой форме алгоритм записыва-

ется последовательностью операций: 

(11) ρ = p/c, ξ = O(ρ), η = O(ξ), d = p(ξ), ε = Td;  

(12) b = ϕ(ε), g = b(η), A = (g, c), R = (g, p), y = R/A − 1.  

Здесь O – оператор упорядочения вектора-операнда по воз-

растанию его компонент, d – прогнозный вектор вероятностей, 

упорядоченный по возрастанию компонент ρ, T – нижняя тре-

угольная матрица, состоящая из нулей и единиц (единицы на 

диагонали и ниже) и обеспечивающая надлежащее суммирова-

ние компонент вектора d.  

Для оптимизации комбинированного портфеля формирует-

ся единая матрица относительных доходов путем замены значе-

ний ρij матрицы ρ рынка #0 для всех тех двумерных сценариев и 

теми значениями ρX;i или ρY;j векторов ρX или ρY для рынков #X 

и #Y с сопоставимыми вероятностями в тех случаях, когда 

последние оказываются наибольшими из всех трех функций (см. 

также [3, 4]).  

С надеждой не породить путаницы у читателя при этом со-

храняются некоторые векторные обозначения для матриц, по-

скольку их часто приходится интерпретировать как векторы 

с лексикографическим порядком элементов.  

Формально правила замещения на дискретном (сценарном) 

рынке определяются разделением множества I × J всех сценари-

ев на три подмножества M0, M1, M2, состоящие из тех и только 

тех пар (i, j), i  I , j  J, для которых максимальным является 

относительный доход соответственно на рынках #0, #X, #Y:  

(13)   0 X; Y;, &ij i ij jM i j       , 

(14)   1 X; X; Y;, &i ij i jM i j       , 

(15)   2 Y; Y; X;, &j ij j iM i j       .  

Множества M0, M1 и M2 взаимно не пересекаются и в объ-

единении дают полное множество X×Y. Эти правила замещения 

могут быть записаны в виде матрицы замещений, помечающей 

сценарии символами 0, 1, 2 на множестве сценариев I × J:  
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(16) ijaA ,    , , 0,1,2ij ka k i j M k    .  

Уже на этой стадии решения задачи по получении разделе-

ния (13)–(15) можно построить упрощенную версию комбини-

рованного портфеля, называемую суррогатным портфелем. Это 

делается формальной заменой по всем сценариям базисных 

инструментов рынка #0 суррогатными базисными инструмен-

тами с теми же платежными функциями и вероятностями, но 

с ценами, скорректированными согласно правилам замещения 

(13)–(15) и с учетом цен на рынках #X, #Y. Эти инструменты 

для суррогатного портфеля с соответствующими им ценами 

могут быть записаны при aij = 0, 1, 2 как  

; Y;, , ,srg srg srg
ij ij ij ij ij i ij jc c p p  D D ,  i  I,  j  J.  

Далее образуется вектор относительных доходов, и на его 

основе алгоритм определяет портфель с матрицей весов gsrg:  

(17) 
,

srg srg srg
ij iji I j J

g
 

G D .  

Этот портфель действительно строится просто, но он нере-

ализуем на рассматриваемых рынках и потому не может быть 

решением задачи. Хотя по своим формальным показателям он 

должен быть близок к строящемуся комбинированному портфе-

лю и тем самым может служить средством проверки (пусть и не 

вполне адекватным) правильности алгоритма.  

Классификация (13)–(15) порождает инструменты рынка #0, 

которые надлежит заместить инструментами рынков #X, #Y:  

(18)  1; 1; 2 1;i i iM M D H ,     2; 2; 1 2;j j jM M D H ,  

где D1;i, D2;j – сценарные индикаторы, M1;i  J, M2;j  I, – множе-

ства соответственно по второй и первой координатам рынка #0, 

H1{∙}, H2{∙} – инструментальные индикаторы множеств.  

Замещать их базисными инструментами DX, DY рынков 

#X, #Y следует с сопоставимыми вероятностями. Но простое 

замещение, очевидно, меняет вероятности. Не подходят и со-

храняющие вероятности замещения  

(19)  X; X; 2 1;i i iM M D H ,     Y; Y; 1 2;j j jM M D H ,  
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поскольку подобными инструментами рассматриваемая сово-

купность рынков не располагает.  

При подобном замещении не ведет к цели и уменьшение 

количеств инструментов DX;i и DY;j в портфеле. Этим можно 

добиться сохранения средних доходов, но в таком случае ухуд-

шается выполнение критерия CC-VaR. С таким критерием, 

например, не все равно: 1) получить единичный и нулевой 

доходы с вероятностями по ½; (2) получить доход ½ с единич-

ной вероятностью; хотя в среднем это одно и то же.  

3.2. РАНДОМИЗАЦИЯ БАЗИСНЫХ ИНСТРУМЕНТОВ  

Выход находится в применении на рынках #X и #Y рандо-

мизации, делающей случайными в комбинированном портфеле 

сами базисные инструменты. На рынках #X, #Y для всех сцена-

риев i  I, j  J соответственно вводятся взаимонезависимые 

биномиальные случайные величины ϑX;i, ϑY;j и векторы θX, θY 

вероятностей замещения (успеха) θX;i, θY;j: 

(20)  X X; ,i i I θ ,      
1;

X; 1; 1;
i

i i ij ij M
M i p p


 P ;  

(21)  Y Y; ,j j J θ ,    
2;

Y; 2; 2;
j

j j ij ji M
M j p p


 P .  

Параметры θX;i, θY;j – условные вероятности замещения для 

рынков #X и #Y при реализации сценариев i  I и j  J соответ-

ственно. Формально базисные инструменты для рынков #X, #Y 

и каждых i  I, j  J вводятся как  

(22) X; X; X;
cmb

i i iD D ,    Y; Y; Y;
cmb

j j jD D .  

Они  совпадают с инструментами DX;i, DY;j лишь с вероят-

ностями θX;i, θY;j, а с вероятностями 1 − θX;i, 1 − θY;j становятся 

нулевыми инструментами NX;i, NY;j (ничего не стоящими и при-

носящими нулевой доход). Их стоимости и средние доходы 

(также связанные с ними вероятности) соответственно равны  

(23) X; X; X; ;
cmb cmb

i i i ic c  D ,    X; X; X; 1;
cmb cmb

i i i ip p D ;  

(24) Y; Y; Y; Y;
cmb cmb

j j j jc c D ,   Y; Y; Y; 2;
cmb cmb

j j j jp p D .  
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Задания векторных параметров θX (20) и θY (21) уравнивают 

вероятности, связанные с инструментами (18) и (19). И под-

тверждением этому служат вторые соотношения в (23) и (24). 

Замечание.  Применение на рынках статистических крите-

риев, как и CC-VaR, есть однократное действие. Однако стати-

стический характер задач предполагает определенную повторя-

емость принимаемых решений, и это порождает некоторую 

амбивалентность в их оценке. Те же соображения лежат и 

в основе рандомизации. Она усложняет правила поведения 

выходом за рамки детерминированных решений, но служит 

частью общего процесса принятия решений в случайных средах. 

Инструменты (22) со своими ценами и средними доходами 

на рынках #X и #Y соответственно вместе с инструментами (9), 

(10) на рынке #0 с вероятностями cij и pij, i  I, j  J, на множе-

стве M0 образуют весь комбинированный базис.  

Для этого базиса формируется единая функция относи-

тельных доходов, и к ней применяется общий теоретический 

алгоритм оптимизации, основанный на процедуре Неймана –

Пирсона [7]. В результате его работы производится новое 

назначение всех вероятностей, и строится новая весовая функ-

ция базисных инструментов. А оптимальный комбинированный 

портфель, который теперь случайный, приобретает вид  

(25)   0
X; 1; X; Y; 2; Y;,

cmb cmb cmb cmb
ij ij i i i j j ji j M i I j J

g g g 
  

    G D D D . 

Во втором и третьем слагаемых суммирование должно ве-

стись по множествам M1 и M2. Но по правилам замещения на 

множествах M1;i, i  I, и M2;j, j  J, веса инструментов постоян-

ны, и потому оба суммирования сводятся к однократным.  

С целью графической иллюстрации платежной функции 

в виде единой двумерной функции имеет смысл рассмотреть и 

упрощенную, хотя и нереализуемую на рынке, идеалистичную 

версию портфеля в эквивалентной по платежной функции и 

ценам форме двумерного портфеля с теми же весами  

(26)   0
X; X; Y; Y;,

idl cmb cmb cmb
ij ij i i j ji j M i I j J

g g g
  

    G D M M .  
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Платежными функциями базисных инструментов служат 

характеристические функции сценариев на соответствующих 

рынках:  

uij(x, y) = π(x, y; Dij),  uX;i(x) = π(x; DX;i),  uY;j(y) = π(y; DY;j).  

В этих обозначениях платежную функцию идеалистичной 

версии комбинированного портфеля можно представить в виде 

поверхности как функции двух переменных  

(27)       X; X; Y; Y;max , , ,cmb cmb cmb
ij ij i i j jg u x y g u x g u y ,  x  X, y  Y. 

Это представление как раз и применяется далее при по-

строении графика доходов портфеля (25) в форме (26).  

3.3. СХЕМА ФОРМИРОВАНИЯ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ  

В связи с усложнением объекта исследования имеет смысл 

формирование исходных данных для проведения вычислитель-

ных экспериментов и в иллюстративных целях подчинить си-

стематизированному подходу. В работе предлагается методоло-

гия выбора прогнозных и стоимостных распределений для 

теоретического рынка, позволяющая получать их полное анали-

тическое описание, удобное для задач с CC-VaR.  

На квадрате Q = [0, 1]×[0, 1] задается равномерное распре-

деление, которое затем слегка искажается введением корреля-

ции в простейшем для целей анализа виде таким образом, чтобы 

оно осталось распределением и чтобы оба его маргинальных 

распределения сохраняли свойство равномерности на [0, 1]. 

Подобная конструкция, которую в эконометрике называют 

копулой [6], может использоваться для построения разнообраз-

ных семейств двумерных распределений.  

Двумерные распределения для прогнозной и стоимостной 

мер подбираются в простом классе двумерных функций распре-

деления, заданных на квадрате Q так, чтобы оба его маргиналь-

ных распределения были равномерными. Этим свойством обла-

дают функции  

(28)      , 1 3 1 1u v uv u v   Φ ,  u, v  [0, 1],  |κ| ≤ 1/3.  

Очевидно, что именно коэффициент κ отвечает за наличие 

корреляции между компонентами двумерного распределения. 

Для простой функции (28) с равномерными маргинальными 
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распределениями параметр κ как раз равен коэффициенту кор-

реляции. При нарушении условия на κ в (28) плотность переста-

ет удовлетворять требованию неотрицательности.  

С помощью (28) можно получить широкий класс двумер-

ных функций распределения, произвольно задавать значение 

параметра κ и пару одномерных функций распределения 

в качестве аргументов u и v. Так, из двух одномерных функций 

распределения строится двумерное распределение  

(29)       , ,x y x y X YF Φ F F   

           1 3 1 1x y x y   X Y X YF F F F , x  X, y  Y. 

Этот подход предлагается использовать в работе для зада-

ния как прогнозной, так и стоимостной функций распределения, 

причем для каждой координаты. В качестве них берутся функ-

ции бета-распределений, часто применяемые в статистике. Об-

щее представление их плотности дается соотношениями  

(30)      
11; , 1 ,

vuz u v z z u v
   ,   z  [0, 1), u, v > 1,  где  

          
1 11

0
, 1

vuu v x x dx u v u v
        ,  

    1

0
expuu x x dx

     –   

соответственно бета- и гамма-функции.  

Они удобны для анализа: сосредоточены на интервале 

[0, 1), в нуле и единице обращаются в нуль, а подбором пара-

метров легко приобретают желаемую форму. Однако при ис-

пользовании (29) связанный с корреляцией параметр κ может 

уже не совпадать с результирующими коэффициентами корре-

ляции, хотя, как правило, близок к ним.  

4. Иллюстративный пример 

Связующим звеном теоретических и сценарных рынков 

становятся инструментальные индикаторы сценариев. Их пла-

тежными функциями служат характеристические функции 

сценариев, и они играют на сценарных рынках роль образую-

щих базис δ-инструментов теоретического рынка.  
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4.1. ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ СЦЕНАРНОГО РЫНКА  

В дискретной модели непрерывные функции заменяются 

векторами и матрицами. При этом используются известные и 

очевидные формулы теории вероятности. Однако для получения 

дискретного аналога оптимизации при использовании формул 

(28) и (29) удобнее отправляться от плотностей участвующих 

в них распределений.  

В иллюстративном примере бета-распределенными стано-

вятся маргинальные плотности распределения для двумерных 

функций распределения, описывающих прогнозные и стоимост-

ные характеристики рынка #0. Имея в виду (30), полагаем 

(31) p1(x) = β(x; 4,0; 3,0);   p2(y) = β(y; 3,6; 2,7);  

(32) c1(x) = β(x; 3,6; 2,7);   c2(y) = β(y; 3,2; 2,4);  x, y  [0, 1]. 

По каждой координате дисперсии распределений в (32) 

выше, чем в (31), а это подводит инвестора к осуществлению 

продажи волатильности.  

В качестве исходных задаются векторы прогнозных и сто-

имостных сценарных вероятностей размерности m = n = 30 для 

обеих координат двумерного рынка #0. Получаются они надле-

жащим интегрированием функций (31) и (32) в пределах сцена-

риев и обозначаются соответственно  

(33) pb1, pb2, cb1, cb2.  

Так, по первой координате (с переменной x) прогнозный 

вектор вероятностей сценариев pb1 определяется соотношением  

   ;1 ;1; 1 ,
i

b b i S
p p x dx i I  p ,  

где согласно (31)  p1(x) = β(x; 4,0; 3,0).  

Аналогично формируются прочие векторы из четверки (33).  

Дискретным аналогом одномерных функций распределения 

служат ступенчатые функции, определяемые значениями 

в граничных точках сценариев. Эти значения образуют векторы 

размерности m + 1, n + 1, m + 1, n + 1 соответственно  

(34) pt1, pt2, ct1, ct2.  

Крайней левой граничной точке придается значение нуль. 

Для правой границы каждого сценария соответствующая ком-

понента вектора равна сумме вероятностей всех сценариев, 
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лежащих на графике левее данной границы. Так, для первого 

вектора из (34) 

(35) 1;0 1; 1;0, ,t t i b ll i
p p p i I


   .  

Так же образуются и остальные векторы из (34).  

Формально в алгоритме преобразование (35) для i  I реа-

лизуется нижними треугольными матрицами. Для pt1 это  

 T1 = {tkl = {1, k ≥ l; 0, k < l},   k, l = 1, ..., m.}. 

Использованием соотношения (29) и его дискретной интер-

претацией из одномерных векторов (34) в качестве маргиналь-

ных с заданием κP и κC в качестве корреляционных параметров 

строятся прогнозная и стоимостная матрицы соответственно 

PF,0, CF,0 уже для двумерного сценарного рынка #0.  

При этом используется операция внешнего перемножения 

E(∙,∙) двух векторов, необязательно одного размера, – дискрет-

ного аналога перемножения функций. Эту операцию можно 

представлять себе как умножение вектора-столбца на вектор-

строку справа, возможно, разной длины, в результате чего 

получается матрица, необязательно квадратная. Формально, 

если a = {ai, i  I}, b = {bj, j  J}, то  

E(a, b) = {ai∙bj, i  I, j  J}. 

Так получаются матрицы размером (m + 1) × (n + 1)  

(36) PF,0 = E(pt,1, pt,2) (1+3κP E(1 − pt,1, 1 − pt,2)),  

(37) CF,0 = E(ct,1, ct,2) (1+3κC E(1 − ct,1, 1 − ct,2))  

с компонентами pF,0;ij, cF,0;ij, i  {0}  I, j  {0}  J, соответ-

ственно. Индексация элементов этих матриц ведется от нуля, 

а не от традиционной единицы. Важно и то, что в этих форму-

лах матрицы, получаемые после применения операции E(∙,∙), 

при раскрытии скобок перемножаются уже поэлементно.  

Из сценарных функций распределения (36) и (37) стандарт-

ной процедурой образования вторых смешанных разностей 

находятся вероятности для двумерных сценариев – дискретный 

аналог двумерных плотностей для рынка #0. Они формируют 

матрицы размером m × n  

(38) PS,0 = {pS,0;ij = pF,0;i+1,j+1 − pF,0;i+1,j − pF,0;i,j+1 + pF,0;ij,  i  I, j  J}, 

(39) CS,0 = {cS,0;ij = cF,0;i+1,j+1 − cF,0;i+1,j − cF,0;i,j+1 + cF,0;ij,  i  I, j  J}.  
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При переходе от (28) с равномерным распределением к (29) 

с бета-распределениями свойство неотрицательности плотности 

может нарушиться. Поэтому уместно проверить выполнение 

вероятностных свойств получаемых матриц. И при нарушении 

достаточно будет несколько уменьшить корреляционные пара-

метры. В предлагаемом примере κP = 0,3, κC = 0,25.  

Покомпонентным делением (38) на (39) находится важная 

для последующего применения процедуры Неймана – Пирсона 

матрица относительных доходов  

RS,0 = PS,0 / CS,0. 

В соответствии со свойствами копулы маргинальные для 

(38) и (39) векторы должны совпадать с соответствующими 

векторами (33), что можно установить и прямым расчетом.  

Остается определиться с дискретным аналогом одномерных 

плотностей для рынков #X и #Y – вероятностными векторами, 

для которых используются обозначения pS,X, pS,Y, cS,X, cS,Y.  

Как и в случае с (7), прогнозные векторы pS,X, pS,Y, должны 

совпадать с маргинальными для рынка #0, т.е.  

pS,X = pb1,   pS,Y = pb2.  

Но стоимостные векторы cS,X и cS,Y в силу относительной 

независимости рынков могут отличаться от маргинальных для 

рынка #0. В примере они задаются правилами  

(40) cS,X = vX cb1 + (1 − vX) ωb1(2, 2), 

(41) cS,Y = vY cb2 + (1 − vY) ωb2(2, 2), 

где vX = vY = 0,9, а ωb1 и ωb2 – вероятностные векторы размерно-

сти m и n, получаемые аналогично векторам (33) из плотностей 

бета-распределений β(x; 2,0; 2,0) и β(y; 2,0; 2,0) соответственно.  

Такие правила моделируют отличие векторов cS,X, cS,Y для 

рынков #X, #Y от маргинальных для рынка #0 векторов cb1, cb2, 

притом с усилением свойства продажи волатильности. Кроме 

того, возможно и последующее введение параметров χX и χY, 

отражающих средние уровни цен на одномерных рынках #X 

и #Y и однозначно связанных с безрисковыми относительными 

доходами rX и rY (6) в модели:  

(42) χX = 1/rX,  χY = 1/rY.  

Наконец, находятся относительные доходы   

ρS,X = pS,X / cS,X,   ρS,Y = pS,Y / cS,Y,  
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и к ним применяется стандартный дискретный алгоритм. При 

этом принимается, что ф.р.п. ϕ(ε) = ε2.  

Громоздкость большинства получаемых при решении об-

щей задачи агрегатов не позволяет приводить их в тексте. 

И потому ограничиваемся лишь некоторыми важными проме-

жуточными и окончательными результатами.  

Решение задачи CB для рынков #0, #X, #Y по отдельности 

дает записи результатов (согласно (8)) соответственно  

(43) L0 = 0,305686; 0,335018; 0,0959545,  

(44) LX = 0,340419; 0,36442; 0,070503,  

(45) LY = 0,338448; 0,362834; 0,0720519.  

Эти характеристики решения интересны лишь в отношении 

сравнения с таковыми для комбинированных портфелей. Необ-

ходимыми для построения оптимального комбинированного 

портфеля и его формальных версий будут векторы относитель-

ных доходов для сценариев – одномерных и двумерных.  

Следует также иметь в виду, что результаты (44), (45) для 

рынков #X, #Y получены по формулам (40) и (41), т.е. в предпо-

ложении, что обе стоимостные плотности нормированы едини-

цей. Но в рассматриваемой задаче эти рынки сохраняют само-

стоятельность и могут допускать свои нормировки.  

Поэтому все стоимостные характеристики для этих рынков 

будут множиться на положительные коэффициенты χX и χY (42). 

На них будут делиться все относительные доходы, и это повле-

чет изменение комбинированного портфеля и его итоговой 

доходности. Тем не менее записи результатов (44), (45) справед-

ливы, но только при изначально заданных параметрах 

рынков #X, #Y, т.е. при χX = χY = 1.  

4.2. ПОСТРОЕНИЕ КОМБИНИРОВАННОГО ПОРТФЕЛЯ  

Проведенная в предыдущих разделах работа подготовила 

почву для решения задачи CB по нахождению оптимального по 

CC-VaR портфеля на тройственном рынке. Для придания уни-

версальности решению и его зависимости от параметра χ без 

труда обнаруживаются изменения записи результатов, получен-

ной при χ = 1: инвестиционная сумма множится на χ, средний 

доход остается прежним, а доходность равна (1 + y)/χ − 1.  
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В иллюстративном примере полагаем  

(46) χX = 1,05; χY = 1,06,  

и тогда  коррекция формул (44) и (45) дает:  

(47) LX = 0,35744; 0,36442; 0,0195267,  

(48) LY = 0,358755; 0,362834; 0,0113697.  
Построение  комбинированного портфеля в задаче CB. 

Сначала комбинированный портфель строится для w = 1 на 

основе данных об относительных доходах, использованных при 

решении задач CB для всех трех исходных рынков, но уже 

с непременным учетом (46). Для этого из соотношений (13)–(15) 

находятся множества Mk, k = 0, 1, 2, и по ним строится матрица 

замещений A (16). В ней 243 нулей, 322 единицы и 335 двоек.  

Структуру матрицы и оптимального портфеля передает 

рис. 1 цветовым отображением матрицы A. В квадрате Q пред-

ставлены все 30 × 30 = 900 двумерных (для рынка #0) сценари-

ев. Серым цветом помечены 322 сценария, для которых 

наибольшие относительные доходы достигаются на рынке #X, 

черным – 335 сценариев с наибольшим относительным доходом 

на рынке #Y. Остаются непомеченными остальные 243 сценария 

с наибольшим относительным доходом на рынке #0.  

 

Рис. 1. Структура оптимального портфеля 
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Понятно, что с увеличением сценарной детализации раз-

мерность матрицы замещений A возрастает, и границы трех зон 

должны сглаживаться. При этом рисунок все точнее будет 

отображать функцию замещений для двумерного комбиниро-

ванного теоретического δ-рынка [3]. 

Исходя из тройки матриц {CS,0, PS,0, RS,0} операцией обну-

ления всех ее элементов (i, j), для которых согласно (16) 

aij ≠ 0, 1, 2, строятся соответственно три тройки матриц {CN,0, 

PN,0, RN,0}, {CN,X, PN,X, RN,X}, {CN,Y, PN,Y, RN,Y}.  

Затем для рынков #X, #Y вычисляются: 1) согласно вторым 

соотношениям в (23), (24) векторы pM,X = {pM,X;i = P{M1;i}, i  I}, 

pM,Y = {pM,Y;j = P{M2;j}, j  J} суммарных вероятностей замеще-

ния;  2) по формулам (20), (21) векторы θX, θY;  3) согласно 

первым соотношениям в (23), (24) векторы cM,X, cM,Y и (iv) ρM,X, 

ρM,Y. При этом, если pM,X;i = 0 для некоторого i  I, то принима-

ется также cM,X;i = 0, ρM,X;i = 0; то же – для Y и j  J.  

Из всего перечисленного приведем лишь важные для про-

цедуры рандомизации векторы биномиальных вероятностей, 

отражающие оптимальный состав комбинированного портфеля 

и степень вовлечения в него инструментов рынков #X, #Y: 

θX = {0; 0; 0,000085; 0,00099; 0,0042; 0,0050; 0,0118; 0,0145; 

0,0321; 0,0440; 0,0643; 0,1121; 0,1562; 0,1319; 0,1626; 0,1350; 

0,1287; 0,1305; 0,1201; 0,1403; 0,1916; 0,1791; 0,1995; 0,1217; 

0,0904; 0,0696; 0,0501; 0,0200; 0,0038; 0,00022},  

θY = {0; 0,000033; 0,00050; 0,0025; 0,0025; 0,0078; 0,0078; 

0,0100; 0,0249; 0,0253; 0,0379; 0,0598; 0,1064; 0,1161; 0,0926; 

0,1154; 0,0887; 0,1096; 0,1009; 0,1208; 0,1406; 0,1607; 0,1205; 

0,0852; 0,0614; 0,0467; 0,0383; 0,0340; 0,0106; 0,0017}. 

Далее матрицы CN,0, PN,0, RN,0 преобразуются лексикографи-

чески в векторы cM,0, pM,0, ρM,0 соответственно. Из них формиру-

ются уже три комбинированных вектора ccmb, pcmb, ρcmb размер-

ности mn + m + n = 960 каждый, притом конкатенацией троек 

{cM,0, cM,X, cM,Y}, {pM,0, pM,X, pM,Y}, {ρM,0, ρM,X, ρM,Y}.  

Наконец, применяется стандартный алгоритм оптимизации 

к тройке векторов {ccmb, pcmb, ρcmb} и находится вектор gcmb весо-

вых коэффициентов комбинированного портфеля размерности 
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mn + m + n = 960. Опуская громоздкие промежуточные резуль-

таты, приводим запись результатов  

Lcmb = 0,305701; 0,335898; 0,0987802. 

Превышение доходности ycmb (третий элемент) над доход-

ностями в (43)–(45) и тем более в (47), (48), – естественное 

следствие привлечения возможностей одномерных рынков 

(даже при повышении стоимости их инструментария).  

Использование суррогатного портфеля (17) в качестве 

средства проверки работы алгоритма при тех же условиях (и до 

включения итеративной процедуры) дает запись результатов  

Lsrg = 0,304823; 0,335002; 0,0990064,  

достаточно близкую к записи комбинированного портфеля.  

Оптимальный комбинированный портфель формируется 

разделением вектора gcmb на три вектора gcmb,0, gcmb,X, gcmb,Y. При 

этом первый из них вновь интерпретируется как матрица.  

4.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ CG – ИТЕРАТИВНАЯ ПРОЦЕДУРА  

Все проведенные до сих пор вычисления были связаны 

с задачей CB. Ее решение в рамках предстоящей итеративной 

процедуры для задачи CG может рассматриваться как начальное 

приближение. В этой процедуре существенная роль отводится 

ф.р.п. инвестора. Но в части (11) программы, которая заверша-

ется вычислением вектора вероятностей ε, она вовсе не участву-

ет, и потому предстоящие итерации не должны затрагивать этой 

части. В частности, не меняется матрица A, устанавливающая 

рандомизированный базис портфеля, и потому структура ком-

бинированного портфеля не меняется. А изменения коснутся 

лишь векторов b и g в части (12) программы. Итерации прово-

дятся по масштабному параметру w, определяющему конкрет-

ный вид ф.р.п., а критерий CC-VaR принимает форму (2).  

Применением метода Ньютона для каждого значения пара-

метра из возникающей при этом последовательности поиска 

решения находятся векторы bcmb = ϕ(εcmb; w), gcmb = bcmb(ηcmb), 

а также компоненты записи  Acmb = (gcmb, ccmb), Rcmb = (gcmb, pcmb), 

ycmb = Rcmb/Acmb − 1. Процесс завершается по достижении уровня 

Acmb = 1. Такое значение инвестиционной суммы реализуется 

при w = 2,5855, а полная запись результатов составит  
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 Lcmb = 1,0; 1,09081; 0,0908083.  

Естественным при росте масштабного параметра w от еди-

ницы до 2,5855 выглядит падение доходности инвестиции – 

посредством ф.р.п. инвестор демонстрирует снижение своей 

готовности рисковать при возрастании масштаба инвестиции.  

График платежной функции комбинированного портфеля 

приводится в идеалистичной версии (26) с использованием (27) 

на рис. 2.  
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Рис. 2. Доходы оптимального комбинированного портфеля 

(в идеалистичной версии) 

Уменьшение параметров χX и χY (вплоть до значений, 

меньших единицы) по понятным причинам приводит к росту 

весов компонентных портфелей #X и #Y в комбинированном 

портфеле, и наоборот. А конкретный выбор параметров опреде-

ляется лишь эстетическим восприятием картинки графика.  

Для большей схожести с теоретической (гладкой) поверх-

ностью при построении графика вместо индикаторов в качестве 

базисных инструментов использовались баттерфляи. Хотя это 

не совсем логически обосновано, но, понятно, не наносит ущер-

ба для достоверности результатов. Для крайних сценариев 

базисными инструментами фактически становятся спрэды – так 

называемые усеченные баттерфляи – с платежными функциями 
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max(0, min(1, 1+ (s − z)/h)) и max(0, min(1, 1+ (z − s)/h)) слева 

и справа соответственно, где z – координатная переменная, s – 

центр сценария, h – длина сценария. Для внутренних сценариев 

платежной функцией (уже полных баттерфляев) служит функ-

ция max(0, 1 − |z − s|/h)).  

5. Заключение 

В работе предложен подход к оптимизации поведения ин-

вестора, придерживающегося критерия CC-VaR, на совокупно-

сти финансовых рынков разных размерностей. Приводится 

правило замещения базисных инструментов двумерного рынка 

более доходными инструментами одномерных рынков.  

Для формирования исходных данных применяется метод, 

позволяющий получать их полное аналитическое описание, 

удобное для проведения вычислительных экспериментов. Пред-

лагается итеративная процедура для решения задача CG, 

в которой задана начальная сумма инвестиции, а рисковые 

предпочтения инвестора зависят от масштаба инвестиции. 

Находится (оптимальное) значение масштабного параметра и 

регулярный комбинированный портфель, средний доход кото-

рого максимален при выполнении критерия CC-VaR. 

Для целей реализуемости правил замещения рынков при-

меняется рандомизация. Проведенные для сценарных рынков 

расчеты с бета-распределенными прогнозными и стоимостными 

характеристиками задачи и построенные графики свидетель-

ствуют об эффективности модели.  

С целью подтверждения большей универсальности пред-

ложенной в работе методологии исследования проблемы имело 

бы смысл применить ее к иным более сложным совокупностям 

взаимосвязанных рынков разных размерностей. Хотя, понятно, 

даже графическое отображение результатов при этом должно 

столкнуться с повышенными техническими трудностями.  
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CONTINUOUS VAR-CRITERION AND INVESTOR'S 

OPTIMAL PORTFOLIO  
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(agasand17@yandex.ru).  

Abstract: The work continues studying problems of using the continuous VaR-

criterion (CC-VaR) in financial markets. The application of CC-VaR in a collection 

of one two-dimensional and two one-dimensional theoretical markets that are partly 

mutually connected by their underliers is concerned. The construction of the 

combined portfolio that is founded on misbalance in returns relative between 

markets with maintaining optimality on CC-VaR is submitted. The optimal com-
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bined portfolio with three components is constructed from basis instruments of all 

markets. The feasibility of the solution obtained is based on ideas of randomizing 

portfolio composition. The complication of the object investigated motivates 

applying a special econometric approach that allows the full analytical description 

of the object convenient for computations is used. Unlike former authors works that 

solved the problem CB very fruitful for theoretical investigations, here the more 

ordinary problem CG with the given initial investment amount and risk preferences 

functions depended on scale parameter is solved. The parameter value and the 

regular combined portfolio that achieves the maximum of the average income with 

fulfilling the CC-VaR need to be found. The constructions suggested are tested by 

an example with beta-distributed characteristics of the problem. Also an idealistic 

version of the combine portfolio that allows plotting two-dimension diagram for 

incarnating an idea of combining portfolios of different dimensions is constructed. 

Keywords: underliers, continuous VaR-criterion (CC–VaR), risk prefer-

ences function (r.f.p.), forecast and cost densities, returns relative function, 

Newman-Pearson procedure, forecast and cost functions, randomization, 

combine portfolio, idealistic portfolio.  
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