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Введение 
 

1. Мотивация. В настоящей работе делается попытка построения 

единой математической модели функционирования и развития систем, 

включающих человека. 

Авторы отдают себе отчёт в сложности и амбициозности задачи не 

только из-за сложности предмета, но также и из-за многочисленных свя-

зей со смежными областями знаний и существующими в них научными 

традициями – экономикой, социологией, психологией, политологией, 

теорией систем и другими направлениями наук. 

Основные отличия предлагаемого подхода - учет и отражение в ма-

тематических моделях: 

• активного выбора; 

• опыта; 

• креативности; 

• неопределённости (рассматриваемой не только как «мешающий 

фактор», но и как источник развития); 

• комплексного характера деятельности таких систем, сложную 

структуру как их деятельности, так и нетривиальную внутреннюю струк-

туру самого субъекта деятельности. 

Ключевой категорией для настоящего исследования является дея-

тельность (activity) - активное взаимодействие человека с окружающей 

действительностью, в ходе которого человек выступает как субъект, це-

ленаправленно воздействующий на предмет [41]. Деятельность – форма 

активности (активность - всеобщая характеристика живых существ, их 

собственная динамика как источник преобразования или поддержания 

ими жизненно важных связей с окружающим миром [67]) человека, 

направленная на познание, преобразование окружающего мира, себя и 

условий своего существования. 

Под элементарной понимают такую деятельность, цели, технологии 

и результат которой не имеют собственной внутренней структуры1. 

В противоположность этому, деятельность, не являющуюся элемен-

тарной, в [6] было предложено называть комплексной. То есть, ком-

плексная деятельность (КД) – деятельность, обладающая нетривиаль-

ной внутренней структурой, с множественными и/или изменяющимися 

 
1 В случае элементарной деятельности нет необходимости рассматривать 
субъект и предмет вместе с собственно деятельностью – они играют роль 
понятного контекста (в течение периода деятельности эволюционирует 
только её предмет в соответствии с используемой субъектом технологией). 



5 

целями, субъектом, технологией, ролью предмета в его целевом контек-

сте. 

В монографии [6] в рамках разработки методологии комплексной 

деятельности (МКД, см. более подробно ниже раздел 3.1 введения) 

было введено понятие структурного элемента деятельности (СЭД) – 

см. Рис. 1, включающего, помимо деятельности (2), ее субъект (1) и пред-

мет (3). 

 

 
 

Рис. 1. Структурный элемент деятельности [6] 

 

Методология комплексной деятельности является концептуальным 

и структурным основанием всего последующего изложения, которое мо-

жет рассматриваться как попытка создания математической теории дея-

тельности. 

2. Активные системы. Выделим два класса систем, включающих 

человека (такие системы, заимствуя терминологию [11, 82], будем назы-

вать активными системами): 
- естественные, существующие или возникающие «самостоя-

тельно», в отсутствие внешнего субъекта, формирующего или задаю-

щего цель их деятельности. Такие системы осуществляют целеполагание 

самостоятельно, их глобальная цель – развитие (для которого необхо-

димы сохранение и, быть может, адаптация и воспроизводство). В тер-

минах системотехники [98, 119] активные системы с внутренним целе-

полаганием являются системами, состоящими из систем (system of 

systems, SoS), относящимися к классам коллаборативных (collaborative) 

или виртуальных (virtual); 

- искусственные, создаваемые некоторым субъектом для достиже-

ния его целей. В терминах системотехники [98, 119] активные системы 

с внутренним целеполаганием являются управляемыми (directed SoS) 



6 

или оповещаемыми (acknowledged SoS) извне системами, состоящими из 

систем. 

В зависимости от наличия выделяемого в явном виде субъекта, 

можно различать субъектные (осуществляющие собственную деятель-

ность, единообразно описываемую методологией комплексной деятель-

ности (МКД) [6] для любого вида этих систем) и бессубъектные си-

стемы (последние сами по себе деятельности не осуществляют; точнее 

говоря их «деятельность» является совокупностью деятельностей со-

ставляющих их элементов соответствующего коллективного субъекта). 

Получаем три варианта (из четырех возможных комбинаций один 

вариант логически противоречив), примеры реализаций которых приве-

дены в Табл. 1. 

 

Табл. 1 Классификация систем 
 Естественные 

системы 
(внутреннее 

целеполагание) 

Искусственные 

системы 

(внешнее целеполагание) 

Субъектные 
системы 

Индивид 

Организация 

Предприятие 

Государство 

Частный случай: индивид-

сотрудник, у которого 

внутренние мотивы согла-

сованы с внешними це-

лями 

Бессубъектные 
системы 

Социальные 
общности: 

Группа 
Семья 

Род 
Племя 

Общество 
Этнос 
Народ 

Экономические 
общности: 

Рынок 
Набор независимых 
взаимодействующих 

экономических 
субъектов 

_______ 
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Естественные системы включают в качестве своих составляющих 

естественные системы (пример - любая социальная общность включает 

индивидов) и искусственные системы (пример – рынок). Искусственные 

системы также могут включать в общем случае в качестве своих состав-

ляющих и естественные системы (пример – индивиды и их группы, ра-

ботающие на предприятии), и искусственные системы (пример – подси-

стемы предприятия). В общем же случае активная система (АС) может 

включать в себя индивидов и другие АС – см. Рис. 2.  

 

АС

Индивид

Тело, 
организм

Психика

Эксплицитно 
транслируемый 

индивидуальный 
опыт

Имлицитно 
транслируемые 

компоненты

состоит из

Вещественные 
составляющие АС 

(помимо тел, 
организмов, 
индивидов)

Культура

состоит из

Нетранслируемые 
компоненты

Эксплицитно 
транслируемый 
общественный 

опыт

Имлицитно 
транслируемые 

компоненты

Нетранслируемые 
компоненты

 
 

Рис. 2. Структура активной системы 

 

3. Основания. Основаниями математической теории деятельности 

являются (см. Рис. 3): 

- методология; 

- психология деятельности и социальная психология; 

- теория принятия решений, теория игр и теория управления; 

- теория научения; 

- теория социальных систем. 

Рассмотрим кратко эти научные направления. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

Методология 
Теория принятия 
решений, теория 

игр и теория 
управления 

Теория 
научения 

Теория 
социальных 

систем 

Психология 
деятельности 
и социальная 
психология 

 
 

Рис. 3. Основания математической теории деятельности 
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3.1. Основания: методология. Рассмотрим развитие методологии 

как учения об организации деятельности (обзор и анализ других опреде-

лений и подходов можно найти в [41]). Выделим несколько последова-

тельных уровней ее результатов. 

Первые два уровня – качественные, содержат концептуальный уро-

вень (основные категории методологии и связи между этими категори-

ями) и уровень спецификации (детализации и конкретизации общих под-

ходов для различных видов деятельности). 

Третий уровень – структурный – является «качественно-количе-

ственным» и включает описание (в т.ч. алгоритмическое) логической, 

причинно-следственной и процессной структур деятельности, а также 

процедур декомпозиции и агрегирования ее структурных элементов. 

Четвертый уровень – количественный – подразумевает построение 

и исследование математических моделей, т.е. описание деятельности в 

терминах измеримых факторов и связей между ними. Здесь существен-

ным является соотношение этих моделей с моделями, используемыми в 

других науках, не акцентирующих методологическую направленность, 

но исследующих, так или иначе, именно деятельность. Примерами явля-

ются теория принятия решений, теория игр, исследование операций, ма-

тематические модели в экономике, экологии, социологии и др. 

Описание эволюции методологии представлено в Табл. 2. Затенен-

ные строки в этой таблице являются предметом настоящей работы. 
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Табл. 2. Эволюция методологии 

Уровень Период Основные 

публикации 

Основное содержание 

Концептуальный 1930-80-е [4, 29, 58, 64, 

65] 

Деятельность как ключевая психологическая катего-

рия, отражающая взаимодействие и изменение лично-

стью себя и окружающего мира. Процессуальные ком-

поненты деятельности. Иерархическая структура 

деятельности. 

2000-е [36, 37] Процессуальные компоненты деятельности. Характе-

ристики и структура деятельности (на примерах обра-

зовательной и учебной деятельности). 

2000-е [41, 43] Общая методология: основания методологии, характе-

ристики деятельности, логическая структура деятель-

ности, временная структура деятельности. Специфика 

различных видов деятельности. 

2010-е [6] Методология комплексной деятельности, обладающей 

нетривиальной внутренней структурой, с множествен-

ными и/или изменяющимися целями, субъектом, тех-

нологией, ролью предмета в его целевом контексте. 

Спецификации 2000-е [35, 36, 37, 38, 

41, 42, 46] 

Методология научной [42], практической [41, 46], об-

разовательной [36, 41], учебной [37], игровой [35] и 

художественной деятельности [38]. 

2010-е [6] Методология комплексной деятельности искусствен-

ных (сложных организационно-технических) систем. 
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Уровень Период Основные 

публикации 

Основное содержание 

2020-е  Методология комплексной деятельности активных си-

стем (любых систем, включающих человека), в т.ч. – 

естественных (с внутренним целеполаганием). Мето-

дология креативной деятельности. 

Структурный 2010-е [6, 50] Методология комплексной деятельности: структурный 

элемент деятельности (см. Рис. 1); логическая, при-

чинно-следственная и процессная структуры деятель-

ности. Системная структура деятельности (см.  

Рис. 6). Управление и организация как деятельность. 

Количественный 1970-

2000-е 

[10, 11, 12, 49, 

82] 

Математические модели функционирования организа-

ционных/активных систем (в терминах действий и ре-

зультатов деятельности) и управления ими. 

2010-20-е [8, 7] Математические модели технологий деятельности. 

Модели опыта. 

2010-е [9] Модели многоэлементных, многоуровневых динами-

ческих активных систем и их жизненных циклов, 

включающих факторы: действие и результат деятель-

ности, а также (отдельно) технологии деятельности. 

2020-е [47, 50] Модели динамики психических и поведенческих ком-

понент деятельности. 

2020-е  Интегрированные математические модели деятельно-

сти. 
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Из анализа количественного уровня в Табл. 2 видно, что историче-

ски в математических моделях деятельности появлялись последова-

тельно такие факторы (и отвечающие им измеримые параметры): 

- действие, 

- взаимосвязанные действие и результат деятельности (поведенче-

ские компоненты деятельности); 

- технологии деятельности, опыт субъекта деятельности; 

- внутреннее состояние субъекта деятельности (отражающее психи-

ческие компоненты деятельности), частично – во взаимосвязи с дей-

ствием и результатом деятельности. 

Возникает вопрос, насколько исчерпывающим (полным) и неизбы-

точным (минимальным) является этот список, а также как взаимосвя-

заны эти факторы в общем и частных случаях? Ответ на этот вопрос да-

ется во второй главе. 

Проанализируем, какие из вышеперчисленных факторов исследу-

ются в различных отраслях науки, являющихся основаниями математи-

ческой теории деятельности (см. Рис. 3). 

3.2. Основания: психология деятельности и социальная психо-

логия. Основы целостной психологической теории деятельности со-

зданы великими советскими психологами М.Я. Басовым [4], С.Л. Рубин-

штейном [64] и А.Н. Леонтьевым [29]. В соответствии с их подходами 

(см. Рис. 4 и Рис. 5) индивид взаимодействует с внешним миром только 

(!) посредством деятельности: изменяет объекты внешнего мира посред-

ством внешней деятельности, воспринимает объекты внешнего мира че-

рез «деятельность восприятия» и общения (общение - взаимодействие 

субъектов, в котором происходит обмен рациональной и эмоциональной 

информацией, опытом [57]), осуществляет мышление, являющееся внут-

ренней деятельностью. 

Таким образом, деятельность – взаимодействие в общем случае ком-

плексного субъекта (индивида или группы) и объектов окружающего 

мира, в процессе которого субъект целенаправленно изменяет объекты 

окружающего мира и/или самого себя [29, 57] (см. Рис. 4). Человек лич-

ностью «не рождается, а становится в процессе деятельности и общения 

с другими людьми, посредством чего овладевает социальным опытом и 

умножает его» [57]. 
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выступает субъектом,
реализует, осуществляет

Объекты 
внешнего мира,

в т.ч. другие 
индивиды

влияет на,
изменяет

отражаются
посредством  влияет на, формирует

(компоненты личности) управляют,
регулируют, влияют,

используются

(комплексная) 
Деятельность Человек

как 
организм

Личность

Индивид

КД реализуется в формах:
1. Внешней КД, доступной для внешнего наблюдателя, в 
том числе общения.
2. Внутренней КД (например, мышления), в том числе Д. 
восприятия, которая «имеет в качестве своего продукта 
субъективный образ предмета».

Личность - человек как носитель 
сознания 

 
Рис. 4. Индивид и деятельность по А.Н. Леонтьеву 

 

В [50] предложена системная структура деятельности (см.  

Рис. 6), которая обобщает схему А.Н. Леонтьева, а также процессу-

альные схемы деятельности [41], и позволяет выделить следующие 

группы внутренних компонент деятельности: психические, процессу-

альные и поведенческие. 
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Личность

Целостность
Неделимость

Индивид

является
субъектом

Деятельность

Филогенетического и 
онтогенетического 

развития

Взаимодействия

Внешняя 
среда

с

во

Сознание

Интеграции процессов, 
осуществляющих 

жизненные отношения 
субъекта.

Общественные 
отношения

является
продуктом

вступает в

реализуются
в ходе

являются
реальным базисом

лежит в основе

является
продуктом

создаётся (посредством)

Двойственности: 
субъект природы и 
субъект общества

обладает
свойствами

Практическая 
деятельность, 

Внешняя

Мышление, 
Внутренняя 

деятельность

бывает

Потребности

управляют

связывает с
 внешним миром

Эмоции

регулируют являются
внутренним

условием

  сознание – рефлексия 
субъектом действительности, 
своей деятельности, самого 

себя

Мотив

Цель

Зона объективно 
адекватных целей

зависит от

опредмечиваются в

достигает

бывают

Биологические П.

Социальные П.

Успех

отражают
отношения

между

Восприятие
Чувственный 

образ
осуществляет

Представление

формирует

обобщаются в

обобщённый образ, который 
"записан" в памяти индивида

1. являются субъективными, активными, образами, 
принадлежащими объективно существующему 
субъекту;
2. субъективно отражают объективно существующие 
объекты внешнего мира.

 
Рис. 5. Теория деятельности А.Н. Леонтьева (основные категории и связи между ними) 
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СУБЪЕКТ 
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Рис. 6. Системная структура деятельности [50] 
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Процессуальные компоненты деятельности: 

потребность → мотив → цель → задачи → технология → 

→ действие → результат → рефлексия/оценка. 

Поведенческие компоненты деятельности: действие, состояние 

предмета деятельности / результат. 

Внешние компоненты деятельности: критерии, нормы, прин-

ципы, требования, условия.  

Ключевой компонент любой деятельности - технологии (в соот-

ветствии с [8, 41], технология - система условий, критериев, форм, 

методов и средств последовательного достижения поставленной 

цели), которые являются операциональным отражением проверен-

ного массовой практикой и систематизированного опыта практиче-

ской деятельности. Опыт, технологии и теория научения рассматри-

ваются ниже в разделе 3.4 введения и в главах 4 и 5. 

К сожалению, на сегодняшний день психологические теории де-

ятельности и социальная психология (см., например, [23, 30, 70] и др.) 

имеют немного взаимопроникновений. 

В [50] введена следующая «цепочка», отражающая полное пред-

ставление деятельности, начиная от отражения ее субъектом суще-

ственных параметров внешней среды и заканчивая результатом дея-

тельности: 

«внешняя среда → ощущение → восприятие (+ эмоции) → 

→ представление (+опыт) → мнение → 

→ убеждение (+ опыт + воля) → потребность → установка → 

→ мотив → цель → задачи → технология → 

→ действие → результат деятельности». 

На Рис. 7 приведено основывающееся на этой цепочке и детали-

зирующее модель СЭДа (см. Рис. 1) архитектурное представление 

внешней2 деятельности, а также соответствующие ей ключевые фак-

торы (действие, результат3, состояние, опыт и ресурсы; обозначены 

заглавными буквами курсивом), используемые ниже в математиче-

ских моделях деятельности. Отметим, что Рис. 1, Рис. 6 и Рис. 7 от-

ражают структуру дятельности, различаясь степенью детализации и 

акцентами. 

 
2 Напомним, что в зависимости от того, относится предмет деятельно-
сти к внешней (по отношению к субъекту деятельности) среде, или нахо-
дится «внтури субъекта», различают соответственно внешнюю и внут-
реннюю деятельность. 
3 Цели и задачи деятельности обычно формулируются в терминах дей-
ствия или/и его результата. 
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Рис. 7. Архитектурное представление деятельности (внешней) 
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3.3. Основания: теория принятия решений, теория игр и тео-

рия управления. Активность – способность к самостоятельному це-

леполаганию, выбору состояний/действий и рефлексии – является ба-

зовой характеристикой человека (активного элемента – АЭ). 

Опишем общую модель принятия решений активным элементом. 

В теории принятия решений [49, 53, 54], в теории выбора [1], в 

теории игр [56, 92, 109], в когнитивных науках [25, 93, 101], в мате-

матической экономике [34, 107, 108] и других науках, исследующих 

целенаправленное поведение человека, традиционно принимаются 

две гипотезы, которые и мы будем считать выполненными в дальней-

шем: 

1) гипотеза рационального поведения (ГРП) заключается в том, 

что АЭ с учетом всей имеющейся у него информации выбирает дей-

ствия, которые приводят к наиболее предпочтительным для него ре-

зультатам деятельности [49]; 

2) гипотеза детерминизма заключается в том, что АЭ стремится 

устранить (с учетом всей имеющейся у него информации) существу-

ющую неопределенность и принимать решения в условиях полной 

информированности4 [25]. 

В рамках гипотезы детерминизма АЭ, используя тот или иной 

принцип устранения неопределенности (то есть, используя: вычисле-

ние максимального гарантированного результата (МГР), математиче-

ское ожидание, отношение недоминирования, предположения о по-

ведении других АЭ и так далее – в зависимости от типа и вида 

неопределенности), переходит от предпочтений, зависящих от не-

определенных факторов, к предпочтениям, зависящим от его соб-

ственных действий, – к т.н. индуцированным предпочтениям. В рам-

ках гипотезы рационального поведения АЭ выбирает действия, 

наилучшие с точки зрения его индуцированных предпочтений (стре-

мится выбором действия максимизировать свою целевую функцию, 

в качестве которой может выступать гарантированное значение целе-

вой функции или математическое ожидание значений целевой функ-

ции). 

Пояснений в тексте ГРП требуют два понятия – «использование 

всей имеющейся информации» и «наиболее предпочтительные ре-

зультаты деятельности». 

 
4 Одним из вариантов решения при этом вполне может быть решение о 
целенаправленной рандомизации действий, например, посредством подбра-
сывания монеты или игральной кости. 
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Начнем со второго понятия. Существуют несколько способов за-

дания индивидуальных предпочтений. Наиболее распространены два 

из них: отношения предпочтения и целевые функции. Бинарное от-

ношение определяет для пары альтернатив, какая из них является 

«лучше»; целевая функция ставит в соответствие каждой альтерна-

тиве действительное число – выигрыш или полезность активного эле-

мента от этой альтернативы. В соответствии с гипотезой рациональ-

ного поведения АЭ выбирает альтернативу из множества «лучших» 

альтернатив. В случае целевых функций это множество является мно-

жеством альтернатив, на которых достигается максимум целевой 

функции; в случае бинарных отношений – множеством недоминиру-

емых альтерантив. 

Рассмотрим одного АЭ, принимающего решения о выбираемом 

им действии y A , где A – множество допустимых действий, на 

котором задана действительнозначная целевая функция 1: A → . 

ГРП имеет вид: ( ) max
y A

y


 → , а множеством рационального выбора 

будет множество действий, доставляющих глобальный максимум5 

целевой функции: ( , ( ))P A    = Arg max ( )
y A

y


 . 

В случае, когда целевая функция 1:z zA →  определена на 

множестве допустимых результатов деятельности zA , и известна 

однозначная технологическая функция : zR A A→ , определяющая 

зависимость результата деятельности АЭ от его действия, ГРП имеет 

столь же простой вид: ( ( )) maxz
y A

R y


 → . 

Ситуация усложняется, если предпочтения АЭ определены на 

множестве результатов деятельности, зависящих, помимо его дей-

ствий, от обстановки (включающей, в т.ч. параметры внешней среды; 

их частный случай – действия других АЭ): тогда в общем случае не 

существует однозначной связи между действием АЭ и результатом 

его деятельности. Поэтому, принимая решение о выбираемом дей-

ствии, АЭ должен предсказывать, к каким результатам могут приве-

сти те или иные действия (здесь существенна та информация, кото-

рую он имеет относительно обстановки), и анализировать 

предпочтительность соответствующих результатов деятельности. 

 
5 При использовании максимумов и минимумов предполагается, что они до-
стигаются. 
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Например, если АЭ несколько, то необходимо учитывать их вза-

имное влияние. В этом случае возникает игра – взаимодействие игро-

ков (участников некоторой системы), в котором выигрыш (значение 

целевой функции) каждого игрока зависит как от его собственного 

действия, так и от действий других игроков. Если, в силу гипотезы 

рационального поведения, каждый из игроков стремится выбором 

действия максимизировать свою целевую функцию, то понятно, что 

в случае нескольких игроков рациональные действия каждого из них 

зависят от действий других игроков. Набор таких рациональных дей-

ствий, то есть устойчивых и прогнозируемых исходов игры, называ-

ется решением игры (равновесием). В теории игр на сегодняшний 

день не существует единого понятия равновесия. Введение различ-

ных предположений о рациональном поведении игроков порождает 

различные типы равновесия, причем в одной и той же игре равнове-

сия одного типа могут существовать, а другого – нет. 

Каждому из n игроков (АЭ) поставим в соответствие функцию 

выигрыша Фi(y, ω), где 1( ,  ..., )n i

i N

y y y A A


=  =  – вектор дей-

ствий всех АЭ, }...,,2,1{ nN =  – множество АЭ. Следуя сложив-

шейся терминологии теории игр, будем называть вектор y ситуацией 

игры. Совокупность действий ) ..., , , ..., ,( 111 niii yyyyy +−− =  называется 

обстановкой игры для i-го АЭ. 

Выигрыш i-го АЭ зависит от его собственного действия, от об-

становки игры и от значения фактора неопределенности (ФН; ино-

гда фактор неопределенности называют состоянием природы) ω   

и описывается действительнозначной функцией выигрыша Фi (ω, y), 

где y = (yi, y–i). 

Рациональному поведению соответствует выбор игроками рав-

новесных действий (тип равновесия должен оговариваться в каждом 

конкретном случае) – максимизирующих целевую функцию по соб-

ственному действию при тех или иных предположениях об обста-

новке (определяющих тип равновесия). Следовательно, принцип при-

нятия i-м АЭ решения о выбираемом действии (при фиксированных 

обстановке и состоянии природы) можно записать следующим обра-

зом (BR обозначает наилучший ответ – Best Response) – рациональным 

является выбор действий из множества: 

BRi(ω, y–i) = Arg max
i iy A

 Фi(ω, yi, y–i), i  N. 
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В теоретико-игровых моделях можно условно считать, что об-

становка игры определяет значение ФН для рассматриваемого игрока 

(АЭ), то есть ωi = y–i, i  N, а результат деятельности будет один для 

всех игроков – ситуация игры, то есть zi = y, i  N. Информирован-

ность игрока и предположения, которые он использует, о поведении 

других игроков, отражают его принцип устранения неопределенно-

сти. Совокупность принципов устранения неопределенности, ис-

пользуемых игроками, порождает тип равновесия игры (принципу 

максимального гарантированного результата соответствует макси-

минное равновесие, принципу усреднения – равновесие Байеса, пред-

положению о фиксированной обстановке – равновесие Нэша и т.д.). 

Другими словами, субъективная (игровая) неопределенность, 

как правило, устраняется введением тех или иных предположений о 

принципах поведения участников системы, позволяющих (жела-

тельно, однозначно) доопределить выбираемые ими действия. То 

есть устранение субъективной неопределенности производится в два 

этапа: на первом этапе определяется концепция равновесия, на вто-

ром этапе определяется принцип выбора игроками конкретных рав-

новесных действий в случае, если последних несколько – гипотеза 

благожелательности, принцип гарантированного результата и т.д. – 

см. [49] и ниже. 

Таким образом, математическим моделям теории принятия ре-

шений и теории игр имманентны такие базовые категории, как дей-

ствие АЭ, результат его деятельности и неопределенность. 

Теоретико-игровые модели являются основой описания поведе-

ния управляемых субъектов в таких разделах теории управления ор-

ганизационными и социально-экономическими структурами, как 

теория активных систем (ТАС) [10, 11, 12, 69], теория иерархиче-

ских игр [18, 19, 20, 33], теория управления организационными систе-

мами (ТУОС) [49, 82] и теория дизайна механизмов (включающая в 

т.ч. теорию контрактов [101, 115] и теорию реализуемости [106, 

110]). В них используются обобщения вышеприведенной общей мо-

дели принятия решений на случай иерархических, динамических, ре-

флексивных и других видов игр между участниками АС (см. учебник 

[49]). 

Все эти научные направления учитывают активность субъектов 

и оперируют (с точностью до синонимов), как базовыми для себя, ка-

тегориями «действие» и «неопределенность», а также, естественно, в 

большинстве случаев учитывают (хотя бы на уровне ограничений) 

имеющиеся в распоряжении АЭ ресурсы. Кроме того, в теории 
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контрактов, в ТАС и в ТУОС в явном виде рассматривается зависи-

мость результата деятельности от действия АЭ. В ряде моделей ТАС 

и ТУОС, а также в теории реализуемости используется категория 

«типа» АЭ (параметра, отражающего его существенные параметры, в 

т.ч. свойства предпочтений), который в терминах настоящей работы 

называется внутренним состоянием АЭ. Тем не менее, отметим, что 

ни одно из вышеперечисленных научных направлений не рассматри-

вает категорию опыта и не учитывает в явном виде технологии дея-

тельности. 

3.4. Основания: теория научения. В подсистемах (АС или ин-

дивидах) выделим материальную составляющую (например, для ин-

дивида – его тело и материальные средства деятельности) и немате-

риальную (для индивида – психика, для коллективного 

субъекта - культура) – см. Рис. 2. Значительную часть нематериаль-

ных компонент составляет опыт, являющийся предметом теории 

научения. 

Под опытом понимают [40, 51, 57] (см. также четвертую главу 

настоящей работы): 

1) Совокупность практически усвоенных знаний, навыков, уме-

ний и привычек (индивидуальный опыт); 

2) Отражение в человеческом сознании объективного мира, об-

щественной практики, направленной на изменение мира (и обще-

ственно-исторический опыт, и индивидуальный опыт каждого от-

дельного человека). 

В зависимости от способов и средств фиксации и трансляции 

опыта (или даже шире – в случае индивида - компонентов психики, 

если относить к широко трактуемому опыту представления, убежде-

ния, отношения, мировоззрение личности и др.) можно различать (см. 

[7] и Рис. 2): 

- эксплицитно транслируемый опыт (explicit experience; формой 

передачи которого, как правило, является текст; пример – знания, 

технологии); 

- имплицитно транслируемый опыт (tacit experience, tacit 

knowledge; который передается, как правило, в невербализуемых и 

нетекстуальных формах; пример – убеждения, мировоззрение); 

- нетранслируемые компоненты, которые, м.б. и транслируются 

«биологически» (пример – биопсихические свойства личности; спе-

цифика физиологии индивидов, обусловленная климатом, ландшаф-

том и образом жизни), но настолько медленно, что в рамках настоя-

щего рассмотрения могут считаться неизменными. 
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Категория опыта тесно связана с такими категориями, как обра-

зование, технологии и культура – см. Рис. 8. 

 
 

Образование Технологии 

Культура 

ОПЫТ 

 
 

Рис. 8. Опыт и смежные категории 

 

Действительно, образование является развитием опыта [7] и 

включает в себя научение (научение - процесс и результат приобре-

тения индивидуального опыта [111]). Современный обзор математи-

ческих моделей научения можно найти в [1, 111], обзор моделей 

научения в теории автоматического управления – в [66]. 

Технологии являются операциональным отражением проверен-

ного массовой практикой и систематизированного опыта практиче-

ской деятельности [8]. 

Культура включает в себя [40]: 

– во-первых, объективные результаты деятельности людей (ма-

шины, технические сооружения, результаты познания (книги, произ-

ведения искусства, нормы права и морали и т.д.) – первый компонент 

культуры; 

– во-вторых, субъективные человеческие силы и способности, 

реализуемые в деятельности (ощущения, восприятия, знания, уме-

ния, производственные и профессиональные навыки, уровень интел-

лектуального, эстетического и нравственного развития, мировоззре-

ние, способы и формы взаимного общения людей и т.д.) – второй 

компонент культуры [67]. 

Предметные результаты деятельности человечества (первый 

компонент культуры) отражаются в формах общественного 
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сознания: язык (понимаемый в широком смысле – как естественный 

родной и иностранные языки, так и искусственные языки), обыден-

ное сознание, политическая идеология, право, мораль, религия (или 

антирелигия – атеизм), искусство, наука, философия [67]. 

Второй компонент культуры – субъективные человеческие силы 

и способности. Они выражаются в личностных знаниях, в том числе 

в образных, иногда неявных, которые не передаются словами (поня-

тиями), в умениях, навыках, в развитии тех или иных индивидуаль-

ных способностей, в мировоззрении каждого человека и т.д. [40]. 

Культура6: 

- «совокупность генетически ненаследуемой информации в об-

ласти поведения человека» (Ю.М. Лотман); 

- совокупность устойчивых форм человеческой деятельности 

(организационная культура); 

– совокупность принятых типовых норм деятельности (способ 

стандартизации и регуляции поведения) и соответствующих резуль-

татов. Основная функция культуры – воспроизводство и конструиро-

вание/развитие деятельности. 

Таким образом, культура может рассматриваться как обобщён-

ный и проверенный общественной практикой опыт [1, 40, 55, 63] – 

см. Рис. 2. 

Формирование опыта может происходить путем его самостоя-

тельного приобретения субъектом (индивидуальным или коллектив-

ным) в процессе своей деятельности или посредством освоения «чу-

жого» опыта в процессе учебной деятельности – см. Рис. 9. 

 

 
6 «Как зародыш в утробе матери повторяет в фантастически ускоренном 
масштабе времени всю эволюцию жизни на Земле протяженностью милли-
ард лет, так и растущий человек за 20 лет должен освоить культуру, ко-
торую человечество создавало 4 миллиона лет.» [40, с. 32]. 
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Формирование опыта 

Приобретение 
(самостоятельное) опыта в 

процессе деятельности – 
профессиональной (в т.ч. 

научной), учебной или 
игровой 

 

Освоение («чужого») опыта 
в процессе учебной 

деятельности 

Забывание 

 
 

Рис. 9. Формирование опыта 

 

Виды опыта перечислены в Табл. 3. 

 

Табл. 3. Виды опыта 

Уровень Опыт 

Социальная система Общественный 

Группа Коллективный 

Личность Индивидуальный 

 

Субъект в процессе своей деятельности может участвовать (см. 

Рис. 10) в: 

1) освоении общественного опыта; 

2) формировании/приобретении индивидуального опыта; 

3) освоении коллективного опыта; 

4) формировании коллективного опыта; 

5) формировании общественного опыта. 

Освоение общественного и/или коллективного опыта может 

условно рассматриваться как «обучение с учителем», а формирова-

ние индивидуального опыта – как «обучение без учителя». 
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1) Освоение 

общественного 

опыта 

Социальная система 

Субъект 
Другие 

субъекты … 

Предмет 

2) Приобретение 

индивидуального опыта 

5) Формирование 

общественного опыта 

3) Освоение 

коллективного опыта 

4) Формирование 

коллективного опыта 

1) Освоение 

общественного 

опыта 

ВНЕШНЯЯ СРЕДА 

 
Рис. 10. Индивидуальный, коллективный и общественный опыт 

 

Одной из задач настоящего исследования является создание об-

щей модели формирования опыта (см. главу 4), которая (или ее част-

ные случаи), во-первых, охватывала бы известные модели – см. об-

зоры в [7, 8, 111], и, во-вторых, адекватно и единообразно описывала 

бы все варианты (см. Рис. 10) формирования и освоения индивиду-

ального, коллективного и общественного опыта, транслируемого экс-

плицитно или имплицитно на различных уровнях деятельности (см. 

Табл. 4) любых классов систем (см. Табл. 1). Соответствующие ре-

зультаты приведены в четвертой главе. 

Отдельно следует упомянуть тесно связанные с приобретением 

и освоением опыта аспекты креативности деятельности (не только 

научной или художественной, но и любой практической; синоним – 

творчество, см. раздел 5.1 ниже), для которых ни адекватной концеп-

туальной теории, ни, тем более, математических моделей, на сегодня 

не развиты. Соответствующая попытка предпринимается в пятой 

главе. 

3.5. Основания: теории социальных систем. Отметим, что, во-

первых, человеческая деятельность может рассматриваться в рамках 
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АС разного уровня и масштаба – см. Табл. 4, и перспективной задачей 

МКД является их единообразное описание (за исключением, навер-

ное, двух нижних уровней). 

 

Табл. 4. Человеческая деятельность 
Уровень Типовой объект Доминирующая форма 

активности элементов 
Культурный Этнос, народ Воспроизводство 

и развитие деятельности 
Политический Государство, ин-

ститут 
Институционализация 
деятельности 

Экономический Организация, 
предприятие 

Коллективная практиче-
ская деятельность 

Социальный Общество Коммуникативная 
деятельность 

Группа, коллек-
тив; семья, род, 
племя 

Коллективная практиче-
ская деятельность 

Психический Личность Индивидуальная практи-
ческая деятельность 

Индивид Внутренняя деятельность 
Биологический Организм Жизнедеятельность 
Физический Тело Движение 

 

Во-вторых, подчеркнем, что отнесение той или иной системы к 

конкретному классу зависит от аспекта ее рассмотрения. Так, напри-

мер, социальная группа сама по себе является бессубъектной есте-

ственной системой. Но при рассмотрении проблематики управления 

такой группой со стороны других субъектов (индивида, другой 

группы или государства), ее вместе с субъектом управления необхо-

димо рассматривать как субъектную искусственную систему. 

Для естественных бессубъектных систем системообразующим 

фактором служат механизмы функционирования (механизм - си-

стема, устройство, определяющие порядок какого-нибудь вида дея-

тельности [82]) этих систем, т.е. условия, принципы, нормы, требова-

ния и критерии оценки как деятельности составляющих системы по-

отдельности, так и их взаимодействия [6, 50]. 

Механизмы функционирования образуют многоуровневую си-

стему вложенных контуров обратной связи, определяющих зависи-

мость условий, принципов, норм и т.д. (в т.ч. – управляющих воздей-

ствий) от предыдущих и текущих результатов деятельности и 

факторов неопределенности. Механизмы функционирования бес-

субъектных систем, могут быть как «встроенными» - примерами 
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являются естественный отбор и конкуренция, так и «рефлексив-

ными» – примерами являются конфликты, распространение идей и 

др. Рефлексивные механизмы обеспечивают (само)управление та-

кими системами, а встроенные - саморегуляцию. 

Поэтому математическая теория деятельности должна, с одной 

стороны, отражать механизмы функционирования (включая эволю-

цию) как искусственных, так и естественных социальных систем. С 

другой стороны, она должна базировать как на эмпирическом, так и 

теоретическом базисе современных социальных теорий (к сожале-

нию, на сегодняшний день, единой целостной теории социальных си-

стем еще не возникло; см., например, удачный обзор в [63]). 

4. Модели и моделирование. Базовыми элементами математи-

ческой теории деятельности являются модели последней. Поэтому 

рассмотрим кратко известные требования, предъявляемые к моделям 

вообще [42], и конкретизируем эти требования применительно к мо-

делям деятельности. 

Модель – в широком смысле – любой образ, аналог (мысленный 

или условный: изображение, описание, схема, чертеж, график, план, 

карта и т.п.) какого-либо объекта, процесса или явления (оригинала 

данной модели). 

Любая модель, во-первых, соответствует некоторой парадигме, 

в рамках которой она порстроена; во-вторых, любая модель имеет 

следующую общую структуру (см. Рис. 11) - она содержит: 

• «входы» (совокупность существенных факторов/переменных); 

• предположения (относительно множеств допустимых значе-

ний факторов и связей между факторами7); 

• собственно «модель» (модель в узком смысле) – совокупность 

математически корректных преобразований и выводов (причинно-

следственных цепочек); 

• «выходы» (совокупность существенных факторов/перемен-

ных). При этом выходы модели могут как совпадать с ее входами 

(например, при описании динамики каких-либо процессов), так могут 

и отличаться от них (например, при исследовании влияния одних 

факторов на другие). 

Отметим, что любая модель: 

 
7 Следует признать, что к предположениям также следует отнести и вы-
бор состава факторов – то, что они адекватно описывают моделируемую 
систему, первоначально является гипотезой, проверяемой посредством 
сравнения результатов моделирования с действительностью или с норма-
тивной моделью. 
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1) имеет предмет – ту систему, которая моделируется, т.е. не бы-

вает «моделей всего»; 

2) использует абстрагирование, т.е. не бывает «моделей, учиты-

вающих всё»; 

3) является открытой (у нее есть входы и выходы, отражающие 

взаимодействие моделируемой системы с внешней средой, а также 

разделение причин и следствий), т.е. не бывает «моделей вообще»; 

4) содержит определенные предположения, т.е. не бывает «уни-

версальных моделей». 

 
 

МОДЕЛЬ 
(в узком 
смысле) 

Входы 
модели 

Предпо-
ложения 

Выходы 
модели 

 
 

Рис. 11. Общая структура любой модели 

 

Важнейшим достоинством математических моделей является то, 

что в них связь между входами и предположениями, с одной стороны, 

и выходами, с другой стороны, является однозначной и объективно 

верифицируемой – любой исследователь может повторить выкладки, 

проверить доказательства или повторить численный эксперимент. 

Другими словами, предположения совместно с моделью в узком 

смысле являются своеобразной «мясорубкой» – как говорят матема-

тики, «что заложишь, то и получишь». То есть, нельзя получить ре-

зультат (выход), не введя «нужных» для этого результата предполо-

жений и не обеспечив «нужные» входные значения. Искусство 

моделирования как раз и заключается в подборе модели в узком 

смысле и таких минимальных предположений и входов, которые бы 

приводили к нужному результату/выходу. Но это достоинство одно-

временно является и недостатком – общность результатов напрямую 

связана с общностью предположений - см. принцип соответствия в 

[6, 42]. 

4.1. Функции моделирования. Выделяют следующие функции 

моделирования [42]: 
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- дескриптивная функция; 

- объяснительная функция; 

- прогностическая функция; 

- нормативная функция. 

Дескриптивная функция заключается в том, что модели позво-

ляют компактно описывать наблюдаемые явления и процессы, выде-

ляя существенные (с точки зрения исследователя) их свойства. Дру-

гими словами, модели дают ответ на вопрос «как устроен 

интересующий нас фрагмент/аспект мира» - они позволяют описать, 

как будут изменяться выходы модели при тех или иных изменениях 

ее входов (см. Рис. 11). 

С дескриптивной точки зрения математическая теория деятель-

ности должна предоставлять удобный, компактный и выразительный 

язык ее качественного (согласованного с методологией и психологи-

ческими теориями деятельности) и количественного описания. 

Объяснительная функция заключается в том, что за счет абстра-

гирования модели позволяют достаточно просто объяснить наблюда-

емые явления и процессы (другими словами, они дают ответ на во-

прос «почему мир устроен так»). Успешные в этом отношении 

модели становятся компонентами научных теорий и являются эффек-

тивным средством отражения содержания последних (поэтому позна-

вательную функцию моделирования можно рассматривать как со-

ставляющую объяснительной функции). 

С объяснительной точки зрения математическая теория деятель-

ности должна количественно отражать известные в методологии за-

кономерности организации различных видов деятельности. 

В терминах Рис. 11 возможность проследить связь между входом 

и выходом зачастую дает возможность объяснить, почему выходы из-

меняются определенным образом при изменении входов. Эти ответы 

на вопрос «почему», совместно с используемыми в модели предпо-

ложениями, и выполняют объяснительную функцию.  

Прогностическая функция моделирования отражает его возмож-

ность предсказывать будущие свойства и состояния моделируемых 

систем, то есть отвечать на вопрос «что будет?». 

С прогностической точки зрения математическая модель должна 

позволять прогнозировать интересующие исследователя изменения 

выходов в зависимости от изменения входов. В том числе, она 

должна давать возможность проводить сценарный анализ, выявляя 

типовые реакции моделируемой системы на те или иные классы 

входных воздействий. 
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Нормативная функция моделирования заключается в получении 

ответа на вопрос «как должно быть?» – если, помимо состояния си-

стемы, заданы критерии оценки ее состояния, то за счет использова-

ния оптимизации возможно не только описать существующую си-

стему, но и построить ее «целевой», нормативный образ – 

желательный с точки зрения субъекта, интересы и предпочтения ко-

торого отражены используемыми критериями. Перевод системы из 

текущего состояния в целевой является управлением, поэтому норма-

тивная функция моделирования имманентна задачам управления. 

Применительно к математической теории деятельности, ее нор-

мативная функция должна заключаться в возможности строить мо-

дели оптимальной (наиболее эффективной при заданных ограниче-

ниях) деятельности. Желательно при этом, чтобы соответствующие 

результаты были конструктивными, т.е. формулируемыми в терми-

нах конкретных рекомендаций к формам организации деятельности, 

ее структуре, целеполаганию и т.д. 

4.2. Требования, предъявляемые к моделям. Для того чтобы 

создаваемая модель соответствовала своему назначению, недоста-

точно создать просто модель. Необходимо, чтобы она отвечала ряду 

требований, обеспечивающих ее функционирование [42]. Невыпол-

нение этих требований лишает модель ее основных свойств. 

Первым требованием является ингерентность, то есть достаточ-

ная степень согласованности создаваемой модели со средой, чтобы 

создаваемая модель была согласована с научной средой, в которой ей 

предстоит функционировать. 

Другой аспект ингерентности модели состоит в том, что в ней 

должны быть предусмотрены не только «стыковочные узлы» со сре-

дой (интерфейсы), но, и, что не менее важно, в самой среде должны 

быть созданы предпосылки, обеспечивающие функционирование со-

здаваемой модели. 

Применительно к математической теории деятельности инге-

рентность означает, во-первых, соответствие математических моде-

лей деятельности основаниям этой теории – методологии, психоло-

гии деятельности и др. – см. Рис. 3 и раздел 3 введения. Во-вторых, 

входы и выходы различных математических моделей деятельности 

(см. Рис. 11) должны быть «состыковываемы» между собой, а также 

с входами/выходами моделей (не обязательно математических) из 

смежных отраслей знания. 
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Второе требование – простота модели. С одной стороны, про-

стота модели – ее неизбежное свойство: в модели невозможно зафик-

сировать все многообразие реальных ситуаций. 

С другой стороны, простота модели неизбежна из-за необходи-

мости оперирования с ней, использования ее как рабочего инстру-

мента, который должен быть обозрим и понятен. 

С третьей стороны, есть еще один, довольно интересный и непо-

нятный пока, аспект - требование простоты модели, который заклю-

чается в том, что, как правило, чем проще модель, тем она ближе к 

моделируемой реальности и тем она удобнее для использования. 

Требование простоты, применительно к математическим моде-

лям деятельности, означает, во-первых, что последняя должна опи-

сываться (но описываться адекватно – см. следующее требование) 

минимальным набором факторов/переменных. Во-вторых, если су-

ществуют несколько вариантов предположений, позволяющих полу-

чать одни и те же «причинно-следственные» цепочки от входа мо-

дели к ее выходу, то следует предпочесть наиболее простой вариант. 

И, наконец, в-третьих, если различные модели в узком смысле 

(например, использующие различный математический аппарат) при-

водят к одним и тем же результатам, то следует использовать наибо-

лее простую из них. 

Третье требование, предъявляемое к модели – ее адекватность. 

Адекватность модели означает, что она достаточно полна, точна и ис-

тинна. Достаточно не вообще, а именно в той мере, которая позволяет 

достичь поставленной цели. В каждом конкретном случае жела-

тельно вводить конкретную меру адекватности модели, то есть опре-

делять способ сравнения разных моделей по степени успешности до-

стижения цели с их помощью. 

Таким образом, существуют три основных требования, предъяв-

ляемых к моделям (см. Рис. 12): ингерентности, простоты и адекват-

ности, которые соответствуют отношениям модели с тремя осталь-

ными «участниками» процесса моделирования: со средой 

(ингерентность), с субъектом, создающим и/или использующим мо-

дель (простота), с моделируемой системой (адекватность). 
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Рис. 12. Требования, предъявляемые к моделям [42] 

 

4.3. Теория. Теория – высшая форма организации достоверного 

научного знания о некоторой совокупности объектов, представляю-

щая собой систему взаимосвязанных утверждений и доказательств и 

содержащая методы объяснения и предсказания явлений и процессов 

данной предметной области, то есть всех явлений и процессов, опи-

сываемых данной теорией [42]. 

В строении любой теории, взятой в общем, абстрактно-логиче-

ском виде, выделяют следующие основные компоненты [42]: 

1) исходную эмпирическую основу теории, в которую входит 

множество зафиксированных в науке (в данной ее отрасли) фактов, 

проведенных экспериментов и пр., которые, хотя и получили уже не-

которое описание, но еще ждут своего объяснения, теоретической ин-

терпретации; 

2) исходную теоретическую основу теории – множество допу-

щений, постулатов, аксиом, общих законов, принципов теории; 

3) логику теории – множество допустимых в рамках теории пра-

вил логического вывода и доказательства; 

4) совокупность выведенных в теории следствий, теорем, утвер-

ждений, принципов, условий и т.д. с их доказательствами – наиболь-

шая по объему часть теории, которая и выполняет основные функции 

теоретического знания, составляя «тело» теории, ее основное содер-

жание. 

Применительно к математической теории деятельности данные 

компоненты имеют следующий вид: 

 

Модель 

Среда 

Субъект 

Моделируемый 

объект 

ИНГЕРЕНТНОСТЬ 

ПРОСТОТА 

АДЕКВАТНОСТЬ 
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1) основой теории являются эмпирические и теоретические ре-

зультаты ее оснований - см. Рис. 3 и раздел 3 введения; 

2) исходную теоретическую основу теории составляет общая ма-

тематическая модель деятельности, рассматриваемая во второй главе 

ниже; 

3) логика теории соответствует принятым в используемом мате-

матическом аппарате (дифференциальные и разностные уравнения, 

теория вероятностей, теория игр) методам доказательств и правилам 

вывода; 

4) совокупность «следствий» составляют конкретные модели де-

ятельности, являющиеся частными случаями общей математическая 

модели деятельности (см. Табл. 6 и описание частных моделей ниже 

в главах 3-7), а также полученные в рамках этих моделей формальные 

утверждения и содержательные выводы. 

5. Цель, задачи и структура изложения. Общие требования к 

моделям (раздел 4 введения) и соответствие с основаниями матема-

тической теории деятельности (см. разделы 3.1-3.5 введения) позво-

ляют констатировать, что актуальной целью исследований является 

построение комплекса математических моделей8 деятельности, кото-

рые бы удовлетворяли, как минимум, следующим требованиям: 

- базирование на современных качественных результатах кон-

цептуального и структурного уровней методологии (см. Табл. 2); 

- учет минимальной полной совокупности измеримых факторов, 

описывающих любую деятельность; 

- наличие общей математической модели деятельности, позволя-

ющей «генерировать» и исследовать частные модели посредством де-

тализации и спецификации ее элементов; 

- операциональность, идентифицируемость и комлексируемость 

частных математических моделей, в т.ч. – возможность алгоритмиче-

ского или аналитического (желательного) нахождения зависимостей 

между параметрами модели; 

- соответствие результатам, полученным в смежных отраслях 

научного знания (см. Табл. 6 и разделы 3.1-3.5 введения); 

- возможность получения новых результатов описания, объясне-

ния, прогнозирования поведения социальных систем и управления 

ими. 

 
8 Ответ на вопрос «зачем нужны модели?» мы подразумеваем известным 
– для описания, объяснения, предсказания и управления поведением модели-
руемой системы (см. раздел 4 введения). 
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Достижение этой цели может быть декомпозировано на следую-

щие задачи, детерминирующие, в том числе, структуру последую-

щего изложения материала настоящей работы (см. Рис. 13): 

- введение пространства состояний (набора факторов, шкал и 

диапазонов их значений) структурного элемента деятельности, вклю-

чающего субъект, предмет и процессуальные компоненты деятельно-

сти; установление и обоснование взаимосвязи между факторами и 

компонентами деятельности; классификация моделей деятельности, 

установление соответствия между элементами этой классификации и 

результатами смежных областей знаний (глава 1); 

- построение общей динамической модели деятельности, отра-

жающей взаимосвязь между всеми описывающими ее факторами 

(глава 2); 

- построение и исследование частных (в рамках введенной си-

стемы классификаций) математических моделей деятельности, учи-

тывающих следующие факторы (ниже в Табл. 6 жирным шрифтом 

выделены модели, соответствующие современному фронту про-

блем): 

• действие и результат деятельности (глава 3); 

• опыт и технологии деятельности (глава 4), включая креа-

тивность деятельности (глава 5); 

• состояние субъекта деятельности (глава 6); 

• ресурсы (глава 7); 

и их взаимосвязь. 

 
 

Классификация 
моделей деятельности 

(глава 1) 

Общая математическая 
модель деятельности 

(глава 2) 

Действие и 
результат 

деятельности 
(глава 3) 

Опыт и 
технологии 

деятельности 
(главы 4 и 5) 

Состояние 
субъекта 

деятельности 
(глава 6) 

Ресурсы 
деятельности 

(глава 6) 
 

 

Рис. 13. Структура книги 
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Предложенный подход и общая математическая модель (глава 2) 

не только охватывают многие известные результаты теории управле-

ния организационными системами и теории автоматического управ-

ления (глава 3), но и позволяют получить принципиально новые ре-

зультаты в области моделирования (как по-отдельности, так и во 

взаимосвязи): процессов приобретения и освоения индивидуального 

и коллективного опыта (глава 4), креативной деятельности (глава 5), 

взаимовлияния поведенческих и психических компонентов деятель-

ности (глава 6), роли ресурсов деятельности (глава 7).  
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1. Классификация математических 
моделей деятельности 

 

Основываясь на архитектурном представлении деятельности, 

приведенном на Рис. 7, будем описывать комплексную деятельность 

(КД) в следующем пространстве состояний: 

1) действие (y); 

2) результат деятельности / состояние предмета деятельности 

(z); 

3) внутреннее состояние субъекта деятельности (тип) (r); 

4) опыт (v); 

5) ресурсы (d). 

Компонентами модели КД также являются: 

- предпочтения субъекта деятельности; 

- множества допустимых значений всех вышеперечисленных па-

раметров модели КД; 

- технологическая функция (отображение множеств допустимых 

действий субъекта, результатов деятельности его предшественников 

в технологической сети и значений факторов неопределенности во 

множество допустимых результатов его деятельности – см. ниже); 

- факторы неопределенности (ФН) (ω) и информация о них. 

Субъект деятельности, следуя традициям теории активных си-

стем (ТАС) [11, 12, 82] и теории управления организационными си-

стемами (ТУОС) [49], далее будем называть активным элементом 

(АЭ), подчеркивая тем самым его ключевое свойство – активность. 

Системы, включающие хотя бы одного АЭ, будем называть актив-

ными системами (АС). 

Соответствие между компонентами деятельности и элементами 

математических моделей КД АС устанавливается Табл. 5. 

 

Табл. 5. Компоненты деятельности АС 

и элементы её математических моделей 

Компонент деятельности Элемент модели 

компоненты структуры 

личности 

внутреннее состояние (тип), опыт 

критерии, нормы, 

принципы, требования, 

условия 

ресурсы, множества допустимых 

значений параметров модели, тех-

нологическая функция, 

факторы неопределенности, 

предпочтения субъекта 
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потребность 
внутреннее состояние 

предпочтения 
мотив 

цель 

задачи предпочтения 

действие 

технология опыт 

действие действие 

результат результат 

рефлексия/оценка внутреннее состояние 

предпочтения 

результат 

 

Перечисленные выше пять элементов пространства состояний 

позволяют рассмотреть 25 – 1 = 31 класс нетривиальных моделей (см. 

Табл. 6): 5 элементарных (включающих какой-либо один элемент) 

моделей; 10 моделей, учитывающих пару элементов; 10 моделей, 

учитывающих одновременно три элемента; 5 моделей, учитывающих 

одновременно четыре элемента; и одну полную/общую модель (см. 

М31 в Табл. 6) – учитывающую все пять элементов. 

В силу семантики элементов модели, не все комбинации логиче-

ски непротиворечивы. Так, например, действие является необходи-

мым для достижения результата. Поэтому модели, в которых не учи-

тываются действия, но учитывается результат деятельности, можно 

считать эквивалентными моделям с учитываемым действием, тожде-

ственно совпадающим с результатом, – соответствующие строки в 

Табл. 6 помечены серым цветом. Жирным шрифтом в Табл. 6 выде-

лены модели, требующие интенсивных систематических исследова-

ний. Из Табл. 6 видно, что некоторые классы моделей слабо исследо-

ваны или вообще почти не изучены. 

Между пятью факторами - элементами пространства состояний, 

описывающего деятельность, - возможны 10 попарных9 связей (см. 

их номера на Рис. 14). Рассмотрим их кратко. 

 

 
9 Несмотря на «причинно-следственную» природу, многие рассматривае-
мые связи двунаправленны (определяют пару отношений, реализуемых, 
быть может, в различные моменты времени). Кроме того, помимо попар-
ного взаимодействия, возможны и более сложные виды взаимовлияния фак-
торов (см. Таблицу 2 с перечислением 31 класса моделей). 
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Табл. 6. Классы математических моделей КД и смежные области знаний 

Номер 

модели 

Учитываемые 

элементы 

Области исследований 

М1 Действие Теория принятия решений, теория игр, ТАС [11, 12, 82], ТУОС [49], 

экспериментальная экономика. См. главу 3. 

М2 Результат = М1, дифференциальные уравнения, в т.ч. описывающие процессы 

конкуренции, естественного отбора и др. 

М3 Тип/внутреннее состояние Модели динамики внутренних состояний субъектов (модели соци-

альных сетей [87], модели конформного поведения [83] и др. – см. 

обзоры в [47, 66]; модели динамики представлений и отношений в 

математической психологии [90, 97, 117]). 

М4 Опыт Модели научения в математической психологии (см. обзоры в [8, 

111]), теории человеческого капитала [77], ТУОС и МКД [7]. См. 

модели О1-О12 в главе 4. 

М5 Ресурсы Модели распределения пассивных ресурсов в исследовании опера-

ций и математической экономике. Модели динамики количествен-

ных факторов в социологии, демографии, экологии и биологии. 

М6 Действие + Результат Теория контрактов [101, 115], ТУОС, календарно-сетевое планиро-

вание и управление (КСПУ) [1, 13], модели технологий, теория ор-

ганизация производства, теория автоматического управления [59, 

66]. См. также главу 3. 

М7 Действие + Тип ТАС (механизмы с сообщением информации и выбором действий 

[11, 82]), ТУОС (совместная динамика психических и поведенче-

ских компонент деятельности [47]). 
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Номер 

модели 

Учитываемые 

элементы 

Области исследований 

М8 Действие + Опыт Модели совместного научения группы субъектов [7, 45], оптимиза-

ции научения [7, 8]. См. также модель О5 в главе 4. 

М9 Действие + Ресурсы Исследование операций, теория игр, ТУОС [49]. См. также главу 7. 

М10 Результат + Тип = М7 

М11 Результат + Опыт = М8 

М12 Результат + Ресурсы = М9 

М13 Тип + Опыт Модели совместного научения группы субъектов, оптимизации 

научения с учетом индивидуальных особенностей [7]. См. также 

главу 4. 

М14 Тип + Ресурсы = М5 

М15 Опыт + Ресурсы = М21 

М16 Действие + Результат + Тип Теория контрактов, ТУОС (модели с внешней и внутренней неопре-

деленностью), ТУОС (совместная динамика психических и пове-

денческих компонент деятельности [47]). См. также раздел 6.3. 

М17 Действие + Результат + 

Опыт 

Модели научения в процессе деятельности [7, 45]. См. также мо-

дели О5, О13 и О14 в главе 4 ниже. 

М18 Действие + Результат + Ре-

сурсы 

Теория контрактов, ТУОС, экономика и организация производства. 

См. также главу 7. 

М19 Действие + Тип + Опыт См. также раздел 6.3.6 

М20 Действие + Тип + Ресурсы Исследование операций, ТУОС. 

М21 Действие + Опыт + Ресурсы  
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Номер 

модели 

Учитываемые 

элементы 

Области исследований 

М22 Результат + Тип + Опыт = М19 

М23 Результат + Тип + Ресурсы = М20 

М24 Результат + Опыт + Ре-

сурсы 

= М21 

М25 Тип + Опыт + Ресурсы = М29 (за исключением моделей конкуренции в биологических си-

стемах – см. обзоры, например, в [21, 22]) 

М26 Действие + Результат + Тип 

+ Опыт 

См. раздел 6.3.6. 

М27 Действие + Результат + Тип 

+ Ресурсы 

См. раздел 6.5. 

М28 Действие + Результат + 

Опыт + Ресурсы 

См. главу 7 ниже. 

М29 Действие + Тип + Опыт + 

Ресурсы 

 

М30 Результат + Тип + Опыт + 

Ресурсы 

= М29 

М31 Действие + Результат + Тип 

+ Опыт + Ресурсы 

См. главу 2 ниже. 
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Рис. 14. Параметры моделей деятельности и связи между ними 
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1. «Действие – ресурсы». Возможность осуществления действия 

может требовать тех или иных ресурсов (например, имеющееся у АЭ 

количество ресурса может ограничивать его множество допустимых 

действий – см. М9). С другой стороны, действие может быть направ-

лено на изменение состава и/или количества ресурсов. 

2. «Действие – опыт». Опыт, во многом детерминирующий тех-

нологию деятельности, соответственно детерминирует и возмож-

ные/необходимые действия. С другой стороны, действие может за-

ключаться в формировании и/или освоении нового опыта – см. [7] и 

М17. 

3. «Действие – состояние (внутреннее)». Внутреннее состояние 

АЭ во многом определяет его предпочтения (например, функцию по-

лезности или целевую функцию), в т.ч. на множестве допустимых 

действий. С другой стороны, выбор того или иного действия АЭ мо-

жет приводить к изменениям его внутреннего состояния – см. при-

меры в [47] и в шестой главе настоящей работы. 

4. «Действие – результат». Действие АЭ, при заданной техноло-

гической функции совместно с реализациями ФН и результатами де-

ятельности других АЭ, определяет результат деятельности АЭ – см. 

[5, 9] и М6. С другой стороны, отличие наблюдаемого результата от 

ожидаемого может побуждать АЭ к новым действиям. 

5. «Ресурсы – результат». Как и по отношению к действию, воз-

можность достижения требуемого (целевого) результата может тре-

бовать тех или иных ресурсов (например, имеющееся у АЭ количе-

ство ресурса может ограничивать его множество достижимых 

результатов – см. М9). Соотношение между достигнутыми результа-

тами, целью деятельности и требуемыми ресурсами характеризует 

эффективность деятельности – см. [6]. С другой стороны, результат 

может заключаться в изменении состава и/или количества ресурсов. 

6. «Ресурсы – опыт». Приобретение/освоение опыта может тре-

бовать соответствующих ресурсов. С другой стороны, наличие опыта 

позволяет более эффективно конкурировать за ресурсы (см. [7]) или 

расходовать их. 

7. «Ресурсы – состояние (внутреннее)». Состояние определяет 

отношение АЭ к наличию или отсутствию ресурсов. Можно предпо-

ложить, что имеющееся у АЭ количество ресурсов влияет на его внут-

реннее состояние. Подробных математических моделей, отражающих 
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взаимосвязь между этими факторами, на сегодняшний день практи-

чески не известно. 

8. «Результат – опыт». Как и по отношению к действию, опыт, во 

многом детерминирующий технологию деятельности, соответ-

ственно детерминирует и результаты деятельности. С другой сто-

роны, результат деятельности может заключаться в формировании 

и/или освоении нового опыта – см. [7] и М17. 

9. «Результат - состояние (внутреннее)». Внутреннее состояние 

АЭ во многом определяет его предпочтения (например, функцию по-

лезности или целевую функцию), в т.ч. на множестве возможных ре-

зультатов деятельности. С другой стороны, получение АЭ того или 

иного результата может приводить к изменениям его внутреннего со-

стояния – см. примеры в [47]. 

10. «Опыт - состояние (внутреннее)». Фактически, речь идет о 

взаимосвязи эксплицитно и имплицитно транслируемого опыта. Глу-

боких и содержательно интерпретируемых математических моделей, 

отражающих взаимосвязь между этими факторами, на сегодняшний 

день практически не известно (некоторые эффекты отражены ниже 

при рассмотрении модели М13). 

Перейдем к рассмотрению общей/полной математической мо-

дели деятельности (М31). 
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2. Общая математическая модель деятельности 
 

Расширим модель многоэлементной динамической активной си-

стемы с неопределённостью, описанную в [5, 7, 9]: введём в нее, во-

первых, понятие опыта как характеристики активного элемента 

(АЭ), определяющей его возможность выполнять комплексную дея-

тельность (КД), во-вторых, пассивные элементы (ПЭ), играющие 

роль ресурсов, состояния АЭ и/или предмета КД (состояние предмета 

КД характеризует ее результат). То есть, с одной стороны, от харак-

теристик опыта АЭ и свойств ПЭ зависит результат комплексной де-

ятельности АЭ, с другой – результат КД АЭ заключается, в том числе, 

в изменении его опыта и характеристик ПЭ. 

 

2.1. Состав и порядок функционирования 
Рассмотрим функционирование активной системы (АС), состо-

ящей из конечного числа n активных элементов (АЭ - элементов ак-

тивной системы, которые могут быть индивидами, или также АС) и 

конечного числа «пассивных» элементов (ПЭ) – вещественных, ин-

формационных, финансовых и других объектов, не обладающих 

свойством активного выбора. 

Предположим, что в процессе функционирования системы ак-

тивные элементы реализуют активный выбор – выбирают свои дей-

ствия (частный случай выбора – невыполнение действий), после чего 

под влиянием факторов неопределённости (ФН) реализуется резуль-

тат деятельности АЭ. Будем считать, что множество возможных 

действий каждого из АЭ конечно10, а результат деятельности АЭ за-

висит в общем случае от его действия, реализовавшихся значений 

ФН, характеристик опыта АЭ и свойств ПЭ, а также от действий и 

опыта других АЭ. Результатом деятельности АЭ могут являться, в 

том числе, изменения опыта и характеристик ПЭ. 

Функционирование АС будем рассматривать в дискретном вре-

мени, обозначая номер периода t и начиная их отсчёт с периода t = 0. 

Примем следующий базовый порядок функционирования АС в 

каждом периоде (Рис. 15): 

 
10 Отказ от предположения о конечности множеств возможных действий 
АЭ приведет к замене в выражениях для общей модели АС суммирования на 
интегрирование по соответствующей мере. 
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1. В начале каждого периода t каждый АЭ выбирает своё 

действие в текущем периоде независимо от других АЭ, не зная 

выбора других АЭ. 

2. Факторы неопределённости принимают текущие значения 

и становятся известны АЭ. 

3. Формируются результаты деятельности АЭ, что отража-

ется в изменениях характеристик опыта и характеристик ПЭ (со-

стояние АЭ, характеристики ресурсов и результат деятельно-

сти - состояние предмета этой деятельности) на конец периода. 

Полученные результаты зависят от характеристик опыта и харак-

теристик ПЭ на начало периода, выбранных действий и значений 

ФН. 

4. Осуществляется переход к следующему периоду t + 1. 

 

 
 

Рис. 15. Функционирование АС 

 

Для каждого АЭ заданы: функция полезности в каждом периоде, 

зависящая в общем случае от: действий АЭ, характеристик опыта и 

ПЭ на начало периода, значений ФН; а также целевая функция на рас-

сматриваемом временном горизонте, как композиция функций полез-

ности соответствующих периодов. Принимая решение, активные эле-

менты стремятся максимизировать свои целевые функции. 
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Конкретные предположения или ограничения относительно ин-

формированности АЭ на момент принятия ими решений будут рас-

смотрены в соответствующих частных задачах. 

 

2.2. Неопределённость 
Будем считать, что в каждом периоде каждый из АЭ встречается 

с одним из конечного числа K возможных значений ФН. В общем слу-

чае состояния ФН, наблюдаемые разными АЭ, отличаются друг от 

друга. Введём понятие комплексного состояния ФН, которое будем 

характеризовать совокупностью всех состояний ФН, с которыми 

сталкиваются все АЭ в периоде t. 

Комплексное состояние ФН представим вектором 

ωT(t) = (ω1(t), ω2(t), …, ωl(t), …, ωnK(t)) с бинарными элементами, зна-

чения которых формируются по следующему правилу. Пусть в теку-

щем периоде t ФН для i-го АЭ приняли состояние k(i), тогда единич-

ные значения примут элементы ωj(t), с номерами K (i – 1) + k(i), 

, остальные элементы примут нулевые значения. То есть, век-

тор ω(t) сформирован из n блоков по K элементов, и каждый блок от-

ражает состояние ФН, с которым столкнулся конкретный АЭ: еди-

ничное значение принял элемент ωj(t), порядковый номер которого в 

блоке, соответствующем данному АЭ, равен номеру состояния ФН, 

остальные элементы в блоке равны нулю. Очевидно, вектор ω(t) мо-

жет принимать одно из Kn значений, а также обладает свойствами 

( )
1

nK

l

l

t n
=

=  и ( )
( )1

1
iK

l

l i K

t
= −

= , 1,i n= . 

Через Ω будем обозначать множество возможных значений ком-

плексных ФН (оно, очевидно, состоит из Kn элементов). Век-

торы - элементы множества Ω - будем обозначать через ω и считать, 

что текущее состояние ω(t) наступает независимо от предыдущих, и 

все вероятности {pω(t)} наступления состояний ω являются общим 

знанием среди АЭ, очевидно ( ) 1p t



= . 

Частным является случай, когда состояния ФН, наблюдаемые 

каждым из АЭ, независимы друг от друга; обозначим через pik(t) 

1,i n=
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вероятность наблюдения i-ым АЭ k-го состояния ФН (

1

( ) 1 1
K

ik
k

p t , i ,n
=

 = ), тогда ( )
1

( ) ( )
n

ik i
i

p t p t
=

= . 

 

2.3. Опыт 
Пусть каждый АЭ в каждом периоде может выбрать и выполнить 

один из J элементов КД, для каждого из которых существует извест-

ная АЭ технология (система условий, критериев, форм, методов и 

средств последовательного достижения поставленной цели [6, 8, 41]). 

Опыт i-го АЭ на момент окончания t-го периода будем характе-

ризовать упорядоченным набором величин, элементами которого яв-

ляются бинарные переменные vijk(t), характеризующие создание 

и/или освоение i-ым АЭ технологии j-го элемента КД при k-ом состо-

янии ФН. Опыт всех АЭ будем описывать набором величин 

v(t) = {vijk(t); 1, ; 1, ;  1,i n j J k K= = = }, элементы которого будем по-

мечать тройным индексом и считать, что vijk(t) принимает значение 1, 

если к началу t-го периода i-й АЭ создал и/или освоил технологию j-

го элемента КД при k-ом состоянии ФН, в противном случае vijk(t) = 0. 

Будем обозначать через V множество возможных наборов v(t) (оче-

видно, V состоит из 2nJK элементов). Все возможные наборы из n J K 

бинарных величин (все возможные 2nJK сочетания из 0 и 1), составля-

ющие множество V, будем обозначать как v, их элементы - как vijk, 

1, ; 1, ;  1,i n j J k K= = = . Также обозначим 

qijk(t) = Pr(vijk(t) = 1) = E[vijk(t)] и q(t) = {qijk(t); 1, ; 1, ;  1,i n j J k K= = =

}. Тогда апостериори опыт всех АЭ в целом будем характеризовать 

опытом каждого из них - набором v(t), а оценку характеристик воз-

можного будущего опыта - набором q(t). 

Аналогично, характеристики всех ПЭ будем описывать векто-

ром ρT(t) = (ρ1(t), ρ2(t), …, ρM(t)) размерности M, на элементы которого 

не накладываем ограничений, а оценку будущих характеристик – рас-

пределением вероятностей состояний всех ПЭ к началу периода t бу-

дем описывать q*(s, t) = Pr(ρ(t) ∈ s), где s - некоторое подмножество 

множества допустимых значений вектора ρ(t). 
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2.4. Активный выбор 
Будем считать, что перед началом каждого периода i-ый АЭ реа-

лизует активный выбор: выбирает действие - номер элемента КД, ко-

торый он будет выполнять, и, возможно, некоторые параметры задан-

ной технологии в течение очередного периода. Выбор действия yi(t) 

осуществляется из множества допустимых действий 

Ai({y(∙), ω(∙) | 0; t - 1}, {v(∙), ρ(∙) | 0; t}, t) : yi(t) ∈ Ai(∙), 
зависящего от времени и предыдущих значений действий y(∙), опыта 

v(∙), характеристик ПЭ ρ(∙) и ФН ω(∙). Здесь и ниже с помощью нота-

ции {x(∙) | t1; t2} будем обозначать упорядоченный набор значений од-

ной или нескольких величин x(∙), возможно, векторных, в течение 

промежутка периодов с номерами от t1 до t2, включая граничные пе-

риоды. 

Пока не вводим никаких допущений относительно природы эле-

ментов множеств Ai(∙). 
Обозначим номер выбранного элемента КД как j(yi(t)), вектор 

всех выбранных действий через yT(t) = (y1(t), …, yn(t)) и множество 

всех векторов – через A({y(∙), ω(∙) | 0; t - 1}, {ρ(∙), r(∙) | 0; t}, t), то есть 

y(t) ∈ A({y(∙), ω(∙) | 0; t - 1}, {v(∙), ρ(∙) | 0; t}, t) и 

A(∙) = A1(∙) × A2(∙) × …× An(∙). 

Пусть АЭ с номером i обладает функцией полезности 

φi(y(t), v(t), ρ(∙), ω(t), t), принимающей неотрицательные значения, 

распределением дальновидностей δi(t) и целевой функцией11 

(1) Фi({y(∙), v(∙), ρ(∙), ω(∙) | 0; t}) =  

= ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

( )
t

i i y , ,v , ,


         
=

 . 

Предполагаем, что, выбирая yi(t), АЭ стремится максимизиро-

вать значение Фi(∙) своей целевой функции (1), учитывая при этом (в 

рамках своей информированности) свои текущие действия и опыт, те-

кущее состояние ПЭ, информацию о свойствах ФН, о выборе дей-

ствий и об опыте других АЭ. 

Выбор yi(t) происходит в условиях неопределённости, которая 

должна быть устранена. В настоящей работе для устранения неопре-

делённости при принятии решений используем метод вычисления 

 
11 В настоящей работе принята независимая внутри глав нумерация фор-
мул. При ссылке на формулу из другой главы перед номером формулы через 
точку указывается номер главы. 
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ожидаемой полезности, однако полученные результаты могут быть 

основаны и на иных методах, например, гарантированного резуль-

тата, с соответствующими корректировками формальных соотноше-

ний. 

Как было отмечено выше, конкретные предположения или огра-

ничения относительно информированности АЭ на момент принятия 

ими решений рассматриваются в соответствующих частных задачах. 

Частным случаем решения любого из АЭ является отказ от уча-

стия в АС в данном периоде выбор действия yi(t) = y0, в этом случае 

φi(y
0, v(t), ρ(t), ω(t), t) соответствует резервной полезности, зависящей 

от времени и предыдущих значений действий y(∙), опыта v(∙), харак-

теристик ПЭ ρ(∙) и ФН ω(∙), аналогично множеству возможных дей-

ствий. 

При всех остальных решениях yi(t) ≠ y0 АЭ выполняет j(yi(t))-й 

элемент КД, следуя соответствующей технологии. 

 

2.5. Деятельность активных элементов 
После выбора действия в периоде t i-ый АЭ сталкивается с k-ым 

состоянием ФН, то есть ωl(t) = 1, и между l и парой <i; k> существует 

взаимно однозначное соответствие l = (i – 1) K + k (по определению 

вектора ω(t)). 

Предположим, что состояние ПЭ эволюционирует под воздей-

ствием выполнения КД каждым из АЭ в зависимости от состояния 

ПЭ ρ(t), выбранных действий y(t), опыта v(t) и значений ФН ω(t), и эта 

зависимость описывается агрегированной технологической функцией 

всей АС R(∙): 
(2) ρ(t + 1) = R(ρ(t), y(t), v(t), ω(t), t) =  

= (R1(∙), …, Rm(ρ(t), y(t), v(t), ω(t), t), …, RM(∙))T, 

где Rm(ρ(t), y(t), v(t), ω(t), t) - известные функции. 

То есть ρ(t + 1), образно говоря, является «результатом КД всех 

АЭ в течение периода t». 

Обозначим множество возможных значений вектора ρ(t) после 

каждого периода t через Ξ(t). 

Вектор-функция R(∙) задаёт отображение 

Ξ(t) × A(∙) × V × Ω → Ξ(t + 1), тогда для каждого значения вектора 

ρ(t + 1) существует его прообраз на Ξ(t) × A(∙) × V × Ω - произведении 

множеств возможных значений аргументов вектор-функции R(∙), бу-

дем обозначать прообраз как R-1(∙), то есть 
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(3) R-1(ρ, t + 1) = {s ∈ Ξ(t),  y ∈ A(∙), v ∈ V, ω ∈ Ω | R(s, y, v, ω, t) = ρ}. 

На основании введённых выше вероятностных моделей ФН и вы-

полнения КД, а также модели динамики ПЭ (2)-(3), запишем рекур-

рентное соотношение для распределения вероятностей состояний 

ПЭ: 

(4) q*(s, t + 1) =
  ( )1

; ( ); ; ; 1

( ) ( , ) ( , )( )
y t v R s t

*
vp t tq q t

 


 

−
 +

  = 

= Q*(y(t), q(t), q*(ρ, t)). 

где суммирование выполняется по прообразу s - всем наборам 

{ρ; y(t); v; ω} ∈ R-1(s, t + 1), π(v, q) - вероятность того, что бинарный 

набор примет значение v, когда вероятности освоения равны q, и 

π(v, q) =
1 ; 1 ;
1

( + (1 ) (1 ))
...n ...J
...K

v q v q   

 

= =
=

− − . 

Фактически, выражение (4) определяет оператор Q*(∙), переводя-

щий распределение q*(ρ, t) в q*(s, t + 1), параметрами которого явля-

ются выбор АЭ y(t) и их опыт q(t), то есть 

q*(s, t + 1) = Q*(y(t), q(t), q*(ρ, t), t). 

Задаваемая таким образом закономерность эволюции ПЭ содер-

жательно отражает и расходование ресурсов, и их создание/накопле-

ние, и другие эффекты, в том числе их уничтожение, если моделиру-

ется конфликт АЭ. 

 

2.6. Формирование опыта - создание и освоение техно-

логий 
Предположим, что одновременно и независимо (в вероятностном 

смысле) от успешности выполнения КД в течение периода t каждый 

i-й АЭ формирует опыт - создаёт/осваивает или утрачивает/забывает 

технологии, при различных значениях ФН. Освоение и забывание 

технологий различных элементов КД происходит независимо (в веро-

ятностном смысле) и друг от друга, и от успешности выполнения КД: 

• для технологии любого j-го элемента КД, неосвоенного при 

k-м значении ФН (vijk(t) = 0) происходит освоение (vijk(t + 1) = 1) 

с вероятностью 0 ≤ wijk(y(t), ρ(t), {v(∙)| t - τ; t}, ω(t)) ≤ 1, завися-

щей в общем случае от действий АЭ, состояния ПЭ, от времени 

и от текущего v(t) и τ предыдущих состояний опыта АЭ, а с веро-

ятностью 1 - wijk(∙) освоение не происходит (vijk(t + 1) = 0); 
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• для технологии любого j-го элемента КД, освоенного при k-

м значении ФН (vijk(t) = 1), происходит забывание (vijk(t + 1) = 0) 

с вероятностью 0 ≤ uijk(y(t), ρ(t), {v(∙)| t - τ; t}, ω(t)) ≤ 1, зависящей 

в общем случае от действий АЭ, состояния ПЭ, от времени и от 

текущего v(t) и τ предыдущих состояний опыта АЭ, а с вероятно-

стью 1 - uijk(∙) забывание не происходит (vijk(t + 1) = 1). 

Семантика рассматриваемой модели отражает возможность 

освоения активным элементом технологии, передачи опыта от одних 

элементов другим, забывание и/или устаревание опыта, в том числе 

благодаря эволюции внешней среды и повторной адаптации АС к из-

менениям внешней среды. 

При этом процесс освоения-забывания технологии для каждого 

состояния ФН каждым АЭ предполагается бинарным (состояния = 

<освоено | не освоено>) и случайным, что отражает неопределён-

ность процесса освоения-забывания. Сами факты освоения-забыва-

ния для разных АЭ и разных состояний ФН происходят независимо 

друг от друга. Предполагается, что в течение одного периода не мо-

жет происходить более одного события – освоения или забывания. 

Вместе с тем, зависимости вероятностей освоения и забывания от те-

кущих и предыдущих характеристик опыта всех АЭ в составе АС поз-

воляют отражать достаточно сложные закономерности поведения 

АС. Например, наблюдая одно состояние ФН, АЭ может в общем слу-

чае освоить (за счет передачи ему опыта другими АЭ) технологию де-

ятельности, соответствующую другому состоянию ФН. 

Запишем уравнения эволюции qijk(∙) вероятностей освоения и ма-

тематических ожиданий уровней освоения опыта/технологии, ис-

пользуя формулу полной вероятности: 

qijk(t + 1) = Pr(vijk(t + 1) = 1 | vijk(t) = 0)  Pr(vijk(t) = 0) + Pr(vijk(t + 1) = 1 | 

vijk(t) = 1)  Pr(vijk(t) = 1) = 

= Wijk(y(t), q(t)) (1 – qijk(t)) + (1 – Uijk(y(t), q(t))) qijk(t) = 

= Wijk(y(t), q(t)) + [1 – Wijk(y(t), q(t)) – Uijk(y(t), q(t))] qijk(t). 

где функции Wijk(∙) и Uijk(∙) имеют смысл вероятностей wijk(∙) освоения 

и uijk(∙) забывания, усреднённых по состояниям ФН с учётом их веро-

ятностей pω(t) и вероятностей состояний АЭ и ПЭ в текущий и преды-

дущие периоды, т.е. 

(5) qijk(t + 1) = Wijk(y(t), q(t)) + 

+  

 [1 - Wijk(y(t), q(t)) - Uijk(y(t), q(t))] qijk(t), 
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или в разностной форме 

Δqijk(t + 1) = Wijk(y(t), q(t)) - [Wijk(y(t), q(t)) + Uijk(y(t), q(t))] qijk(t), 

где 

(6) Wijk(y(t), q(t)) = 

= ( ) ( )
( ), ... ( ) ( )

(

 

0)

( ), ,{ }, ( , )( () ; ( ), ;) { ( ) }, < >

ijk

ijk

Xz t z t t

tz

*
z  t    t z  w y t | q t p t q t    | ijktt



  

    
−

 −

=



 −   −   , 

(7) Uijk(y(t), q(t)) = 

= ( ) ( )
( ), ... ( ) ( )

(

 

1)

( ), ,{ }, , )( ) ; ( ), ;( ) { ( ) }, < >(

ijk

ijk

Xz t z t t

tz

*
z  t    t z  u y t | q t p t q t    | ijktt



  

    
−

 −

=



 −   −   . 

где π({z(∙), q(∙)|t - τ; t)}, <ijkt>-) - условные вероятности того, что 

наборы бинарных элементов после периодов {t - τ; t} принимали зна-

чения z(∙) а вероятности освоения были равны q(∙), при условии, что 

элемент zijk(t) после t-го периода принял конкретное известное значе-

ние. Вероятности π(∙) вычисляются по формуле (8), где произведение 

берётся по всем кортежам <α; β; γ; s> кроме кортежа 

<α; β; γ; s> = <i; j; k; t>. 

(8)  

( )
1 ( ); 1 ;

1 ; 

; ; ; ; ; ;

( ) ( ) + (1 ( )) (1 ( ))
...N t ...I

...K s t ...t

s i j k t

z s q s z s q s
   

 
 
  

= =

= = −

  

− −=  . 

Таким образом, выражения (5)-(8) определяют оператор Q(∙), пе-

реводящий характеристики опыта q(t) в q(t + 1), параметрами кото-

рого являются выбранные действия АЭ y(t) и распределение характе-

ристик ПЭ q(t), то есть q(t + 1) = Q(y(t), q(t), q*(ρ, t)). 

Объединяя (4) и (5)-(8), будем говорить, что Q*(∙) и Q(∙) сов-

местно задают оператор {Q*(y(t), q(t), q*(ρ, t), t), 

Q(y(t), q(t), q*(ρ, t), t)}, характеризующий эволюцию АС в терминах 

опыта и действий активных элементов, а также характеристик пассив-

ных элементов. 

 

2.7. Оптимизационная задача 
Соотношения (4)-(8) описывают эволюцию распределений веро-

ятностей характеристик опыта активных элементов и характеристик 

пассивных элементов в зависимости от принимаемых каждым актив-

ным элементом решений (выбираемых действий) y(t). Целевые функ-

ции каждого АЭ на множестве возможных действий АЭ и 

( );{ ( ) },( ), < > z  t tq   k t| ij
−
=  −
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характеристик ПЭ заданы (1). Это позволяет рекуррентно вычислять 

математические ожидания целевых функций (1) каждого из АЭ при 

заданных начальных значениях v0 и ρ0 процессов v(t) и ρ(t) (или их 

начальных распределениях вероятностей q(0) и q*(r, 0)): 

(9) Ф*
i({y(∙) | 1; t}) = E{Фi({y(∙), v(∙), ρ(∙), ω(∙) | 1; t})] = 

=  
1

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), )
t

i i
E y v



         
=

 , 

где 

E[φi(y(τ), v(τ), ρ(τ), ω(τ), τ)] = 

= 
( ); ; 

( ( ), , , , ) ( ) ( , ) ( , ( ))
i

v V

*
y v p q qv



  

         
 

 , 

а распределение q*(s, t) и вероятности освоения qj(t) описываются (4) 

и (5). 

Соотношения (9) (вместе с (4)-(8)) позволяют формулировать и 

решать в различных постановках многошаговую задачу следующего 

вида: 

(10) Ф*
i({y(∙) | 1; t}) =  

=
( )  1 ;;

( ) ( ( ), , , , ) ( ) ( , ) ( , ( ))
t

i i

v V

*
y v vp q q



   

           
 = 

   → 
{ ( ) 1 }

max
|y   ; t

; 

при 

q(t + 1) = Q(y(t), q(t), q*(ρ, t)); 

q*(s, t + 1) = Q*(y(t), q(t), q*(ρ, t)). 

Задача (10) является многокритериальной ( 1,i n= ), поэтому 

необходимо доопределить, что понимается под её решением. Воз-

можны различные варианты – поиск Парето-оптимальной траектории 

действий АЭ, нахождение равновесия их игры того или иного типа и 

т.д. Некоторые из этих вариантов рассматриваются ниже. 

Частным случаем общей модели является ситуация, когда в каче-

стве вектора характеристик ПЭ ρ берется вектор (z, r, d), компонен-

тами которого являются результат деятельности z, состояние АЭ r и 

характеристики ресурсов d. Опять же, частным случаем будут урав-

нения динамики этих факторов (ср. с выражением (2)) 

(11) z(t + 1) = Rz(y(t), v(t), z(t), r(t), d(t), ω(t), t), 

(12) r(t + 1) = Rr(y(t), v(t), z(t), r(t), d(t), ω(t), t), 
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(13) d(t + 1) = Rd(y(t), v(t), z(t), r(t), d(t), ω(t), t). 

Порядок функционирования Рис. 15 при этом примет вид, приве-

денный на Рис. 16. 

 

 
 

Рис. 16. Функционирование АС в терминах факторов Рис. 14 

 

Конкретные модели КД различаются: видом целевых функций и 

моделей опыта АЭ, а также конкретизацией компонентов ( )zR  , ( )rR   

и ( )dR   технологической функции, фигурирующих в выражениях 

(11)-(13). 

Описанная в настоящем разделе модель является максимально 

общей (М31 в соответствии с Табл. 6), т.е. содержит минимум пред-

положений, но и не позволяет получить аналитических и/или кон-

структивных выводов. Но зато все остальные 30 моделей (см. Табл. 6) 

являются ее частными случаями. 

 

2.8. Последовательное принятие решений 
«Недостатком» базовой модели является то, что в ее рамках АЭ 

не могут принимать решения (и, соответственно, достигать тех или 

иных результатов своей деятельности) последовательно. Поэтому 

рассмотрим модели последовательного принятия решений и взаимо-

действия АЭ. 
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Рассматриваемые в настоящем разделе модели относятся к 

классу М6 – они учитывают взаимосвязь между действиями резуль-

татами деятельности как одного АЭ, так и взаимовлияние АЭ. 

Порядок функционирования. Рассмотрим АС, состоящую из 

конечного множества   АЭ. Пусть задан связный ориентированный 

граф без циклов - сеть G = ( , E) с правильной нумерацией (отсут-

ствуют дуги, идущие из вершины с большим номером в вершину с 

меньшим номером; для существования правильной нумерации вер-

шин графа достаточно отсутствия циклов [13]), вершины которой со-

ответствуют АЭ, а множество дуг E   ×  отражает логические, 

и/или «технологические» и/или причинно-следственные связи между 

АЭ. 

Введём индикатор активности 
0 0( , , ) ( ( , ))i i i i i iI t T t I t t T=   i-

го АЭ в момент времени t = 1, 2, … . 

Через N(i) = {j ∈   | (j; i) ∈ E} обозначим множество предше-

ственников i-го АЭ в сети G, i ∈  . Считаем, что сеть имеет множе-

ство 0     - входов и единственный выход – | | -ую вершину, от-

личающуюся тем, что конечной ценностью обладает только результат 

деятельности выхода сети – результат АС в целом. 

Введём разбиение { s } множества 0\   такое, что 



  (i, j) ∈ E: 1,s si j+  , т.е. в вершины из множества s  входят 

дуги только из вершин, принадлежащих множествам { j }, 

j ∈ {0; 1; …; s - 1}. Число s называется рангом вершины, принадлежа-

щей множеству s . Обозначим через S(G) минимально возможный 

максимальный (по всем вершинам) ранг сети G. Очевидно, 

( ) | | 1S G   − . Совокупность АЭ, принадлежащих одному множеству 

s  (имеющих один и тот же ранг), можно назвать «фронтом» в тер-

минах календарно-сетевого планирования и управления (КСПУ) или 

рассматривать как базовую АС, включающую АЭ, принимающих ре-

шения синхронно (см. пример 9 ниже). 

Порядок функционирования будем описывать совокупностью пе-

риодов активности {
0( , )i i it T , i } всех АЭ. То есть, порядок 
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функционирования характеризуется набором моментов начала дея-

тельности и ее продолжительностей для всех АЭ. 

Относительно информированности АЭ будем предполагать, что 

в любом периоде характеристики опыта АЭ и характеристики тех ПЭ, 

которые были активны или соответственно изменялись за все пред-

шествующие периоды, являются общим знанием для всех АЭ. 

Будем считать, что для любого АЭ имеет место: 

- АЭ, являющиеся входами сети G, начинают реализовывать 

свою деятельность в нулевой момент времени; 

- характеристики ПЭ его предшественников являются началь-

ными условиями для его ПЭ (например, результат деятельности пред-

шественника необходим для осуществления его деятельности); 

- для возможности активности АЭ в некотором периоде необхо-

димо, чтобы в предыдущем периоде были активны все его предше-

ственники – см. условие (14) – или они уже завершили свою деятель-

ность – см. условие (15). 

Данное предположение позволяет сформулировать условие не-

противоречивости порядка функционирования: 

(14)  t = 1, 2, … , 
0\i    0 0( , , ) ( , , 1)

i

i i i j j j

j N

I t T t I t T t


= − . 

Условие (14) является очень жестким, т.к. не предполагает «про-

стоев» и требует для каждого АЭ полной синхронизации окончания 

деятельности всех его предшественников и начала его собственной 

деятельности. 

Более мягким является следующее традиционное для кален-

дарно-сетевого планирования и управления (КСПУ) условие 

(15) 0\i    
0 0max { }

i

i j j
j N

t t T


 + , 

гласящее, что любой АЭ может начинать свою деятельность не ранее, 

чем завершат деятельность все его предшественники. 

Введённый формализм позволяет унифицировано описывать по-

следовательное (обусловленное технологическими ограничениями, 

отраженными сетью G) принятие решений АЭ. Последовательность 

(«порождаемая» сетью G) содержательно может отражать наличие: 

- организационной иерархии (логической структуры, структуры 

целей и задач [6]), в которой субъекты принимают решения «сверху 

вниз», определяя «правила игры» для нижестоящих субъектов [48]; 
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- технологических связей между АЭ (причинно-следственная, 

процессная структура [6]) [9]. 

Пример 2.1 (иерархическая игра, см. также пример 3.3). Опишем 

иерархическую игру Г1 [18] в терминах последовательного принятия 

решений. В ней   = {1, 2}, 1 {1} = , 2 {1} = , T1 = 1, T2 = 1, 
0

1 0t = , 

0

2 1t = , и такой порядок функционирования непротиворечив в смысле 

(14). Целевые функции и первого, и второго игроков (центра и АЭ 

соответственно) такие же, что и в примере 3.3. •12 

Продолжительность деятельности. Если заданы продолжи-

тельности { , i } деятельности всех АЭ и сеть G, то задача опре-

деления минимального срока однократного достижения всех резуль-

татов деятельности сводится к задаче о критическом пути в сети G, а 

самый ранний срок 
min

it  начала деятельности i-го АЭ равен длине 

максимального пути от входа сети до i-ой ее вершины. Так как нуме-

рация вершин сети G правильная и 
min 0it = , 

0i , то 

(16)  = 
minmax { }

i

j j
j N

t T


+ , 
0\i  , 

а длина критического пути равна 

(17) min ( , { , })iT G T i  = 
min

| | | |t T + . 

Пример 2.2 (производственная цепочка). Пусть АЭ связаны в 

производственную цепочку – в каждую вершину сети G входит ровно 

одна дуга от вершины с предыдущим номером. Непротиворечивым 

будет порядок функционирования 

(18) 
0

1 0t = , 
0 min

i it t=  = 
0

1 1i it T− −+ , 2, ..., | |i =  . • 

Пример 2.3 (циклическое функционирование). Описание взаимо-

связи АЭ сетью G может иметь несколько содержательных интерпре-

таций. Первая (и наиболее распространенная) – проект, состоящий из 

нескольких взаимосвязанных подпроектов/операций/работ, которые 

однократно выполняют соответствующие АЭ. Вторая интерпретация 

– регулярное (процессное) функционирование АЭ, взаимосвязанных 

технологически. Последний случай также охватывается рассматрива-

емой в настоящем разделе моделью порядка функционирования. 

 
12 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера или доказатель-
ства. 

iT

min

it
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Действительно, для заданной сети G в общем случае существует 

не единственный набор {
0 ,i it T , i }, удовлетворяющий условию 

непротиворечивости (14). Будем называть функционирование АС 

циклическим, если для каждого АЭ периоды активности повторяются 

через постоянный временной интервал. Например, в производствен-

ной цепочке (см. пример 2.2) для любого целого положительного 

числа сдвиг моментов начала работ (18) на это число не нарушит 

условия непротиворечивости порядка функционирования. • 

Пример 2.4 (последовательно-параллельное функционирование). 

Предположим, что все АЭ, принадлежащие множеству 
s  (находя-

щиеся на одном фронте сетевого графика [1, 13] или на одном уровне 

организационной иерархии [48]), начинают свою деятельность одно-

временно в момент времени s . Тогда эти АЭ могут рассматриваться 

как АС, описываемая базовой моделью – как один агрегированный 

АЭ, продолжительность деятельности которого равна max { }
s

s

j
j N

T T


= , 

0, ( )s S G= , для которого 
1

0

s
l

s

l

T
−

=

 . 

Время последовательного выполнения всей совокупности дей-

ствий, очевидно, равна 

(19) T(G, { , }iT i ) = 
( )

0

S G
s

s

T
=

 . 

Величина (19) является оценкой сверху длины критического 

пути в сети G, т.е. 

T(G, { , }iT i )   min ( , { , })iT G T i . • 

Краткие выводы. Общая модель деятельности, рассмотренная в 

настоящей главе, охватывает описание совместной деятельности не-

скольких АЭ, принимающих решения (выбирающих свои действия) в 

каждом периоде синхронно. 

Параметрами общей модели являются: 

- множество АЭ N; 

- множества {Ai} допустимых действий АЭ, ; 

- распределение pω(t) вероятностей комплексных факторов не-

определенности; 

i N
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- функции полезности АЭ {φi(y(t), v(t), ρ(t), ω(t), t), i N } и рас-

пределения {δi(t), i N } их дальновидностей; 

- технологические функции {Rm(ρ(t), y(t), v(t), ω(t), t), 1,m M= }. 

«Входами» общей модели являются: 

- начальный момент времени t0 (выше он для простоты считался 

нулевым); 

- продолжительность (число периодов) функционирования T; 

- начальные значения характеристик опыта v(t0) активных эле-

ментов; 

- начальные значения характеристик r(t0) пассивных элементов. 

«Выходами» общей модели являются уравнения динамики для 

периодов времени, принадлежащих множеству периодов активно-

сти 
0( , )t T  = {t0 + 1, t0 + 2, …, t0 + T} рассматриваемой АС: 

- характеристик пассивных элементов (2)-(4); 

- характеристик опыта (5)-(8) активных элементов; 

- действий активных элементов (10). 

Базовая модель охватывает как частные случаи (см. модели и 

примеры в главах 3-7 ниже): 

- модель простейшего структурного элемента деятельности [6], 

состоящего из единственной элементарной операции (глава 3); 

- принятие индивидуальных решений в условиях вероятностной 

неопределенности (глава 3); 

- теоретико-игровое некооперативное взаимодействие АЭ (глава 

3); 

- модели формирования и освоения опыта (глава 4); 

- модели креативной деятельности (глава 5); 

- модели совместной динамики внешних и внутренних компо-

нент деятельности (глава 6). 

Исследование ряда частных моделей М1-М30 (см. Табл. 6) также 

приводится ниже в главах 3-7. 

  



62 

3. Действие и результат деятельности 
 

В настоящей главе рассматриваются ряд частных моделей - М1, 

М2 и М6 (см. Табл. 6) - и примеров 3.1-3.6, в которых основное вни-

мание уделяется таким элементам пространства состояний, описыва-

ющих деятельность, как действие и результат деятельности 

Пример 3.1 (СЭД с одним недальновидным субъектом). Исполь-

зуя введённый выше формализм, опишем реализацию жизненного 

цикла структурного элемента КД (СЭД), представленного в разделе 

5.2 и таблице 10 работы [6]. 

Рассмотрим активную систему, состоящую из единственного АЭ 

(n = 1), играющего роль субъекта КД (в рамках данного примера ин-

декс, указывающий номер АЭ, будем опускать, если это не приводит 

к неоднозначности). 

АЭ может выбирать и выполнять один из J элементов КД, для 

каждого из которых существует известная АЭ технология. Будем счи-

тать, что АЭ недальновиден, то есть его распределение дальновидно-

стей имеет вид δ(1) = 1 и δ(t) = 0  t > 1, соответственно его целевая 

функция равна (см. также выражение (2.1)) 

Ф*(y(t)) = E{Ф(y(t), v(t), ρ(t), ω(t))] = E{φ(y(t), v(t), ρ(t), ω(t), t)]. 

Опишем выбор и реализацию КД в произвольном периоде t. 

Пусть после предыдущего периода t - 1 характеристики ПЭ и 

опыт АЭ приняли значения ρ0 = ρ(t - 1) и v0 = v(t - 1) соответственно. 

Предположим, что АЭ как субъект будущей КД зафиксировал 

спрос и осознал потребность (стадия I таблицы 10 [6]). Формализуем 

осознанную потребность и сформулированные цели как индикатор-

ную функцию ψ(ρ0, y, v0, ω0, t, Ψ), принимающую значение 1, если 

R(ρ, y, v, ω, t) ∈ Ψ, и значение 0, если R(ρ, y, v, ω, t)  Ψ, где Ψ - неко-

торое целевое множество Ψ значений характеристик ПЭ. В частном 

случае - если единственной целью АЭ является максимизация полез-

ности - можно выбрать Ψ = Ξ(t). 

Тогда целеполагание и структурирование целей и задач, а также 

формирование технологии (стадии II и III таблицы 10 работы [6]) бу-

дут заключаться в выборе действия y(t), которое наиболее выгодно 

АЭ – максимизирует его целевую функцию (совпадающую с функ-

цией полезности в одношаговой задаче) на целевом множестве. Дей-

ствие y(t) является решением относительно y оптимизационной за-

дачи (см. также выражения (2.1) и (2.10)) 


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(1) 
0 0 0 0( )=arg max{ ( , , , , ) ( ,  , , , ) ( )}

y A
y t y v t y, v t p t



     




 . 

Выбор действия (1) и реализация значения ФН приводит к ре-

зультату ρ(t), что соответствует стадии IV таблицы 10 [6]. 

Стадия V - Оценивание результата и рефлексия, таблицы 10 

[6] - заключается в сопоставлении и анализе y(t), ρ(t) и Ψ. 

В частном случае, когда неопределённость отсутствует и значе-

ние ω0 ФН в следующем периоде известно, результат КД детермини-

рован действием, а цель сводится к максимизации функции полезно-

сти, получаем следующую простейшую модель рационального 

поведения: 

(2) y(t) = arg max
y A

 {φ(y, v0, ρ0, ω0, t, Ψ)  ψ(ρ0, y, v0, ω0, t, Ψ)}. • 

Пример 3.2 (игра в нормальной форме). Покажем, что игра в нор-

мальной форме является частным случаем описанной выше общей 

модели функционирования активной системы. 

Рассмотрим АС, состоящую из n АЭ, которые могут выбирать и 

выполнять один из J элементов КД, для каждого из которых суще-

ствует известная АЭ технология. Предположим, что АЭ осуществ-

ляют выбор своих действий однократно, одновременно и независимо 

друг от друга. 

Будем считать, что все АЭ недальновидны, тогда их целевые 

функции в периоде t равны 

Фi
*(y(t)) = E[Фi(y(t), v(t), ρ(t), ω(t))] = 

= E[φi(y(t), v(t), ρ(t), ω(t), t)], i N . 

Пусть после очередного периода t - 1 характеристики ПЭ и опыт 

АЭ приняли значения ρ0 = ρ(t - 1) и v0 = v(t - 1) соответственно, а зна-

чение ω0 ФН в периоде t известно. 

Предположим, что каждый из АЭ зафиксировал спрос и осознал 

потребность в результатах КД, отражённые, как и в предыдущем при-

мере, индикаторными функциями предпочтения ψi(ρ0, y, v0, ω0, t, Ψi), 

тогда целевые функции АЭ примут вид 

φi(y, v0, ρ0, ω0, t) ψi(ρ0, y, v0, ω0, t, Ψi). 

Таким образом, в периоде t имеем: 

• множество игроков (активных элементов) N = {1, …, n}; 

• множества их допустимых действий yi ∈ Ai, i N ; 

• целевые функции АЭ 

φi(y, v0, ρ0, ω0, t) ψi(ρ0, y, v0, ω0, t, Ψi), i N . 
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Данная совокупность (совместно с предположением, что она яв-

ляется общим знанием среди игроков – АЭ) задаёт игру в нормальной 

форме, разыгрываемую недальновидными АЭ в периоде t. Дальше, на 

основе этой игры в нормальной форме, можно конструировать соот-

ветствующие повторяющиеся и динамические игры. • 

Пример 3.3 (иерархическая игра Г1). Трансформируем игру в 

нормальной форме в иерархическую игру типа Г1 [18]: пусть в актив-

ная система из примера 3.2 состоит из двух АЭ. Активный элемент с 

номером 1 будем называть центром, с номером 2 – активным элемен-

том, АС функционирует в течение двух последовательных периодов. 

Кроме того, множество возможных действий АЭ в первом периоде 

состоит из единственного элемента - действия, которое условно назо-

вём «ожидание», обозначим такое множество Aw = {yw}, а множество 

возможных действий центра во втором периоде также имеет вид Aw, 

центр и АЭ знают это условие. Распределение дальновидностей АЭ и 

центра одинаковы и равны δ(1) = 0, δ(2) = 1 и δ(t) = 0  t > 2. 

АС функционирует следующим образом: 

• в первом периоде центр выбирает некоторое действие y1 ∈ A1 

по своему усмотрению, действие АЭ безальтернативно и равно yw, ха-

рактеристики ПЭ изменяются как ρ(t) = R(ρ0, (y1; y
w), v0, ω0 t); 

• во втором периоде действие центра детерминировано yw, а АЭ 

выбирает некоторое выгодное для себя действие y2 ∈ A2, что позво-

ляет записать выражение для целевых функций АЭ и центра 

Ф*
i({y(∙) | 1; 2}) = φi((y

w; y2), v0, R(ρ0, (y1; y
w), v0, ω0 t), ω0, t). 

Данная совокупность (совместно с предположением, что она яв-

ляется общим знанием среди игроков - АЭ) задаёт иерархическую 

игру типа Г1. • 

Пример 3.4 (иерархическая игра Г2). Построим теперь иерархиче-

скую игру типа Г2, как гарантирующую управляющему органу макси-

мальный выигрыш среди всех иерархических игр [18]. Пусть в АС из 

примера 3 игра развивается в течение трёх периодов, множества воз-

можных действий АЭ в первом и третьем периодах, а центра во вто-

ром равны Aw, центр и АЭ знают это условие, их распределения даль-

новидностей одинаковы и равны δ(1) = 0, δ(2) = 0, δ(3) = 1 и δ(t) = 0  

t > 3. 

АС функционирует следующим образом: 

• в первом периоде центр формирует стратегию - функцию 

σ1(y2), σ1(∙): A2 → A1, отображающую множество допустимых 
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действий АЭ во множество допустимых действий центра, действие 

АЭ безальтернативно и равно yw, выбор стратегии, как и действие yw, 

никак не сказываются на характеристиках ПЭ, поэтому они не изме-

няются; 

• во втором периоде действие центра детерминировано yw, а АЭ 

выбирает некоторое выгодное для себя действие y2 ∈ A2, характери-

стики ПЭ изменяются согласно ρ(t + 1) = R(ρ0, (y
w; y2), v0, ω0 t); 

• в третьем периоде действие центра задано функцией σ1(y2), а 

действие АЭ - yw, что позволяет записать выражение для целевых 

функций АЭ и центра: 

Ф*
i({y(∙) | 1; 3}) = φi((σ1(y2); y

w), v0, R(ρ0, (y
w; y2), v0, ω0 t), ω0, t). 

Данная совокупность (совместно с предположением, что она яв-

ляется общим знанием среди игроков - АЭ) задаёт иерархическую 

игру типа Г2. • 

Пример 3.5 (совокупность СЭДов со многими субъектами). 

Комплексная деятельность, её субъект, технология и предмет, 

как правило характеризуются иерархическими, фрактальными отно-

шениями между элементами. Представленная выше общая модель 

АС в силу минимальности предположения о свойствах введённых 

функций, множеств их значений и множеств аргументов позволяет 

учесть фрактальность / иерархии КД. 

Следуя идеям [5, 9] и опираясь на рассмотренные выше примеры 

иерархических игр, рассмотрим АС из примеров 3.2-3.4, на множе-

стве АЭ которой задано несколько многоуровневых иерархий актив-

ных подсистем - АС, включающих АЭ и ПЭ. Предполагаем, каждая 

из иерархий 

• является многоэлементной АС, с одним центром, с ограниче-

ниями на совместную КД в форме технологии КД, динамическая [5]; 

• выполняет КД и накапливает опыт и делает это статистически 

независимо от других; 

• связана с другими иерархиями через единую совокупность ПЭ 

(см. Рис. 17). 
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Рис. 17.  Иерархии целей и активных элементов 

(АЭ и промежуточных центров) 

 

Иерархическая структура такой многоуровневой АС [5] задаётся 

иерархиями целей комплексной деятельности, осуществляемой АС 

(см. Рис. 17). Некоторые из целей КД не допускают или не требуют 

дальнейшей декомпозиции, обозначим их множество как 

А = {α1, …, αl}, l ≥ 2. Такие цели αi достигаются элементарными опе-

рациями, активные элементы (АЭ), реализующие элементарные опе-

рации, будем называть активными элементами (ссылаясь на конкрет-

ный экземпляр как на αi-АЭ). Для достижения всех остальных целей 

(их множество будем обозначать Β = {β1, …, βm}, m ≥ 2) формиру-

ются СЭДы, представляемые также в форме АС. Субъектов СЭДов, 

выступающих в роли центров таких АС (βi-подсистем), будем назы-

вать, следуя [5], промежуточными центрами, п-центрами или βi-цен-

трами. Согласно МКД активные элементы выполняют собственно це-

левую комплексную деятельность, в то время как п-центры 

осуществляют управление (включая организацию) КД – формируют 

СЭДы и реализуют их жизненные циклы, следуя «универсальному 

алгоритму управления» - процессной модели (раздел 2.1 работы [6]). 

Примеры 3.3 и 3.4 могут быть распространены на данную АС 

следующим образом. 

Пусть D - максимальная глубина всех иерархий в АС (максималь-

ная по всем αi-АЭ длина пути от вершины, соответствующей αi-АЭ, 

до корневой вершины, в примере 3.2 D = 0, в примерах 3.3 и 3.4 
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D = 1). Реализации иерархической игры типа Г1 (см. примеры 2.1 и 

3.3), отвечает следующее функционирование АС: 

• в первых D периодах п-центры последовательно, начиная с вы-

шестоящих, выбирают действия  в цикле по d от 0 до D – 1 

поочерёдно, причём делают это те βi-центры, длина пути от которых 

до корня иерархии равна d, действия АЭ и остальных п-центров без-

альтернативны и равны yw; 

• в D + 1-м периоде действия всех п-центров детерминированы 

yw, а АЭ выбирают некоторые выгодные для себя действия , 

что позволяет записать выражение для целевых функций АЭ и п-цен-

тров аналогично примеру 3.3. 

Примеру 3.4 (иерархическая игра типа Г2) соответствует следую-

щий механизм: 

• в первых D периодах п-центры последовательно, начиная с вы-

шестоящих, формируют стратегии в цикле по d от 0 до D – 1: пооче-

рёдно формирует стратегии - функции, отображающие множество до-

пустимых действий подчинённых им АЭ и п-центров во множество 

допустимых действий βi-центров, причём делают это только п-цен-

тры, длина пути от которых до корня иерархии равна d, действия АЭ 

и остальных п-центров безальтернативны и равны yw; 

• в D + 1-м периоде действия всех п-центров детерминированы 

yw, а АЭ выбирают некоторые выгодные для себя действия y2 ∈ A2; 

• в периодах с D + 2 по 2D + 1 в цикле по d, меняющегося от 

D – 1 до 0, действия п-центров, расстояние которых до корневых вер-

шин иерархий равно d, задано выбранными ранее стратегиями, а дей-

ствие АЭ и остальных п-центров - yw, что позволяет записать выраже-

ние для целевых функций АЭ и п-центров аналогично примеру 3.4. 

Задачи управления многоуровневыми динамическими АС рас-

сматриваются в [9], где получены достаточно общие результаты по 

декомпозиции взаимодействия АЭ (обеспечение выбора ими жела-

тельных для центра действий как равновесия в доминантных страте-

гиях их игры). • 

Пример 3.6 (система автоматического управления). Рассмот-

рим модель, в которой учитываются состояние предмета деятельно-

сти z (результат деятельности АЭ), а действие АЭ y является управле-

нием. Предположим, что динамика состояния предмета деятельности 

i i

y A
 


i i

y A
 

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(ср. выражения (3) и (2.11)) описывается дифференциальным уравне-

нием 

(3) . 

Выбор АЭ действия y = u(t) как функции времени соответствует 

программному управлению; выбор действия y = u(z) как функции со-

стояния предмета деятельности соответствует позиционному управле-

нию и т.д. 

  

( , , )z f z y =
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4. Опыт и технологии деятельности 
 

В настоящей главе предложена вероятностная модель13, едино-

образно описывающая формирование и освоение индивидуального, 

коллективного и общественного опыта на различных уровнях челове-

ческой деятельности. Рассмотрен ряд ее частных случаев [7], охваты-

вающих многие известные в математической психологии модели 

научения, а также модели разработки и освоения технологий, разви-

ваемые в рамках методологии комплексной деятельности [6, 8]. 

Изложение имеет следующую структуру. В разделе 4.1 вводится 

общая модель опыта, в разделе 4.2 приводится система классифика-

ций моделей опыта. В разделах 4.3 и 4.4 рассматривается ряд частных 

моделей формирования/освоения соответственно индивидуального и 

коллективного/общественного опыта. В раздел 4.5 посвящен моделям 

обучения в процессе работы. Модели О1-О12 относятся к классу М4, 

а модели О5, О13 и О14 – к классу М17 (см. Табл. 6). 

 

4.1. Общая модель формирования опыта 
Расширим в рамках общей модели второй главы модель науче-

ния, приведенную в разделе 3.3.4 книги [9], эффектами изменчивости 

внешней среды, приводящими к устареванию опыта или, что эквива-

лентно, забывания/утраты опыта, а также более сложного формиро-

вания опыта с учётом освоения опыта другими субъектами и взаимо-

действия субъектов14. 

 
13 Эта модель является частным случаем общей модели КД, описанной во 
второй главе, - ср. выражения (2.5)-(2.8) и (4.1)-(4.6). 
14 В предложенной модели эффект физиологического забывания опыта не 
будем отделять от эффекта отказа от ранее усвоенного опыта при появ-
лении новых технологий. Разделение двух вообще говоря разноприродных и 
разноскоростных эффектов – (1) объективного изменения технологий и вы-
званного этим жёсткого или мягкого (с учётом распределения параметров 
АЭ) отказа от опыта и (2) субъективного физиологического эффекта его 
забывания и, в общем виде, регулярной тенденции возрастных изменений па-
раметров познавательных характеристик АЭ позволит (при варьировании 
характеристик двух скоростей) анализировать ряд социальных эффектов 
(культурное взаимодействие поколений, снижение коллективного опыта (в 
том числе культуры) в революционные периоды и др. Данные эффекты мо-
гут стать предметом дальнейших исследований. 
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Пусть АС состоит из известного множества N = {1, …, n} актив-

ных элементов (АЭ - элементов активной системы, которые могут 

быть индивидами, или АС нижестоящего уровня). 

Будем считать, что в каждом периоде каждый из АЭ наблюдает 

одно из K возможных значений фактора неопределенности (ФН); в 

общем случае значения, наблюдаемые разными АЭ, отличаются друг 

от друга. Введём понятие «комплексного фактора неопределенно-

сти», его текущее состояние будем характеризовать совокупностью 

всех состояний, с которым сталкиваются все АЭ в периоде t. 

Комплексный ФН представим матрицей ( ) ( )ikt || t ||=ω  с бинар-

ными элементами ( ( ) {0;1}ik t  ). Пусть в текущем периоде t ФН для 

i-го АЭ принял состояние k(i), тогда единичные значения примут эле-

менты ωik(i)(t), остальные элементы примут нулевые значения. Оче-

видно, матрица ( )ik|| t ||  обладает свойством ( )
1

1 1
K

ik

k

t , i ,n
=

= = . 

Обозначим множество всех таких матриц через Ω (очевидно, его 

мощность равна Kn). Тогда на множестве Ω зададим распределение 

вероятностей состояний комплексного ФН среды, зависящее от вре-

мени {pω(t)} и считать, что текущее состояние ω(t) наступает незави-

симо от предыдущих. Определим функцию ι(ω) нумерации элементов 

множества следующим образом ι(ω) = 
1

1 1

n K
i

ik

i k

k n −

= =

 . 

Тогда ( )( ) ( ) 1p t p t  
  

   . 

Частным является случай, когда состояния, наблюдаемые каж-

дым из АЭ, независимы друг от друга; обозначим pik(t) вероятность 

наблюдения i-ым АЭ k-го состояния (
1

( ) 1 1
K

ik

k

p t , i ,n
=

 = ), также обо-

значим k(i) – номер состояния, наблюдаемого i-м АЭ, тогда

(i)

1

( ) ( )
n

ik

i

p t p t


=

= . 

Опишем состояние АС матрицей ( ) ( )ikt || v t ||=v , элементами ко-

торой являются бинарные переменные, которые характеризуют фор-

мирование опыта (освоение технологии – дальше в рамках математи-

ческой модели будем использовать этот термин) АЭ для различных 
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состояний ФН. Элемент vik(t) принимает значение 1, если после t-го 

периода i-ый АЭ сформировал/освоил опыт при k-ом состоянии ФН. 

Предполагаем следующий механизм эволюции АС в течение пе-

риода t + 1. 

Пусть комплексный ФН принял состояние ( 1)t +ω , при этом i-й 

АЭ сталкивается с k-ым состоянием ФН. Тогда (см. Рис. 3): 

• для любого неосвоенного i-м АЭ состояния ФН l (vil(t) = 0) про-

исходит формирование опыта (vil(t + 1) = 1) с вероятностью 

0 ≤ wikl({v(∙) | t - τ; t}) ≤ 1, зависящей в общем случае от времени и от 

текущего v(t) и τ предыдущих состояний АС, а с вероятностью 

1 - wikl({v(∙) | t - τ; t}) формирования опыта не происходит 

(vil(t + 1) = 0). Здесь и ниже с помощью нотации {v(∙) | t1; t2} будем 

обозначать предысторию - упорядоченный набор значений величин 

v(∙) в течение промежутка от периода t1 до t2 включая граничные пе-

риоды (если t2 = t1, то зависимость от предыстории отсутствует); 

• для любого освоенного i-м АЭ состояния ФН l (vil(t) = 1) проис-

ходит забывание опыта (vil(t + 1) = 0) с вероятностью 

0 ≤ uikl({v(∙) | t - τ; t}) ≤ 1, зависящей в общем случае от времени и от 

текущего v(t) и τ предыдущих состояний АС, а с вероятностью 

1 - uikl({v(∙) | t - τ; t}) забывания не происходит (vil(t + 1) = 1). 

 
 Период t 

Ранее 

освоено 

Реализация фактора 

неопределенности 

Ранее не 

освоено 

Освоено 

Забыто 

(не освоено) 

Освоено 

Не освоено 

1 - u 

u 

w 

1 - w 
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Рис. 18. Альтернативы в периоде t 

 

Семантика рассматриваемой модели отражает возможность фор-

мирования опыта, в т.ч. - освоения активным элементом технологии, 

передачи знаний от одних элементов другим, забывание и/или уста-

ревание знаний, в том числе благодаря эволюции внешней среды и 

повторной адаптации АС к изменениям внешней среды, отражаемым 

реализующимися значениями ФН. 

При этом процесс формирования-забывания опыта для каждого 

состояния ФН каждым АЭ предполагается бинарным (состояния = 

<освоено | не освоено>) и случайным, что отражает его неопределён-

ность. Сами переходы из одного состояния в другое для разных АЭ и 

разных состояний ФН происходят независимо друг от друга. Предпо-

лагается, что в течение одного периода не может происходить более 

одного события – формирования опыта или его забывания. Вместе с 

тем, зависимости вероятностей перехода из одного состояния в дру-

гое от текущего и предыдущего состояний всех АЭ в составе АС поз-

воляют отражать достаточно сложные закономерности поведения 

АС. Например, наблюдая одно состояние, АЭ может в общем случае 

сформировать (за счет передачи ему опыта другими АЭ) опыт, соот-

ветствующий другому состоянию ФН. 

Запишем уравнения (1)-(6) эволюции вероятностей освоения и 

математических ожиданий уровней сформированности опыта (см. 

также выражения (2.5)-(2.8)). Обозначим ( ) || ( ) ||ikt q t=q , где вероят-

ность того, что k-е состояние ФН освоено i-м АЭ после t-го периода 

qik(t) = Pr(vik(t) = 1) = E[vik(t)], тогда по формуле полной вероятности: 

(1) qik(t + 1) = Pr(vik(t + 1) = 1 | vik(t) = 0)  Pr(vik(t) = 0) + 

+ Pr(vik(t + 1) = 1 | vik(t) = 1)  Pr(vik(t) = 1) = 

= Wik(q(t)) (1 - qik(t)) + (1 - Uik(q(t))) qik(t) = 

=Wik(q(t)) + [1 - Wik(q(t)) - Uik(q(t))] qik(t). 

где функции Wik(v(t)) и Uik(v(t)) имеют смысл вероятностей wikl{∙} 

освоения и uikl{∙} забывания, усреднённых по состояниям ФН с учё-

том их вероятностей pm(t) и вероятностей состояний АС в текущий и 

предыдущие периоды: 

(2) ( )

( )
( )... (1

0
)

( )( ( )) ( ) { }( ) ; ( ), ;{ ( ) }, ,

n

ik

K

m imk

m
z t

ik

t t

W t  t    t  t    tt p t w | | i k


  − −

=
=

−

− =  − 
z z

zq qz , 



73 

(3) ( )

( )
.1

1
( ).. ( )

( )( ( )) ( ) { } { ( ) },( ) ; ( ), ; ,

n

ik

K

m imkik

t tm
z t

tU p t u | | it  t    t  t    t k


  − −

−=
=

−   −= 
z z

zq qz , 

где π(z(∙), q(∙)|t - τ; t), i-, k-) - условные вероятности того, что состояния 

АЭ после периодов {t - τ; t} принимали значения z(∙), а вероятности 

освоения были равны q(∙), при условии, что освоение технологии при 

k-м состоянии ФН после t-го периода приняло конкретное известное 

значение. Условные вероятности π(∙) вычисляются по формуле (4), 

где произведение берётся по всем кортежам <α; β; γ> кроме кортежа 

<α; β; γ> = <i; k; t>. 

(4) ( )
1 ; 1 ; ;

; ; ; ; ;

( ) ( ) ( ) + (1 ( )) (1 ( )){ ( ) }, ,( ), ;
...n ...K t ...t

s i k t

y z y z | k t   t i
   

   
  

    
= = = −

  

− −
= − −  − z q . 

Для частного случая независимости состояний ФН, наблюдае-

мых каждым из АЭ, выражения (2) и (3) примут вид 

( ) ( )

( )

(i)

1 ( )... (
0

)

( ) ( )( ( )) { } { ( ) },( ) ; ( ), ; ,

ik

n

ik

i t
ik

z
t

t

ik p tW tt w | | i kt  t    t  t    


 


 
=

− −

−
=

−   −=  
z z

z qzy ,

 
То есть 

(5) qik(t + 1) = Wik(q(t)) + (1 - Wik(q(t)) - Uik(q(t))) qik(t), 

или в разностной форме: 

(6) Δqik(t + 1) = Wik(q(t)) - (Wik(q(t)) + Uik(q(t))) qik(t). 

Итак, получены рекуррентные соотношения, отражающие дина-

мику математических ожиданий уровней сформированности опыта. 

Для возможности вычисления их значений в любой момент времени, 

остается задать матрицу начальных значений q(0). По умолчанию бу-

дем подразумевать, что на начальный (нулевой) момент времени у АЭ 

не сформирован опыт ни для одного из состояний ФН. 

Значением Li(t) критерия индивидуального опыта («уровня 

научения») i-го АЭ будем считать вероятность того, что реализуется 

уже встречавшееся ему ранее, успешно освоенное и не забытое им 

значение ФН (математическое ожидание доли освоенных значений): 

(7) Li(t) = 1 - 
1

( ) (1 ( ))
K

ik ik

k

p t q t
=

− , 1i ,n= . 

( ) ( )

( )

(i)

1 .
1

( ).. ( )

( ) ( )( ( )) { }  { ( ) },( ) ; ( , ,) ;

ik

n

ik
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ikik

z
t

t

p tU u t  t   i t  tt  t| |   k


 


 
=

− −

−
=

− =  − 
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В качестве значения критерия коллективного опыта будем счи-

тать либо вероятность Lmax(t) того, что хотя бы для одного из АЭ реа-

лизуется уже встречавшееся ему ранее, успешно освоенное и не за-

бытое им значение ФН: 

(8) Lmax(t) = 1 - 
1

(1 ( ))
n

i

i

L t
=

− , 

либо вероятность Lmin(t) того, что для каждого из АЭ реализуется уже 

встречавшееся ранее, успешно освоенное и не забытое значение ФН: 

(9) Lmin(t) = 
1

( )
n

i

i

L t
=

 . 

Последовательность значений критерия опыта по аналогии с кри-

вой научения назовем кривой опыта. 

Критерий коллективного опыта может рассматриваться как агре-

гированная характеристика результатов формирования опыта коллек-

тивом в целом. 

Переход к непрерывному времени. Пусть АС и АЭ функцио-

нируют в непрерывном времени – формирование и забывание опыта 

происходят в виде независимых потоков элементарных событий, ин-

тенсивности wikl({v(∙) | t - τ; t}) и uikl({v(∙) | t - τ; t}) которых известным 

образом зависят от предыстории состояний АС в текущий и предыду-

щие моменты времени {v(∙) | t - τ; t}. 

Пусть ФН изменяет свои состояния каким-то образом (не важно, 

в дискретном или непрерывном времени), но независимо от АС, и мы 

знаем их эволюцию {pik(t)}. 

Вместо системы разностных уравнений (5), описывающей дина-

мику АС с известными начальными условиями, можно использовать 

систему дифференциальных уравнений вида: 

(10) dqik(t) / dt = Wik(q(t)) - (Wik(q(t)) + Uik(q(t))) qik(t). 

 

4.2. Классификация моделей опыта 
Выражения (1)-(10) описывают процесс и результат формирова-

ния индивидуального и коллективного опыта в максимально общем 

случае (при минимальных предположениях). Для возможности опе-

рационального описания и исследования необходимо введение упро-

щений (дополнительных предположений о структуре и свойствах мо-

дели). Поэтому введем систему классификаций, основаниями 
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которых являются свойства компонентов модели (основания 1-9 яв-

ляются независимыми). 

1. Свойства состояний комплексного ФН, наблюдаемых АЭ в 

каждом периоде времени. По этому основанию будем пока выделять 

общий (рассмотренный выше) и частный случай, заключающийся в 

том, что в каждый момент времени все АЭ наблюдают одну и ту же 

реализацию состояния ФН. При этом свойства ФН будут описываться 

не n K-мерным распределением {pω(t)}, а K-мерным распределением 

{pk(t)}, где 
1

( ) 1
K

k

k

p t
=

= . 

2. Зависимость состояний комплексного ФН от времени. Здесь 

общим является рассмотренный выше случай произвольной извест-

ной зависимости распределения вероятностей состояний комплекс-

ного ФН от времени, а частным – стационарное (не зависящее от вре-

мени) распределение. 

3. Зависимость вероятности освоения от времени. Общим явля-

ется рассмотренный выше случай произвольной известной зависимо-

сти вероятности освоения от времени, а частным – независимость ве-

роятности освоения от времени. 

4. Зависимость вероятности забывания от времени. Полностью 

аналогично п. 3. 

5. Зависимость вероятности освоения от предыстории процесса. 

Общим является рассмотренный выше случай известной зависимости 

вероятности освоения от t   предыдущих состояний. Отдельно вы-

делим случаи 0 =  (не зависящей от времени вероятности освоения) 

и 1 =  (вероятность освоения зависит только от предыдущего состо-

яния). 

6. Зависимость вероятности забывания от предыстории про-

цесса. Полностью аналогично п. 5. 

7. Зависимость вероятности освоения для i-го АЭ от состояний 

других АЭ. Общим является рассмотренный выше случай известной 

зависимости вероятности освоения от состояний всех АЭ. «Промежу-

точный» случай – когда вероятность освоения для i-го АЭ зависит от 

состояний его «соседей» - АЭ из известного множества Ni(t). Частным 

является случай, когда для каждого АЭ его вероятности освоения за-

висят только от его собственных состояний. 

8. Зависимость вероятности забывания для i-го АЭ от состояний 

других АЭ. Аналогично п. 7. 
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9. Возможность формирования опыта вне зависимости от реали-

зовавшегося состояния ФН. Общим является случай, у АЭ формиру-

ется опыт и на основании наблюдаемых им состояний, и за счет пере-

дачи опыта от других АЭ (то есть, когда конкретный АЭ может 

сформировать опыт, соответствующий состоянию ФН, отличающе-

муся от наблюдаемого им ее состояния). Частным является случай, 

когда у АЭ формируется опыт, соответствующий только тем состоя-

ниям ФН, которые он наблюдает. 

10. Число АЭ. Общий случай – известное число АЭ n > 1, част-

ный случай – n = 1. 

Рассмотрим в порядке усложнения ряд моделей (модели О1-О6 

– индивидуального опыта, модели О7-О12 – коллективного и обще-

ственного опыта). 

 

4.3. Модели индивидуального опыта 
Все модели настоящего подраздела относятся к классу моделей 

М4, а модель О5 может быть отнесена и к классу М8 (см. Табл. 6). 

Модель О1 (рассмотрена в [8, раздел 2.2]), в которой имеется 

один АЭ, все параметры стационарны, формирование опыта, соответ-

ствующего наблюдаемому АЭ состоянию ФН, эффективно (вероят-

ность освоения равна единице), а забывание отсутствует. 

Обозначим через pk > 0 вероятность того, что на очередном шаге 

АЭ будет предъявлено k-е состояние ФН (очевидно, что 
1

1
K

k

k

p
=

= ). Век-

тор этих вероятностей обозначим через P = (p1, …, pK). 

В рассматриваемом случае n = 1 и i = 1, следовательно, m = l. Так 

как вероятность освоения тождественно равна единице, то прини-

маем θmj({v(∙) | t - τ; t}) = 1 при m = l и θmj({v(∙) | t - τ; t}) = 0 при m ≠ l 

независимо от предыстории {v(∙) | t - τ; t}. То есть 

θmj({v(∙) | t - τ; t}) = δmj, где δm - символ Кронекера. Так как забывание 

отсутствует, то ηmj({v(∙) | t - τ; t}) ≡ 0, ( ( )) 0j q t  . Из выражения (2) 

получаем: 
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(11) 
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t
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
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=
−


=
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− − 

 

 

Действительно, в сумме 

( ) 0
( ) . ( ) ;. .

j

z t z t

mj

X
z t






=
−

  символ Кронекера берётся 

только один раз, так как присутствует условие zj(t) = 0, и это условие 

сводит сумму к единственному элементу, для которого m = j. Полу-

чаем: 

qj(t + 1) = pj(t) + [1 - pj(t)] qj(t). 

Так как вероятности стационарны, то qj(t + 1) = pj + (1 - pj) qj(t) 

или Δqj(t + 1) = pj (1 - qj(t)), или 1 - qj(t + 1) = (1 - pj) (1 - qj(t + 1)). Из 

выражения (8) получаем, что значение критерия опыта 

(12) L(t) = 1 - 
1

(1 ( ))
K

k k

k

p q t
=

−  = 1 - 
1

(1 )(1 ( 1))
K

k k k

k

p p q t
=

− − −  = 

= 1 - 
1

(1 )
K

t

k k

k

p p
=

− . 

Модель О2. Пусть в условиях модели О1 имеется единственное 

состояние ФН (K = 1), но вероятность освоения (0;1]w  может быть 

меньше единицы. Опуская индекс, соответствующий номеру состоя-

ния ФН, по аналогии с выражением (19) получаем: ( ( ))q t w = , 

qj(t + 1) = w + [1 - w] qj(t) 

или 1 - qj(t + 1) = (1 - w) (1 - qj(t + 1)). Из выражения (11) получаем 

кривую опыта (ср. с (12) при w = pk = 1 / K) 

(13) L(t) = 1 - (1 )tw− . 

Модель О3. Пусть в условиях модели 1 вероятность освоения 

( ) (0;1]w q   одинакова для всех состояний ФН и не зависит от вре-

мени в явном виде. По аналогии с выражением (11) получаем: 

( ( )) ( ( )) ( )j jq t w q t p t = . Так как вероятности стационарны, то из выра-

жения (5) получаем qj(t + 1) = ( ( )) jw q t p  + (1 - ( ( )) jw q t p ) qj(t) или 

1 - qj(t + 1) = (1 - ( ( )) jw q t p ) (1 - qj(t)). Пусть вероятность освоения 
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является известной функцией ( )g   от текущего значения критерия 

опыта, т.е. w(q(t)) = g(L(q(t))). Тогда из 

1 - qj(t + 1) = (1 - g(L(t)) pj) (1 - qj(t)) получим 

1 - qj(t) =
1

0

(1 ( ( ))
t

j
p g L




−

=

− . 

Обозначим bj(t) = 1 - qj(t), тогда bj(t + 1) = (1 - g(L(t)) pj) bj(t), следова-

тельно: 

L(t) = 1 - 
1

( )
K

k k

k

p b t
=

  = 1 - 
1

1 0

(1 ( ( ))
tK

k k

k

p p g L



−

= =

−  , ΔL(t) = g(L(t)),

2

1 0

2
(1 ( ( ))

tK

k k

k

p p g L



−

= =

−  . 

Для случая равномерного распределения (pj = 1 / K, 1,i n= ) 

имеем bj(t) = b(t) и 

L(t) = 1 - 
1

( )
K

k k

k

p b t
=

 =1 - 
1

( )
1K

k

k

b t
K=

 =1 - b(t) = q(t). 

Получаем: 

1
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= 
1

K
 g(L(t – 1)) b(t – 1)) = 

1

K
 g(L(t – 1)) (1 - L(t – 1)). 

Откуда 

(14) ΔL(t) = 
1

K
 g(L(t – 1)) (1 - L(t – 1)). 
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В зависимости от ( )g   в качестве решений разностного уравне-

ния (14) получаем экспоненту, гиперболу или логисту (см. модели 

различных кривых научения и обзор в [8, 111]):  

Вероятность 

освоения ( )g   

Разностное уравнение Кривая науче-

ния 

g(L) = γ K ( ) (1 ( 1))L t L t = − −  Экспонен- 

циальная 

g(L) = µ K L ( ) ( 1) (1 ( 1))L t L t L t = − − −  Логисти- 

ческая 

g(L) = η K (1 – L)a 1( ) (1 ( 1))aL t L t + = − −  Степенная 

Модель О4 (рассмотрена в [9, раздел 3.3.4]) является пересече-

нием частных случаев по всем девяти вышеприведенным основаниям 

классификации. Она отличается от модели О1 наличием стационар-

ных вероятностей освоения и забывания, отличных в общем случае 

соответственно от единицы и нуля. 

Предположим, что при первой реализации k-ого состояния ФН 

формирование соответствующего опыта происходит с известной ве-

роятностью 0 ≤ wk ≤ 1, wk – вероятность освоения, а с вероятностью 

1 - wk освоение не происходит. После того, как формирование k-го 

компонента опыта произошло, на каждом следующем периоде вре-

мени оно изменяется следующим образом: 

- если реализовалось состояние ФН, отличная от k-го, то резуль-

тат освоения k-го состояния не меняется; 

- если повторно реализовалось k-ое состояние ФН, то с вероят-

ностью забывания 0 ≤ uk ≤ 1 k-ый компонент опыта «забывается», а с 

вероятностью 1 - uk не меняется. 

Вектора вероятностей освоения и забывания обозначим соответ-

ственно через W = (w1, …, wK), U = (u1, …, uK). Отметим, что эти век-

тора в общем случае не удовлетворяют условию нормировки. 

По аналогии с выражением (11), получаем ( ( )) j jj q t w p= , 

( ( )) j jj q tU u p= . Подставляя в выражение (5), получим 

(15) qj(t + 1) = pj wj + (1 - pj (wj + uj)) qj(t). 

Примем следующие начальные условия qj(0) = [0;1]j  , тогда 

из выражения (15) получим последовательно по возрастанию t: 
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(16) qj(t) = (1 (1 ( )) )+(1 ( ))
j t t

j j j j j j j

j j

w
p w u p w u

w u
− − + − +

+
. Подстав-

ляя (16) в выражение (7), находим: 

(17) 

( )( )( )

( )( )

( )( )

1

1

1 1

1 1(

1

1

)
K

t
k

k k k k

k k k

K
t

k k k k

k

K K
t

k k
k k k k k k

k kk k k k

w
p p w u

w u

p w u

w w
p p p w u .

L

w u

P,W ,U , t

u w





=

=

= =

= − − + +
+

+ − + =

 
= + − − + 

+ + 





 

 

Если в случае успешного формирования k-ой компоненты опыта 

в некотором периоде АЭ получает в этом периоде вознаграждение hk, 

то его суммарный по T0 периодам ожидаемый выигрыш (от формиро-

вания опыта в процессе работы) равен 

( )( )( )
0

1 1

1 1( )
T K

t
k

k k k k k

t k k k

F
w

p h p w u
w u

P,W ,U ,T
= =

= − − +
+

 . 

Вычисляя сумму геометрической (по времени) прогрессии, по-

лучим: 

( )( )
( )( )

( )

0

0 0

1

( )
1 1

1

T
K

k k kk k k
k k k

k k k k k k

p w up h w
T p w u

w u p w u
F P,W ,U ,T

=

 − − +
 = − − +

+  + 
 

 . 

В случае одинаковых для всех состояний вероятностей освоения 

wk = w и вероятностей забывания uk = u – будем называть этот случай 

однородным, - из (17) получим 

(18) ( )( )
1

1 1( )
K

t

k k

k

w
pL P,w, p wt u

w u
u,

=

 
= − − + 

+  
 , t = 0, 1, 2, … . 

Частный однородный случай (w = 1, u = 1) при равномерном рас-

пределении: 
1 1 2

1(
2 2

)

t

K
L t

 
= − − 

 
 (асимптота 0,5 содержательно объ-

ясняется тем, что факт забывания обнаруживается при повторной ре-

ализации освоенного состояния ФН). 

Введем следующее предположение (условие обучаемости) [9]: 

вероятности P, W и U таковы, что 
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(19) pk (wk + uk) < 1, 1k ,K= . 

В [9] показано, во-первых, что условие (19) может нарушаться не 

более чем для одного состояния ФН, а, во-вторых, что в соответствии 

с предположениями I-VI: 

- начальное значение (в нулевой момент времени) критерия 

опыта равно нулю; 

- кривая опыта не убывает и асимптотически стремится к 

1

K
k

k

k k k

w
p

w u= +
 , причем скорость её роста монотонно убывает. 

Введем параметр ρ [0;1 ]/ K . Обозначим через 

Pρ, K = {P = (p1, …, pK) | 
1

1
K

k

k

p
=

= , pk   ρ, k = 1, K } множество K-

мерных распределений вероятностей, значение каждой из которых не 

менее порога ρ. 

В [8] доказано, что максимум аналога выражения (17) по всевоз-

можным распределениям вероятностей P  Pρ, K достигается на рав-

номерном распределении. Попробуем получить аналогичный резуль-

тат для рассматриваемой модели. 

Утверждение 4.1. Если 

(20) wk (0;1] , uk [0;1) , 1k ,K= , 

то ρ ∈ (0; 1/K] ∃ t(ρ, W, U) = 

1

2
1

min{ }k k
k ,K

w u
=

−
+

 такое, что 

 τ > t(ρ, W, U) функция (17) строго вогнута по {pk}   Pρ, K. 

Доказательство утверждения 4.1. Обозначим 

(0;1] (0; 2) 1k
k k k k

k k

w
, w u , k ,K

w u
 =  = +  =

+
, 

и запишем выражение (25) в виде: 

(21) ( )
1

1 1( )
K

t

k k k k

k

tx , , pP W U p 
=

 = − −
  . 

Двойным дифференцированием выражения (21) нетрудно прове-

рить, что условие 

t > 

1

2
1

min{ }k
k ,K

 
=

−  
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гарантирует строгую вогнутость функции (21) по всем переменным 

{pk}  Pρ, K. • 

Следствие. Если  

(22) uk = 
kw  - wk, 1k ,K= , 

то равномерное распределение pk = 1/K, k = 1, K  является единствен-

ным решением задачи 

(23) ( )x P,W ,U  max
,KP P

→ . 

Справедливость следствия вытекает из результата утверждения 

4.1 и того, что в рамках условия (22) функция (17) симметрична по 

всем переменным {pk}  Pρ, K (см. также доказательство утверждения 

4 в [8]). Отметим, что в рамках условия (22) всегда имеет место усло-

вие обучаемости (19). 

Таким образом, при наличии забывания и отличных от единицы 

вероятностях освоения, равномерное распределение в общем случае 

не является оптимальным (в смысле задачи (23)); достаточным усло-

вием его оптимальности является условие (22), где (0;1]kw  . 

В однородном случае для оптимальности равномерного распре-

деления (в смысле задачи (23)) достаточно выполнения условия: 

w + u = 1, при котором всегда имеет место (19), и частным случаем 

которого является базовая модель (в которой w = 1, u = 0). 

Подставляя в (18) равномерное распределение: pk = 1/K, k = 1, K , 

получим 

( )1( ) 1 exp ( , ]1  )[

t

tx K ,w,u  –    K w,u
w w u w

w u K w u
t

 + 
− − =   + +  

= − , 

где γ(K, w, u) = ln(1 + 1/(K – (u + w))) - скорость формирования 

опыта. Так как ( ) (0; 2)w u+  , то для выполнения условия обучае-

мости (19) достаточно, чтобы K ≥ 2. 

Модель О5 (обучение и продуктивная деятельность). Пред-

положим, что АЭ обладает дальновидностью T0. Из этого горизонта 

первые 0{0,1, ..., }T T  периодов занимает обучение. В начальный 

момент субъект принимает решение X = (X1, …, XK) о распределении 

(одном и том же для всех T будущих периодов времени) своего вре-

мени между K возможными видами деятельности, где Xk – доля 
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времени, затрачиваемая им на формирование опыта в k-ом виде дея-

тельности, 
KX   = 

1

{ | 1}
K

K

k

k

s s+

=

 = . 

Пусть забывание отсутствует, тогда из выражения (16) получаем 

зависимость математического ожидания того, что k-ый компонент 

опыта АЭ после периода t успешно сформирован: 

(24) qk(Xk, t) = 1 (1 )t

k kw X− − , 1,k K= . 

Вектор q = (q1, …, qK) в моделях обучения будем называть квали-

фикацией АЭ. 

Завершив обучение, АЭ приступает к продуктивной деятельно-

сти (считаем, что обучения в процессе продуктивной деятельности не 

происходит). В каждом ее периоде с вероятностью pk реализуется k-е 

состояние ФН, что заставляет АЭ выполнять k-й вид КД. В случае, 

если к данному периоду опыт, соответствующий k-му виду деятель-

ности сформирован, АЭ выполняет этот вид деятельности и получает 

выгоду hk; если опыт не сформирован, то АЭ не получает выгоду. 

То есть, в каждый период времени 
0{ 1, ..., }t T T +  своей продук-

тивной деятельности k-го типа АЭ получает ожидаемый «доход» 

hk qk(T), равный математическому ожиданию получения вознагражде-

ния hk в случае успешного достижения результата k-ой деятельности 

(считаем, что, если соответствующий опыт у АЭ сформирован и не 

забыт им, то результат достигается). Значение целевой функции АЭ в 

момент времени t равно (так как считается, что обучения в процессе 

продуктивной деятельности не происходит, то вероятности успеш-

ного достижения результатов определяются результатами обучения, 

достигнутыми к моменту окончания обучения): 

f(X, t) = 
1

( , )
K

k k k k

k

h p q X T
=

 , 
0{ 1, ..., }t T T + . 

Рассмотрим задачу распределения АЭ своего времени с целью 

максимизации будущего ожидаемого «дохода» в единицу времени 

продуктивной деятельности 

(25) 
1

( , )
K

k k k k

k

h p q X T
=

 max
KX

→ . 

Подставляя (32) в (33), запишем последнюю задачу в виде: 

(26) 
1

(1 )
K

T

k k k k

k

h p w X
=

− min
KX

→ . 
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1(1 )T

k k k k kh p w T w X −− = ;  

1

1

1
(1 )

T

k

k k k k

X
w h p w T


− 

= −  
 

; 

1 1
1

1

1 1 1

1 1 1
1

T
T

K K K

k

k k kk k k k k

X
w w h p w T


−

−

= = =

 
= − = 

 
   ;  

1

1

1

1

1

1

1
1

1 1

T

T

K

k k

K

k k k k k

w

w h p w T


−

−

=

=

−

=

 
 
 





. 

Решая задачу условной оптимизации (26), получаем следующее 

аналитическое выражение для оптимального распределения времени 

АЭ на обучение: 

(27) 

( )
1

1
1

1*

1

1

1
1

1
1

1
( )

T
T

K

j j

k K
k

k k k j j j

j j

w
X

w
h p w h p w

w

−
−

=

=

 
− 

 = −
 
 
 
 





, 1,k K= . 

В частном случае (при единичных вероятностях освоения и оди-

наковых «доходах» от различных видов деятельности) получаем: 

(28) 

( ) ( ) 11

*

11

1

1
1

1
TT

k K

k j

j
j k

K
X

p p
−−

=


−
= −

+ 
. 

Имея решение (27)-(28) задачи (26) при фиксированном T, сфор-

мулируем задачу об оптимальной продолжительности обучения АЭ. 

Если в каждый момент времени в процессе обучения АЭ несет посто-

янные издержки 0c  , то задача заключается в выборе момента 

окончания обучения, при котором разность между ожидаемым дохо-

дом и затратами будет максимальна: 

(29) f(X*, T + 1) 0( )T T−  - c T 
0[0 ]

max
T ;T

→ . 

Подставляя (28) в (29), получим задачу скалярной оптимизации: 
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(30) 

( )
1

1

1

0
11

1

1
1

( ) 1

1
( )

T

T
T

T
K

K
j j

k k T
Kk

k k k j j j

j j

w
T T h p

h p w h p w
w

−
−

=

=

=

  
 −    − − 

  
   
  






 - c T 
0[0 ]

max
T ;T

→ . 

Решение задачи (30) даст ожидаемый выигрыш АЭ при последо-

вательном обучении и продуктивной деятельности. Альтернативой 

является обучение в процессе работы, когда в течение всех T0 перио-

дов реализуются те или иные состояния ФН, и АЭ формирует на прак-

тике соответствующий опыт деятельности, достигая позитивного ре-

зультата (и получая за него «вознаграждение») в случае успешного 

освоения. Будем считать, что при обучении в процессе работы АЭ 

несет затраты c в каждом периоде, тогда при отсутствии забывания в 

силу выражения (25) его суммарный ожидаемый выигрыш будет ра-

вен: 

(31) ( )( ) 0

0 0 0

1

0

1

( ) 1
K

T

k k k k k k

k

p h T p w pF P,W ,T с T с Tw
−

=

−  =
 

−− − . 

Сравнение значений выражений (30) и (31) позволяет в каждом 

конкретном случае (при каждом наборе значений параметров модели) 

ответить на вопрос о том, какая стратегия - последовательное обуче-

ние и продуктивная деятельность или обучение в процессе работы – 

более выгодна для АЭ (в смысле суммарного ожидаемого выигрыша). 

Пример 4.1. При единичных вероятностях освоения, одинаковых 

«доходах» от различных видов деятельности и равномерном распре-

делении вероятностей из выражения (28) находим: * 1
kX

K
= . Из выра-

жения (30) получаем задачу: 
0

1
( ) 1 (1 )TT T h

K

 
− − − 

 
 - c T 

0[0 ]
max

T ;T
→  

(см. вогнутую кривую на Рис. 19, иллюстрирующую зависимость кри-

терия этой задачи от T). 

Суммарный ожидаемый выигрыш АЭ при обучении в процессе 

работы (см. выражение (31)) в рассматриваемом случае равен 
0 1

0 0

1 1
1

T

h сT
K K

T

−   
− −   
  

−
 

 (см. горизонтальную прямую на Рис. 19). 

Пусть K = 10, T0 = 100, h = 4, тогда при c = 2 существует опти-

мальное время обучения, равное 18 периодам времени, при котором 
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последовательное обучение и продуктивная деятельность дают боль-

ший суммарный ожидаемый выигрыш (примерно 242,8), чем обуче-

ние в процессе работы (при котором суммарный ожидаемый выиг-

рыш равен примерно 200,0). Если затраты в единицу времени 

уменьшатся – например, c = 1 – то оптимальным становится обучение 

в процессе работы (ср. а) и б) на Рис. 19). 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 19. Ожидаемые суммарные выигрыши АЭ в примере 4.1 

при:  а) с = 2, б) с = 1  (по горизонтали – время обучения T) • 

 

Аналогичную модель можно построить и в случае ненулевых 

начальных условий для {qj}, получив зависимость оптимального ре-

шения от начального опыта АЭ. 

Модель О6 (детерминированная модель с одним субъектом). 

Пусть в условиях модели О1 имеется единственное состояние ФН 

(K = 1), которое реализуется с единичной вероятностью, а вероят-

ность освоения ( , ) [0;1]w q t   не зависит от предыстории в явном виде. 

По аналогии с выражением (11), опуская индекс, соответствующий 

номеру состояния ФН, получаем: ( ( ), ) ( ( ), )q t t w q t t= . Из выражения (5) 

получаем разностное уравнение 

q(t + 1) = ( ( ), )w q t t  + (1 - ( ( ), )w q t t ) q(t), 

которому, в соответствии с (10), соответствует дифференциальное 

уравнение 

(32) ( ) ( ) (1 ),q t w q t q= − . 

Семейство дифференциальных уравнений (32) с начальным 

условием (0) [0;1]q   и с параметром – липшицевой функцией 

( , ) [0;1]w     - обладает следующими свойствами: 
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- решение уравнения (32) существует и единственно; 

- кривая опыта q(t) является строго монотонно возрастающей и 

0 ( ) 1t q t   , т.е. скорость ее роста ограничена; 

- кривая опыта q(t) является замедленно-асимптотической, т.е. 

lim ( ) 1, lim ( ) 0
t t

q t q t
→+ →+

= = . 

Если допустить возможность забывания, то по аналогии полу-

чим семейство следующих дифференциальных уравнений с началь-

ным условием (0) [0;1]q   и с двумя параметрами – липшицевыми 

функциями ( , ) [0;1]w     и ( , ) [0;1]u    : 

(33) ,( ) ( ) (1 ) ( ),q t w q q u q qt t= − − . 

Исследуем дифференциальное уравнение (33). В частности, оха-

рактеризуем его семейство решений и ответим на вопрос, для каких 

функций времени ( ) [0;1]q t   можно подобрать липшицевы функции 

( , ) [0;1]w     и ( , ) [0;1]u    , чтобы :[0, ) [0;1]q + →  было реше-

нием (33). 

Утверждение 4.215. Для того, чтобы непрерывно 

дифференцируемая функция :[0, ) [0;1]q + → , такая, что функция 

q  липшицева, была решением (33) при некоторых липшицевых функ-

циях ( , ) [0;1]w     и ( , ) [0;1]u    , необходимо и достаточно, чтобы 

имели место соотношения 

(34) 0 ( ) ( ) 1 ( )t q t q t q t  −   − . 

Доказательство утверждения 4.2. Условия (34) следуют из усло-

вия ( ) [0;1]q t   и ограничений на значения функций ( , )w    и ( , )u   . 

Обратно, пусть функция ( )q t , удовлетворяющая условиям утвержде-

ния, является решением (33). Положим 

(35) ( ) := ( ) ( ),w t q t q t+   ( ) := 1 ( ) ( ),u t q t q t− −  0.t   

Имеем: 

( )(1 ( )) ( ) ( )

( ( ) ( ))(1 ( )) (1 ( ) ( )) ( ) ( ).

w t q t u t q t

q t q t q t q t q t q t q t

− − 

+ − − − − 
 

Кроме того, из соотношения (35) следует, что ( ) [0,1]w t   и ( ) [0,1]u t   

при всех 0.t   • 

 
15 Данное утверждение принадлежит д.ф-м.н. С.Е. Жуковскому. 
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Охарактеризуем «положение равновесия»: правая часть выраже-

ния (33) обращается в ноль при 

( ( ) )
( )

( ( ) ) ( ( ) )

w q t ,t
q t

w q t ,t u q t ,t
=

+
. 

Из выражения (35) следует, что, если q(0) = 0, то единственной 

кривой опыта с постоянной (не зависящей от времени) вероятностью 

освоения γ > 0 является экспоненциальная кривая 

q(t) = γ (1 - exp ( - t)). 

 

4.4. Модели коллективного и общественного опыта 
Модель О7 (освоение общественного опыта – см. стрелку 1 на 

Рис. 10). Освоение субъектом общественного опыта может быть опи-

сано вышеприведенной общей моделью формирования опыта (см. 

раздел 4.1) со следующей модификацией. Предположим, что забыва-

ние отсутствует. Условно можно считать, что «общественный опыт» 

содержит всю необходимую информацию об оптимальных действиях 

при любых значениях ФН и «управляет» обучением субъекта, кото-

рому состояния ФН предъявляются последовательно (будем считать, 

что в соответствии с их нумерацией), причем одно и то же состояние 

повторяется до тех пор, пока вероятность того, что соответствующий 

компонент опыта сформирован (см. также выражение (13)) 

( )1 1 1( )
t

kk wq t = − − , t = 0, 1, 2, … , 

не достигнет требуемого значения q*. Необходимое для этого время 

(среднее число повторений) равно 

1 ln(1 )
( )

ln(1 )

*
*

k

k

q
t q

w

−
=

−
. 

Следовательно, для достижения требуемого значения q* для всех 

K возможных значений ФН потребуется следующее время: 

1

1

ln(1 )
( )

ln(1 )

*K
*

k k

q
t q

w=

−
=

−
 . В однородном случае 1 ln(1 )

( )
ln(1 )

* K
* q

t q
w

−
=

−
. 

Модель О8 (формирование индивидуального опыта – см. 

стрелку 2 на Рис. 10). Вообще, формирование индивидуального опыта 

описывают все модели О1-О6. Здесь рассмотрим частный случай: в 

отсутствии забывания в случае равномерного распределения вероят-

ностей (pk = 1 / K) реализации различных состояний ФН 
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формирование опыта будет описываться следующим выражением 

(частный случай выражений (16)-(17)) 

1

2 1(
1

) 1

tK
k

k

tL
w

K K
W

=

 
= − − 

 
 , t = 0, 1, 2, … . 

В однородном случае 2 1 1t

t
w

L
K

 
= − − 

 
. Следовательно, для дости-

жения требуемого значения q* необходимо время 2 ln(1 )
( )

ln(1 )

*
* q

t q
w

K

−
=

−

. 

Утверждение 4.3. Отношение 
2

1

( ) ln(1 )
1

( )
ln(1 )

*

*
K

t q w

wt q

K

−
= 

−

, характери-

зующее относительную эффективность освоения общественного 

опыта по сравнению с формированием индивидуального опыта, не за-

висит от q*, монотонно по w и K. 

Модель О9 (освоение коллективного опыта – см. стрелку 3 на 

Рис. 10). Совместная деятельность субъектов в рамках коллективов 

(частный случай коллектива – команда [45]) подразумевает возмож-

ность обмена между субъектами опытом, приобретаемым в процессе 

деятельности. 

Предположим, что забывание отсутствует; команда включает n 

АЭ, для каждого из которых в каждый период дискретного времени 

реализуется в соответствии с распределением P некоторое (одна для 

всех субъектов) состояние ФН, опыт деятельности в котором субъ-

екты формируют независимо в рамках модели (17)), а затем обмени-

ваются всей имеющейся у них информацией (то есть, формирования 

опыта для некоторого состояния ФН хотя бы одним членом команды 

достаточно, чтобы считать, что опыт деятельности в этом состоянии 

сформирован у всех членов команды). Элементы матрицы W = ||wik|| 

могут интерпретироваться как эффективности «обучения на своем и 

чужом опыте» различных субъектов при различных состояниях ФН. 

Тогда k-е состояние ФН окажется неосвоенным i-м членом ко-

манды после t периодов с вероятностью (1 - pk wik)
t, а вероятность 

того, что она окажется неосвоенной ни для одного из членов команды 

равна ( )
1

1
n

t

k ik

i

p w
=

− . Получаем следующее выражение для кривой 
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опыта команды в целом и каждого из её членов (вероятности того, что 

ни один из членов команды не встретится с новым для команды со-

стоянием ФН): 

(36) ( )
1 1

3 1( ) 1
nK

t

k k ik

k i

t p pL P, w
= =

= − − W , t = 0, 1, 2, … . 

В случае однородных АЭ и равномерного распределения вероят-

ностей выражение (38) примет вид: 
3 1 1t

n t
w

K
L

 
= − − 

 
. Для достижения 

требуемого значения q* необходимо время 3 ln(1 )
( )

ln(1 )

*
* q

t y
w

n
K

−
=

−

. Полу-

чили, что 
3( )*t q  = 21

( )*t q
n

. 

Утверждение 4.4. Полный обмен опытом между субъектами со-

кращает время формирования индивидуального опыта во столько раз, 

сколько АЭ участвует в этом обмене. 

Сделанный вывод справедлив в рамках постоянной вероятности 

освоения w. Более реалистичным представляется убывающая зависи-

мость вероятности освоения w(n) от числа взаимодействующих субъ-

ектов. Также перспективным является рассмотрение моделей с коэф-

фициентами wij, зависящими не от состояний ФН, а от пар АЭ – 

принимающего (i) и передающего (j) опыт. 

Модель О10 (формирование коллективного опыта – см. 

стрелку 4 на Рис. 10). Предположим, что для n субъектов в каждый 

период дискретного времени реализуется в соответствии с распреде-

лением P некоторое (одно для всех субъектов) состояние ФН. Будем 

считать, что присутствует забывание, которое отразим матрицей 

U = ||uik||. Введём промежуточное обозначение πikt – вероятность того, 

что k-ое состояние ФН будет освоено i-м членом команды после t пе-

риодов. Согласно выражению (16) 

( )( )( )1 1
t

ik
ikt k ik ik

ik ik

w
p w u

w u
 = − − +

+
, откуда получим, что k-е состоя-

ние ФН окажется неосвоенным i-м членом команды после t периодов 

с вероятностью 
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( )( )( )

( )( )

1 1 1 1

1

t
ik

ikt k ik ik

ik ik

t
ik ik

k ik ik

ik ik ik ik

w
p w u

w u

u w
p w u .

w u w u

− = − − − + =
+

+ − +
+ +

 

Тогда вероятность того, что она окажется неосвоенной ни одним 

из членов команды равна 

( ) ( )( )
1 1

1 1
n n

t
ik ik

ikt k ik ik

i i ik ik ik ik

u w
p w u

w u w u


= =

 
− = + − + 

+ + 
  . Получаем сле-

дующее выражение для кривой опыта – математического ожидание 

вероятности того, что для очередного состояния ФН, реализующегося 

в t + 1-м периоде, опыт будет сформирован хотя бы у одного субъекта 

(см. выражение (7)): 

(37) ( )( )
1

max

1

) 1 1( ,
nK

t
ik ik

k k ik ik

k i ik ik ik ik

u w
p p w uL

w u w u
P, U ,t

= =

 
= − + − + 

+ + 
 W , 

t = 0, 1, 2, … . 

Как отмечалось выше, в качестве значения критерия группо-

вого/коллективного опыта можно считать либо вероятность Lmax(t) 

того, что хотя бы одному из АЭ будет предъявлено уже встречавше-

еся ранее, успешно освоенное и не забытое им состояние ФН – см. 

выражение (37), либо вероятность Lmin(t) того, что каждому из АЭ бу-

дет предъявлено уже встречавшееся ранее, успешно освоенное и не 

забытое им состояние ФН (см. выражение (8)): 

(38) ( )( )( )
1 1

min ( , ) 1 1
nK

t
ik

k k ik ik

k i ik iku
L pP, U ,t

w
p w u

w= =

 
= − − + 

+ 
 W , 

t = 0, 1, 2, … . 

Содержательно, формирование общественного/коллективного 

опыта отличается от формирования индивидуального опыта тем, что 

для «закрепления» способов эффективной деятельности при том или 

ином состоянии ФН множество субъектов должно столкнуться с этим 

состоянием многократно, что в рамках модели может быть отражено 

в том числе низкой вероятностью освоения (см. модель О12 ниже). 

Для однородного случая одинаковых АЭ (uik = 0, wik = w) и рав-

номерного распределения вероятностей, предполагая, что вероят-

ность освоения меньше единицы и считая, что забывание отсутствует, 
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получим, что выражения (37) и (38) примут соответственно вид (см. 

также выражение (36)): 

max ( , , ) 1 1

nt

L n w t
w

K

 
= − − 

 
, t = 0, 1, 2, … , 

min 1( , ) 1,

n
t

w

K
L n w t

  
= − −     

, t = 0, 1, 2, … . 

Из выражения результатов модели 8 получаем выражение для 

кривой опыта одного АЭ с единичной вероятностью освоения при 

всех состояниях ФН при отсутствии забывания (см. также выражение 

(13)): 

2 1
1 1( =1)

t

tL w
K

 
= − − 

 
, t = 0, 1, 2, … . 

Из условия 
2

max ( , ) = tL n w,t L  после несложных преобразований 

получаем справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 4.5. В отсутствии забывания при 
1

1
( ) (1 )nw n K K

K
= − −  формирование коллективного опыта с вероят-

ностью освоения w(n) эквивалентно формированию индивидуального 

опыта АЭ с единичной вероятностью освоения. 

Альтернативная формулировка утверждения 4.5: в отсутствии за-

бывания при 

1
ln(1 )

( )

ln(1 )

Kn w
w

K

−

=

−

 

формирование индивидуального опыта АЭ с единичной вероятно-

стью освоения эквивалентно формированию опыта коллективом из 

n(w) АЭ с одинаковой вероятностью освоения w. 

Модель О11 (детерминированная модель с несколькими вза-

имодействующими субъектами). 

Пусть имеется единственное состояние ФН (K = 1), которое реа-

лизуется с единичной вероятностью, а вероятности освоения и забы-

вания не зависят в явном виде от предыстории (см. также модель 6). 

Тогда из выражения (5) получаем систему разностных уравнений: 
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(39) qi(t + 1) = Wi(q(t), t) + [1 - Wi(q(t), t) - Ui(q(t), t)] qi(t), 1,i n= , 

которым соответствует система дифференциальных уравнений 

( )iq t  = wi(q, t) (1 - qi) - ui(q, t) qi, 1,i n= , 

с начальным условием (0) [0;1)ny  и с двумя параметрами – липши-

цевыми вектор-функциями 1:[0;1] [0;1]n n

+ →w  и 

1:[0;1] [0;1]n n

+ →u . 

Разностное уравнение (39) имеет вполне конкретную структуру 

(с заданными ограничениями на значения функций в правой части), 

поэтому не представляется возможным записать непосредственно в 

его терминах, например, линейные модели (см. обзор в разделе 3.2 

книги [66], а также [87]): 

(40) 
( )

( 1) ( ( ) ( ))
i

i ij j i

j N t

q t a q t q t


 + = − , 

где 
( )

1
i

ij

j N t

a


 , или модели порогового поведения [83]: 

(41) 
( )

1
( 1) ( ) ( )

| ( ) |
i

i j i

j N ti

q t I q t t
N t




 
+ =  

 
 , 

где ( ) 2N

iN t   - множество «соседей» i-го АЭ в периоде t, 

( ) [0;1]i t   - его «порог». 

Поэтому поступим следующим образом – будем учитывать вли-

яние других АЭ не на состояние рассматриваемого АЭ непосред-

ственно (а его состоянием является ожидаемое значение опыта q), а 

на вероятность освоения. Предположим, что вероятность освоения 

может быть представлена в виде суммы двух функций 

(42) Wi(q(t), t) = di(qi) + Di(q-i), 1,i n= , 

принимающих значения от нуля до единицы каждая, но в сумме не 

превышающих единицы, где q-i = (q1, …, qi-1, qi+1, …, qn) – обстановка 

для i-го АЭ. 

Содержательно интерпретируемыми примерами таких зависи-

мостей являются «линейная модель» (L – linear, ср. с (40)) 

(43) WL
i(q(t)) = αi + 

( )

( )
i

i ij j

j N t

a q t


 , 

или «пороговая модель» (T – threshold, ср. с (41)) 
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(44) WT
i(q(t)) = αi + 

( )

1
( ) ( )

| ( ) |
i

i j i

j N ti

I q t t
N t

 


 
 

 
 , 

с константами 1, 1,i i i n +  = . 

При этом первое слагаемое в правых частях выражений (42), (43) 

и (44) может интерпретироваться как отражающее эксплицитно 

транслируемый (непосредственно передаваемый субъекту и осваива-

емый субъектом) опыт, а второе слагаемое – как имплицитно транс-

лируемый (получаемый и осваиваемый субъектом опосредованно, за 

счет взаимодействия с другими субъектами). 

«Естественный отбор» (конкуренцию) в рассматриваемом 

классе моделей можно учесть, например, предположив, что 

Wi(q(t), t) → 0 при 
( )

1
( ) ( )

| ( ) |
i

i j

j N ti

q t q t
N t 

 . 

Пример 4.2. Пусть имеются два АЭ, с одинаковой и стационар-

ной вероятностью забывания u и вероятностями освоения 

Wi(q(t), t) = 

3

( )
, 1 2

( ) ( )

i
i

i i

q t
i ,

q t q t


−

=
+

. Содержательно, АЭ конкури-

руют за постоянное для каждого периода количество ресурса, кото-

рый распределяется между ними пропорционально их опыту. Вероят-

ность освоения в каждом периоде пропорциональна полученному в 

прошлом периоде количеству ресурса, а коэффициент пропорцио-

нальности i  может интерпретироваться как отражающий индивиду-

альные способности АЭ к обучению. 

Предположим, что АЭ различаются начальными значениями 

опыта: q1(0) = 0,1, q2(0) = 0,2 (первому АЭ соответствует непрерыв-

ная кривая на Рис. 20, второму – пунктирная), но первый АЭ, хоть и 

имеет худшие «стартовые условия», более способный: 

1 20 2 0 1, , , = = . 

В отсутствии забывания оба АЭ успешно обучаются и при доста-

точно большом горизонте времени делят ресурс пополам (см. Рис. 

20а). При наличии забывания (u = 0,2) первый АЭ побеждает в конку-

ренции и при достаточно большом горизонте времени получает весь 

ресурс (см. Рис. 20б). 
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а) 

 

 
б) 

 

Рис. 20. Динамика опыта АЭ в примере 4.2 

при:  а) u = 0, б) u = 0,2 (по горизонтали – время) • 

 

Модель О12 (формирование общественного опыта – см. 

стрелку 4 на Рис. 10). В модели 10 считалось, что для формирования 

коллективного опыта достаточно, чтобы опыт сформировался хотя 

бы у одного из членов коллектива. В настоящей модели будем счи-

тать, что для формирования общественного опыта необходимо, чтобы 

опыт сформировался у всех его членов. 

При таком подходе критерий опыта мультипликативен по под-

множествам – в условиях модели 10 для однородного случая одина-

ковых АЭ и равномерного распределения вероятностей, если обще-

ство состоит из двух подмножеств: 

1 2 1 2 1 1 2 2, , | | , | |N N N N N N n N n=   = = = , то 

min ( , , )L n w t  = min 1( , , )L n w t  min 2( , , )L n w t . 
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Из выражений 
max ( , , ) 1 1

nt

L n w t
w

K

 
= − − 

 
 и 

min 1( , ) 1,

n
t

w

K
L n w t

  
= − −     

, t = 0, 1, 2, … , можно оценить поведение 

зависимости ожидаемого времени, необходимого для достижения за-

данного уровня q* коллективного опыта, от числа АЭ: 

(45) t(n, q*) 
* 1/ln(1 ( ) )

ln(1 )

nq

w

K

−

−

. 

Видно, что время (45) достаточно медленно растет с ростом 

числа АЭ (примерно линейно по логарифму числа АЭ). Но, так как 

коллективный опыт растет линейно по числу АЭ, то получаем, что 

справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 4.6. Общественный опыт формируется примерно в 

n ln(n) медленнее коллективного. 

Из условия 2

min ( , ) = tL n w,t L  после несложных преобразований по-

лучаем справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 4.7. В отсутствии забывания при 
1

1
( ) 1 1 1 1

n tt

w n,t K
K

 
     = − − − −         

 

 формирование общественного 

опыта с единичной вероятностью освоения эквивалентно формирова-

нию индивидуального опыта одного АЭ с вероятностью освоения 

w(n, t). 

В силу утверждения 4.7 общественный опыт можно рассматри-

вать как опыт одного интегрального виртуального субъекта. 

 

4.5. Модели обучения в процессе работы 
Рассматриваемые в настоящем разделе модели относятся к 

классу М17 (см. Табл. 6) – они учитывают взаимосвязь между опытом 

АЭ, его действиями и результатами деятельности. 

Модель О13. Рассмотрим модель теории контрактов с аддитив-

ной неопределенностью, в которой результат деятельности АЭ z яв-

ляется суммой его действия y и значения ω ФН, т.е. технологическая 
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функция (см. выражение (2.11)) имеет вид: z = y + ω. Относительно 

ФН предположим, как и в моделях опыта [7]), что в каждый из мо-

ментов дискретного времени он может принимать одно из K значе-

ний. 

Предположим, что АЭ известно распределение вероятностей 

{pk, 1,k K= }, и, встретившись один раз с некоторой реализацией ФН, 

он запоминает соответствующее значение, и, встречаясь с той реали-

зацией в дальнейшем повторно, он однозначно ее идентифицирует. 

Предположим, что заданы требования z* к результатам его дея-

тельности, и система его стимулирования со стороны центра такова, 

что АЭ получает единичное вознаграждение при условии, что резуль-

тат его деятельности равен требуемому (z = z*), в противном случае 

вознаграждение равно нулю. 

Относительно порядка функционирования предположим, что в 

каждом периоде времени сначала становится известным номер реа-

лизации ФН, затем АЭ выбирает свое действие, после чего центр 

наблюдает результат деятельности и производит выплаты. 

Если АЭ сталкивается с реализацией ФН ω, с которой он уже 

встречался ранее, то он выберет действие y(ω) = z* - ω; если АЭ стал-

кивается с не встречавшейся ему ранее реализацией ФН, то будем 

считать, что он откажется от деятельности (и не получит вознаграж-

дения). 

Зависимость ожидаемого выигрыша АЭ от времени в настоящей 

модели описывается в точности кривой опыта 
1

1 (1 )
K

t

k k

k

p p
=

− − . 

Альтернативой отказа от деятельности при встрече с неизвест-

ной реализацией ФН является использование АЭ оценок матожида-

ния значений ФН с учетом уже накопленной информации. Получим 

одну из таких оценок. 

Пусть АЭ осваивает опыт, и вероятности 
1,

{ }k k K
p

=
 априори ему 

известны, а соответствующие значения ФН 
1,

{ }k k K


=
 - нет, о них из-

вестен только интервал [ ; ] − + , то есть [ ; ]; 1,k k K  − + =  (будем 

обозначать Δω = ω+ - ω-). При этом значение k  становится известно 

после первой реализации k-го состояния ФН. 
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Построим оценки матожидания ФН 
( )

[ ( )] k k

k M t

E t p 


=  . 

Обозначим через ( ) { {1,..., } | ( ) 1}kM t k K v t=  =  - множество ве-

личин ФН, которые хотя бы раз реализовывались в течение t перио-

дов, образуем функции 
( ) {1,... }\ ( )

( )
jk k

k M t j K M t

t p p  + +

 

= +   и 

( ) {1,... }\ ( )

( )
jk k

k M t j K M t

t p p  − −

 

= +  , которые являются последова-

тельностями случайных величин. Данные последовательности обла-

дают следующим свойством 

(46) ε-(t) ≤ E[ω(t)] ≤ ε+(t). 

Из определения ε-(t) и ε+(t) следует 

( ) {1,... }\ ( )

( ) {1,... }\ ( ) {1,... }\ ( )

( ) ( ) ( )

( ) = .

j

j j

k k

k M t j K M t

k k

k M t j K M t j K M t

t t p p

p p p

   

  

+ − +

 

−

  

− = + −

− + 

 

  
 

Отметим, что 
{1,... }\ ( )

( )
j

j K M t

p t p


=   - сумма вероятностей всех со-

стояний, которые не наступили ни разу в течение t периодов. То есть 

( )p t  - это вероятность того, что в следующем периоде будет наблю-

даться состояние ФН, не наблюдавшееся до этого. Таким образом, 

( )p t = 1 – Lt, где Lt - уровень научения в терминах [7, 8], получаем 

следующую оценку неопределенности матожидания ФН: 

{1,... }\ ( )

1

[ ( ) ( )] [ ]

(1 ) (1 ).

j

j K M t

K
t

k k t

k

E t t E p

p p L

  

 

+ −



=

− =  =

=  − =  −




 

В свою очередь, в разделе 2.2. [8] показано (стр. 62), что уровень 

научения сходится по вероятности к 1, следовательно последователь-

ность ( )p t  сходится по вероятности к 0, откуда следует сходимость 

последовательностей ε-(t) и ε+(t) по вероятности. 

Также из вышеприведённых соображений и свойства (46) сле-

дует сходимость в среднем случайных последовательностей ε-

(t) и ε+(t) к матожиданию ФН: 



99 

1

lim [ ( )] [ ( )] lim [ ( )]
K

k k
t t

k

E t p E t E t   + −

→+ →+
=

= = = . 

Модель О14. Исследуем влияние действий, выбираемых АЭ, на 

приобретаемый им опыт. Обучение в процессе работы/деятельности 

является распространенным видом обучения. В его моделях (см. об-

зор и результаты в [45]) ищутся ответы на вопросы: как АЭ следует 

распределить свои усилия между периодами времени, достигнув на 

рассматриваемом временном горизонте требуемых результатов, с 

учетом того, что опыт, получаемый в каждом периоде, зависит от со-

ответствующих усилий, а от этого опыта зависит вероятность дости-

жения результата. 

В настоящей работе рассмотрим следующую постановку. Пусть 

имеется один АЭ, которому на временном горизонте в T периодов 

требуется достичь фиксированного суммарного ожидаемого резуль-

тата Z = 
1

( )
T

t

z t
=

 , где ожидаемый результат в периоде t равен произ-

ведению действия («усилий») y(t) [0;1] , требующих затрат c(y(t), t), 

на уровень научения L(t), отражающий вероятность успешной дея-

тельности в этом периоде (см. модели научения в [7]), т.е. 

z(t) = y(t) L(t - 1). 

Предположим, что АЭ осваивает один вид деятельности (форми-

рует опыт в условиях единственно возможного значения ФН), т.е. 

K = 1. В модели 4 в [7] показано, что в этих условиях зависимость 

уровня научения от времени имеет вид 

( )( )1 1 () 0) 1(
t

L L wt = − − − , 

где w – вероятность освоения, L(0) – начальное значение уровня 

научения. Будем считать, что, во-первых, действия АЭ во всех пери-

одах одинаковы, а, во-вторых, в каждом периоде вероятность освое-

ния пропорциональна действию АЭ в этом периоде, тогда кривая 

научения примет вид ( )( )1 1 (, 1) 0( )
t

L y y wt L= − − −
.
 

Задача заключается в нахождении скалярного значения y [0;1] , 

минимизирующего суммарные затраты АЭ на достижение суммар-

ного ожидаемого результата Z: 

(47) 
[0;1]

1

( , ) min
T

y
t

с y t


=

→ , 
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(48) ( ) ( )
1

1 (0) 1
t

T

t

T y y ZL w y
=

−− − = . 

Вычитаемое в выражении (48) может интерпретироваться как 

ожидаемый объем «брака». Если затраты монотонны по действию 

АЭ, то (47) сведётся к нахождению минимального y [0;1] , удовле-

творяющего равенству (48). Так как решение (48) единственно, то по-

лучаем, что оптимальное действие АЭ является решением уравнения 

(1 (0)) (1 ) [1 (1 ) ]Tw T y w Z L w y w y− = − − − − . 

Усложним рассматриваемую модель, допустив возможность вы-

бора в различные моменты времени различных действий. Получим 

задачу 

( )
( ) [0;1]

1

( , ) min
T

y t
t

с y t t


=

→  

z(t) = y(t) L(t – 1); 

L(t) = w y(t) + (1 – w y(t)) L(t – 1); 

Запишем динамическую систему в координатах (l, z)T: 

(49) 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 ;

1 1 .       

L t wy t wy t L t

Z t y t L t Z t

= + − −

= − + −





 

при t = 1, … T; и 
( )

( )
0

0 ;

0 0, 

L L

Z

=

=





 

в которой нужно найти управление y(t) ∈ [0; 1], при этом параметр 

w ∈ [0; 1] известен, функция c(y, t) известна и монотонно возрастает 

по y для любых t, и нужно обеспечить Z(T) ≥ zT и ( )
( ) [0;1]

1

( , ) min
T

y t
t

с y t t


=

→

. 

Из (49) непосредственно получаем: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

1 1 1

1

1 1 ;

1 .                                                

t tt

s q s q

t

s

L t wy s wy q L wy q

Z t y s L s

= = + =

=

= − + −

= −








  



 

Откуда 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 11

0

1 1 1 1 1

1 1 1 .
t tT T t

t t s q s q

Z T y t L t y t wy s wy q L wy q
− −−

= = = = + =

= − = − + −
 
 
 

    

Тогда задача условной оптимизации имеет вид: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

[0;1]
1

1 11

0

1 1 1 1

( , ) min ;                                                            

1 1 .

T

y t
t

t tT t

T

t s q s q

с y t t

y t wy s wy q L wy q z


=

− −−

= = = + =

→

− + − =






 
   



   

 

Альтернативой является использование подходов динамиче-

ского программирования.  

Заметим, траектория динамической системы (49) лежит в «пря-

моугольнике» (l, z)T ∈ [0; 1] × [0; w T], причём начинается в точке 

(L0, 0)T в момент t = 0, и должна завершиться в момент t = T в любой 

точке отрезка, заданного своими концами (0, zT)T и (1, zT)T. 

Перепишем (49) в векторной форме, выделив в явном виде при-

ращение траектории в каждом периоде: 

( )

( )
( )

( )( )

( )

( )

( )

1 1
1

1

L t L tw L t
y t

Z t Z tL t

+ −
= + +

+

    
    

    
, 

или в матрицах: 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1 01

1 1 10

L t y t w L ty t w

Z t y t Z t

+ − ++
= +

+ +

     
     

     
. 

Отсюда легко видеть, что управление y(t) играет роль коэффици-

ента пропорциональности приращения траектории. 

Так как L(t) монотонно возрастает, то «угол наклона» прираще-

ния L(t)(1 - L(t))-1w-1 также возрастает с ростом t. 

Введём функцию ( )
( )
( )

( )

( ) ( )

[0;1]
1

; 

, , min ( , )

T

T

y s
s t

Z T z
Z t z L t l

C z l t с y s s


= +


= =

=
 
 
 
 

  с 

области определения t = 0, … T - 1; l ∈ [0; 1]; z ∈ [0; w T]. 

Функция C(z, l, t) – это минимально возможные затраты на реа-

лизацию траектории, начинающейся в момент t из точки (l, z)T и за-

вершающейся в момент T > t на отрезке с концами (0, zT)T и (1, zT)T. 

Теперь задача заключается в том, чтобы обеспечить 

C(0, L0, 0) → 
( )
( )

[0;1]

min

T

y s

Z T z




. 
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Рассмотрим функцию C(∙) при t = T - 1 

( )
( )
( )

( )

( ) ( )

[0;1]

1 ; 1

, , 1 min ( , )

T

y T

Z T z
Z T z L T l

C z l T с y T T



− = − =

− =
 
  =
 
 

 

( )

( )

(1, )  при ;                           

( / , ) при  и 0;

0,  при ;                                     

T

T T T

T

с T B z z l

с z z l T z l z z l

c T z z

+  −


= − −   
 

  

где B – некоторый штраф (например, B = T ( )max 1,
t

с t ), показываю-

щий невозможность решений при z < zT – l. 

Тогда для всех t = 0, … T - 1 по убыванию можно записать рекур-

рентное уравнение для C(∙) 

( ) ( ) ( )( ) 
[0;1]

, , 1 min , , 1 , 
y

C z l t с y t C z y l l w y w y t


− = + + − + . 

В итоге получаем рекуррентное уравнение для C(∙): 

( ) ( )

( )

( )

(1, )  при ;                          

, , 1 ( / , ) при  и 0;                                         

0,  при ;                                    

, , 1 min

T

T T T

T

y

с T B z z l

C z l T с z z l T z l z z l
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Решая его относительно C(∙) и y последовательно для всех 

t = 0, … T - 1 по убыванию, можно найти оптимальную траекторию 

(последовательность действий) y(t). 

 

Краткие выводы. Результаты разделов 4.3-4.5 свидетель-

ствуют, что известные (см. [8, 9, 111]) модели научения, в т.ч. кривые 

научения (20)-(26), соответствуют частным случаям описанной в раз-

деле 4.2 общей модели опыта. В работах [8, 9] показано, что модели 

научения, в свою очередь, обобщают модели: испытаний сложных си-

стем и проверки их характеристик; массового производства и повы-

шения его эффективности в ходе освоения (модели Т. Райта и его по-

следователей); тестирования программного обеспечения; 

распространения знаний (идей, теорий, концепций) в обществе; 

управления знаниями и извлечения/приобретения знаний; машинного 

обучения (machine learning); итеративного научения и тестирования 

знаний в педагогике, психологии и физиологии человека и животных. 
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В этих же обзорах [8, 9] можно найти ссылки на многочисленные ра-

боты экспериментального определения характеристик нетривиаль-

ных процессов, лежащих в основании моделей научения. 

Перечислим представляющиеся перспективными направления 

дальнейших исследований. 

Во-первых, формирование опыта является существенным ком-

понентом любой деятельности, поэтому «стратегически» важной 

представляется разработка в рамках МКД общей математической мо-

дели комплексной деятельности (позволяющей операционально де-

композировать и агрегировать частные модели), отражающей в т.ч. 

активный выбор субъектов и учитывающей процессы формирования 

их опыта. 

Во-вторых, система классификаций моделей опыта, приведенная 

в третьем разделе, позволяет на регулярной основе генерировать раз-

личные частные модели формирования и освоения индивидуального 

и коллективного опыта. Разработка и исследование такого рода моде-

лей представляется вполне обоснованным «тактическим» шагом. 

Перспективным является углубленное изучение: совместного форми-

рования опыта в процессе работы, оптимизации продолжительности 

времени обучения до перехода к продуктивной деятельности, влия-

ния забывания и глубины предыстории, роли зависимости состояний 

факторов неопределенности от времени, влияния структуры опыта 

(логических связей между его компонентами), задач оптимиза-

ции/управления процесса формирования опыта и др. 

В-третьих, предложенная модель опыта представляется доста-

точно богатой для того, чтобы попытаться описать ею следующие яв-

ления и процессы: 

- управление персоналом, включая его найм, расстановку, разви-

тие (в первую очередь, конечно, именно развитие), продвижение и 

увольнение, а также модели человеческого капитала; 

- управление риском и информационной безопасностью; 

- эволюцию (включая адаптацию, конкуренцию и естественный 

отбор) в биологических системах (с установлением взаимосвязи с 

традиционно используемым для этих задач математическим 
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аппаратом – конечных автоматов [15, 68]16, дифференциальных урав-

нений [22, 112, 118], эволюционных игр [17, 128] и др.); 

- различные характерные времена и иерархичность эксплицитно 

транслируемого, имплицитно транслируемого и нетранслируемого 

опыта, учитываемые в психологических и социологических подходах; 

- отбор, формирование, освоение, закрепление и трансляция об-

щественного опыта, рассматриваемые как феномены культуры. 

  

 
16 Упоминаемые здесь и далее области исследований настолько объемны, 
что мы, нисколько не претендуя на полноту, даем ссылки на несколько либо 
классических монографий, либо/и современных обзоров. 
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5. Креативная деятельность 
 

В настоящей главе рассматриваются модели креативной деятель-

ности. В первом разделе обосновано, что креативность «сосредото-

чена» в этапе целеполагания, и в рамках модели жизненного цикла 

предметной области выделены и проанализированы его ключевые 

фазы. Во втором разделе приводятся математические модели основ-

ного содержания первой фазы – проверки гипотез. 

 

5.1. Модели креативной деятельности 
«Общая модель» (см. главу 2) описывает деятельность субъек-

тов: учитывает их активный выбор и деятельность во внешней среде, 

позволяет оценить получаемый результат деятельности и освоение 

технологий. «Общая модель» также описывает и позволяет исследо-

вать динамику знаний, опыта, технологий, используя множества до-

пустимых СЭДов 

{Ai({y(∙), ω(∙) | 0; t - 1}, {v(∙), r(∙) | 0; t}, t) : yi(t) ∈ Ai(∙)} 

как функции времени и предыдущих значений действий y(∙), опыта 

v(∙), характеристик ПЭ r(∙) и ФН ω(∙). Однако соотношения «Общей 

модели» (3.1)-(3.12), используемые непосредственно, не позволяют 

получить каких-либо конструктивных результатов в силу своей ана-

литической сложности, в частности, оперирование в общем виде с 

множествами-функциями {Ai(·)} крайне сложно, если вообще воз-

можно. 

Определения. На основании определений понятий «знание», 

«опыт», «познание», «умение», данных в [57], введём определения 

знаний и опыта. Причём в рамках настоящей работы будем считать 

понятия «опыт» и «знания» (индивида или группы людей) эквива-

лентными. Опыт / знание определим как результат процесса позна-

ния действительности, отражённый в сознании индивида или группы 

индивидов, а также в доступных им вещественных формах (докумен-

тах и пр.) в виде представлений, понятий, суждений, умозаключений, 

теорий, навыков, обеспечивающие возможность выполнения людьми 

определённой деятельности в определённых условиях (см. также вве-

дение и главу 4). Под сознанием будем понимать процесс и результат 

создания модели мира в определенных целях [32]; в этом смысле кре-

ативная деятельность тесно связана с сознанием, так как обе эти 
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категории предполагают создание (дословный перевод - creation) но-

вых знаний. 

Определим элемент знаний как утверждение о свойствах внеш-

него мира, справедливость которого в определённый момент (период) 

времени подтверждена наблюдениями в процессе выполнения СЭДа 

или может быть проверена посредством выполнения СЭДа (системы 

СЭДов). 

Например, элемент знаний может быть задан как подмножество 

декартового произведения множеств возможных значений парамет-

ров внешней среды (включая предметную часть технологий) – он мо-

жет определять множество возможных значений параметров, в том 

числе, в разные моменты времени. То есть, описывать последователь-

ность смены состояний элементов внешней среды, или отношения 

между их параметрами, в том числе, под влиянием реализуемой дея-

тельности субъектов. 

Будем говорить, что элемент знаний известен активной системе, 

если гипотеза о справедливости соответствующего утверждения под-

тверждена в ходе выполнения одного или нескольких СЭДов. 

Для каждого элемента знаний существуют предусловия – множе-

ство элементов знаний, которые должны быть известны для того, 

чтобы гипотеза о справедливости соответствующего утверждения 

могла быть проверена. В каждый момент времени может быть опре-

делено множество элементов знаний, гипотезы которых могут быть 

проверены, то есть элементов знаний, предусловия (текущий «фронт 

познания» - см. Рис. 24 ниже) которых удовлетворяют текущему со-

стоянию опыта/знаний. 

Тогда каждый элемент знаний в любой момент времени может 

находиться в одном из следующих состояний относительно АС: 

i. недоступен для проверки гипотезы - предусловия не удовле-

творены, 

ii. доступен для проверки гипотезы, но гипотеза не проверена, 

iii. известен – гипотеза проверена. 

Формализуем накопленный к текущему моменту опыт / знания 

АС в виде алгебры множеств множества элементов знаний, известных 

АС на текущий момент. 

Следуя определению [6] технологии как системы условий, кри-

териев, форм, методов и средств последовательного достижения по-

ставленной цели, будем рассматривать технологию состоящей из 
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двух компонентов: 1) технологических знаний и 2) предметов, явля-

ющихся средствами деятельности. При этом технологические знания 

являются, очевидно, подмножеством опыта/знаний в целом, а пред-

метная часть технологии (средства) может рассматриваться как со-

ставляющая часть внешней среды (ресурсы деятельности). 

Историческая практика показывает, что процесс развития зна-

ний/опыта человечества носит «скачкообразный» характер: кратко-

временные периоды (почти моменты - научные революции по Т. Куну 

[28]) формирования новых парадигм - новых областей знаний - сме-

няются относительно продолжительными периодами т.н. нормаль-

ного развития - освоения и продуктивного использования знаний. 

Этот процесс естественным образом «выделяет» предметные обла-

сти - подмножества множеств элементов знаний, возможно, содержа-

тельно близких, взаимосвязанных друг с другом. Рассмотрим их жиз-

ненные циклы. 

Жизненный цикл предметной области. На основании анализа 

общественно-исторической практики выделим следующие фазы17 

(см. Рис. 21 и Рис. 22) жизненного цикла области знаний: 

Фаза 1 (открытие новой предметной области и накопление «ба-

зовых знаний»). В рамках этой фазы реализуется (последовательно 

и/или параллельно) множество СЭДов, целями которых является по-

лучение знаний: проверка гипотез о справедливости утверждений, со-

ставляющих элементы знаний/опыта. При реализации СЭДов про-

верки гипотез значимые условия утверждений задаются 

(выбираются) субъектом. Соответствующие математические модели 

рассматриваются в разделе 5.2 ниже. 

 

 
17 Границы фаз и начало жизненного цикла в целом являются условными. В 
большинстве случаев невозможно указать единственное событие (момент 
его наступления), указывающее начало фазы или жизненного цикла. Это и 
не требуется для построения формальных моделей. 
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Рис. 21. Модель ЖЦ предметной области 
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Возможный результат каждой такой проверки бинарен и неизве-

стен априори (!), поэтому в каждом СЭДе реализуется истинная не-

определённость, и, в зависимости от полученного результата, гипо-

теза или отвергается или подтверждается. Эти СЭДы могут 

реализовываться в форме деятельности и над вещественными пред-

метами (например, физический эксперимент), и над информацион-

ными (например, математическое моделирование) объектами, и над 

мыслимыми (мысленный эксперимент). 

Считаем, что первая фаза продолжается до тех пор, пока неиз-

вестно, какое практически полезное применение могут иметь знания 

из данной области, пока не сформулированы полезные цели и не раз-

рабатываются технологии их достижения. 

Цель каждого из СЭДов и содержание фазы в целом – получение 

знаний о внешней среде. 

Таким образом, происходит накопление «базовых зна-

ний/опыта» - получение знаний о свойствах (значениях и законах их 

динамики) ФН, а также о технологиях КД, выполняемых при опреде-

лённом множестве значений ФН. На первой фазе технологии КД 

нацелены на получение новых знаний - построение модели окружаю-

щей действительности, а не на получение полезного результата. 

Фаза 2 (освоение предметной области) - разработка технологии 

и единичное продуктивно-экспериментальное использование. При-

знаком перехода от фазы 1 к фазе 2 является появление гипотез о воз-

можном практически полезном применении знаний - формулирова-

ние новых полезных целей. Цели СЭДов на фазе 2 - формирование 

технологий получения полезных результатов на основе модели ФН, 

построенной на фазе 1. При этом значения ФН не выбираются субъ-

ектом, а реализуются «естественным выбором» внешней среды. То 

есть не все значимые условия утверждений задаются субъектом (как 

это было на фазе 1), часть из них определяются значениями ФН. При 

этом могут реализоваться и уже известные значения ФН, тогда новые 

элементы знаний/опыта не формируются, или априори не встречав-

шиеся значения ФН, тогда формируется новые элементы зна-

ний/опыта. Целью такого многократного повторения известной тех-

нологии является подтверждение того, что технология позволяет 

получить желаемый продуктивный результат КД при (всех или) боль-

шинстве значений ФН, или выявление новых значений ФН. Для 
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описания этого процесса адекватны модели, представленные в главе 

4 и [7, 8]. 

В каждой предметной области и их комбинации может быть со-

здано конечное количество «разумных», «рациональных», «опти-

мальных» технологий (например, наилучшая с учётом имеющихся в 

данный момент материалов конструкция электродвигателя или паро-

вой машины, или самолёта). 

Фаза 3 (массовое продуктивное использование). Признаком пере-

хода от фазы 2 к фазе 3 является массовое / не единичное использова-

ние известных технологий. Реализуется множество СЭДов с уже из-

вестной (из фазы 2) технологией с целью получения продуктивного 

результата, ради которого технология создавалась. При этом могут 

реализоваться и уже известные значения ФН, тогда получается жела-

емый продуктивный результат, или априори не встречавшиеся значе-

ния ФН, тогда формируется новый опыт, а продуктивный результат 

может быть потерян. При встрече с новым значением ФН может про-

исходить возвращение к фазе 1 или 2 в рамках данной предметной 

области или открытие новой предметной области. 

Формированию новых СЭДов на фазах I и II соответствует фор-

мирование гипотез об элементах знаний, формированию новых СЭ-

Дов на фазе III – порождение потребностей в результатах продуктив-

ной КД, направленной на получение полезного результата. 

Креативные аспекты в жизненном цикле КД. 

В монографии [6] предложена классификация видов деятельно-

сти. В том числе, выделены регулярная и креативная деятельность. 

Регулярная КД - деятельность, реализуемая по известной техно-

логии для получения априори специфицированных результатов. 

Структура и технология регулярной КД являются детерминирован-

ными. 

Креативная КД - деятельность, технология которой не полно-

стью определена (не полностью известна) на момент начала деятель-

ности и поэтому создаётся в ходе реализации деятельности. Неизвест-

ность технологии вызвана неопределённостью спроса и/или 

априорной неопределённостью в спецификации результата деятель-

ности. 

Отметим, что синонимом креативной деятельности является 

творческая деятельность (дословный перевод на английский язык 

прилагательного «творческий» - creative). На сегодняшний день 
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исторически сложились две парадигмы определения и исследования 

творчества. В рамках первой – «деятельностной» - творчество рас-

сматривается как деятельность (наиболее яркими примерами явля-

ются научная деятельность [42] и художественная деятельность 

[38]): 

• творчество - деятельность человека, созидающая новые мате-

риальные и духовные ценности, обладающие общественной значимо-

стью [64]; 

• творчество - это всякая практическая или теоретическая дея-

тельность человека, в которой возникают новые (по крайней мере, для 

субъекта деятельности) результаты (знания, решения, способы дей-

ствия, материальные продукты) [61]; 

• творчество – деятельность, результатом которой является со-

здание новых материальных или духовных ценностей [27]. 

В рамках второй парадигмы – психологии творчества - творче-

ство рассматривается как «взаимодействие, ведущее к развитию» [60, 

62]. То есть, в случае творчества, по мнению Я.А. Пономарева [60] и 

представителй его научной школы, субъект должен как бы допустить 

в себе активность объекта (внешней среды), поэтому взаимодействие, 

в отличие от деятельности, предполагает встречное действие объекта. 

Механизм этого встречного действия связан с такими категориями 

как: интуиция, озарение, когнитивное бессознательное, дефокуси-

ровка внимания, побочный продукт действия и т.д. 

На самом деле, эти два исследовательских подхода не противо-

речат, а взаимно дополняют друг друга, т.к., независимо от принятой 

позиции, для ответа на вопрос - откуда в сознании субъекта возникает 

образ «продукта творчества» (замысел у художника, гипотеза у уче-

ного и т.д.) - необходимо вводить те или иные предположения. В рам-

ках психологии творчества в т.ч. исследуются механизмы отражения 

внешнего мира в сознании субъекта с учетом опыта последнего. В 

рамках деятельностного подхода, которому следует настоящая ра-

бота, вводится предположение осуществовании графа, объективно и 

адекватно описывающего всю структуру предметной области (см. 

Рис. 24). 

Креативность стала очень популярным предметом исследований 

в менеджменте и психологии управления с 1980-90-х годов – см., 

например, обзоры в [75, 95, 96, 121]. С тех пор наблюдается значи-

тельный поток публикаций по это проблематике (см. 
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наукометрический анализ в [84]), однако в упомянутых областях ре-

зультаты исследований креативности носят качественный характер, 

как максимум – на уровне структурных моделей [74]. 

Зададимся вопросом, какие из элементов (процессуальных, внут-

ренних или внешних) «отвечают» за то, что деятельность является 

креативной? То есть, где «сосредоточена» креативность? Для этого 

проанализируем жизненный цикл (ЖЦ) КД, приведенный в Табл. 10 

монографии [6]. 

1. Стадия II жизненного цикла КД (см. Табл. 10 в [6]) – это целе-

полагание (формирование структуры целей) и проверка, существуют 

ли технологии под все подцели. Креативность сосредоточена в 

этом!  

Формирование технологии и реализация – стадии III и IV КД (см. 

Табл. 10 в [6]) – всегда (!) выполняется известными средствами и ме-

тодами, т.к. нельзя быть уверенным в результате, если не уверен в 

технологии – средствах, методах способах его получения. 

2. В общую схему жизненного цикла КД и жизненного цикла 

предметной области укладывается и научная КД, и практическая КД 

(включая инженерную КД), и художественная КД. 

Научная КД.  Сейчас во многих отраслях знаний уже сложились 

свои парадигмы - устоявшиеся исследовательские подходы - методы 

исследований и представления результатов. Альтернативные под-

ходы воспринимаются с априорным подозрением, то есть, исследова-

тели стремятся следовать известной - регулярной - технологии, в ко-

торую «вкраплены» СЭДы «проверки гипотез», которые тоже 

регулярны! Исключением являются моменты научных революций. 



113 

Примеры 

 Значения ФН Электричество Атомная энергия 

Фаза 1. Открытие новой 

области знаний и накоп-

ление «базового опыта». 

Генерируются / 

выбираются 

субъектом и па-

раллельно реа-

лизуются. 

Опыты древних с янтарём и шер-

стю, наблюдения за электриче-

скими угрями. 

Работы и прибор Гилберта. 

Опыты Франклина с воздушным 

змеем. 

Опыты и приборы Гальвани и 

Вольта. 

Генератор Фарадея. … 

Идеи-гипотезы древних о 

строении вещества. 

Дальтон, Менделеев. 

Рентген. 

Модели атома Бора и Ре-

зерфорда. 

Наблюдение Беккереля, 

работы Кюри, Флёрова и 

Петржака, … 

Фаза 2. Освоение области 

знаний. 

Цель – разработка и осво-

ение технологий. 

Реализуются, а 

субъект фикси-

рует новые зна-

чения ФН. 

Применение электричества для 

освещения, промышленного при-

вода, транспорта и т.д. 

Промышленные устройства Те-

слы, Эдисона, Доливо-Добро-

вольского и др. 

«Манхэттенский проект» 

- первый реактор, бомба, 

технологии обогащения 

Ядерные боеприпасы. 

Первые АЭС. 

Фаза 3. Массовое продук-

тивное использование 

Цель – использование 

разработанных техноло-

гий для получения новых 

результатов. 

Реализуются. Серийное производство и массовое применение. 
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Художественная КД  [38] «устроена» аналогично; примерами 

проектов, реализуемых множеством людей, являются: 

• съёмки фильма, 

• постановка спектакля, 

• создание монументальных объектов. 

Формирование замысла (сюжета, смысла, ...) – целостного об-

раза - книги/картины (или их элементов, если субъект делит предмет 

творчества на элементы) - является элементарной, но креативной де-

ятельностью. После этого субъект выражает замысел до тех пор, пока 

ему не понравится результат, то есть, тоже имеет место проверка ги-

потез (или переосмысление замысла). При этом технология наклады-

вания краски, обработки мрамора или набора текста/формул - регу-

лярна. Такая технология тоже может быть предметом первой фазы см. 

п. с) ниже). Но, будучи выработанной, она становится регулярной. 

Таким образом, для художественной деятельности имеем: 

a. формирование замысла художественного произведе-

ния - формирование гипотезы/гипотез; 

b. попытки выразить замысел и проверка «нравится или не 

нравится» - проверка гипотез; 

c. художественная техника (гуашь-масло-глина-бронза-ма-

зок) – с точностью до авторской индивидуальности, отражаю-

щей замысел, регулярна и «импортируется» из промышленно-

сти. 

3. Стадии I и II (и V) КД (см. Табл. 10 в [6]) всегда реализуются 

применительно к и в терминах информационной модели предметной 

области. Остальные стадии, III и IV, могут требовать КД, связанной с 

вещественным предметом. 

4. Цели/гипотезы (стадия II) КД (см. Табл. 10 в [6]) могут описы-

вать любые подмножества элементов (и связей между ними) корпуса 

знаний, независимо от модели их представления. В том числе, гипо-

тезы могут описывать новые компоненты технологий. 

5. И обобщённая схема одиночного креативного СЭДа, и ЖЦ об-

ласти знаний (см. в самом начале) совпадает со схемой научной дея-

тельности: 

А. Осмысление существующих предметных областей; 

Б. Формирование целей – в случае креативной КД это выдви-

жение гипотез о возможности достижения целей, т.к. на мо-

мент целеполагания технология неизвестна, следовательно, 
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и возможность достижения цели – также неизвестна. В слу-

чае научной КД целью КД является получение новых зна-

ний, то есть – непосредственно проверка гипотез о законо-

мерностях внешней «относительно исследователя» среды; 

В. Проверка гипотез; 

Г. Обобщение и формирование новых закономерностей/техно-

логий; 

Д. Переход к п.А. 

6. Пп. А-Б – это целеполагание (формирование структуры целей) 

и проверка, существуют ли технологии под все подцели. Повторим, 

что креативность сосредоточена в этом. 

7. Проверка гипотез (п. В) всегда (!) выполняется посредством 

использования известной технологии, т.к. нельзя быть уверенным в 

результате, если не уверен в технологии – средствах, методах спосо-

бах его получения. Если технология проверки неизвестна, произво-

дится декомпозиция гипотезы и определяется причинно-следствен-

ная структура проверки гипотез нижестоящего уровня с 

последующим агрегированием результатов. Операции декомпози-

ции, формирования причинно-следственной структуры и агрегирова-

ния являются известными – проверенными компонентами общеси-

стемной технологии достижения комплексных целей / проверки 

комплексных гипотез. Декомпозиция производится до тех пор, пока 

для всех целей / гипотез не будет найдено известной технологии. По-

лучается фрактальная совокупность СЭДов. После этого реализуется 

действия СЭДов, следуя причинно-следственным структурам. После 

этого исходная гипотеза или подтверждается, или отвергается. 

8. Гипотезы (п. Б) могут описывать любые подмножества эле-

ментов (и связей между ними) корпуса знаний, независимо от модели 

представления. Как отмечалось выше, гипотезы могут описывать но-

вые компоненты технологий. 

9. Формирование целей всегда осуществляется в ответ на потреб-

ность некоторых заинтересованных лиц и/или решение проблем (что 

эквивалентно потребностям) заинтересованных лиц, в частном случае 

таким заинтересованным лицом является сам субъект (в научной и 

художественной деятельности таким «заинтересованным лицом» в 

большинстве случаев является сам ученый или художник). 

Краткие выводы про креативную КД. КД всегда регулярна, и 

как частный случай, элементарная деятельность – тоже регулярна. То 
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есть, любая (человеческая) деятельность регулярна – выполняется, 

следуя известной на момент начала действия технологии. То есть, как 

только цель структурирована и создана структура СЭДов (с верифи-

цированной, известной технологией, приводящей к требуемому ре-

зультату) – КД становится регулярной. 

Качественная модель развития знаний/опыта. В рамках лю-

бой АС существование/функционирование активных элементов со-

стоит в том, что: 

a) АС как комплексный субъект «постоянно» реализует множе-

ство регулярных СЭДов; 

b) Наступают события истинной неопределённости; 

c) АЭ, составляющие АС, рефлексируют - осмысляют факты 

наступление этих событий; 

d) (пере)Формируется структура целей, в результате появляется 

структура СЭДов и структура комплексных субъектов; 

e) (для новой структуры целей) Разрабатывается новая техноло-

гия или сводится путём декомпозиции к известным; 

f) Продолжается реализация регулярной, но уже другой, КД, 

происходит возврат к п. а). 

Цепочки a)-f) реализуются для всех этапов ЖЦ «областей знаний» / 

предметных областей (см. Рис. 22). 

События истинной неопределённости18 (b)  и события перефор-

мирования структур целей (d) происходят асинхронно, они «связаны» 

процессом рефлексии, продолжительность и результат которого 

также неопределённы. Само переформирование целей – проявление 

истинной неопределённости субъекта. 

То есть неопределённость субъекта проявляется в двух формах: 

а) решение о выполнении деятельности (или отказе); 

 
18 Напомним, что различают измеримую и истинную неопределен-
ность [6]. Измеримая неопределенность - возможность наступле-
ния априори непредсказуемых, но повторявшихся ранее или/и описы-
ваемых фундаментальными закономерностями событий. Для 
анализа таких событий могут быть использованы количественные 
методы (например, вероятностные/статистические), основанные 
на предыдущих измерениях или фундаментальных законах (вместе с 
предположением о неизменности условий и закономерностей). Ис-
тинная неопределенность - возможность наступления уникальных 
(или редко повторяющихся) событий, которые не объясняются су-
ществующими фундаментальными законами, и для которых нет 
априорных наблюдений [102]. 
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б) формирование структуры целей. 
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Рис. 22. Модель развития знаний/опыта активной системы  
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Не для всех предметных областей жизненный цикл включает все 

три фазы: в некоторый случаях может оказываться, что развитие 

предметной области не приводит (или пока еще не приводит) к её про-

дуктивному использованию, и жизненный цикл прерывается на пер-

вой или второй фазе (соответствующие графические образы пред-

ставлены в верхней части Рис. 22). 

Рефлексия является оцениванием имеющегося опыта и внешней 

среды – в т.ч. событий истинной неопределённости. Рефлексия, с од-

ной стороны, предшествует целеполаганию и является его источни-

ком – генерирование гипотез. С другой стороны, рефлексия фикси-

рует опыт – подтверждение/отклонение гипотез. 

Модель эволюции знаний/опыта как частный случай «общей 

модели». «Общая модель» описывает, в том числе, и эволюцию зна-

ний/опыта, используя динамику множеств допустимых СЭДов Ai(·) и 

зависимоcть их от предыстории, однако, как уже отмечалось выше, 

соотношения «Общей модели» (3.1)-(3.12), используемые непосред-

ственно, не позволяют получить каких-либо конструктивных резуль-

татов. 

Поэтому конкретизируем «Общую модель АС» таким образом, 

чтобы аналитически исследовать развитие знаний/опыта - процесс от-

крытия новых предметных областей и накопления «базовых знаний», 

для этого: 

a. Абстрагируемся от множественности АЭ. 

b. «Избавимся» от множеств-функций Ai(·) и представим про-

цесс эволюции иным образом. 

Рассмотрим особенности реализации жизненного цикла 

опыта/знаний, учитывая цели a-b. Множество Ai(∙) допустимых дей-

ствий каждого АЭ состоит из СЭДов, каждый из которых может быть 

отнесён к одному из подмножеств, характерных для различных фаз 

ЖЦ предметных областей: 

• фаза I - СЭДы проверки гипотез, доступных при текущем уровне 

опыта v(∙); 
• фаза II - СЭДы освоения технологий, 
• фаза III - СЭДы продуктивного использования освоенных тех-

нологий. 
При реализации СЭДов подмножества I АЭ выбирает значения 

параметров и технологии, и внешней среды, проверяя справедливость 

гипотезы именно при таком сочетании параметров. Истинная 
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неопределённость проявляется в виде результата КД, который апри-

ори неизвестен АЭ. Если при этом истинная неопределённость внеш-

ней среды проявляется таким образом, что ФН принимают отличное 

от требуемого значения, то полученный результат КД характеризует 

проверку гипотезы, отличной от исходной. При завершении проверки 

гипотезы множества значений ФН и доступных технологий могут 

трансформироваться (см. Рис. 23 и Рис. 24). 

При реализации СЭДов подмножеств II и III АЭ выбирают номер 

j выполняемого элемента КД - параметры технологии, при этом пара-

метры внешней среды - номер k состояния ФН - реализуются незави-

симо от АЭ и являются априори неопределёнными для АЭ. При этом 

результат КД зависит от значений параметров и технологии, и внеш-

ней среды. 

 

 
 

Рис. 23. ЖЦ предметной области 
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Табл. 7. Фазы креативной КД 

 

Выбор АЭ Значение ФН Итог Последствие 

Проверка 

гипотезы, 

фаза I 

Совпадает 

с требуемым 

Гипотеза 

проверена 
Множество доступных технологий транс-

формировано. 

Возможно, множество значений ФН транс-

формировано 
Не совпадает 

с требуемым 

Проверена 

иная гипотеза 

Освоение 

техноло-

гии, фаза II 

Известное Гипотеза 

проверена 

Уровень освоения неизменен 

Неизвестное Уровень освоения повысился 

Использо-

вание тех-

нологии, 

фаза III 

Известное 
Продуктивный 

СЭД 

выполнен 

Получен ожидаемый 

полезный результат 

Неизвестное 

Уровень освоения повысился, 

ожидаемый полезный результат 

может не быть получен 
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Модель структуры предметной области. Пусть задан связный 

ориентированный граф без циклов - сеть G = (N, E) с правильной нуме-

рацией (отсутствуют дуги, идущие из вершины с большим номером в 

вершину с меньшим номером), вершины которой соответствуют пред-

метным областям (множествам гипотез)/гипотезам/утверждениям, а 

множество дуг E  N × N отражает логические связи между вершинами 

– см. Рис. 24. 

Через Ni = {j ∈ N | (j; i) ∈ E} обозначим множество непосредствен-

ных предшественников i-ой вершины в сети G, i ∈ N. Считаем, что сеть 

G имеет множество   N входов (вершин, не имеющих предшествен-

ников – аксиом и/или фактов, являющихся признанным общим знанием). 

Будем считать, что для каждой вершины сети G определено пред-

условие – булев предикат , определенный на множестве |Ni| + 1 вхо-

дов двух типов – исходных фактов  и внешних условий 

, и вычисляющий бинарный выход (новый факт) – логическую 

переменную zi = , которую будем считать определенной, 

если значение выхода одинаково при любых допустимых значений 

внешних условий; в противном случае выход будем считать неопреде-

ленным. 

Следовательно, проверка гипотезы при известных исходных фактах 

заключается в нахождении значения выхода при некотором (или некото-

рых) значении внешних условий – первая фаза креативной КД. Затем, на 

второй фазе креативной КД неизменность значения выхода проверяется 

при различных (всех допустимых) значениях внешних условий (ФН). 

Таким образом, i-ая вершина графа G задается кортежем (Ni, 

, ), включающим исходные факты, внешние условия и логический 

предикат. 

Обозначим через Gt – достоверно известный исследователю в мо-

мент времени t подграф графа G. В примере Рис. 24 граф Gt затенен. 

В рамках рассматриваемой модели структуры предметной области, 

гипотеза – предположение о том, что справедливо некоторое утвержде-

ние или их совокупность. Гипотеза – подграф/вершина, в котором вход-

ные дуги всех вершин либо содержатся в нем, либо исходят из Gt. 

Обоснование или опровержение гипотезы – проверка определенно-

сти результата утверждения при всех фигурирующих в нем внешних 

0N

( )i 

{ , }
iN j iz z j N= 

i i 

( , )
ii N iz 

i

( )i 
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условиях. Частный случай – когда предикат известен и надо найти мак-

симальное множество внешних условий, когда его значение является 

определенным. 

Модель проверки гипотез рассматривается в разделе 5.2 ниже, где, 

в том числе, ставятся и решаются задачи оптимального распределения 

усилий исследователя между проверкой различных выдвинутых гипотез 

и задачи выбора оптимальной последовательности проверки гипотез. 

На первой фазе ЖЦ предметной области «элемент знаний» (гипо-

теза) – вершина графа на Рис. 24 может быть, как отмечалось в настоя-

щем разделе выше, следующих типов: 

- недоступен для проверки гипотезы - предусловия не удовлетво-

рены (обозначены пунктиром), 

- доступен для проверки гипотезы, но гипотеза не проверена (обо-

значен тонкой линией), 

- известен – гипотеза проверена (обозначен жирной линией). 

Множество известных элементов знаний (вершин, обозначенных на 

Рис. 24 жирными линиями) – текущий объем известных знаний. Множе-

ство доступных для проверки гипотез (вершин, обозначенных на Рис. 

тонкими линиями) – текущий горизонт познания. Текущий объем из-

вестных знаний совместно с текущим горизонтом познания представ-

ляют собой известный исследователю в текущий момент подграф Gt 

графа G. Каждая вершина, обозначенная тонкой линией, представляет 

собой одну гипотезу или множество независимо проверяемых (парал-

лельно или последовательно) гипотез. 

Возможны два типа действий АЭ на каждом шаге – алгоритмиче-

ские и креативные действия. Первые – полностью автоматические гене-

рация и содержательный анализ всех логически возможных следствий из 

имеющегося корпуса знаний Gt. Результатом является граф  (условно 

его можно называть «логическим замыканием» графа Gt). Вторые – вы-

движение и обоснование или опровержение гипотез – новых подграфов 

 графа G \ . Обозначим через  множество подтвержденных ги-

потез, тогда Gt+1 = . Выдвижение/генерация гипотез является 

существенно креативным и неформализуемым этапом, поэтому при мо-

делировании, наверное, целесообразно использовать стохастические 

описания моментов возникновения гипотез и продолжительностей их 

проверки. 

ˆ
tG

h

tG ˆ
tG

h

tG +

ˆ h

t tG G +



124 

Таким образом, новые гипотезы могут выдвигаться автоматически 

(алгоритмически) или креативно либо на первой фазе, либо в качестве 

реакции на события истинной неопределенности на второй (см. стрелку 

6 на Рис. 24) или третьей (см. стрелку 7 на Рис. 24) фазах креативной КД. 

Для формализации процесса проверки (обоснования или опровер-

жения) выдвинутых гипотез можно использовать модели, рассматривае-

мые ниже в настоящей главе. 

На фазе 1: 

- переход к новому горизонту познания происходит в момент науч-

ной революции [28]; как и почему это происходит, мы описывать не бе-

ремся, считая, что граф G задан. И это следует признать наиболее суще-

ственным допущением рассматриваемых в настоящей главе моделей 

креативной КД. 

- проверка гипотез описывается моделью раздела 5.2; 

- содержанием стрелок типа 1 и 2 может быть: детализация или уве-

личение/снижение размерности (анализ/синтез, декомпозиция/обобще-

ние). 

На фазе 2 отработка технологий описывается «моделями опыта» 

(глава 4). 

На фазе 3 практическая деятельность описывается общими схемами 

КД и моделями, приведенными в [6, 9]. 

Цепочка 3-4 описывает ЖЦ «фундаментальные исследования - раз-

работка технологий – производство»; 

Связи 5, 6 и 7 иллюстрируют, что проблемы, возникшие на второй 

или третьей фазе (ситуации истинной неопределенности для этой фазы), 

могут потребовать возврата к предыдущей или предыдущим фазам с вы-

движением новых гипотез, их проверкой и/или с разработкой соответ-

ствующих технологий. 
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Рис. 24. Фазы креативной деятельности (ЖЦ предметной области) 
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Перейдем к моделям первой фазы ЖЦ предметной области, ос-

новным содержанием которой является генерация и проверка гипо-

тез. 

 

5.2. Последовательная и параллельная 

проверка гипотез 
 

Модель первой фазы креативной КД. Пусть АЭ осваивает K 

видов деятельности (приобретает K элементов знаний или проверяет 

K гипотез, образующих одну предметную область), причем после-

довательность выбирает он сам (допустимой является любая после-

довательность). Каждая гипотеза k характеризуется начальным уров-

нем освоения («начальными знаниями») (0)kL  и априорной 

вероятностью освоения за один такт времени (0;1]kw  , условно ха-

рактеризующей сложность проверки гипотезы (можно считать, что 

сложность обратно пропорциональна вероятности освоения и, соот-

ветственно, наоборот). Тогда, в соответствии с результатами четвер-

той главы (см. модели О2, О7 и О14) для k-ой гипотезы зависимость 

уровня научения от времени имеет вид 

(1) ( )( )1 1 (0) 1( )
t

k k kLt wL = − − − , 1k ,K= . 

В качестве показателя уровня научения можно использовать 

либо среднее время освоения (см. ниже), либо время Tk(ε, L(0), wk), по 

завершении которого вероятность того, что k-я гипотеза осталась не-

проверенной, не превышает ε > 0: 

(2) 
( )

( )

ln( ) ln
( , (0),

0
)

)

l

1

n

(

1

k

k

k k kT L
L

w
w




−
=

−

−
, 1k ,K= . 

Легко видеть, что ( , (0), )k k kT L w  - строго монотонно убываю-

щая вогнутая функция (0)kL  и строго монотонно убывающая выпук-

лая функция wk. 

Обозначим через 1(0) = ( (0),..., (0))KL LL  вектор начальных зна-

ний, через 1( ,..., )Kw w=w  - вектор уровней освоения. 

Рассмотрим два случая – строго последовательной (проверка 

очередной гипотезы начинается сразу по завершении проверки 

предыдущей) и параллельной проверки гипотез (все гипотезы начи-

нают проверяться одновременно). 
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Последовательная проверка гипотез. Независимо от последо-

вательности проверки суммарное время последовательного освоения 

предметной области составит 

(3) Tseq(L(0), w, ε) = 
( )

( )1

0l 1 ( )n( ) l

ln 1

n k

k

K

k

L

w



=

−

−

−
 . 

Зависимость агрегированного уровня научения от времени опи-

сывается следующим образом: 

(4) 
0

1

1

1
min{1 ;( ) (1 (1 ) ) ( )}

(1 )

K
t

k k

k

seq w I tL Tt
K




−

=

= − − − 
−

 , 

где 
0

k j

j k

T T


= , 
( )

( )
ln( ) ln 1 (0)

ln 1

j

j

j

L
T

w

 − −
=

−
 (см. выражение (2)), 

, 1,j k K= . 

Считая, что начальные значения всех уровней научения равны 

нулю, сравним время (3) со временем освоения предметной области 

посредством случайного выбора на каждом такте времени проверяе-

мой гипотезы (см. модели освоения опыта в главе 4). Зависимость 

уровня научения от времени в последнем случае имеет вид 

(5) ( )
1

) 1 1(
K

t

k k k

k

rndL p wt p
=

= − − . 

Из результатов [8] известно, что при одинаковых априорных ве-

роятностях освоения, среди всевозможных распределений 

p = { 1 }kp , k ,K=  максимум ожидаемого уровня научения (5) достига-

ется на равномерном распределении. Поэтому предположим, что ис-

пользуется стратегия «равномерной случайной» проверки гипотез, а 

априорные вероятности освоения одинаковы и равны w. Тогда 

1

1
1) 1(

tK
k

k

rnd

w
L t

K K=

 
= − − 

 
 , откуда время, по завершении которого ве-

роятность того, что k-я гипотеза осталась непроверенной, не превы-

шает ε > 0, равно 
ln( )

ln 1
rndT

w

K


=

 
− 

 

. В рамках введенных предположе-

ний время (3) последовательной проверки всех гипотез равно 
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( )

ln( )

ln 1
seq

K
T

w


=

−
. Легко видеть, что seq rndT T , т.е. стратегия последова-

тельной проверки гипотез позволяет быстрее охватить всю предмет-

ную область, чем стратегия их «равномерной случайной» проверки. 

Задача об оптимальной последовательности проверки гипо-

тез. Сформулируем задачу об оптимальной последовательности 

проверки гипотез. Пусть АЭ проверяет гипотезы в порядке возраста-

ния их номеров – от первой до K-ой. Определим для каждой гипотезы 

множество ее «предшественников»: {1,..., 1}kN k= −  и функцию 

множеств 
1

1

( ) ( )
k

k k k j

j

N w 
−

=

=  , где 1 1
: (0; ]k

kw
 + →  - непрерывная 

функция, 1k ,K= . Предположим, что вероятность освоения зависит 

от сложности уже проверенных АЭ гипотез (ниже рассмотрены два 

случая – мультипликативной и аддитивной зависимости от суммы 

априорных вероятностей освоения уже проверенных гипотез). Задача 

заключается в том, чтобы найти последовательность проверки всех 

гипотез за минимальное суммарное время. 

Эта задача принадлежит к классу задач теории расписаний [80, 

114] для одного прибора и нескольких работ с эффектами износа и 

научения (deterioration and learning) – когда время, затрачиваемое на 

работу или перенастройку прибора, зависит от предшествующей тра-

ектории (предыстории) (past-sequence-dependent, p-s-d) [89]. 

В [79, 120] рассматриваются модели с учетом эффекта износа (в 

терминах настоящей работы – негативное влияние предыстории - см. 

Рис. 25), в которых длительность выполнения работы линейно растет 

по моменту времени начала ее выполнения, и приводятся достаточ-

ные условия, при которых оптимальным по тому или иному критерию 

(минимальное время завершения всех работ, минимальные взвешен-

ные просрочки и др.) является упорядочение работ по убыванию или 

возрастанию их характеристик (по минимальным начальным време-

нам выполнения, по коэффициентам линейной зависимости и др.). 

Помимо линейных, в теории расписаний рассматриваются и другие, 

но вполне конкретные (!), ограничения и зависимости (степенные 

[104], экспоненциальные и др. [88, 125]). В настоящей работе рас-

сматривается также вполне конкретный случай мультипликативного 
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(7), (17) или аддитивного (12), (18) влияния предыстории на времена 

проверки гипотез. 

Первыми работами, учитывающими эффект научения (в терми-

нах настоящей работы – позитивное влияние предыстории - см. Рис. 

25), в теории расписаний были [78, 85, 86]. В них длительность вы-

полнения работы линейно убывает по числу предшествующих ей ра-

бот. Показано, что в общем случае это NP-полная задача. Приведены 

частные случаи, которые полиномиально разрешимы. В ряде моделей 

оптимальным оказывается V-образное расписание (V-shaped sched-

ule), в котором работы упорядочиваются сначала по убыванию, а за-

тем по возрастанию [126]. Понятно, что монотонные расписания яв-

ляются частными случаями V-образных [127[. 

В модели, рассматриваемой в [105], оба эффекта (износа и науче-

ния) присутствуют одновременно. 

Более общим является подход, заключающийся в рассмотрении 

задачи об оптимальной последовательности проверки гипотез в каче-

стве усложненной модификации задачи коммивояжера. Задача ком-

мивояжера [122] в случае сложных ограничений предшествования и 

зависимости времен от последовательности и других свойств вершин 

графа, называется задачей о посещении мегаполисов. Для этой задачи 

с использованием подходов динамического программирования стро-

ятся и тестируются в вычислительных экспериментах схемы решения 

[71, 72]. Задачи о посещении мегаполисов являются более общими, 

чем задачи построения расписаний с учетом износа и научения. 

Вернемся к задаче об оптимальной последовательности проверки 

гипотез. Введем систему классификаций (бинарных) частных слу-

чаев задачи об оптимальной последовательности проверки гипотез 

(см. Рис. 25). 

Возможны шестнадцать вариантов: 

- множество уже проверенных гипотез влияет на начальный уро-

вень освоения или на вероятность освоения проверяемой гипотезы; 

- влияние позитивно (увеличивает начальный уровень освоения 

или вероятность освоения – исследователь накапливает опыт) или 

негативно (соответственно – уменьшает; исследователь «устает» или 

перегружает свои когнитивные возможности); 

- зависимость мультипликативная или аддитивная; 
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- в качестве критерия используется среднее время проверки ги-

потезы t* или время tε, по завершении которого вероятность того, что 

гипотеза осталась не проверенной, не превышает заданной величины. 
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Рис. 25. Классификация задач об оптимальной последовательности 

проверки гипотез 

 

На Рис. 25 указаны номера приводимых ниже утверждений, со-

ответствующих различным частным случаям (соответствующие пря-

моугольники на Рис. 25 затенены). Переходя к их анализу, отметим, 

что логика доказательств утверждений 5.1-5.6 одинакова. Действи-

тельно, каждое из этих утверждений гласит, что при определенных 

предположениях оптимально монотонное упорядочение гипотез - по 

убыванию (или по возрастанию) априорных вероятностей освоения. 

В доказательстве рассматривается произвольное упорядочение гипо-

тез и предполагется, что существует пара «соседних» гипотез, нару-

шающая монотонность. Далее сравниваются времена их проверки в 

исходной и противоположной последовательности, и показыается, 

что перестановка этих двух гипотез сокращает суммарное время 
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проверки этой пары. Так как при этом времена проверки гипотез с 

меншими номерами не изменяются, как не изменяются и начальные 

условия проверки гипотез с большими номерами, то перестановка 

приводит к сокращению суммарного времени проверки всех гипотез. 

Откуда следует оптимальность соответствующего их монотонного 

упорядочения. 

В мультипликативном случае уровень научения зависит (ср. с 

выражением (1)) от последовательности проверки следующим обра-

зом: 

(6) ( )( )1 1 (0) 1( ) ( )k

t

k k k kL t L w N= − − − , 1k ,K= . 

Тогда 

(7) Ts(L(0), w, ε) = 
( )

( )1

ln( ) ln 1 (0)

ln 1 ( )

K
k

k k k k

L

w N



=

− −

−
 . 

Задача минимизации времени (7) последовательного освоения 

предметной области заключается в выборе последовательности про-

верки гипотез, минимизирующей (7). В общем случае это - комбина-

торная задача (существуют K! последовательностей). Но, к счастью, 

в рамках введенных предположений для некоторых случаев можно 

найти простое аналитическое ее решение. 

Обозначим через 
1

1

j

j l

l

w
−

=

= . Введем следующее предположе-

ние. 

а.1. Начальные значения всех уровней научения одинаковы: 
0(0) 1jL L =  − , а функции влияния предшествующего опыта на ве-

роятность освоения одинаковы для всех гипотез: ( )j   = ( )  , 

1j ,K= , 1 1
: (0; min ]

k
kw

 + → , где ( )   - гладкая строго монотонно 

возрастающая функция. 

Сначала докажем две вспомогательные леммы. 

Лемма 5.1. Если 
1 1: + + →  - непрерывная строго монотонно 

возрастающая вогнутая функция, то для любых положительных 

x, y, z, таких, что y < z, выполнено 
( ) ( )x z x y

z y

 + +
 . 
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Доказательство леммы 5.1. Предположим противное, то есть, что 

( ) ( )x y x z

y z

 + +
 . Из вогнутости функции ( )   следует следую-

щая оценка: 
( ) ( ) ( ( ) ( )) /x y x x z x y z

y y

   + + + −
 . Получаем 

( ) ( ) ( ) ( )x x z x x z

y z z z

   + +
+ −  , откуда, с учетом строго моно-

тонности функции ( )   следует z y . Противоречие. Лемма 5.1 до-

казана. • 

Лемма 5.2. Если 
1 1: + + →  - гладкая строго монотонно воз-

растающая выпуклая функция, то: 

а) для любых положительных x, y, z, таких, что q(x) < y < z, вы-

полнено 
( ) ( )x z x y

z y

 + +
 ; 

б) для любых положительных x, y, z, таких, что y < z < q(x), вы-

полнено 
( ) ( )x z x y

z y

 + +
 , 

где q(x) – решение уравнения 

(8) 
( ) ( )

x q

x q d s

q ds

 

+

+
= . 

Справедливость утверждений леммы 5.2 следует из свойств глад-

ких выпуклых функций. 

Утверждение 5.1. Пусть выполнено предположение а.1, 

( )   - гладкая строго монотонно возрастающая выпуклая функция, и 

существует номер гипотезы j, такой, что 1( )j j jq w w +  . Тогда пе-

рестановка между собой этой пары гипотез уменьшает суммарное 

время (7) последовательного освоения предметной области. 

Доказательство утверждения 5.1. Во-первых, отметим, что пере-

становка пары гипотез j и j + 1 не изменяет множеств Nl для всех l от 

1 до j – 1 и от j + 2 до K, а, следовательно, не изменяет и времен про-

верки всех гипотез, кроме j и j + 1. 

Сравним два суммарных времени проверки гипотез j и j + 1 

1 1( , ( )) + ( , ( ))j j j j j j jT w T w w     + + +  
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и 

1 1 1( , ( )) + ( , ( ))j j j j j j jT w T w w     + + ++ . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 
( ) ( )0

1

1 1
ln( )

1 ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j
L w w w



   +

 
 +

− − − +  

. 

Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 
( ) ( )0

1 1

1 1
ln( )

1 ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j
L w w w



   + +

 
 +

− − − +  

. 

Предположим противное, т.е. что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда, с учетом 

того, что 
0

ln( ) 0
1 L




−
, получаем: 

(9) 
( ) ( )1 1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j jw w w   + +

+
− − +

 ≤  

≤ 
( ) ( )1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j jw w w   +

+
− − +

. 

Перепишем неравенство (9) в виде 

(10) 
( ) ( )1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j jw w   +

−
− −

 ≤  

≤ 
( ) ( )1 1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j jw w w w   + +

−
− + − +

. 

В силу того, что 1j jw w + , левая часть последнего неравенства 

строго положительна. Значит и правая часть строго положительна: 

( ) ( )

1

1

1 1

1 ( )
ln

1 ( )

ln 1 ( ) ln 1 ( )

j j j

j j j

j j j j j j

w w

w w

w w w w

 

 

   

+

+

+ +

 − +
  − + 

− + − +
 > 0. 

Так как знаменатель строго положителен, то и числитель должен 

быть строго положителен: 

1

1

1 ( )

1 ( )

j j j

j j j

w w

w w

 

 

+

+

− +

− +
 > 1. 
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Значит 
1

1

( ) ( )j j j j

j j

w w

w w

   +

+

+ +
 , что противоречит результату 

пункта а) леммы 5.2. Утверждение 5.1 доказано. • 

Рассмотрим теперь аддитивный случай, в котором уровень 

научения зависит (ср. с выражением (1)) от последовательности про-

верки следующим образом: 

(11) ( )( )1 1 (0) 1( ) ( )k

t

k k k kL t L w N= − − − − , 1k ,K= . 

Тогда 

(12) Ts(L(0), w, ε) = 
( )

( )1

ln( ) ln 1 (0)

ln 1 ( )

K
k

k k k k

L

w N



=

− −

− −
 . 

Введем следующее предположение. 

а.1’. Начальные значения всех уровней научения одинаковы: 
0(0) 1jL L =  − 19, а функции влияния предшествующего опыта на ве-

роятность освоения одинаковы для всех гипотез: ( )j   = ( )  , 

1j ,K= , 1: [0;1 min ]k
k

w + → − , где ( )   - непрерывная строго мо-

нотонно возрастающая функция, причем для любых положительных 

x, y, z, таких, что y < z, выполнено 

(13) ( ) ( )x z x y z y + − +  − . 

Примерами функций, удовлетворяющих предположению а.1’, 

являются: 

- линейная функция ( ) (0;1]
s

s , 


=  ; 

- квадратичная функция 
2( )s s = ; 

- любая строго монотонно возрастающая строго выпуклая функ-

ция ( )  , такая, что ( min ) 1k
k

w   . 

Утверждение 5.2. Пусть выполнено предположение а.1’, и суще-

ствует номер гипотезы j, такой, что 1j jw w + . Тогда перестановка 

между собой этой пары гипотез уменьшает суммарное время (12) по-

следовательного освоения предметной области. 

 
19 Величина L0 может интерпретироваться как характеризующая пред-
метную область в целом. 
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Доказательство утверждения 5.2. Сравним два суммарных вре-

мени проверки гипотез j и j + 1 

1 1( , ( )) + ( , ( ))j j j j j j jT w T w w     + + +  

и 

1 1 1( , ( )) + ( , ( ))j j j j j j jT w T w w     + + ++ . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 
( ) ( )0

1

1 1
ln( )

1 ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j
L w w w



   +

 
 +

− − − − − +  

. 

Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 
( ) ( )0

1 1

1 1
ln( )

1 ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j
L w w w



   + +

 
 +

− − − − − +  

. 

Предположим противное, т.е. что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда, с учетом 

того, что 
0

ln( ) 0
1 L




−
, получаем: 

(14) 
( ) ( )1 1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j jw w w   + +

+
− − − − +

 ≤  

≤ 
( ) ( )1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j jw w w   +

+
− − − − +

. 

Перепишем неравенство (14) в виде 

(15)
( ) ( )1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j jw w   +

−
− − − −

 ≤  

≤ 
( ) ( )1 1

1 1

ln 1 ( ) ln 1 ( )j j j j j jw w w w   + +

−
− − + − − +

. 

В силу того, что 1j jw w + , левая часть последнего неравенства 

строго положительна. Значит и правая часть строго положительна: 

( ) ( )

1

1

1 1

1 ( )
ln

1 ( )

ln 1 ( ) ln 1 ( )

j j j

j j j

j j j j j j

w w

w w

w w w w

 

 

   

+

+

+ +

 − − +
  − − + 

− − + − − +
 > 0. 

Так как знаменатель строго положителен, то и числитель дол-

жен быть строго положителен: 
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1

1

1 ( )

1 ( )

j j j

j j j

w w

w w

 

 

+

+

− − +

− − +
 > 1. 

Значит 1 1( ) ( )j j j j j jw w w w   + ++ − +  − , что противоречит 

условию (13) предположения а.1’. Утверждение 5.2 доказано. • 

Следствие 5.1. В модели (11), (12) оптимальным с точки зрения 

суммарного времени последовательного освоения предметной обла-

сти является упорядочение гипотез по убыванию априорной вероят-

ности освоения (по росту «сложности»). 

До сих пор мы использовали в качестве критерия время достиже-

ния уровня научения 1 – ε. Альтернативой является использование 

среднего времени проверки гипотезы, которое равно 

(16) τk(Lk(0), wk) = (1 – Lk(0)) / wk, 1k ,K= . 

Легко видеть, что τk(Lk(0), wk) - убывающая линейная функция 

(0)kL  и строго монотонно убывающая выпуклая функция wk. 

Суммарное ожидаемое время последовательного освоения пред-

метной области для мультипликативного случая составит 

(17) τseq(L(0), w) = 
1

1 (0)

( )

K
k

k k k k

L

w N=

−
 . 

В рассматриваемом случае справедлив следующий аналог утвер-

ждений 5.1 и 5.2. 

Введем следующее предположение (ср. с предположением а1): 

а.1’’. Функции влияния предшествующего опыта на вероятность 

освоения одинаковы для всех гипотез: ( )j   = ( )  , 1j ,K= , 

1 1
: (0; min ]

k
kw

 + → , где ( )   - гладкая строго монотонно возрас-

тающая функция. 

Утверждение 5.3. Пусть существует номер гипотезы j, такой, что 

1

11 (0) 1 (0)

j j

j j

w w

L L

+

+


− −

 и 1j jw w + . Тогда, если выполнено предполо-

жение а.1’’, то перестановка между собой этой пары гипотез умень-

шает суммарное время (17) последовательного освоения предметной 

области. 
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Доказательство утверждения 5.3. Обозначим через 

0
1 (0)

j'

j

j

w
w

L
= 

−
. Из условия утверждения следует, что 1

' '

j jw w + . 

Сравним два ожидаемых суммарных времени проверки гипотез j 

и j + 1: 

1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + +  

и 

1 1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + ++ . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 
1

( )'

j jw  
 + 

1

1

( )'

j j jw w + +
, 

Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 
1

1

( )'

j jw  +

 + 
1

1

( )'

j j jw w  ++
. 

Предположим противное, т.е. что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда 

Tj+1, j - Tj, j+1 ≥ 0. То есть 

1

1

( )'

j jw  +

 + 
1

1

( )'

j j jw w  ++
 - 

1

( )'

j jw  
 - 

1

1

( )'

j j jw w + +
 ≥ 0. 

В силу предположения а.1’’ и того, что 1j jw w + , оценим знаме-

натель второго слагаемого: 

1

1 1 1

( )' '

j j jw w  +

 
− 

 
 

 + 
1

1 1 1

( )' '

j j j jw w w +

 
− 

  + 

 > 0. 

1

1 1 1 1

( ) ( )' '

j j j j jw w w   +

  
− −  

  +  

 > 0. 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

' '

j j j j j

' '

j j j j j

w w w

w w w

   

   

+

+

  − + −
  
  +  

 > 0. 

В силу того, что 1j jw w + , числитель в первом сомножителе 

строго отрицателен, знаменатель – строго положителен. В силу пред-

положения а.1’’ и числитель, и знаменатель второго сомножителя 

строго положительны. Получили противоречие. Утверждение 5.3 до-

казано. • 
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Следствие 5.2. В модели (6), (17) оптимальным с точки зрения 

суммарного времени последовательного освоения предметной обла-

сти является упорядочение гипотез по убыванию априорной вероят-

ности освоения (по росту «сложности»), если это упорядочение сов-

пдает с упорядочением априорных вероятностей освоения, 

нормированных на единицу минус начальный уровень научения. 

Для аддитивного случая суммарное ожидаемое время последова-

тельного освоения предметной области составит 

(18) τseq(L(0), w) = 
1

1 (0)

( )

K
k

k k k k

L

w N=

−

+
 . 

Для этого случая справедлив следующий аналог утверждения 

5.3. 

Утверждение 5.4. Пусть существует номер гипотезы j, такой, что 

1j jw w + . Тогда, если выполнено предположение а.1’, то переста-

новка между собой этой пары гипотез уменьшает суммарное время 

(18) последовательного освоения предметной области. 

Доказательство утверждения 5.4. Сравним два ожидаемых сум-

марных времени проверки гипотез j и j + 1 

1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + +  

и 

1 1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + ++ . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 

01

( )j j

L

w  

−

+
 + 

0

1

1

( )j j j

L

w w +

−

+ +
, 

Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 

0

1

1

( )j j

L

w  +

−

+
 + 

0

1

1

( )j j j

L

w w  +

−

+ +
. 

Предположим противное, т.е. что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда 

Tj+1, j - Tj, j+1 ≥ 0. То есть 
0

1

1

( )j j

L

w  +

−

+
 - 

01

( )j j

L

w  

−

+

+ 

0

1

1

( )j j j

L

w w  +

−

+ +
 - 

0

1

1

( )j j j

L

w w +

−

+ +
 ≥ 0. 
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Преобразуем, в т.ч. сокращая на строго положительную величину 
01 L− : 

1

1( ( ))( ( ))

j j

j j j j

w w

w w   

+

+

−

+ +
 - 1 1

1 1

( ) ( )

( ( ))( ( ))

j j j j j j

j j j j j j

w w w w

w w w w

   

   

+ +

+ +

+ − + + −

+ + + +
 ≥ 0. 

Знаменатели обеих дробей строго положительны как произведе-

ния строго положительных чисел. В силу того, что 1j jw w + , числи-

тель первой дроби строго отрицателен, значит, вся эта дробь строго 

отрицательна. Числитель второй дроби неотрицателен в силу условия 

(13) предположения а.1’. Следовательно, вся разность (строго отри-

цательного числа и неотрицательного) строго отрицательна. Полу-

чили противоречие. Утверждение 5.4 доказано. • 

Следствие 5.3. В модели (6), (18) оптимальным с точки зрения 

суммарного времени последовательного освоения предметной обла-

сти является упорядочение гипотез по убыванию априорной вероят-

ности освоения (по росту «сложности»). 

Рассмотрим теперь случай, когда ( )   - непрерывная строго мо-

нотонно убывающая функция. Для него справедлив следующий 

«анти-аналог» утверждения 5.4. 

Утверждение 5.5. Пусть начальные значения всех уровней науче-

ния одинаковы: 
0(0)jL L= , функции влияния предшествующего 

опыта на вероятность освоения одинаковы для всех гипотез: 

( )j   = ( )  , 1j ,K= , 1: (0;1 min ]k
k

w + → − , где ( )   - непрерыв-

ная строго монотонно убывающая функция, и существует номер ги-

потезы j, такой, что 1j jw w + . Тогда, если выполнено предположение 

а.1’, то перестановка между собой этой пары гипотез уменьшает сум-

марное время (17) последовательного освоения предметной области. 

Доказательство утверждения 5.5. Сравним два ожидаемых сум-

марных времени проверки гипотез j и j + 1 

1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + +  

и 

1 1 1( ( )) + ( ( ))j j j j j j jw w w     + + ++ . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 

01

( )j j

L

w  

−
 + 

0

1

1

( )j j j

L

w w +

−

+
, 
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Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 

0

1

1

( )j j

L

w  +

−
 + 

0

1

1

( )j j j

L

w w  +

−

+
. 

Предположим противное, т.е. что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда 

Tj+1, j - Tj, j+1 ≥ 0. То есть 
0

1

1

( )j j

L

w  +

−
 + 

0

1

1

( )j j j

L

w w  +

−

+
 - 

01

( )j j

L

w  

−
 - 

0

1

1

( )j j j

L

w w +

−

+
 ≥ 0. 

В силу того, что 1j jw w + , и убывания функции ( )  , сокращая 

на строго положительную величину 01 L− , оценим знаменатель вто-

рого слагаемого: 

1

1 1 1

( )j j jw w  +

 
− 

 
 

 - 
1

1 1 1

( )j j j jw w w +

 
− 

  + 

 > 0. 

1

1 1 1 1

( ) ( )j j j j jw w w   +

  
− −  

  +  

 > 0. 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

j j j j j

j j j j j

w w w

w w w

   

   

+

+

  − + −
  
  +  

 > 0. 

В силу того, что 1j jw w + , числитель в первом сомножителе 

строго положителен, знаменатель тоже строго положителен. В силу 

того, что 1j jw w + , и строгого убывания функции ( )  , числитель 

второго сомножителя строго отрицателен, а знаменатель второго 

сомножителя строго положителен. Получили противоречие. Утвер-

ждение 5.5 доказано. • 

Следствие 5.4. В мультипликативном случае, когда ( )   - непре-

рывная строго монотонно убывающая функция, оптимальным с точки 

зрения суммарного времени последовательного освоения предметной 

области является упорядочение гипотез по возрастанию априорной 

вероятности освоения (по убыванию «сложности»). 

Рассмотрим теперь случай, когда от последовательности про-

верки гипотез зависит начальное значение уровня научения: 

(19) τk( ( )k  , wk) = (1 – ( )k  ) / wk, 1k ,K= , 
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где 
1: [0;1) + →  - непрерывная строго монотонно возрастающая 

функция. Суммарное время: 

(20) τseq(w) = 
1

1 ( )K
k

k kw

 

=

−
 . 

Введем следующее предположение. 

а.2. Функции влияния предшествующего опыта на начальное 

значение уровня освоения одинаковы для всех гипотез: ( )j   = ( )  , 

1j ,K= , 
1: [0;1) + → , где ( )   - непрерывная строго монотонно 

возрастающая функция. 

В рассматриваемом случае справедлив следующий аналог утвер-

ждений 5.1-5.4. 

Утверждение 5.6. Пусть выполнено предположение а.2, и суще-

ствует номер гипотезы j, такой, что 1j jw w + . Тогда перестановка 

между собой этой пары гипотез уменьшает суммарное время (20) по-

следовательного освоения предметной области. 

Доказательство утверждения 5.6. Сравним два ожидаемых сум-

марных времени проверки гипотез j и j + 1: 

1 1( ( ), ) + ( ( ), )j j j j j j jw w w     + ++  и 

1 1( ( ), ) + ( ( ), )j j j j j j jw w w     + + + . 

Первая сумма равна 

Tj, j+1 = 
1 ( )j

jw

 −
 + 

1

1 ( )j j

j

w

w

 

+

− +
, 

Вторая сумма равна 

Tj+1, j = 
1

1 ( )j

jw

 

+

−
 + 

11 ( )j j

j

w

w

  +− +
. 

Предположим, что Tj+1, j ≥ Tj, j+1. Тогда Tj+1, j - Tj, j+1 ≥ 0. То есть 

1

1 ( )j

jw

 

+

−
 + 

11 ( )j j

j

w

w

  +− +
 - 

1 ( )j

jw

 −
 - 

1

1 ( )j j

j

w

w

 

+

− +
 ≥ 0. 

1( ) ( )j j j

j

w

w

    +− +
 + 

1

( ) ( )j j j

j

w

w

   

+

+ −
 ≥ 0. 

В силу неравенства 1j jw w +  и строгой монотонности функции 

( )   справедлива следующая оценка: 
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1( ) ( )j j j

j

w

w

    +− +
 + 

1

( ) ( )j j j

j

w

w

   

+

+ −
 <  

< 
1( ) ( )j j j j

j

w w

w

    ++ − +
 < 0. 

Получили противоречие. Утверждение 5.6 доказано. • 

Следствие 5.5. В модели (6), (19) оптимальным с точки зрения 

суммарного времени последовательного освоения предметной обла-

сти является упорядочение гипотез по убыванию априорной вероят-

ности освоения (по росту «сложности»). 

В заключение настоящего раздела приведем достаточные усло-

вия оптимальности стратегии «от простого – к сложному». Пусть 

( )k k kt t ,w=  - время проверки k-ой гипотезы, 1k ,K= , где функция 

( , )t    - непрерывна и убывает по обоим переменным, и для любых 

x, y, z, таких, что y < z, выполнено 

(21) t(x, y) + t(x + y, z) > t(x, z) + t(x + z, y). 

Тогда, легко проверить, что, в случае 1j jw w +  перестановка ме-

стами последовательности проверки гипотез j и j + 1 приведет к со-

кращению суммарной длительности их проверки. 

Таким образом, в ряде случаев оптимальным (с точки зрения 

среднего времени проверки всех гипотез или суммарного времени до-

стижения заданного уровня научения) расписанием оказывается про-

сте правило - упорядочение гипотез от простой к сложной (по убыва-

нию априорных вероятностей освоения). 

Параллельная проверка гипотез. Рассмотрим два варианта 

определения времени параллельного освоения предметной области. В 

первом варианте это время определим20 как максимальное из времен 

(2): 

(22) Tpar(L(0), w, ε) = 
( )

( )1

1ln( ) ln
ma

0)

l

(
x

n 1

k

k
k ,K

L

w



=

 −



−

−


 
 

. 

 
20 Следует признать, что для такого определения времени параллельного 
освоения предметной области затруднительно привести соответствую-
щее ему статистическое событие. 
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Если АЭ может выбирать уровень своих усилий 
1

[0 ]k

k

y ;
w

  по 

проверке k-ой гипотезы (см. главу 4), то 

( )( )1( ) 1 (0) 1
t

kk k kL Lt y w= − − −  (ср. с выражением (1)), а выражение 

(22) примет вид 

(23) Tpar(L(0), w, y, ε) = 
( )

( )1

ln( ) ln
m

(
a

1 0)

1
x

lnk ,K

k

k k

L

y w



=

 − 



−


− 
. 

Время (23) завершения проверки всех гипотез минимально в том 

случае, когда все проверки заканчиваются одновременно, следова-

тельно 

(24) 

1

1
( ) 1

1 (0)

T

k

k k

y T
w L


 

  = −   −  
 

, 1,k K= . 

Пример 5.1. Пусть начальные уровни освоения равны нулю (

(0)kL  = 0, 1,k K= ) и задано ограничение Y на суммарные усилия АЭ: 

1

K

k

k

y Y
=

 . Тогда с учетом (23) получаем, что минимальное время, за 

которое АЭ сможет проверить все гипотезы, равно 

1

ln( )
( )

ln(1 )
1K

k k

T Y
Y

w



=

=

−



. • 

Рассмотрим второй вариант определения времени параллельного 

освоения предметной области. Запишем вероятность того, что все ги-

потезы проверены до момента t включительно 

(25) P(L(0), w, t) = ( )( )( )1 1 (0)) 1(
t

k kk

k k

L wL t = − − −  . 

Исследуем свойства функции P(L(0), w, t): 
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( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )1

1 1 (0) 1

1 1 (0) 1 1 1 (0) 1

1 (0

L 0 ;

)

;

0) 1 1 1 (0 1

t

k k

i i

t t

k k i i

i

t t

i i

k

k

i

k

k

k

i

L w
w w

L w L w
w

.w L

P

t w

t

L





−


= − − −

− − − − − −

−


=

 



− −

=


− −

=

=







w

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )2

2
1

2
1 (0) 1 1 1 (0) 1

1

0

(0) 1 1 1 1 ( )

L

00

; ;

1

t t

i i k k

i i

t t

k i

k

i i k k

i

P t

.

L t w L w
w w

L t t w L w
−





−
= − − − − −

− − − −


=

 

− −= −





w

( )
( )( )

( )
( )( )( )

( )( )( )
( )

( )( )( )

( ) ( )( )( )

1 1 (0) 1
0 0

1 1 (0) 1 1 1 (0

0

L 0

0

) 1
0

1 1 1 ( ) 1

; ;
t

k k

k

i i

t t

k k

t

k

i

i

i i

k

i

t

i k k

P t
L L

L

.

L w

L w L w

w L w






= − − −

− − − −

−


=

 


= =


−

−=

−

− − 







w

 

То есть, функция P(L(0), w, t) линейно растёт по всем Lk(0) для 

любого t и w, а также является вогнутой неубывающей функцией каж-

дого из wk для любых L(0) и t. 

Очевидно, вероятность того, что время проверки всех гипотез 

превысит t, равна Pr(L(0), w, tпрв > t) = 1 - P(L(0), w, t). Несложно по-

казать (см., например, доказательство утверждения 3 в [8]), что сред-

нее время проверки всех гипотез 

(26) τpar(L(0), w) = ( )( )р

0

п вP 0 ,  ,
t

 t    t


=

 L w . 

Тогда среднее время τpar(L(0), w) является убывающей линейной 

функцией каждого Lk(0) для любых t и w, а также выпуклой моно-

тонно убывающей функцией каждого из wk для любых L(0) и t. 

Вводя в модель (25)-(26) такую переменную, как уровень усилий 

АЭ (как это делается в модели (23)), можно ставить и решать задачу 

оптимизации - определения оптимального (минимизирующего время 

(26)) распределения ограниченных усилий АЭ. Вероятности (25) яв-

ляются неубывающими вогнутыми функциями усилий АЭ, т.е. 
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соответствующая задача принадлежит классу задач выпуклой услов-

ной оптимизации. 

Задачи дискретной оптимизации. Теория графов и дискретная 

оптимизация предлагают богатый аппарат для постановки и решения 

задач оптимизации процесса проверки гипотез. Приведем несколько 

примеров, иллюстрирующих это утверждение. 

Представим предметную область в виде графа, содержащего K 

вершин, соответствующих гипотезам, подлежащим проверке. Гипо-

теза k характеризуется парой неотрицательных чисел (ck, dk), первое 

отражает трудность (трудоемкость) ее проверки, второе – тот вклад в 

опыт освоения предметной области, который вносит ее проверка. 

Опыт будем считать аддитивным, то есть при последовательной про-

верке гипотез в порядке возрастания их номеров к моменту, когда ис-

следователь приступает к проверке k-ой гипотезы, он обладает опы-

том 
1

1

k

k j

j

D d
−

=

= , а суммарная трудоемкость уже проверенных им 

гипотез составляет 
1

1

k

k j

j

С С
−

=

= . Определим для каждой гипотезы ее 

сложность (зависящую от последовательности проверки всех гипо-

тез) как 
k k k kc C D = + −  (отметим, что при таком определении слож-

ность может быть и отрицательна). Для каждой последовательности 

проверки всех гипотез (т.е. для каждого гамильтонова контура 

ρ = (i1, i2, …, ik, …, iK) в соответствующем графе) определим ее слож-

ность как максимальную из сложностей проверки всех гипотез: 

1
( ) max{ }

kik ,K
  

=
= . 

Задача заключается в том, чтобы найти последовательность про-

верки всех гипотез (т.е. гамильтонов контур) минимальной сложно-

сти: ( ) min


  → . В рамках введенных предположений эта комбина-

торная задача имеет простое аналитическое решение (см. общие 

результаты в [13, 14]): 

- упорядочим гипотезы, для которых имеет место 
k kd c , в по-

рядке возрастания величины сk и включим их в последовательность 

(гамильтонов контур); 

- добавим к полученной последовательности гипотезы, для кото-

рых имеет место 
k kd c , в порядке убывания dk. 
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Содержательно, сначала следует проверять гипотезы, трудоем-

кость которых меньше того вклада, которые они вносят в опыт, упо-

рядочивая их от простых – к сложным, а затем следует переходить к 

тем гипотезам, у которых вклад в опыт меньше трудоемкости, упоря-

дочивая их по убыванию первого. 

Конечно, введенные предположения об «аддитивности» трудо-

емкости опыта являются достаточно сильными. Но зато эти предпо-

ложения дают возможность получить простое аналитическое и содер-

жательно интерпретируемое решение. 

Вообще, дискретная оптимизация и теория графов дают широкое 

поле для возможных задач оптимальной проверки гипотез. Так, 

например, возможны следующие формулировки, основывающиеся на 

известных результатах [3, 13] (авторы признательны проф. В.Н. Бур-

кову за идеи и обсуждение): 

1. Задача о ранце с учетом синергетического эффекта, когда 

«включение в ранец двух предметов» (другими словами, 

включение в план научных исследований двух тем или реше-

ние о проверке двух гипотез) уменьшает их суммарный вес 

(суммарное время их выполнения). Требуется разработать 

план научных исследований, максимизирующий накоплен-

ный опыт (объем научных знаний) при ограничении на трудо-

затраты (трудоемкость). 

2. Задача редактора, когда, например, в проверке заданного 

набора гипотез участвуют двое – исследователь-теоретик и 

программист. Исследователь разрабатывает метод решения 

задачи (проверки гипотезы), программист разрабатывает со-

ответствующие программы. После этого исследователь про-

водит вычислительные эксперименты на основе этих про-

грамм. Требуется определить очередность проверки гипотез, 

минимизирующую общее время проверки. 

3. Задача о назначении. Имеются n гипотез (научных задач) и m 

исполнителей ( m n ). Известны компетентности всех испол-

нителей в плане решения соответствующих задач (проверки 

гипотез). Требуется назначить по исполнителю (исследова-

телю) на каждую гипотезу так, чтобы суммарное (или макси-

мальное) время проверки всех гипотез было минимальным 

(время зависит от компетентности исполнителя). 
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Краткие выводы. Выделены три фазы ЖЦ предметной области:  

1) открытие новой предметной области и накопление базовых 

знаний (генерация и проверка гипотез); 

2) освоение предметной области; 

3) массовое продуктивное использование. 

Показано, что креативность «сосредоточена» в целеполагании 

(применительно к научной или художественной деятельности – в ге-

нерации гипотез). 

Для описания первой фазы в разделе 5.2 предложены математи-

ческие модели: 

- оптимального распределения усилий исследователя между про-

веряемыми гипотезами; 

- выбора оптимальной последовательности проверяемых гипо-

тез. 

Для описания второй фазы целесообразно использовать матема-

тические модели опыта, приведенные в четвертой главе. 

Для описания третьей фазы могут быть использованы как струк-

турные и алгоритмические модели, приведенные в [6], так и оптими-

зационные модели, содержащиеся в [9]. 
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6. Состояние субъекта деятельности 
 

В настоящей главе рассматривается модель коллективного при-

нятия решений, в которой в явном виде присутствуют взаимосвязан-

ные параметры, отражающие и психические (состояние субъекта де-

ятельности), и поведенческие (действие и результат деятельности – 

см. раздел 3.2 введения и  

Рис. 6) компоненты деятельности активных элементов (АЭ): ис-

следуются взаимовлияющие процессы динамики их состояний, дей-

ствий и результатов деятельности, а также свойства соответствующих 

равновесий. 

В теории принятия решений, в теории управления организацион-

ными системами и в теории коллективного поведения традиционно 

строятся и изучаются модели динамики либо только поведенческих 

компонент деятельности (внешне проявляемых, наблюдаемых) [50] 

субъектов (АЭ) – их действий и/или результатов деятельности [49], 

либо только психических компонент деятельности – их «состояний» 

(мнений, аттитюдов и т.п.) [10, 83] (см. также обзоры в [66, 74, 91, 

129]), которые являются «внутренними» переменными и не всегда 

полностью наблюдаемы. Ниже рассматривается комплексная модель 

коллективного принятия решений и управления им, в которой в явном 

виде присутствуют взаимосвязанные факторы, отражающие и психи-

ческие, и поведенческие компоненты деятельности. 

Структура изложения материала настоящей главы следующая. В 

первом разделе рассматривается общая структура процесса принятия 

решений, перечисляются охватываемые ею известные частные мо-

дели. Второй раздел посвящен описанию общей модели принятия 

коллективных решений, отражающей ряд психологических эффектов 

(когнитивного диссонанса, хиндсайта и др.) Частными случаями этой 

модели являются кратко рассматриваемые в третьем разделе извест-

ные модели: активной экспертизы, информационного управления, 

конформного поведения и др. В четвертом разделе приведены ориги-

нальные результаты исследования взаимовлияющих процессов дина-

мики состояний АЭ и их действий (то есть, психических и поведен-

ческих компонент деятельности), а также свойств соответствующих 

равновесий. Соответствующие модели относятся к классам М7 и М16 

(см. Табл. 6). Там же можно найти ряд иллюстративных примеров. 

Четвертый и пятый разделы посвящены соответственно модели 
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голосования (относящейся к классу моделей М16)) и модели инфор-

мационного противоборства (относящейся к классу моделей М27). 

 

6.1. Модель принятия решений 
Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} взаимодействующих 

субъектов (далее будем называть их активными элементами). Номер 

АЭ будем обозначать нижним индексом, а номер периода времени – 

верхним. Пусть существует один управляющий орган – центр, имею-

щий возможность оказывать целенаправленные воздействия на дея-

тельность АЭ. 

Введем параметр ri ∈  i, называемый «состоянием»  (внутрен-

ним) i-го АЭ и отражающий все его существенные индивидуальные 

характеристики, в т.ч. – параметры структуры личности [50]. Содер-

жательно состояние АЭ в прикладных задачах может интерпретиро-

ваться как: его мнение, убеждение или отношение (например, оценка 

некоторого объекта или субъекта), или эффективность его деятельно-

сти, или скорость научения, или наиболее желательный для него ре-

зультат деятельности и т.п. 

Пусть АЭ i может выбирать действия из множества Ai допусти-

мых действий. Его действие будем обозначать через yi (yi  Ai). В ре-

зультате выбора АЭ действий реализуются результаты их деятель-

ности, которые будем обозначать zi  Azi, где Azi – множество 

допустимых результатов деятельности i-го АЭ. Возможное несовпа-

дение действия АЭ и результата его деятельности может быть обу-

словлено влиянием факторов неопределенности, в т.ч. - внешней 

среды (ее состояние обозначим через  ) или действиями других 

АЭ – см. Рис. 26. 

Связь между действием АЭ и результатом его деятельности мо-

жет иметь сложную природу и описываться распределениями вероят-

ности, нечеткими функциями и др. [49]. Будем для простоты считать, 

что результат zi деятельности i-го АЭ является известной детермини-

рованной функцией Ri(yi, y-i, ω), действительнозначное значение ко-

торой зависит от его действия, вектора y-i = (y1, …, yi-1, yi+1, …, yn) дей-

ствий всех остальных АЭ (т.н. обстановки игры для i-го АЭ) и 

состояния внешней среды ω. Функция Ri(∙) называется технологиче-

ской функцией (см. главу 2 и [9]). 

Будем считать, что каждый АЭ всегда знает свое состояние, а его 

действие полностью наблюдаемо для него и всех остальных АЭ. 
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Рис. 26. Структура процесса принятия решений 

 

Пусть АЭ обладает предпочтениями на множестве A0i результа-

тов, то есть имеет возможность сравнивать различные результаты 

своей деятельности. Предпочтения АЭ будем описывать его функ-

цией полезности (целевой функцией, функцией выигрыша) 

Φi: Azi ×  i → 1, т.е. при фиксированном состоянии АЭ из двух ре-

зультатов деятельности для него предпочтительнее тот, на котором 

функция полезности принимает большее значение. Рациональность 

поведения АЭ выражается в его стремлении к максимизации полез-

ности. 

При выборе действия АЭ руководствуется своими предпочтени-

ями и тем, как выбираемое действие влияет на результат деятельно-

сти. При известном своем состоянии, состоянии внешней среды и 

действиях других АЭ, i-ый АЭ выберет действие 
*

iy , максимизирую-

щее его полезность (см. также выражение (2.10)): 

(1) ( , , ) arg max ( ( , ) )
i i

* * *

i i i i i i i i
y A

y y r R y , y ,r − −


=  , 𝑖 ∈ 𝑁. 

Выражение (1) представляет собой определение равновесия 

Нэша игры АЭ в нормальной форме, в которой они принимают реше-

ния о своих действиях однократно, одновременно и независимо в 
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ситуации общего знания о технологических функциях, функциях по-

лезности, состояниях АЭ и внешней среды [49]. 

Приведенная на Рис. 26 структура является очень общей и охва-

тывает в качестве частных случаев, в том числе, следующие процессы 

и явления (перечислим последовательности соответствующих номе-

ров стрелок на Рис. 26; в случае «одновременного» взаимодействия 

нескольких факторов будем условно перечислять их через запятую): 

- индивидуальное (n = 1) принятие решений: 3 [49]; 

- авторефлексия: 2 - 6, 7, 8 - 2 [49]; 

- принятие решений в условиях неопределенности: 8 – 3 – 4, 10 

[49]; 

- теоретико-игровое взаимодействие нескольких АЭ, их коллек-

тивное поведение: 4 - 11, 12 [49]; 

- модели комплексной деятельности: 1, 8 – 3 – 4, 10 – 5, 12 [6, 9]; 

- управление одним АЭ: 1 – 3 – 4 – 5. Управление может заклю-

чаться в целенаправленном (приводящем к требуемому действию АЭ 

или результату его деятельности) воздействии на: множество допу-

стимых действий, технологическую функцию, функцию полезности, 

состояние АЭ или на комбинацию вышеперечисленных параметров. 

В зависимости от предмета управления, при фиксированном составе 

и структуре системы выделяют различные его виды: институциональ-

ное, мотивационное и информационное управление [49]; 

- управление несколькими АЭ: 1 – 3 – 4, 11 – 5 [49]. 

- социальное влияние 1, 8, 9 – 2, 3 [49, 87], в т.ч. с учетом эффектов 

конформного поведения [83]; 

- научение в процессе деятельности: 2 – 3 – 4, 10 – 7 [8, 45]; 

- обучение: 1, 2 – 3 – 4, 10 – 5, 7 [8, 45]. 

Конкретизируем модель принятия решений. 

Общая модель. Введем ряд предположений (их содержательные 

интерпретации приведены ниже). 

А.1. Ai = Azi =  i = Ui = [0; 1], i N . 

А.2. Ri(yi, y-i, θ) = R(yi, y-i), i N . 

А.3. При фиксированном состоянии АЭ ri его функция полезно-

сти Φi: [0; 1]2 →  однопиковая с точкой пика ri, i N  [49]. 

А.4. R(∙) – непрерывная, строго монотонно возрастающая по всем 

переменным функция, удовлетворяющая условию единогласия:  

0  [ ]; 1a    R(a, …, a) = a. 
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Предположение А.1 является «техническим», и, как будет видно 

из дальнейшего изложения, многие результаты справедливы для бо-

лее общего случая – когда допустимые множества являются выпук-

лыми компактами. 

Предположение А.2 уже более существенно, т.к. в соответствии 

с ним, во-первых, результат деятельности (коллективное решение) 

z = R(yi, y-i) един для всех АЭ, а, во-вторых, неопределенность отно-

сительно состояния внешней среды отсутствует. Состояние АЭ опре-

деляет его предпочтения - отношение к результатам деятельности 

(коллективной). Рассмотрение вектора индивидуальных результатов 

деятельности АЭ, зависящих в т.ч. и от действий других АЭ, может 

проводиться по аналогии с тем, как это делается ниже, и представля-

ется перспективным направлением будущих исследований. Так как, в 

соответствии с предположением А.2, неопределенность отсутствует, 

поэтому в дальнейшем будем опускать зависимость результата дея-

тельности (и равновесных действий АЭ) от параметра ω. 

В соответствии с предположением А.3 функция полезности АЭ, 

определенная на множестве результатов деятельности, имеет един-

ственную точку максимума, который достигается при результате, 

совпадающем с состоянием АЭ. Другими словами, состояние АЭ па-

раметризует его функцию полезности - отражает цель деятельности 

(напомним, что цель - желаемый результат деятельности [41]). Также 

состояние АЭ может интерпретироваться как его оценка, мнение или 

отношение/аттитюд [71] к тем или иным результатам деятельности 

(см. терминологию психологии личности в [50]). 

Предположение 4 содержательно прозрачно – если цели всех АЭ 

совпадают, то соответствующий результат их совместной деятельно-

сти достижим. 

Если выражение (1) описывает однократное принятие АЭ реше-

ний о своем действии, то для рассмотрения повторяющихся ситуаций 

принятия решений необходимо вводить те или иные дополнительные 

предположения. Ниже рассматривается динамика принятия решений 

и считается, что выполнено следующее предположение. 

А.5. Динамики действий АЭ следует процедуре индикаторного 

поведения [31, 52] (см. также выражение (2.10)): 

(2) 
1 1(1 ) ( , )t t t t * t t

i i i i i i iy y y y r − −

−= − + , t = 1, 2, …, 
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с заданными начальными значениями 
0 0( )i iy , r , i N , где 

(0;1]t

i   - известные константы. Действие 
1( , )* t t

i i iy y r−

−  называют ло-

кальным/текущим положением цели i-го АЭ [52]. Т.е. в каждый мо-

мент времени АЭ делает «шаг» (пропорциональный 
t

i ) от своего 

предыдущего состояния к своему наилучшему ответу (1) на обста-

новку, сложившуюся в предыдущий момент времени. 

А.6. Динамика состояний АЭ следует процедуре (см. также вы-

ражение (2.12) и пояснения ниже): 

(3) 
1 1 1 1 1 1[1 ( ) ( ) ( ) ]t t t t t t t t

i i i i i i i i i i i i i ir b B r ,u c C r , y d D r ,z e r− − − − − −= − − − − +  

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) + ( ) + ( )t t t t t t t t t t t

i i i i i i i i i i i i i i i i ib B r ,u u c C r , y y d D r ,z z e E r , y− − − − − − − − −

−+ + , 

t = 1, 2, …, i N . 

А.7. Неотрицательные константы доверия ( )i i i ib ,c ,d ,e  удовле-

творяют ограничениям 

(4) 1i i i ib c d e+ + +  , i N . 

А.8. Функции доверия Bi(∙), Сi(∙), Di(∙) и Ei(∙), i N , принимают 

значения из отрезка [0; 1]; 0  [ ]; 1a   ( )iE а,...,a a= , i N . 

А.9. Неотрицательные константы доверия ( )i i i ib ,c ,d ,e  и функ-

ции доверия Bi(∙), Сi(∙) и Di(∙), i N , удовлетворяют условию 

(5) 
1 2 3 4

1 2 1 3 1 4

[0;1]

( ) ( ) ( ) + i i i i i i i

x ,x ,x ,x

b B x ,x c C x ,x d D x ,x e , i N.

 

+ + 
 

Предположения А.7 - А.9 гарантируют, что состояние динамиче-

ской системы (2)-(3) не выйдет из множества допустимых значений. 

«Веса»-константы ( )i i i ib ,c ,d ,e  могут рассматриваться как отра-

жающие отношение (доверие) i-го АЭ к соответствующему источ-

нику информации, а функции Bi(∙), Сi(∙), Di(∙) и Ei(∙) – как «функции 

доверия», отражающие доверие i-го АЭ к содержанию информации. 

Коэффициент 
1 1 1 1 1[1 ( ) ( ) ( ) ]t t t t t t

i i i i i i i i i i i ib B r ,u c C r , y d D r ,z e− − − − −− − − −  

при первом слагаемом в правой части выражения (3) условно отра-

жает силу собственных убеждений АЭ. 

Отметим, что при единичных значениях функций доверия выра-

жение (3) имеет и условную вероятностную трактовку: с некоторой 
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вероятностью АЭ не изменяет своего состояния (остается при своем 

мнении), с вероятностью bi состояние становится равным управле-

нию, с вероятностью сi – действию и т.д. 

Приведем и обсудим содержательные интерпретации пяти слагаемых 

в правой части выражения (3). В соответствии с выражением (3), со-

стояние i-го АЭ 
t

ir  в момент времени t в общем случае определяется 

(является «линейной комбинацией»): 

I) его состоянием 
1t

ir
−

 (см. стрелку 2 на Рис. 26) в предыдущий 

момент времени (t – 1), 

II) его действием 
1t

iy −
 (см. стрелку 6 на Рис. 26) в предыдущий 

момент времени (t – 1), 

III) действиями 
1t

iy −

−  и, в общем случае, результатами деятельно-

сти 
1t

iz −

−  остальных АЭ (см. стрелки 11 и 9 на Рис. 26) в 

предыдущий момент времени (t – 1); это влияние может быть 

и опосредованным – «через» результат деятельности АЭ, 

IV) результатом деятельности 
1tz −
 (см. стрелку 7 на Рис. 26) в 

предыдущий момент времени (t – 1), 

V) внешним воздействием (управлением)  
t

iu  на него в момент 

времени t (см. стрелку 1 на Рис. 26). 

Примером является взаимодействие членов группы в онлайновой 

социальной сети. Имея свои убеждения (состояния) они высказывают 

публично свои мнения/оценки (действия) относительно некоторого 

вопроса / явления или процесса. Коллективным решением/мне-

нием/оценкой при этом может быть, например, среднее значение вы-

сказанных оценок/мнений. Часть АЭ могут осуществлять информа-

ционное управление (не меняя, например, при этом своих состояний 

и действий), часть будет честно транслировать в оценках свои убеж-

дения, часть будет пытаться приблизить коллективную оценку к 

своим убеждениям. Некоторые АЭ при этом могут быть подвержены 

«дрейфу» своих убеждений в зависимости от текущих значений дей-

ствий (как своих, так и остальных АЭ), управления и/или коллектив-

ной оценки. 
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Равновесие ( , ..., ) = = [0;1]* *

i iy a a r a , i N , назовем унифи-

цированным, т.е. таким, в котором итоговое решение, все состояния и 

все действия всех АЭ одинаковы. 

В рамках предположений А.1 - А.9 справедливо следующее 

утверждение. 

Утверждение 6.1. Если выполнены предположения А.1 - А.9, все 

константы доверия и значения функций доверия строго положи-

тельны, то в отсутствии управления ( 0ib = , i N ) одной из непо-

движных точек динамической системы (2)-(3) является унифициро-

ванное равновесие. 

Справедливости утверждения 6.1 следует из того, что подста-

новка определения унифицированного равновесия в выражения () и 

(3) обращает последние в тождества (принимая во внимание, что с 

учетом свойств функции полезности – см. предположение А.3 – уни-

фицированное равновесие удовлетворяет (1)). 

Унифицированное равновесие динамической системы (2)-(3) 

всегда существует, но его область притяжения может включать не все 

допустимые начальные значения состояний и действий. Кроме того, 

оно может быть не единственным равновесием. Поэтому требуется 

дополнительное исследование свойств равновесий динамической си-

стемы (2)-(3), в том числе – для тех или иных практически и/или со-

держательно важных частных случаев. 

Равновесие и неманипулируемость. При заданных правых ча-

стях выражений (2) и (3) все значения состояний и действий всех АЭ 

зависят только от векторов 
0 0 0

1( )nr r ,..., r=  и 
0 0 0

1( )ny y ,..., y=  соот-

ветственно их начальных состояний и начальных действий, а также 

от вектора управлений 1( ) ( ( ) ( ))nu u ,...,u =    (управление может быть 

постоянным, зависеть от времени (программное управление), или/и 

состояний АЭ и их действий (позиционное управление)). 

Обозначим через 0 0 0 0( ( , , ( )), ( , , ( )))* *r r y u y r y u   равновесие – не-

подвижную точку динамической системы (2)-(3). С «теоретико-игро-

вой точки зрения» можно считать, что выигрыши АЭ определяются 

именно равновесным состоянием, а «промежуточные» выигрыши не 

учитываются. Изучение условий существования и свойств этого рав-

новесия – отдельная исследовательская задача. Имея зависимость 
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равновесия от управления, можно решать задачи анализа и синтеза 

оптимального управления. 

Если рассмотреть игру АЭ в нормальной форме, в которой они 

при заданном управлении выбирают свои начальные состояния, кото-

рые становятся для всех общим знанием, то любое равновесие 
0 0 0 0 0 0( ( , , ( )), ( , , ( )))* *r r r y u y y r y u=  =   будет равновесием Нэша 

этой игры. 

Предположим, что начальные состояния АЭ известны только им 

самим, и каждый из них сообщает центру информацию (

i i i is R , v A  ) соответственно о своем начальном состоянии и 

начальном действии. Неманипулируемой называется процедура при-

нятия решений, при которой каждому АЭ выгодно сообщать досто-

верную информацию [10, 49, 81]. Запишем условие того, что сообще-

ние достоверной информации является доминантной стратегией для 

каждого АЭ: 

(6) 
0 0

1 1n n i i i ir ... , y A ... A , i N , s , v A               
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ( ( , , , , ( )) ( , , , ( )) ( , , , ( )))* * *

i i i i i i i i i i i i i i i iR y r r y y u , y r r , y y u ,r r r , y y u− − − − − − −    

0 0 0 0 0 0( ( ( , , , , ( )) ( , , , , ( )) ( , , , , ( )))* * *

i i i i i i i i i i i i i i i iR y s r v y u , y s r v y u ,r s r v y u− − − − − − −     . 

Поиск управлений, обеспечивающих неманипулируемость (в 

смысле выражения (6)) процедуры принятия решений, является пер-

спективной задачей. 

Стратегическое поведение. Можно условно рассматривать АЭ 

различных видов, в зависимости от их «интеллектуальности» - спо-

собности к стратегическому поведению (учету влияния выбираемых 

действий на будущее свое поведение, поведение других АЭ, выиг-

рыши/полезность и т.д.). 

Во-первых, отметим, что процедура (3) динамики состояний АЭ 

подразумевает реактивность их поведения в смысле «нецеленаправ-

ленности» изменений этой переменной. Действительно, в настоящей 

работе считается, что АЭ не выбирают целенаправленно свои состоя-

ния, а последние изменяются известным образом в зависимости от 

ряда факторов (см. I-V). Рассмотрение моделей, в которых АЭ может 



157 

непосредственно21 «управлять своим внутренним состоянием», пред-

ставляется перспективным направлением будущих исследований22. 

Во-вторых, существенно, что поведение каждого АЭ по отноше-

нию к его собственному действию предполагается активным, т.е. АЭ 

самостоятельно и целенаправленно (стремясь максимизировать неко-

торую целевую функцию, функцию полезности и т.п.) выбирает свои 

действия. В зависимости от того, что АЭ знает на момент принятия 

решений, какие факторы и взаимосвязи между ними он принимает во 

внимание, возможны множество вариантов. Перечислим некоторые 

из них в порядке возрастания «интеллектуальности / стратегичности» 

(названия видов АЭ условны; каждый предшествующий вариант яв-

ляется частным случаем последующих). 

Первый случай – «наивный АЭ», который не изменяет со време-

нем своего состояния и всегда сообщает достоверную информацию. 

Второй случай – «локально-оптимальный АЭ», который ведет 

себя в соответствии с процедурой (2), приближая на каждом шаге 

свое действие к локальному (соответствующему текущему периоду) 

положению цели (рассматривает динамический процесс как повторя-

ющуюся игру, в каждом периоде стремясь максимизировать свой те-

кущий локальный выигрыш, не учитывая будущих периодов). 

Третий случай – «дальновидный АЭ», который при принятии в 

повторяющейся игре решений о выбираемом действии учитывает 

влияние этих решений на несколько будущих периодов (их число 

называется горизонтом дальновидности; горизонт дальновидности 

может быть и бесконечным), включая потенциальное влияние своего 

действия на свое состояние и состояния других АЭ (это влияние в со-

ответствии с процедурой (3) осуществляется опосредованно – через 

результат коллективной деятельности). 

Четвертый случай – «рефлексивный АЭ», т.е. дальновидный АЭ, 

который моделирует информированность и поведение других АЭ в 

 
21 Опосредованное влияние действия на состояние учитывается ниже, 
например, в рамках модели когнитивного диссонанса. 
22 Также перспективным видится рассмотрение моделей с различающи-
мися характерными временами изменения состояний и действий АЭ. 
Вплоть до разделения «быстрого времени» (в котором изменяются дей-
ствия при «фиксированных» состояниях) и «медленного времени», харак-
терного для динамики состояний как реакции на новые «равновесные» дей-
ствия и результаты. 
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рамках своих представлений об их информированности и рангах 

стратегической рефлексии [49]. 

Пятый случай – «стратегический АЭ», который ведет себя пол-

ностью рационально (является максимально дальновидным и рефлек-

сивным) и сообщает информацию, приводящую к принятию наиболее 

выгодных для него решений (частным случаем является кратко опи-

санная ниже модель активной экспертизы, в которой состояния АЭ 

неизменны во времени), рассматривая соответствующий динамиче-

ский процесс принятия решений как многошаговую игру. 

Ниже рассматриваются, в основном, только локально-оптималь-

ные «психологические АЭ» с реактивной динамикой состояний, ко-

торые ведут себя в соответствии с выражениями (2) и (3) - с одной 

стороны, они рациональны (см. (2) и первое слагаемое в правой части 

(3)), но и подвержены, например, когнитивному диссонансу из-за 

того, что их состояния отличаются от действий или от принимаемого 

коллективного решения – см. модели ниже. 

Общая схема исследования моделей принятия решений (2)-(3) 

такова: 

- нахождение условий существования и свойств равновесия, в 

т.ч. его зависимости от параметров доверия и функций доверия; 

- решение задач анализа и синтеза управлений, исследование эф-

фективности последних с точки зрения заданных критериев; 

- исследование манипулируемости/неманипулируемости. 

 

6.2. Известные частные случаи 
На сегодняшний день известен ряд хорошо исследованных моде-

лей, являющихся частным случаем модели (2)-(3). Перечислим неко-

торые из них. 

6.2.1. Активная экспертиза [10, 82]. В этой модели состояния 

АЭ не изменяются: 0i i i ib c d e= = = = , i N ; равновесие может быть 

найдено в явном виде, а соответствующая процедура неманипулиру-

ема. Приведем основные известные результаты. 

Утверждение 6.2 [10]. 

1) если в равновесии коллективное решение z* оказывается 

больше, чем состояние некоторых АЭ (z* > ri), то эти АЭ в равновесии 

выберут минимально возможные действия ( * 0iy = ); 
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2) если в равновесии коллективное решение z* оказывается 

меньше, чем состояние некоторых АЭ (z* < rj), то эти АЭ в равновесии 

выберут максимально возможные действия (
* 1jy = ); 

3) если в равновесии некоторые АЭ выбирают действие, не при-

надлежащее границе множества допустимых действий (
*

ky   (0; 1)), 

то это значит, что принимаемое коллективное решение их устраивает 

(
*

kz r= ). Такие АЭ называются диктаторами. 

Упорядочим АЭ по возрастанию их состояний, которые будем 

считать попарно различными: 1 ... nr r  . Если было принято некото-

рое коллективное решение, то, в соответствии с утверждением 6.2, те 

АЭ, состояния которых меньше принятого решения, будут сообщать 

нижнюю границу, а те, состояния которых больше – верхнюю. Зна-

чит, вектор равновесных действий будет иметь вид: 
* *( ) (0, ..., 0, ,1, ...,1)ky r y= . 

Равновесное действие 
*

ky  должно быть таким, чтобы выполнялось: 

*(0, ..., 0, ,1, ...,1)kR y  = rk. 

Чтобы найти номер k, введем последовательность чисел [10]: 

(7) µi = (0, ..., 0,1, ...,1)

n ii

R

−

, 0,i n= . 

Существует единственный эксперт-АЭ с номером 

1
1,

max min ( , )i i
i n

k r  −
=

=  [10]. 

Предположим, что используется не исходная процедура R(·), а 

центр предлагает АЭ другую процедуру: итоговое решение будет 

определяться по сообщениям { is } следующим образом: 

1) сообщения { is } упорядочиваются по возрастанию; 

2) принимается решение 

(8) 
*

1
1,

( ) max min ( , )i i
i n

z s s  −
=

= . 

Утверждение 6.3 [10]. Процедура (8) принятия решений немани-

пулируема. 

6.2.2. Модели информационного управления [87], в которых 

рассматривается динамика мнений АЭ под воздействием 
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целенаправленных сообщений в его адрес, например, со стороны 

средств массовой информации (СМИ). В этих моделях 

0i i ic d e= = = , i N : 

(9) 
1 1 1(1 ( )) ( )t t t t t t t

i i i i i i i i i i ir b B r ,u r b B r ,u u− − −= − + , t = 1, 2, …, i N . 

На основе модели (9) динамики состояний АЭ в [87] ставятся и 

решаются задачи информационного управления. 

Аналогично может описываться динамика мнений, представле-

ний, отношений и/или убеждений личности – см. обзор соответству-

ющих используемых в психологии личности моделей в [71, 97]. 

6.2.3. Модели консенсуса (см. [87] и обзор в [49]). В этом классе 

моделей 0i i ib c d= = = , и АЭ «усредняют» свои состояния с состоя-

ниями или действиями (см. также ниже) других АЭ: 

(10) 
1 1( )t t

i i iE r , y− −

−  = 
1 1 1

{ }

( )t t t

i ij i i j j

j N\ i

ˆe e E r , y y− − −



 , 

т.е. выражение (3) имеет вид: 

(11) 
1 1 1 1

{ }

(1 ) ( )t t t t t

i i i i ij i i j j

j N\ i

ˆr e r e e E r , y y− − − −



= − +  , t = 1, 2, …, i N , 

где элементы матрицы ij|| e ||  связей между АЭ удовлетворяют усло-

вию 

(12) 
{ }

1ij

j N\ i

e


= , i N . 

Условия существования равновесия можно найти в [49, 87]. 

6.2.4. Модели конформного поведения (см. [94, 116] и обзор в 

[83]). В этом классе моделей 0 1i i i ib c d , e= = = = , и АЭ осуществ-

ляет бинарный выбор – действовать или бездействовать (Ai = {0; 1}), 

причем действие совпадает с состоянием, изменяющимся следующим 

образом: 

(13) 

1

1

1

0

t

ij j i

j Nt

i t

ij j i

j N

, e y ,

r
, e y ,





−



−



 


= 







, t = 1, 2, …, i N . 

где [0;1]i   - порог АЭ. АЭ ведет себя конформно [30, 94, 116] – он 

начинает действовать при превышении его порога взвешенной (с уче-

том «силы» связей ij|| e ||  между АЭ) долей действующих АЭ. В 
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противном случае АЭ бездействует. Результаты анализа динамики 

конформного поведения типа (13) приведены в [116]. 

В моделях информационного управления, в моделях консенсуса 

и в моделях конформного поведения основной акцент делается на со-

стояниях АЭ; действия либо не рассматриваются, либо предполага-

ется, что действие АЭ совпадает с его состоянием. 

6.2.5. Модели социального влияния (см. содержательное опи-

сание эффектов социального влияния и многочисленные примеры в 

[23, 30, 70, 113]). С одной стороны, кратко описанные выше модели 

информационного управления, консенсуса и конформного поведе-

ния, несомненно, можно уверенно отнести к моделям социального 

влияния. С другой стороны, в рамках общей модели (3) возможно от-

ражение и других известных в социальной психологии эффектов соци-

ального влияния, в т.ч. – зависимости представлений, отношений и 

установок от предшествующего опыта деятельности субъекта. 

Подобные эффекты имеют место, например, при возникновении 

когнитивного диссонанса, когда субъект изменяет свои мнения, пред-

ставления или убеждения, находящиеся в диссонансе с осуществлен-

ным поведением (см. стрелку «6» на Рис. 26) – например, с выбирае-

мым им действием. Адекватной при этом может быть следующая 

модель ( 0i ib d= = , 0ije = ): 

(14) 
1 1 1 1 1 1(1 ( )) ( )t t t t t t t

i i i i i i i i i i ir с C r , y r с C r , y y− − − − − −= − + , 

t = 1, 2, …, i N , 

в соответствии с которой АЭ изменяет свое состояние в зависимости 

от выбранных действий. 

Вторым примером является эффект объяснения задним числом 

(эффект хиндсайта или эффект «я так и знал») - склонность воспри-

нимать события, которые уже произошли, или факты, которые уже 

были установлены, как очевидные и предсказуемые, несмотря на от-

сутствие достаточной первоначальной информации для их предсказа-

ния. Адекватной при этом может быть следующая модель ( 0i ib c= =

, 0ije = ): 

(15) 
1 1 1 1 1 1(1 ( )) ( )t t t t t t t

i i i i i i i ir d D r ,z r d D r ,z z− − − − − −= − + , 

t = 1, 2, …, i N , 

в соответствии с которой АЭ изменяет свое состояние в зависимости 

от результата деятельности (см. стрелку «7» на Рис. 26). 
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Более подробно эти две модели ((14) и (15)) рассматриваются в 

следующем разделе. 

 

6.3. Совместная динамика психических и поведенче-

ских компонент деятельности 
 

6.3.1. Классификация. Наличие общей модели (2)-(3) динамики 

состояний и действий АЭ позволяет систематически перечислить 

25 = 32 ее частных случая: параметры I-V, перечисленные выше, мо-

гут встречаться или отсутствовать во всех возможных комбинациях. 

Систематическое применение приведенной выше общей схемы 

исследования к этим 32 случаям порождает целую исследователь-

скую программу. Ниже реализуется наиболее простая ее часть, а 

именно: рассматриваются модели, учитывающие влияние на состоя-

ние АЭ одного из факторов - II, III, IV или V (модель активной экс-

пертизы, учитывающая стационарное значение фактора I, рассмот-

рена выше). 

6.3.2. Модели информационного управления (фактор V). Рас-

смотрим модель (9) с функцией доверия тождественно равной еди-

нице и постоянных (во времени) управлениях: 

(16) 
1(1 )t t

i i i i ir b r b u−= − + , t = 1, 2, …, i N . 

Равновесие системы (2), (16) при строго положительных кон-

стантах доверия (bi > 0, i N ) обладает следующими свойствами. 

Во-первых, в равновесии состояния всех АЭ тождественно равны со-

ответствующим управлениям23: 

(17) 
*

i ir u= , i N . 

Во-вторых, справедлив следующий частичный аналог утвержде-

ния 6.3. 

Утверждение 6.4. При любых bi > 0, i N , равновесие в модели 

информационного управления (2), (16) удовлетворяет условию (17) и 

имеет следующую структуру: управления { iu } упорядочиваются по 

возрастанию, и принимается решение 

(18) 
*

1
1,

( ) max min ( , )i i
i n

z u u  −
=

= . 

 
23 «Ложь, повторенная тысячу раз, становится правдой». Шатобриан. 

https://ru.wikiquote.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%B6%D1%8C
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Так как коллективное решение (18) не зависит от сообщений АЭ 

о своих начальных состояниях, то эта процедура неманипулируема. 

В частном случае унифицированного управления (одинакового 

для всех АЭ), именно его значение будет единственным равновесным 

состоянием, одинаковым для всех АЭ. Это равновесие в общем слу-

чае может не быть унифицированным, т.к. действия АЭ в равновесии 

могут отличаться от их состояний. 

Рассмотрим роль функций доверия. Если функции доверия 

{ ( )}iB ,   в процедуре (9) принимают строго положительные значе-

ния, то результат утверждения 6.4 остается в силе: зависимость дове-

рия АЭ от содержания информации не изменяет равновесия, а влияет 

лишь на скорость сходимости к нему (в рамках предположения А.9, 

не увеличивает ее) – ср. Рис. 27, Рис. 28 и Рис. 29. 

Существуют два «противоположных» подхода к определению 

свойств функций доверия (см. [87, 97]): последние могут достигать 

максимума при совпадении или максимальном различии значений 

своих переменных. Содержательно первый случай соответствует 

тому, что АЭ больше доверяет информации, совпадающей с его мне-

нием24 или максимально близкой к нему (т.н. модели ограниченного 

доверия – Bounded Confidence Models). Второй случай соответствует 

тому, что АЭ больше доверяет информации, максимально отличаю-

щейся от его мнения25. Конечно, возможны и промежуточные вари-

анты (ряд примеров рассмотрен в [87]). 

В качестве типовых примеров можно рассматривать функции до-

верия вида 

(19) 
21 ( ) , , (0;1),

( ) =
0, | 1

h g h g
D h,g

h g |




+
 − − 


 − =  
или 

(20) 2( ) = min { ( ) ,1}D h,g h g − + − , 

где ε > 0 – сколь угодно малая строго положительная константа. 

Функции доверия (19) и (20) отражают две противоположные си-

туации. В соответствии с выражением (19) АЭ тем больше доверяет 

содержанию получаемой информации, чем ближе она к его состоя-

нию (мнению). Максимально доверие (значение функции доверия 

 
24 «Я всегда прав» - себе мы доверяем больше, чем кому бы то ни было. 
25 «Чем чудовищнее солжешь, тем скорей тебе поверят». 
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равно единице) к содержанию, в точности совпадающему с состоя-

нием. 

В соответствии с выражением (20) наоборот - АЭ тем больше до-

веряет содержанию получаемой информации, чем сильнее она отли-

чается от его состояния (мнения). Обзор и анализ различных функций 

доверия и ряда их свойств можно найти в [87, 97]. 

Пример 6.1. Пусть n = 2, u1 = 0,64, u2 = 0,9, 
2

1

1
( )

2
i

i

w y y
=

=  , bi = 0,1, 

t

i  = 0,1, 1 2i ,= . На Рис. 27 (все примеры, рассматриваемые в настоя-

щей работе, реализованы в программной среде РДС: 

https://www.ipu.ru/science/applied-research/products/calculation-of-

dynamic-systems) приведена динамика состояний (непрерывные ли-

нии) и действий (пунктирные линии) АЭ, а также коллективного ре-

шения (зеленая линия). На этом и последующих аналогичных рисун-

ках кривые, относящиеся к одному и тому же АЭ, имеют одинаковый 

цвет. 

 

 
 

Рис. 27. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.1 

с единичной функцией доверия 

 

 

https://www.ipu.ru/science/applied-research/products/calculation-of-dynamic-systems
https://www.ipu.ru/science/applied-research/products/calculation-of-dynamic-systems
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Рис. 28. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.1 

с функцией доверия (19) 

 

 

 
 

Рис. 29. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.1 

с функцией доверия (20) 

 

6.3.3. Модели когнитивного диссонанса (фактор II). Рассмот-

рим модель (14) с функцией доверия тождественно равной единице 

(помимо эффекта когнитивного диссонанса, эта модель условно отра-

жает известный в социальной психологии феномен «высказанное 

становится убеждением» [30]): 

(21) 
1 1(1 )t t t

i i i i ir с r с y− −= − + , t = 1, 2, …, i N , 

Равновесие системы (2), (21) при строго положительных кон-

стантах доверия (ci > 0, i N ) обладает следующими свойствами. 
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Во-первых, это условие отсутствия когнитивного диссонанса у всех 

АЭ: 

(22) 
* *

i ir y= , i N . 

Это условие следует из того, что в противном случае «равнове-

сие» не будет неподвижной точкой отображения (21). 

Во-вторых, это условие того, что действие каждого АЭ является 

наилучшим ответом на сложившуюся для него обстановку: 

(23) ( , )* * * *

i i i iy y y y−= , i N . 

Это условие следует из подстановки выражений (22) в определе-

ние (1) свойств равновесия. 

Свойства равновесия в модели когнитивного диссонанса харак-

теризуются следующим утверждением (условие (29) следует из пред-

положения А.2). 

Утверждение 6.5. При любых ci > 0, i N , равновесие в модели 

когнитивного диссонанса (2), (21) удовлетворяет условиям (22)-(23) 

и имеет следующую структуру: существует множество АЭ-«дикта-

торов» P N , такое, что существует [0;1]*z  , для которого одно-

временно выполнено 

(24) R(
*z , 

*

iy− ) = z*, i P , 

и 

(25) {0;1}*

jy  , j N \ P . 

Отметим, что множество P может быть как пустым, так и может 

совпадать со множеством N всех АЭ. 

Ничего более конкретного про структуру равновесия в рассмат-

риваемой модели - например, как множество P зависит от начальных 

значений 
0 0( )i iy , r , i N  - сказать нельзя, т.к. все зависит (и зависи-

мость эта существенно неустойчива) от этих начальных значений и 

параметров {
t

i } и {ci} динамической системы (2), (21). Кроме того, 

данная процедура манипулируема. Приведем примеры. 

Пример 6.2. Пусть n = 3, 
3

1

1
( )

3
i

i

w y y
=

=  , ci = 0,1, 
t

i  = 0,05, 1 3i ,=

, а начальные действия совпадают с начальными значениями состоя-

ний АЭ. На Рис. 30 приведена динамика состояний (непрерывные ли-

нии) и действий (пунктирные линии) АЭ, а также коллективного 
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решения (зеленая линия). Множество P в данном примере состоит из 

одного АЭ. 

 

 
 

Рис. 30. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.2 

 

Пусть теперь АЭ, имеющий начальное значение состояния 0,6, 

сообщает центру оценку этого начального состояния, равную 0,59. 

Динамика изменяется радикальным образом (ср. Рис. 30 и Рис. 31). 

Манипулируя начальным состоянием (уменьшая его), АЭ увеличи-

вает (с 1/2 до 2/3, делая более выгодным для себя) равновесное кол-

лективное решение (множество P при этом пусто). 
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Рис. 31. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.2: 

манипулирование начальным состоянием 

 

Пример 6.3. Пусть в условиях примера 6.2 имеются два АЭ 

(n = 2). Динамика состояний и действий (нотация та же) АЭ приве-

дена на Рис. 32. Множество P в этом случае пусто. Видно, что наличие 

когнитивного диссонанса существенно изменяет равновесие (на Рис. 

33 для сравнения приведена динамика состояний и действий тех же 

АЭ при c1 = c2 = 0, т.е. в отсутствие эффекта когнитивного диссо-

нанса). 

 

 
 

Рис. 32. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.3 
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Рис. 33. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.3 

в отсутствие эффекта когнитивного диссонанса 

 

6.3.4. Модели эффекта хиндсайта (фактор IV). Рассмотрим мо-

дель (15) с функцией доверия тождественно равной единице (помимо 

эффекта хиндсайта, эта модель условно26 отражает известный в соци-

альной психологии феномен «нога в дверях» [30]27): 

(26) 
1 1(1 )t t t

i i i ir d r d z− −= − + , t = 1, 2, …, i N , 

Равновесие системы (2), (26) при строго положительных кон-

стантах доверия (di > 0, i N ) обладает следующими свойствами. 

Во-первых, условие отсутствия эффекта хиндсайта у всех АЭ: 

(27) 
* *

ir z= , i N . 

Это условие следует из того, что в противном случае «равнове-

сие» не будет неподвижной точкой отображения (26). 

Во-вторых, действие каждого АЭ является наилучшим ответом 

на сложившуюся для него обстановку: 

(28) ( , )* * * *

i i iy y y z−= , i N . 

 
26 Более корректно этот эффект отражала бы модель, в которой скорость 
изменения состояния АЭ росла с ростом отклонения текущего его состоя-
ния от начального – см. пример 6.5 ниже. 
27 «Человек делает то, что он есть, и становится тем, что он делает.» 
Роберт Музиль, Малая проза, 1930. 
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Это условие следует из подстановки выражений (27) в определе-

ние (1) равновесия. 

Свойства равновесия в модели когнитивного диссонанса харак-

теризуются следующим утверждением. 

Утверждение 6.6. При любых di > 0, i N , равновесие в модели 

эффекта хиндсайта (2), (26) удовлетворяет условиям (27)-(28). 

Итак, в модели эффекта хиндсайта все равновесные состояния 

всех АЭ одинаковы (отметим, что аналог утверждения 6.2 уже не 

имеет места). Ничего более конкретного про равновесное решение z* 

и равновесные действия 
*{ }iy  в рассматриваемой модели - например, 

как z* зависит от начальных значений 
0 0( )i iy , r , i N  - сказать нельзя, 

т.к. все зависит (и зависимость эта существенно неустойчива) от этих 

начальных значений и параметров {
t

i } и {di} динамической системы 

(2), (26). Кроме того, процедура манипулируема. Приведем пример. 

Пример 6.4. Пусть в условиях примера 6.2 di = 0,1, 1 3i ,= . На 

Рис. 34 приведена динамика состояний (непрерывные линии) и дей-

ствий (пунктирные линии) АЭ, а также коллективного решения (зеле-

ная линия). 

 

 
Рис. 34. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.4 
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Приведем пример манипулирования. Для равновесного коллек-

тивного решения в модели эффекта хиндсайта справедлива следую-

щая оценка: 
0 * 0min { } max { }i i

i i
r z r  . 

В силу предположения А.4 и монотонности процедуры (26) АЭ с 

минимальным (максимальным) начальным состоянием, уменьшив 

(увеличив) сообщаемую им оценку, уменьшит (увеличит) равновес-

ное коллективное решение. 

Теперь рассмотрим модель эффекта «нога в дверях» (см. выше), 

модифицировав выражение (26) добавление функции доверия 
1 0( )t

i i iD̂ r ,r− , монотонно возрастающей с ростом разности 1 0 |t

i i| r r− − : 

(29) 
1 0 1 1 0 1(1 ( )) ( )t t t t t

i i i i i i i i i i
ˆ ˆr d D r ,r r d D r ,r z− − − −= − + , t = 1, 2, …, i N , 

Пример 6.5. Пусть в условиях примера 6.4 
1 0 1 0 2( ) + ( )t t

i i i i iD̂ r ,r r r− −= − . Динамика состояний (29) и действий АЭ 

при ε = 0,1 приведена на Рис. 35 (ср. с Рис. 34): наличие эффекта «нога 

в дверях» изменяет скорость схождения к равновесию. 

 

 
Рис. 35. Динамика состояний и действий АЭ в примере 6.5 

 

В заключение настоящего подраздела рассмотрим случай, когда 

присутствуют одновременно и эффект когнитивного диссонанса, и 

эффект хиндсайта: 



172 

(30) 
1 1 1(1 )t t t t

i i i i i i ir с d r с y d z− − −= − − + + , t = 1, 2, …, i N , 

На первый взгляд, наличие двух эффектов приводит к необходи-

мости одновременного выполнения условий (22), (23), (27) и (28), что 

приведет к тому, что единственным равновесием может быть только 

унифицированное равновесие. Однако это предположение неверно – 

два эффекта могут «компенсировать» друг друга, приводя к реализа-

ции и других равновесий. Пример приведен на Рис. 36. 

 

 
Рис. 36. Пример «взаимной компенсации» 

эффектов когнитивного диссонанса и хиндсайта 

 

6.3.5. Модели взаимовлияния АЭ (фактор III). Сначала рас-

смотрим модель с функцией доверия тождественно равной единице, 

в которой каждый АЭ наблюдает состояния всех остальных АЭ и из-

меняет с учетом этого свое состояние следующим образом: 

(31) 
1 1

{ }

(1 )t t t

i i i i ij j

j N\ i

r e r e e r− −



= − +  , t = 1, 2, …, i N . 

Обозначим через A = 
ija  матрицу влияния, элементы которой 

имеют вид: aii = 1 – ei, aij = ei eij, i, j N . Нетрудно проверить, что, в 

силу выражения (12), матрица A – стохастическая. Уравнение (31) ди-

намики состояний АЭ можно записать в матричном виде: rt = A rt-1. 

Введем следующее предположение. 

А.10. Все элементы матрицы влияния A строго положительны. 



173 

Для выполнения этого предположения достаточно, чтобы, 

например, все ei и eij были отличны от нуля. Предположение А.10 яв-

ляется достаточным (см. [66, 87]) для существования матрицы резуль-

тирующего влияния lim ( )*A A 

→+
= , все строки которой одинаковы, и 

для сходимости всех АЭ к одному состоянию (консенсус): 

(32) 
0* *r A r= . 

Действия АЭ в равновесии удовлетворяют: 

(33) ( , )* * * *

i i iy y y r−= , i N . 

Утверждение 6.7. При любых ei > 0, i N , в модели взаимовли-

яния АЭ (2), (31) равновесием является такое, в котором все АЭ 

имеют одно и то же состояние (32) и выбирают действия, удовлетво-

ряющие выражению (33). 

Пусть теперь АЭ не имеют возможности наблюдать состояния 

друг друга. Если в модели когнитивного диссонанса АЭ изменял свое 

состояние из-за несовпадения последнего со своим действием, то в 

рассматриваемой ниже модели (39) взаимовлияния АЭ он изменяет 

свое состояние из-за отличия последнего от действий других АЭ. Рас-

смотрим модель (11) с функцией доверия тождественно равной еди-

нице: 

(34) 
1 1

{ }

(1 )t t t

i i i i ij j

j N\ i

r e r e e y− −



= − +  , t = 1, 2, …, i N . 

Унифицированное равновесие системы (2), (34) при строго поло-

жительных константах доверия (ei > 0, i N ) в рамках предположе-

ния А.10 может быть как достижимо (см. пример на Рис. 37), так и 

недостижимо (см. пример на Рис. 38) – в зависимости от значений 

начальных условий и параметров модели. 

Пример 6.6. Пусть в условиях примера 6.1, ei = 0,1, 
t

i  = 0,05, 

1 2i ,= . Динамика состояний и действий АЭ приведена на Рис. 37. 
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Рис. 37. Динамика состояний и действий АЭ 

в примере 6.6 при γ = 0,05 

 

Если выбрать 
t

i  = 0,05, 1 2i ,= , то динамика качественно изме-

нится - сумма действий стабилизируется, а мнения образуют цикл – 

см. Рис. 38. 

 

 
Рис. 38. Динамика состояний и действий АЭ 

в примере 6.6 при γ = 0,7 

 

Для случая трех АЭ можно привести пример, когда не стабили-

зируется и сумма действий АЭ – см. Рис. 39. 
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Рис. 39. Пример «расходящейся» динамики в примере 6.6 

 

6.3.6. Роль опыта. Рассмотрим несколько моделей, в которых 

учитываются состояние и опыт АЭ, то есть модели класса М13 (см. 

Табл. 6).  

6.3.6.1. Пусть имеется множество N = {1, …, n} АЭ, функциони-

рующих в дискретном времени. Предположим, что уравнения дина-

мики состояний АЭ имеют вид (см. обзор моделей консенсуса в мно-

гоагентных системах в [66]): 

(35) , 

где pij > 0, . 

Относительно опыта предположим, что он изменяется в соответ-

ствии с: 

(36)  

(здесь  выступает в качестве вероятности освоения – см. выше 

и [7]). 

В силу стохастичности по строкам матрицы P = ||pij|| равновес-

ными для процедуры будет вектор одинаковых состояний всех АЭ, 

1 1

1

(1 ) ,t t t

i i j

n

i i ij

j

p i Nr r r −

=

−= −+ 

1, (0;1),ij i

j N

p i N


=  

( )
1

1 1 (1 ) ,
n

t

ij i

t

i ij

j

p p i Nq 
=

= − − − 

(1 )i−
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определяемый их начальными состояниями 
0{ , }ir i N . Асимптоти-

ческое значение опыта (36) равно единице. 

6.3.6.2. Альтернативная модификация предыдущей модели (п. 

6.3.6.1) – предположение, что имеют место следующие уравнения ди-

намики состояний АЭ: 

(37) 
1

1 01 ) ,(
n

i i j

t t

ii

j

i jp i Nr r r 
=

−= −+  . 

Равновесными будут состояния 
1

0

j

*

jii

n

j

p ,i Nr r
=

=  . 

6.3.6.3. В моделях 6.3.6.1 и 6.3.6.2 состояния и опыт АЭ изменя-

лись независимо. Обозначим через 
0

ijq  начальное значение опыта. 

Предположим, что в соответствии с выражением (17) в [7], динамика 

опыта АЭ будет описываться соотношениями 

(38) ( )( )
1

01 1 ,
n

t

ij ij

t

i ij

j

p p i Nq q
=

= + − −  . 

В данном случае опыт АЭ можно интерпретировать как «вероят-

ность» того, что АЭ не изменяет свое состояние: «неопытный АЭ» 

склонен принимать во внимание состояния других АЭ в большей сте-

пени, чем «опытный». Тогда динамика состояний описывается соот-

ношениями 

(39) 
1 1

1

( )1 ,t t t
n

t t

jii i ij

j

iq q p i Nr r r− −

=

+= −  . 

Выражения (38)-(39) описывают совместную взаимосвязанную 

динамику опыта и состояний АЭ. Как и в моделях 6.3.6.1 и 6.3.6.2, 

равновесным для процедуры (28) будет вектор одинаковых состояний 

всех АЭ. 

Так как опыт не убывает во времени, то скорость сходимости 

процедуры (39) ниже, чем у аналогичной процедуры  с постоянными 

во времени коэффициентами. Условно модель 6.3.6.3 можно интер-

претировать как модель формирования общественного мнения (дина-

мики имплицитно транслируемого опыта [7], который формируется 

гораздо медленнее, чем эксплицитно транслируемый). 

Перспективным направлением дальнейших исследований пред-

ставляется ослабление или модификация предположений А.1-А.10 и 
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исследование соответствующих моделей (динамики взаимосвязан-

ных состояний и действий АЭ, свойств равновесий, различных вари-

антов дальновидного, рефлексивного или/и стратегического поведе-

ния, в изменяющейся внешней среде и др.), в т.ч. для различных 

известных типовых моделей принятия коллективных решений. Кроме 

того, представляет интерес формализация и анализ других факторов, 

влияющих на динамику состояний и действий АЭ. А также выделение 

более простых частных случаев рассмотренных выше моделей, кото-

рые хорошо бы интерпретировались с точки зрения психологии и до-

пускали бы экспериментальную верификацию. 

 

6.4. Модель голосования 
Рассмотрим процедуру принятия решений голосованием по 

принципу простого большинства (модель класса М16 – см. Табл. 6). 

Предположим, что АЭ честно и достоверно (манипулирование отсут-

ствует) сообщают свои мнения (действия) {0;1}t

iy   - поддерживают 

они решение ( 1t

iy = ) или нет ( 0t

iy = ). Решение («результат» коллек-

тивной деятельности) принимается (zt = 1), если за него проголосо-

вали, как минимум, половина АЭ, в противном случае решение от-

клоняется (не принимается: zt = 0): 

(40) ( )
2

t t

j

j N

n
z I y



=  , 

где ( )I   - функция-индикатор. 

АЭ с номером i обладает типом [0;1]t

ir  , отражающим его 

склонность поддержать принятие решения. Предположим, что АЭ 

выбирает свое действие в зависимости от типа: 

(41) 
1 1

( )
2

t t

i iy I r −=  , i N . 

Относительно динамики типов АЭ предположим (см. также вы-

ражение (3) в [47] и выражение (2.12) выше), что она следует проце-

дуре: 

(42) 
1[1 ]t t

i i i i ir b c d r −= − − − +  

1 1t t t

i i i i ib u c y d z− −+ + + , t = 1, 2, …, i N , 
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где [0;1]t

iu   - управление, а неотрицательные константы доверия 

( )i i ib ,c ,d  удовлетворяют ограничениям 

(43) 1i i ib c d+ +  , i N . 

Предположение (43) гарантирует, что состояние динамической 

системы (42) не выйдет из множества допустимых значений [0; 1]n. 

В соответствии с выражением (43) тип i-го АЭ 
t

ir  в момент вре-

мени t в общем случае определяется (является «линейной комбина-

цией»): 

I) его типом 
1t

ir
−

 в предыдущий момент времени (t – 1), вели-

чина, стоящая в квадратных скобках, отражает силу соб-

ственных убеждений АЭ; 

II) внешним воздействием (управлением) 
t

iu  на него в момент 

времени t; 

III) его действием 
1t

iy −
 в предыдущий момент времени (t – 1); из-

менение типа АЭ из-за его несовпадения с выбранным дей-

ствием можно интерпретировать как проявление эффекта ко-

гнитивного диссонанса;  

IV) результатом деятельности 
1tz −

 в предыдущий момент вре-

мени (t – 1), изменение типа АЭ из-за его несовпадения с кол-

лективным решением можно интерпретировать как проявле-

ние конформизма АЭ.  

Управляемой в настоящей модели будем называть АС, в которой 

за счет допустимых управлений (42) действие любого АЭ может быть 

изменено на противоположное за конечное время. 

Пусть заданы начальные значения типов всех АЭ {
0 [0;1]ir  }. 

Рассмотрим возможные варианты модели (40)-(42), перечисленные в 

Табл. 8. 

 

Табл. 8. Варианты модели (40)-(42) 

Вариант Управление Когнитивный 

диссонанс 

Конформизм 

1 - - - 

2 + - - 
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Вариант Управление Когнитивный 

диссонанс 

Конформизм 

3 - + - 

4 - - + 

5 + + - 

6 + - + 

7 - + + 

8 + + + 

 

Вариант 1 соответствует отсутствию влияния на типы АЭ каких-

либо факторов. При этих условиях динамика типов отсутствует: 
0t

i ir r= , t = 1, 2, …, i N . 

Вариант 2. В этом случае выражение (42) примет вид 

(0) 
1[1 ]t t t

i i i i ir b r b u−= − + , t = 1, 2, …, i N . 

Утверждение 6.8. В варианте 2 при bi > 0, i N , система (42) яв-

ляется управляемой. При {0;1}t

iu   и 

0

0 0

1/ 2 1
max { ;1 }

1 2

i
i

i i

r
b

r r

−
 −

−
, i N , 

действие любого АЭ может быть изменено на противоположное за 

один такт времени. 

Вариант 3. В этом случае выражение (42) примет вид 

(45) 
1 1[1 ]t t t

i i i i ir c r c y− −= − + , t = 1, 2, …, i N . 

В этом случае типы АЭ изменяются, но их действия и результат 

деятельности стационарны: 
0 0,t t

i iy y z z= = , t = 1, 2, …, i N . Со-

держательно, АЭ все более убеждаются в правильности своих пред-

ставлений и «верности» начального действия. 

Вариант 4. В этом случае выражение (42) примет вид 

(46) 
1 1[1 ]t t t

i i i ir d r d z− −= − + , t = 1, 2, …, i N . 

В этом случае изменяются и типы АЭ, и их действия, но резуль-

тат деятельности стационарен: 
0tz z= , t = 1, 2, …, i N . Содержа-

тельно, априорное большинство не изменяет своих действий и, воз-

действуя на предпочитающих другую альтернативу, все более 

«перетягивает» последних на свою сторону. 
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Утверждение 6.9. В варианте 4 при di > 0, i N , при любых 

начальных условиях { 0 [0;1]ir  } система (46) имеет единственное 

равновесие 
0z . 

Вариант 5. В этом случае выражение (42) примет вид 

(47) 
1 1[1 ]t t t t

i i i i i i i ir b c r b u c y− −= − − + + , t = 1, 2, …, i N . 

Записав условие монотонности (соответствующей цели управле-

ния) изменения типа АЭ, легко получить следующее достаточное 

условие. 

Утверждение 6.10. В варианте 5 при bi > ci, i N , система (47) 

является управляемой. 

Вариант 6. В этом случае выражение (42) примет вид 

(48) 
1 1[1 ]t t t t

i i i i i i ir b d r b u d z− −= − − + + , t = 1, 2, …, i N . 

Записав условие монотонности (соответствующей цели управле-

ния) изменения типа АЭ, легко получить следующее достаточное 

условие. 

Утверждение 6.11. В варианте 6 при bi > di, i N , система (48) 

является управляемой. 

Вариант 7. В этом случае управление отсутствует, а выражение 

(42) примет вид 

(49) 
1 1 1[1 ]t t t t

i i i i i i ir c d r с y d z− − −= − − + + , t = 1, 2, …, i N . 

При этом изменяются и типы АЭ, и, в общем случае, их действия, 

но результат деятельности стационарен: 
0tz z= , t = 1, 2, …, i N . 

Содержательно, априорное большинство не изменяет своих действий 

и, воздействуя на предпочитающих другую альтернативу, возможно 

(в зависимости от соотношения параметров ci и di), «перетягивает» 

последних на свою сторону. 

Вариант 8. В этом случае динамика типов описывается общим 

выражением (42). Записав условие монотонности (соответствующей 

цели управления) изменения типа АЭ, легко получить следующее до-

статочное условие. 

Утверждение 6.12. В варианте 8 при bi > 3 (ci + di), i N , система 

(42) является управляемой. 

В заключение настоящего подраздела рассмотрим следующую 

модификацию процедуры (42) – предположим, что управление отсут-

ствует, а АЭ антиконформны – стремятся выбирать действия, 
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приводящие к результату, отличному от результата, выбираемого 

большинством: 

(50) 
1 1 1[1 ] (1 )t t t t

i i i i i i ir c d r c y d z− − −= − − + + − , t = 1, 2, …, i N . 

Пример 6.7. Пусть имеются три АЭ с начальными значениями 

типов: 
0

1 0,3r = , 
0

2 0,6r = , 
0

3 0, 4r =  и эффект когнитивного диссо-

нанса отсутствует (ci = 0, 1,3i = ). Первый АЭ не изменяет свой тип: 

d1 = 0, а второй и третий АЭ являются антиконформистами: d2 = 0,1, 

d3 = 0,1. Динамика типов второго и третьего АЭ, а также динамика 

результата приведены на Рис. 40. 

 

 
Рис. 40. Динамика типов АЭ и результата деятельности 

в примере 6.7. • 

 

6.5. Модель информационного противоборства 
Рассмотрим модель класса М27 – см. Табл. 6. Пусть имеются три 

активных элемента (АЭ). Первые два осуществляют информационное 

управление (выбираемые ими действия – управляющие воздействия), 

воздействуя на тип/состояние третьего АЭ. Результатом деятельно-

сти, единым для всех трех АЭ, является состояние третьего АЭ к мо-

менту времени T. 

Пусть мнение третьего АЭ на шаге t – линейная комбинация его 

собственного мнения и мнений первого и второго АЭ на предыдущем 

шаге (все мнения принимают значения из отрезка [0; 1)): 
1 1 1

1 2 1 1 2 2= [1 ]t t t tr b b r b r b r− − −− − + + . 
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Будем считать, что состояния первого и второго АЭ неизменны: 

1 0tr  , 2 1tr  . Если бы АЭ на каждом такте обменивались мнениями, 

то получили бы, что 
1

1 2 2= [1 ]t tr b b r b−− − + . 

Пусть управляющие воздействия заключаются в доведении до 

третьего АЭ своего мнения первыми двумя АЭ в некоторые моменты 

времени. Получаем: 
1 1 1

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2= [1 ( 1) ( 1)] ( 1) ( 1)t t t t t t t tr b I y b I y r b I y r b I y r− − −− = − = + = + = . 

Относительно множеств возможных действий предположим, что 

{0;1}, 1,2t

iy i =  (такое управление называется бинарным), тогда

t

iy  = ( 1), 1 2t

iI y i ,= = . Подставляя 1 0tr  , 2 1tr  , получаем следую-

щее уравнение динамики состояния третьего АЭ (см. также выраже-

ние (3) в [17] и выражение (42) выше): 

(51) 
1

1 1 2 2 2 2= [1 ]t t t t tr b y b y r b y−− − + , t = 1, 2, …  

при 1 2 1b b+   и известном начальном состоянии r0. Предположим, 

что первый АЭ заинтересован в минимизации терминального состоя-

ния rT, а второй – в его максимизации (подчеркнем, что затраты на 

расходуемые ресурсы и пр. не входят в целевые функции). 

Содержательно, состояние третьего АЭ может интерпретиро-

ваться как его мнение (или отношение к некоторому вопросу или яв-

лению), которое первый АЭ пытается уменьшить, а второй АЭ – уве-

личить. 

Из (51) следует, что в каждый период времени возможны следу-

ющие комбинации: 

y1 = 0 y2 = 0 0tr = , т.е. состояние третьего АЭ не изменяется 

y1 = 1 y2 = 0 1

1 0t tr b r − = −   

y1 = 0 y2 = 1 1

2 (1 ) 0t tr b r − = −   

y1 = 1 y2 = 1 1

2 1 2( )t tr b b b r − = − +  

Для того, чтобы в последнем случае приращение состояния тре-

тьего АЭ было неотрицательно, достаточно выполнения условия 
1

2 1 11

t

t

r
b b

r

−

−


−
. 
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Разностному уравнению (51) соответствует дифференциальное 

уравнение 

(52) 1 1 2 2 2 2( ) = [ ( ) ( )] ( ) ( )r t b y t b y t r t b y t− + + . 

Предположим, что на действия первых двух АЭ наложены инте-

гральные ресурсные ограничения: 

(53) 

0

( ) , 1,2

T

i iy t dt C i = . 

Исследуем сначала ряд частных случаев/ 

Случай 1 наличия только первого управляющего АЭ. Подставляя 

в (52) 2 0ty   (или/и 2 0b  ), получим дифференциальное уравнение 

1 1( ) = ( ) ( )r t b y t r t− , решение которого 
0

1 1

0

( ) exp { ( ) }

t

r t r b y d = −   

с учетом ограничения (53) дает оценку 
0

1 1( ) exp { }r T r b C= −  терми-

нального значения, не зависящую от конкретной «траектории» 1( )y t

. 

Случай 2 наличия только второго управляющего АЭ. Подставляя 

в (52) 1 0ty   (или/и 1 0b  ), получим дифференциальное уравнение 

2 2( ) = ( ) (1 ( ))r t b y t r t− , решение которого 

0

2 2

0

( ) 1 (1 ) exp { ( ) }

t

r t r b y d = − − −   с учетом ограничения (53) дает 

оценку 
0

2 2( ) 1 (1 ) exp { }r T r b C= − − −  терминального значения, не 

зависящую от конкретной «траектории» 2 ( )y t . 

Случай 3, когда ресурсы не ограничены, а первые два АЭ во все 

моменты времени выбирают действия, тождественно равные единице 

( 1 1ty  , 2 1ty  ). При этом уравнение (52) принимает вид 

(54) 1 2 2( ) = [ ] ( )r t b b r t b− + + . 

Его решение 

(55) 1 2( )02 2

1 2 1 2

( )
b b tb b

r t r e
b b b b

− + 
= − − 

+ + 
. 
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В этом случае характерное время 0

1 2

3

b b


+
, асимптотиче-

ское значение 2

1 2

b
r

b b

 =
+

. 

Вернемся к общему случаю (52). Обозначим объемы израсходо-

ванного АЭ к моменту t ресурса (неубывающая функция времени) че-

рез 

0

( ) ( ) [0; ], ( )

t

i i i ic t y d t c T C =   , 1, 2i = . Можно рассматри-

вать выбор первым и вторым АЭ этих зависимостей как их стратегии. 

Решение уравнения (52) имеет вид: 

(56) 

0

2 2 1 1 2 2

0
1 2

1 1 2 2

( ) exp{ ( ) ( )}

( ( ), ( ), )
exp{ ( ) ( )}

t

r b y b c b c d

r c c t
b c t b c t

   + +

  =
+


. 

Рассмотрим «дифференциальную» антагонистическую игру в 

нормальной форме первых двух АЭ, в которой они в начальный мо-

мент времени однократно, одновременно и независимо выбирают 

свои программные стратегии 1 0( ) |Tty t =  и 2 0( ) |Tty t =  соответственно. 

Ограничимся классом стратегий с единственным переключе-

нием. В рамках этого класса первый и второй АЭ в начальный момент 

времени одновременно и независимо выбирают моменты времени t1 

и t2 соответственно, в которые они начинают расходовать свой ресурс 

(осуществлять управляющие воздействия), и расходуют его до пол-

ного исчерпания. Т.е. программные стратегии имеют вид: 

(57) 

0, ;

( , , ) 1, [ ; ];

0, .

i

i i i i i i

i i

t t

y t C t t t t C

t t C




=  +
  +

 

Из монотонного убывания правой части функционала (56) по 

1( )c   и возрастания по 
2 ( )c   следует, что и первому, и второму АЭ вы-

годно расходовать весь ресурс, откуда получаем, что 1 1t T C −  и 

2 2t T C − . 

Возможны четыре варианта соотношения параметров 1 2, иC C T . 
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Первый вариант: 
1 2min{ ; }T C C  (ресурсов хватает обоим АЭ), 

при этом в силу отмеченной выше монотонности равновесны (по 

Нэшу) стратегии: [0; ] 1, 1,2t

it T y i   = . 

Второй и третий вариант: некоторого 1, 2i =  выполнено 

3,i i i iC T C T−  , тогда для i-го АЭ оптимальна стратегия 

[0; ] 1t

it T y   , а поиск оптимального момента переключения 3 it −  

для АЭ с номером 3 – i является скалярной оптимизационной задачей. 

Содержательно интерпретируемым вариантом является 
3 3i it T C− −= − . 

Отметим, что, если рассматривать ограничения вида [0;1], 1,2t

iy i = , 

то, в силу линейности правой части выражения (52) по управлениям, 

оптимальным будет именно бинарное управление. 

И, наконец, четвертый вариант: 
1 2max{ ; }T C C  (ресурсов не хва-

тает ни одному АЭ), тогда имеет место «полноценная игра» между 

АЭ. Если 
0 1 2min{ ; }C C , то равновесием этой игры будет 

* *

1 1 2 2,t T C t T C= − = −  (АЭ будут начинать расходовать ресурсы как 

можно позже), что приведет к терминальному значению ( )r T r . 

Эта же пара стратегий, видимо, будет равновесной и при 
1 2T C C+  

(когда объемы ресурсов АЭ таковы, что управляющие воздействия 

кратковременны в масштабе периода T). 
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7. Ресурсы деятельности 
 

Ограниченность ресусрсов приводит к конкуренции агентов за 

них, стимулирует агентов коопрерироваться, чтобы более эффек-

тивно использовать ограниченные ресурсы. Традиционно для описа-

ния подобных явлений используется аппарат теории игр. 

Настоящая глава содержит четыре модели, учитывающих в су-

щественной степени эффекты конкуренции и кооперации: 

- конкуренция за внешний ресурс: с учетом опыта (Р1) и ограни-

ченнности ресурсов деятельности (Р2); 

- конкуренция за рынок (Р3); 

- конкуренция за подчиненных в матричных организационных 

структурах (Р4). 

Приводимые ниже простые аналитические решения и набор при-

меров позволяют исследовать сравнительную статику, изучая зависи-

мость устойчивых состояний от параметров моделей. 

Р1. Рассмотрим пример модели, в которой одновременно присут-

ствуют действия, результаты, опыт и ресурсы n АЭ, взаимодействую-

щих в течение T периодов времени и сталкивающихся с одними и 

теми же ФН (модель класса М28 – см. Табл. 6). 

Относительно связи опыта (как вероятности встретиться с из-

вестной ситуацией или вероятности достижения результата деятель-

ности – см. [7]) и действия (будем считать, что действия i-го АЭ во 

всех периодах одинаковы и равны [0;1]iy  ), предположим, что 

(1) 
t t

i i iz y q= , , 1,i N t T = . 

Относительно динамики опыта предположим, что имеет место 

(см. главу 4 и [7]) 

(2) 
0

1

1 ( )(1 )
K

t t

i ik k i i k

k

q q p y w p
=

= + − − , , 1,i N t T = , 

где 0 [0;1]ikq   - начальное значение опыта i-го АЭ для k-ой ситуации, 

(0;1]iw   - его вероятность освоения. 

Будем считать, что в каждом периоде ресурс перераспределяется 

между АЭ пропорционально степени 0   (этот параметр условно 

отражает «степень конкурентности») результатов их деятельности 

(см. также выражение (2.13)): 
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(3) 

1
1

1

1

( ) 1
max { ; 0}

( )

t
t t t i
i i n

t

j

j

z
d d d

n
z





−
−

−

=

 
 
 = + −
 
 
 


, , 1,i N t T = , 

где dt > 0 – константы, а начальное распределение ресурсов 
0{ 0; }id i N   считается известным. 

Если предположить, что затраты АЭ описываются функцией 

типа Кобба-Дугласа (с показателем степени 1  ), а полезностью об-

ладает ресурс в терминальный момент времени, то целевые функции 

АЭ примут вид 

(4) 
1( ) ( ) ( ) /T

i i i iy d T y r  − = − , i N , 

где ri > 0 – тип i-го АЭ, условно отражающий эффективность его дея-

тельности. 

Взаимодействие АЭ с целевыми функциями (4) можно рассмат-

ривать как игру в нормальной форме, равновесие в которой имеет 

«соревновательную» структуру – т.к. процедура (3) соответствует 

«конкуренции до истощения», то на достаточно большом временном 

горизонте в равновесии АЭ окажутся разделенными на две группы – 

победителей и проигравших (потерявших весь ресурс). 

Пример 7.1. Пусть неопределенность отсутствует (K = 1, 0 1ikq = ). 

Тогда из (2) следует, что 1t

iq = , а из (1) – что 
t

i iz y= , , 1,i N t T = . 

Пусть dt = d. Из (3) получаем: 

(5) 
1

1

( ) 1
max { ; 0}

( )

t t i
i i n

j

j

y
d d d

n
y





−

=

 
 
 = + −
 
 
 


, , 1,i N t T = . 

Предположим, что n = 2. Тогда при достаточно больших значе-

ниях T 

(6) 
0

3

( ) 1
( ) max { ; 0}

( ) ( ) 2

T i
i i

i i

y
d y d T d

y y



 

−

 
= + − = 

+ 
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0

3

3

( ) 1
[ ] ( ).
( ) ( ) 2

i
i i i

i i

y
d T d I y y

y y



  −

−

 
= + −  

+ 
 

Предположим, что АЭ выбирают свои действия однократно, од-

новременно и независимо в нулеовй момент времени, т.е. разыгры-

вают игру в нормальной форме. Их целевые функции: 
1( ) ( ) ( ) ( ) /T

i i i iy d y T y r  − = − . 

Из выражения (6) следует, что равновесием могут быть только 

такие пары действий, в которых один АЭ выбирает нулевое действие, 

а второй – некоторое ненулевое действие. Первого назовем условно 

«проигравшим» и будем обозначать индексом «l», а второго назовем 

условно «победителем» и будем обозначать индексом «w». 

Проигравший получает в равновесии нулевую полезность, а по-

бедитель должен получить неотрицательную (иначе ему невыгодно 

быть победителем) полезность: 

(7) 
0 1/ 2 ( ) ( ) / 0w w wd T d T y r  −+ −  . 

Условие того, что проигравшему невыгодно осуществлять угрозу 

победителю и становиться победителем, имеет вид: 

(8) 
0 1/ 2 ( ) ( ) / 0l w ld T d T y r  −+ −  . 

Оптимальным для победителя является действие 
*

wy  - минималь-

ное действие yw, удовлетворяющее системе неравенств (7)-(8). Так как 

неравенство (8) строгое, то ε-оптимальным будет действие 

(9) 
*

wy  = 

1/ 1/
0 0

1 1

/ 2 / 2

( ) ( )

l w

l w

d T d d T d

T r T r

 

 
  

− −

   + +
+    

   
. 

Из последнего неравенства получаем соотношение, которому 

должны удовлетворять параметры победителя и проигравшего: 

(10) 

0 0

1 1

/ 2 / 2

( ) ( )

l w

l w

d T d d T d

r r − −

+ +
 . • 

В частных случаях: 

- если АЭ обладают одинаковым начальным количеством ре-

сурса, то победителем будет тот, у которого выше эффективность де-

ятельности; 

- если АЭ имеют одинаковые эффективности деятельности, то 

победителем будет тот, у кого больше начальное количество ресурса. 
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В рассматриваемой игре равновесия Нэша не существует, но есть 

равновесие в безопасных стратегиях (РБС) [24, 99]. 

Утверждение 7.1. В игре двух АЭ РБС имеет вид (
*

wy ; 0), где по-

бедитель определяется выражением (10). 

Отметим, что рассматриваемая модель с целевыми функциями 

(4) модель близка к модели соревнования за ренту Д. Таллока [123, 

124], в которой 1 = . По аналогии с результатами [100], можно пред-

положить, что для случая произвольного числа АЭ РБС будет также 

иметь «монопольную» структуру – все АЭ, кроме одного («победи-

теля»), выберут нулевые действия, а победитель – такое минимальное 

ненулевое действие, что ему не сможет угрожать самый сильный их 

проигравших АЭ. • 

Пример 7.2. Пусть T = 1, начальные значения опыта всех АЭ 

равны нулю, а распределение ФН равномерное. Из выражения (2) по-

лучаем, что 
1( ) i i
i i

y w
q y

K
= . 

Предположим, что ресурс d распределяется между АЭ пропорци-

онально их опыту: 

1
1

1

1

i
i n

j

j

q
d d

q
=

=


, i N , а 1 = . Тогда целевые функ-

ции АЭ примут вид: 

(11) 

1

( ) /i i
i i in

j j

j

y w
y d y r

y w
=

 = −


, i N . 

Дифференцируя (11) по yi, i N , приравнивая производные 

нулю и решая получившуюся систему алгебраических уравнений, по-

лучим равновесные по Нэшу действия АЭ: 

(12) 
* 1 1

1i
i i i

j N j Nj j j j

n n
y d

w w r

w r w r 

 
 

− − = −
 
 
 

 
, i N . 

При n = 2 



190 

* 1 2 1 2
1 1

1 1 2 2

r r w w
y d r

w r w r
=

+
, 

* 1 2 1 2
2 2

1 1 2 2

r r w w
y d r

w r w r
=

+
. 

Равновесные выигрыши АЭ: 

* 1 1
1 2 2

1 1 2 2

( ) (1 )
w r

y d w r
w r w r

 = −
+

, 
* 2 2

2 1 1

1 1 2 2

( ) (1 )
w r

y d w r
w r w r

 = −
+

. 

Легко видеть, что как равновесное действие АЭ, так и значение 

его целевой функции в этом равновесии, не убывают и по его типу, и 

по его вероятности освоения. • 

Р2. Рассмотрим модель конкуренции двух АЭ, в которой дей-

ствие одного АЭ определяет максимально возможные действия дру-

гого АЭ, и наоборот (модель класса М9 – см. Табл. 6). А именно, бу-

дем считать, что 3[0; ], 1,2i i iy D y i − − = , где D > 0 и [0;1)i  . 

Содержательно, общее количество ресурса D используется АЭ в про-

цессе их деятельности, и, чем более интенсивно его использует один 

из них, тем меньше остается другому. 

Пусть целевая функция каждого АЭ монотонно возрастает по его 

действию при любой обстановке игры. Равновесием Нэша игры АЭ в 

нормальной форме будет вектор действий 

* *1 2
1 2

1 2 1 2

1 1
;

1 1
y D y D

 

   

− −
= =

− −
. 

Р3. Рассмотрим модель (класса М9 – см. Табл. 6) конкуренции 

производителей (АЭ) однородной продукции на рынке (модифициро-

ванная олигополия Курно). Предположим, что целевая функция i-го 

АЭ имеет вид: 

(13) 
1( , ) ( ) ( ) ( ) / ( )d

i i j i i i i i

j N

y d y y y r c d  −



 = − − − , i N , 

где первое слагаемое – выручка от реализации продукции в объеме yi 

(цена продукции линейно убывает с ростом суммарного объема про-

изводства, 0, 0    - константы), второе слагаемое – переменные 

затраты, описываемые производственной функцией Кобба-Дугласа (

1  ), третье слагаемое – затраты на обеспечение производства не-

обходимыми ресурсами. Будем считать, что имеющиеся у АЭ ре-

сурсы определяют его производственные возможности – максималь-

ный объем производства 
max ( )i iy d . 
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Если АЭ выбирают свои объемы производства и приобретаемые 

ресурсы однократно, одновременно и независимо: 

(14) 
max[0; ( )], 0

( , ) max
i i i i

i
y y d d

y d
 

 → , i N , 

то задача заключается в нахождении равновесия Нэша их игры в нор-

мальной форме. 

В статье [15] был предложен простой прием, позволяющий ис-

ключить из целевой функции ее зависимость в явном виде от ресур-

сов, определяющих ограничения деятельности АЭ. Обозначим через 

max{ 0 | ( ) }

( ) min ( )
i i i i

y d

i i i i
d y d y

с y c d
 

= . Тогда целевая функция i-го АЭ (13) 

примет вид: 

(15) 
1( ) ( ) ( ) ( ) / ( )y

i j i i i i i

j N

y y y y r с y  −



 = − − − , i N , 

а (14) можно записать как 

(16) 
0

( ) max
i

i
y

y


 → , i N . 

Пример 7.3. Предположим, что 2 = , 
max ( )i i i iy d a d= , 

( )d

i i ic d d= . Тогда 

2

( )y i
i i

i

y
с y

a

 
=  
 

. 

Выражение (15) примет вид: 

(17) 

2
2( )

( ) ( )
2

i i
i j i

j N i i

y y
y y y

r a




 
 = − − − 

 
 , i N . 

В соответствии с (16), дифференцируя (17) по yi, приравнивая 

производную нулю, и решая получившуюся систему алгебраических 

уравнений, находим равновесие Нэша игры АЭ: 

*

j

j N

i i

j

j N

g

y g
g





= 
+




, 

где 

2

1

1 2

( )

i

i i

g

r a


=

+ +

, i N . • 
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Р4 (распределенный контроль). Рассмотрим модель АС с рас-

пределенным контролем, включающую трех АЭ (модель класса М18 

– см. Табл. 6). Сначала первый и второй АЭ одновременно и незави-

симо выбирают свои действия ( , ), 1, 2i iy i =  включающие жела-

тельные с их точки зрения действия третьего АЭ [0;1]iy   и размеры 

вознаграждений 0i  , которые они готовы ему выплатить за выбор 

этих действий, 1, 2i = . 

Третий АЭ, зная действия первых двух, выбирает свое действие 

3 [0;1]y  . Содержательная интерпретация такой модели – третий АЭ 

является «ресурсом», но ресурсом активным – самостоятельно опре-

деляющим, например, долю своего времени, в течение которого его 

могут использовать первый (y3) и второй (1 – y3) АЭ. Действие треть-

его АЭ может рассматриваться как результат деятельности АС в це-

лом и каждого из ее участников. Такая ситуация является распростра-

ненной в матричных структурах организационного управления. 

Целевые функции первых двух АЭ представляют собой разности 

между неотрицательным неубывающим доходом от соответствую-

щего результата деятельности и вознаграждением, выплачиваемым 

третьему АЭ: 

(18) 1 1 3 1 3 1( ) ( ) ( )f y h y I y y= − = , 

2 2 3 2 3 2( ) (1 ) ( )f y h y I y y= − − = , 

3 1 3 1 2 3 2 31 3 31 32 3 32( ) ( ) ( ) ( , ) (1 , )f y I y y I y y с y r с y r = = + = − − − , 

где 31 3 31 32 3 32( , ) и (1 , )с y r с y r−  - возрастающие и выпуклые по дей-

ствию функции затрат третьего АЭ, такие, что 

31 31 32 32(0, ) (0, ) 0с r с r= = ; 3 31 32( , )r r r=  - вектор типов третьего АЭ. 

В рамках введенных предположений существует единственное 

действие третьего АЭ, минимизирующее его затраты (LCA – least cost 

action [49]) в отсутствии стимулирования и содержательно соответ-

ствующее отказу от деятельности в интересах первых двух АЭ: 

3 31 32 31 3 31 32 3 32
[0;1]

( , ) arg min [ ( , ) (1 , )]RW

y
y r r с y r с y r


= + − . 

Соответственно, резервная полезность (reservation wage [49]) 

третьего АЭ равна 
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3 31 32 31 3 31 32 3 32( , ) [ ( , ) (1 , )]RW RW RWf r r с y r с y r= − + − . 

Третий АЭ выберет действие y3, отличное от LCA, при условии, 

что он получит суммарное вознаграждение min

3( )y , обеспечиваю-

щую ему полезность, которая не меньше резервной: 

(19) 
min

3 3 31 32 31 3 31 32 3 32( ) ( , ) ( , ) (1 , )RWy f r r с y r с y r  + + −  

Определим следующие величины: 
min

0 1 2
[0;1]

max [ ( ) (1 ) ( )]
y

W h y h y y


= + − − , 

min

1 1
[0;1]

max [ ( ) ( )]
y

W h y y


= − , 
min

2 2
[0;1]

max [ (1 ) ( )]
y

W h y y


= − − . 

Запишем условия непустоты области компромисса [49] 

31 32 1 2( , ) { [0;1], 0, 0}r r x   =     – множества комбинаций дей-

ствий третьего АЭ и вознаграждений, которые выгодны всем участ-

никам АС, т.е. таких, что 

(20) 1 1 1 3 31 32( ) ( ( , ))RWh x h y r r−  , 

(21) 2 2 2 3 31 32(1 ) (1 ( , ))RWh x h y r r− −  − , 

(22) 1 1 1( )h x W−  , 

(23) 2 2 2(1 )h x W− −  , 

(24) 1 2 31 31 32 32 3 31 32( , ) (1 , ) ( , ).RWс x r с x r f r r + − − −   

Содержательно, эти условия означают, что, побуждая третьего 

АЭ выбрать действие x, отличное от LCA: 

- первый и второй АЭ получат выигрыш не меньший, чем при 

отсутствии взаимодействия с третьим АЭ и выбором им LCA (усло-

вия (20) и (21) соответственно); 

- первый и второй АЭ получат выигрыш не меньший, чем при 

побуждении каждым из них в-одиночку выбрать третий АЭ наиболее 

выгодное для соответствующего АЭ действие (условия (22) и (23) со-

ответственно, которые включают в себя условия (20) и (21)); 

- третий АЭ, выбирая действие, согласованно рекомендуемое 

первыми двумя, получит выигрыш, не меньший резервной полезно-

сти (условие (24)). 

Необходимым и достаточным условием непустоты области ком-

промисса является [49]: 0 1 2W W W + . Если область компромисса 
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пуста, то имеет место режим конкуренции между первым и вторым 

АЭ, в котором «победителем» является АЭ, для которого больше ве-

личина Wi, т.е. тот и них, кто более эффективно использует ресурс 

третьего АЭ. 

Пример 7.4. Пусть 

2 2

3 3
31 3 31 32 3 32

31 32

( ) (1 )
( , ) , (1 , )

2 2

y y
с y r с y r

r r

−
= − = . 

Находим 31
3 31 32

31 32

( , )RW r
y r r

r r
=

+
, 3 31 32

31 32

1
( , )

2( )

RWf r r
r r

= −
+

. 

Пусть 1 2( ) , (1 ) 1h y y h y y= − = − . Находим W0 = 1, 

2

31 32 32
1 31 2

31 32

( )

( )

r r r
W r

r r

+ +
=

+
, 

2

31 32 31
2 32 2

31 32

( )

( )

r r r
W r

r r

+ +
=

+
. Вычисляем 

31 32
1 2 02

31 32

1 1
( )

r r
W W W

r r
+ = +  =

+
, т.е. при данных функциях дохода и 

затрат при любых типах третьего АЭ область компромисса пуста. 

При 
2

3 31 32( , ) [0;1]r r r=  , если 3i ir r − , то 
3i iW W − , т.е. победи-

телем в режиме конкуренции является АЭ, имеющий больший тип 

(меньшие затраты). • 
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Заключение 
 

В настоящей работе в рамках системной модели деятельности 

введена минимальная полная совокупность описывающих ее измери-

мых факторов: действие, результат деятельности (состояние пред-

мета деятельности), внутреннее состояние субъекта деятельности, его 

опыт и используемые ресурсы. Показано, что эти факторы адекватно 

описывают процессуальные элементы деятельности и их комплекси-

рование с учетом логической, временной и процессной структур ком-

плексной деятельности. 

Предложена система классификаций математических моделей 

деятельности, учитывающих различные комбинации данных факто-

ров. Рассмотрена общая модель, описывающая взаимосвязь между 

ними. 

Показано, что частными случаями общей модели являются: из-

вестные базовые для теории управления организационными систе-

мами модели принятия решений, модели освоения индивидуального 

и коллективного опыта, а также модели совместной динамики пове-

денческих и психических компонент деятельности, модели конкурен-

ции за ресурсы и эволюции социальных и других систем. 

Рассмотрены несколько десятков новых частных моделей, иллю-

стрирующих применимость предложенных подходов для описания, 

объяснения и предсказания поведения широкого класса естественных 

и искусственных систем и управления ими. 

Конечно, настоящая работа представляет собой первый шаг в со-

здании «математической теории деятельности». Перспективным 

направлением дальнейших исследований представляется применение 

сформулированного общего подхода к математическому моделирова-

нию индивидуальной и коллективной деятельности для создания, 

идентификации и апробации комплекса моделей функционирования 

и управления социальными системами различного состава и мас-

штаба. 
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Основные обозначения и сокращения 
 

a, b, c, d, e, ε, δ, γ, Δ - константы 

A – множество допустимых действий АЭ 

Az – множество допустимых результатов деятельности 

с(∙) – функция затрат 

d - ресурс 

E – оператор вычисления математического ожидания 

( )I   - функция-индикатор 

K – число возможных значений ФН 

L – уровень научения 

n – число АЭ 

N – множество АЭ 

pik(t) - вероятность наблюдения i-ым АЭ k-го состояния ФН в момент 

времени t 

q – ожидаемое значение опыта 

r - внутреннее состояние субъекта деятельности (тип) 

R(∙) - агрегированная технологическая функция 

t – время 

T – терминальный момент времени 

u – вероятность забывания; управление 

v – опыт 

vijk(t) - бинарная переменная, характеризующая создание и/или освое-

ние i-ым АЭ технологии j-го элемента КД при k-ом состоя-

нии ФН 

w – вероятность освоения 

y - действие 

z - результат деятельности / состояние предмета деятельности 

δ(∙) – распределение дальновидностей 

φ(∙) – функция полезности АЭ 

Ф(∙) – целевая функция АЭ 

τ – время 

ρ – характеристика ПЭ 

ω - ФН 

Ω - множество возможных значений комплексных ФН 
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АЭ – активный элемент; 

АС – активная система; 

ГРП – гипотеза рационального поведения; 

КД - комплексная деятельность; 

КСПУ - календарно-сетевое планирование и управление; 

МГР – максимальный гарантированный результат; 

МКД – методология комплексной деятельности; 

ПЭ – пассивный элемент; 

СЭД – структурный элемент деятельности; 

ТАС – теория активных систем; 

ТУОС – теория управления организационными системами; 

ФН - факторы неопределенности. 

 


