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Предисловие 
 
 
 
 

Интерес к количественному математическому описанию экономиче-
ских и социальных явлений нарастает. Тому причинами являются как 
и традиционная недостаточность классической математической экономи-
ки, так и новые социальные (цветные революции, например) и экономиче-
ские события (цифровая экономика и, в частности, блокчейн и криптова-
люты). В то же время нет количественного математизированного (описы-
вающего явление с точностью до процентов) и предсказательного анализа 
«ядра» экономики — торговли и фондового рынка, не говоря уже о коли-
чественном анализе социальных явлений. Такая попытка была предприня-
та нами в первом и втором изданиях «Введения в эконофизику». 

С момента выхода второго издания прошло шесть лет. По-видимому, 
период «бури и натиска» в эконофизике в целом закончился, и она пошла 
«вширь» — обсуждаются, уже и с количественной точки зрения, такие 
разделы, как человеческий капитал и его характеризации, целый ряд дру-
гих. Появились новые математические методы анализа известных проблем, 
в то же время стали доступны такому анализу и ранее неподнимаемые во-
просы. 

В статистической эконофизике ряд разделов оказался на данном эта-
пе тупиковым, в то же время другие разделы получили новый импульс 
к развитию. Minority games не получили дальнейшего развития, застыли — 
поэтому исключены из анализа. По сходной причине в одну главу с обсу-
ждением объектов фондового рынка, в том числе опционов, сведено обсу-
ждение ARCH- и GARCH-процессов. 

Поскольку новые результаты за прошедшие годы появились в облас-
ти эмпирических и теоретических исследований экспоненциальных (в том 
числе стретч-экспоненциальных) распределений со степенными асимпто-
тиками, введены новые главы, посвященные теории таких распределений 
и ее приложению к старым задачам распределения доходов и расходов, 
а также к новой наукометрической проблеме цитирования. 

Вторая часть открывается двумя главами о демографии и человече-
ском потенциале и человеческом капитале России. В нем также представ-
лена (21-я) глава «Модель банковской системы России», написанная 
И. Г. Поспеловым, которая, по нашему мнению, за последние годы только 
увеличила свою актуальность. 



Предисловие 10

Начиная с 2005 года при работе с математическими моделями эко-
нофизики мы читали курс лекций по этой тематике на физическом факуль-
тете МГУ им. М. В. Ломоносова, подготовили двух кандидатов физико-ма-
тематических наук, студенты защитили одиннадцать дипломных работ. 
Соответствующий курс лекций, сопровождаемый специальным практику-
мом, читался в Российском технологическом университете МИРЭА, где 
также было защищено несколько дипломных работ. В первом и втором из-
даниях «Введения в эконофизику» мы использовали результаты этих ра-
бот. Многое было почерпнуто на семинаре по динамике развивающихся 
систем в ФИАН, семинаре по синергетике на физфаке МГУ. За последние 
8 лет авторы неоднократно выступали на различных конференциях, обща-
лись со многими специалистами, которым мы выражали признательность 
в первых двух изданиях «Введения в эконофизику». 

В предлагаемой книге используются результаты научного сотрудни-
чества с И. В. Соболевой, П. Платом, В. Эбелингом, А. В. Подлазовым, 
О. С. Гараниной, К. Э. Плохотниковым, И. Г. Русяком, К. В. Кетовой, 
Г. Ю. Ризниченко. Книга охватывает большой круг новых проблем, ново-
му содержанию соответствует и название «Математические начала эконо-
физики». 

«Введение в эконофизику» издавалось при редакционном участии 
Д. С. Чернавского. Дмитрий Сергеевич ушел от нас в 2016 г., эта моногра-
фия посвящается ему — крупнейшему ученому-энциклопедисту России. 
Здесь же уместно сделать важные ссылки на его последние труды. 

1. Чернавский Д. С., Щербаков А. В. Социально-экономический бюлле-
тень 2015. М.: Грифон, 2015. 

2. Чернавский Д. С., Щербаков А. В. Социально-экономический бюлле-
тень 2016. М.: Грифон, 2016. 



 
 

Часть I 
Статистическая эконофизика 

 
Глава 1 (вводная) 

Задачи экономики и задачи эконофизики 
 
 

Главная задача классической экономики — анализ производства про-
дукции при ограниченном материальном и трудовом ресурсе. Это — ти-
пичная задача гуманитарной науки. Наиболее характерный пример матема-
тических достижений классической экономики — формула Блэка–Скоулза 
цены европейского опциона — некоторого договора о возможности покуп-
ки/продажи акций и некоторых других ценных бумаг. 

Задача эконофизики гораздо уже: это установление количественных 
(в естественно-научном смысле) закономерностей и связей в экономике. 
Например, в последние 15 лет выполнен анализ флуктуаций так называе-
мых экономических временных рядов. Этими временными рядами могут 
быть (изменяющиеся) цены акций отдельных предприятий или других цен-
ных бумаг — облигаций, различных деривативов, а также различных фон-
довых индексов. В физическом смысле значения этих цен являются дис-
кретными случайными величинами. Для величины доходности (с хорошей 
точностью это и есть относительная флуктуация временного ряда) получе-
ны плотности вероятности распределения количества флуктуаций от их ве-
личины [1]. Другим примером анализируемой (случайной) величины на 
фондовом рынке является исследование распределения времени транзак-
ций — временного интервала между двуми последовательными покупка-
ми/продажами определенной ценной бумаги [2]. 

Таким образом, задачей эконофизики является изучение того, что 
поддается в настоящее время естественно-научному анализу в классиче-
ской экономике. По-видимому, в историческом плане для эконофизики 
ключевым был 1973 год, когда валюты начали продаваться как товар. 
К 1995 году объем этих торгов вырос в 80 раз. Еще более значительно вы-
росли объемы торгов различными деривативами акций (в основном опцио-
нами и фьючерсами). В 1996 году объем торгов деривативами составлял 
35 триллионов долларов США, из которых примерно 10 триллионов про-
шли через фондовые биржи. Другое революционное изменение произошло 
в 80-е годы, когда торги стали электронными и их данные — электронно 
фиксируемыми. Появились значительные архивы данных в реальном вре-
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мени, которые уже могли систематически анализироваться естественно-
научными методами. 

Анализ экономических задач делится на несколько уровней. Анализ 
первого уровня практически описательный. Мы можем что-то фиксиро-
вать, например курсы акций компаний, их деривативов, или другие коли-
чественные индикаторы. Такими количественными индикаторами развития 
экономики являются фондовые индексы. Эти фондовые индексы образу-
ются обычно по следующему правилу: в определенный момент времени 
выбирается группа компаний, репрезентативная экономике данной страны 
(или данной отрасли мирового хозяйства). Поскольку разные компании 
имеют разную стоимость (рыночную капитализацию — суммарную цену 
всех акций компании), то они входят в рассматриваемый индекс с разным 
статистическим весом, соответствующим их стоимости. Далее все цены ак-
ций выбранной группы компаний (с учетом статистического веса) сумми-
руются и нормируются (обычно на 100). Затем изменения курсов акций 
компаний, входящих в индекс, меняются и меняют (с учетом статистиче-
ского веса компании в индексе и общей нормировки) величину индекса. 

В наиболее известный индекс Доу-Джонса (DJIA), представляющий 
экономику США, сейчас входят 30 компаний: «Дженерал Электрик», «Ко-
ка-Кола», «Микрософт» и другие. Опубликован первый индекс Dow Jones 
был в 1896 году и рассчитывался как среднее арифметическое стоимости 
акций 12 самых крупных компаний США. На 30 компаниях остановились 
с 1929 года. В индекс «Standard & Poor's 500» (S&P 500) входят 500 круп-
нейших (по стоимости — рыночной капитализации) компаний США. Эко-
номику Германии характеризует индекс DAX, Великобритании — FTSE. 
На рис. 1.1 показан индекс Доу-Джонса (временной ряд) с начала его опре-
деления по 30 компаниям, а на рис. 1.2 — главный российский фондовый 
индекс — РТС, — определяемый с 1995 года. 

Индексы могут образовываться и по отраслевому признаку, когда 
выбираются акции компаний одной отрасли. В этом случае динамика ин-
декса выбранную отрасль и характеризует. Такие индексы, например, ве-
дет компания MSCI (Morgan Stanley Capital International) с 1969 года. 

Подобные же графики можно привести для различных компаний, как 
мировых (упомянутые «Кока-Кола», «Дженерал Электрик»), так и россий-
ских («Лукойл», РАО «ЕЭС», «Сургутнефтегаз»). Данные о них имеются 
в виде электронных архивов и могут анализироваться количественно. Мы 
в дальнейшем будем неоднократно обращаться к такому анализу. С естест-
венно-научной точки зрения эти графики представляют собой, как уже ука-
зывалось, дискретные временные ряды. Однако, поскольку обычно время 
между двумя последовательными транзакциями достаточно мало, можно 
считать цену акций и других ценных бумаг непрерывной случайной вели-
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чиной, зависящей от времени, или случайным процессом. Поэтому в даль-
нейшем будут использоваться различные методы анализа случайных про-
цессов и случайных временных рядов, включая корреляционный анализ. 
 

 
Рис. 1.1. Индекс Доу-Джонса с момента основания по 2015 год (по данным 
Bloomberg) 
 

 
Рис. 1.2. Индекс РТС с момента основания по 2015 год (по данным Википедии) 
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Главной особенностью экономических случайных процессов являет-
ся характер их флуктуаций. В физике в громадном большинстве случаев 
(для броуновского движения, флуктуаций числа частиц и др.) выполняется 
закон больших чисел и флуктуации имеют гауссову плотность распределе-
ния вероятности. И в первой работе по анализу флуктуаций экономических 
временных рядов, выполненной Л. Башелье [3]1, предполагалось, что они 
имеют гауссову (нормальную) плотность распределения вероятности. Од-
нако почти сразу выяснилось, что в экономике, напротив, в громадном 
большинстве случаев флуктуации являются негауссовыми, а плотность их 
вероятности ( )f x  описывается степенным законом: 

 ( ) af x Cx  (1.1) 

(обычно говорят об асимптоте функции ( ),f x  т. е. ее значению для боль-
ших флуктуаций). Поэтому мы вначале кратко рассмотрим те функции 
распределения случайных величин (цен акций, величин фондовых индек-
сов), которые встретятся в эмпирических измерениях. 
 
Литература к главе 1 

1. Mantegna R. N., Stanley H. E. An Introduction to Econophysics. Correla-
tion and Complexity in Finance. NY, Cambrige University Press, 2000. 

2. Gopikrishnan P., Plerou V., Gabaix X., and Stanley H. E. Statistical pro-
perties of share volume traded in financial markets // Phys. Rev. E. 2000. 
Vol. 62. P. R4493–R4496. 

3. Bachelier L. Theorie de la speculation // Ph. D. thesis in mathematics, An-
nales Scientifiques del École Normale Superieure. 1900. Vol. III-17. 
P. 21–86. 

                                                 
1 Этой работой была его кандидатская диссертация. Оппонентом Л. Башелье при защи-
те диссертации был А. Пуанкаре. 



 
 

Глава 2 
Краткие сведения о свойствах функций распределения 

и связанных с ними величин 
 
§ 1. Функции распределения вероятности непрерывных 
случайных величин 
 

Мы будем оперировать так называемыми случайными величинами. 
Не прибегая к математической строгости (для этого см. [1]), приведем 
лишь те практически нужные сведения из раздела математики (теории ве-
роятностей), изучающего такие величины, которые нам потребуются 
в дальнейшем. Имеется в виду, что читатель знаком с теорией вероятно-
стей в пределах стандартного университетского курса. 

Случайные величины — это такие величины, появление которых 
осуществляется с некоторой вероятностью. Случайные величины могут 
быть дискретные, непрерывные и смешанные. Например, простейшей дис-
кретной случайной величиной является появление либо орла, либо решки 
в испытаниях по выпадению той или иной стороны монеты. Эти события 
можно занумеровать нулем и единицей, а вероятность их выпадения — 
по ½ каждой. Для такой простой ситуации вероятность выпадения подряд, 
например, n орлов при проведении N испытаний есть 

( ) .
2

n
N

N N

C
P n   

Функция же распределения величины n по определению есть вероятность 
того, что эта величина принимает все значения, меньшие некоторого x: 

0, если 0
( ) ( ), если 0 .

1, если 

N
k x

x

F x P k x n

x n


 
 

   
 
  

  

Функция распределения представляет собой ступенчатую линию со скач-
ками в точках 0,1,2, , .x n   Скачок в точке x k  есть ( ).NP k  Это — част-
ный случай известного биномиального распределения, или схемы Бер-
нулли. 

Если теперь число N очень велико, то эта ступенчатая линия выгля-
дит как гладкая «вполне дифференцируемая» кривая, изменяющаяся от ну-
ля до единицы при изменении x от нуля до плюс бесконечности. Таким об-
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разом, при увеличении «густоты» событий можно отвлечься от дискретно-
го характера случайной величины и считать ее непрерывной. В физике 
присутствуют как принципиально дискретные случайные величины (часть 
которых в некотором приближении можно рассматривать как непрерыв-
ные), так и принципиально непрерывные. В экономике, по-видимому, 
принципиально непрерывных случайных величин нет. Все цены в эконо-
мике меняются так или иначе скачком, так же ведут себя и другие случай-
ные величины (например, временные интервалы между покупкой/прода-
жей какой-либо ценной бумаги или время транзакции). Если же теперь 
«густота» случайных событий (например, тех же покупок/продаж — тран-
закций) велика, то эти случайные события могут рассматриваться как не-
которая уже непрерывная случайная величина. 

Мы будем иметь дело именно с непрерывными случайными величи-
нами, функции распределения которых — некоторые вышеописанные 
гладкие кривые. Однако мы будем, как правило, работать не с самими 
функциями распределения вероятности непрерывных случайных величин, 
а с их производными — плотностями функций распределения. Обычно 
в дальнейшем для краткости именно их и будем называть функциями рас-
пределения. Очевидно, что плотность функции распределения ( )p x  опре-
деляется как 

 ( ) ( ) ,
x

F x p x dx


   (2.1) 

если случайная величина ζ принимает непрерывные значения x, которые 
меняются (например) в диапазоне от минус до плюс бесконечности. Оче-
видно, что (2.1) эквивалентно формуле 

 ( ) .dF
p x

dx
  (2.2) 

При этом вероятность найти случайную величину в интервале значений 
от x до x x   есть, соответственно, ( ) ( ) .dF x f x dx  Очевидно, что плот-
ность вероятности распределения случайной величины ( )p x  нормирована 
на 1: 

( ) ( ) 1.p x dx F




    

 
§ 2. Операции над функциями распределения плотностей вероятности 
 

Необходимо уметь производить операции с функциями распределе-
ния (точнее, с плотностями вероятностей функций распределения). Это 
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определяется тем обстоятельством, что при проведении измерений набира-
ется информация не о самой нужной случайной величине, а о некоторой 
функции от нее, или о комбинации случайных величин. Первый пример: 
случайная величина η есть функция другой случайной величины ζ: 
 ( ).f    

Пусть при этом плотность рас-
пределения ζ есть ( ).g x  Чему равна 
плотность распределения случайной 
величины η [2]? Очевидный ответ по-
лучается из геометрических сообра-
жений. Так как вероятность найти ве-
личину ζ в интервале от x до x dx  
есть ( ) ,g x dx  то вероятность найти 
в интервале ,y y dy  величину η 

есть  ( ) ( ) ,g F y F y dy  что очевидно 
при взгляде на график функции ( )f   в осях ( , )   или на тот же гра-
фик ( )F   в осях ( , ).   Здесь ( )F x  — обратная функция к ( ).f x  
В этом и состоит ответ: вероятность найти величину η в интервале (уже 
по x) от x до x dx  есть произведение  ( ) ( ) ,g F x F x dx  что эквивалентно 
функции распределения ( )x  случайной величины η: 

 ( ) ( ( )) ( ).x g F x F x   (2.3) 

Простым примером к указанной формуле является задача о распре-
делении случайной величины, гармонически зависящей от некоторой дру-
гой случайной величины. Если распределение последней ( ),g x  то, так 
как ( ) sin ,f x x  обратная функция ( ) arcsinF x x  и 2 1/2( ) (1 )F x x     (все 
это справедливо в соответствующих областях определения функций). 
Окончательно имеем 

 
2

( ( ))( ) .
1

g F x
x C

x
 


 (2.3а) 

Особенно просто последняя формула выглядит при равномерном 
(в некотором интервале) распределении ( ).g x  В этом случае, если случай-
ная величина ζ распределена равномерно на некотором интервале и мы ин-
тересуемся только положительно определенной случайной величиной η 
 ( ) ,F   

 
2

2( ) .
1

x
x







 (2.3б) 

Рис. 2.1 
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Такие функции распределения электронов в момент соударения 
с ионами встречаются в физике СВЧ и физике взаимодействия сверхмощ-
ного лазерного излучения с веществом [3, 4]. В экономике, например, если 
имеется (на каком-то временном интервале) примерно гармонически ос-
циллирующая величина (например, цена акции), а мы «чисто случайно» 
выбираем ее мгновенное значение, то для цены акции получится функция 
распределения вида (2.3б). 

Другими простыми примерами служат квадратичная и кубичная 
функции некоторой (положительно определенной) случайной величины. 
Если 2,   то плотность вероятности распределения η есть 

 1( ) ,
2

f x f x
x

   

а если 3,   то плотность вероятности распределения η есть 

 3
23

1( ) .
3

f x f x
x

   

Для других зависимостей η от ζ результаты получаются по общей форму-
ле (2.3) [2]. Общую формулу перехода от многокомпонентной функции 
распределения случайного вектора к функции распределения другого слу-
чайного вектора, являющегося функцией от первого, можно найти в [1]. 

Важными для нас будут также операции над случайными величина-
ми. Мы рассмотрим простейшие — сложение, вычитание, умножение 
и деление одной случайной величины на другую. Целью будет получение 
плотностей функций распределения вероятностей этих новых случайных 
величин. Мы не будем приводить доказательства нижеприведенных фор-
мул, отсылая к [1]. 

Рассмотрим случайную величину ζ, являющуюся суммой двух дру-
гих независимых случайных величин — η и χ. Пусть плотности вероятно-
сти распределения случайных величин η и χ суть f  и f  соответственно. 
Тогда функция плотности вероятности распределения суммы двух (незави-
симых) величин ζ есть 
 ( ) ( ) ( ) ,

C

f z f x f z x dx     (2.4) 

где интегрирование проводится по области C существования значений 
функций f  и f  (там, где их не существует, случайные величины не при-
нимают соответствующие значения — можно положить эти функции тож-
дественно равными нулю). Легко видеть, что функция распределения раз-
ности случайных величин η и χ, в сущности, то же самое: 
 ( ) ( ) ( ) .

C

f z f x f z x dx     (2.5) 
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Очевидно, что если функции f  и f  являются четными, то результа-
ты (2.4) и (2.5) просто совпадают. 

Первый пример — получение распределения Симпсона. Это распре-
деление плотности вероятности имеет случайная величина, являющаяся 
суммой двух независимых случайных величин, распределенных равномер-
но на одном и том же интервале. Пусть эти независимые случайные вели-
чины η и χ распределены равномерно на отрезке ( , )a b  (рис. 2.2а). Легко 
видеть, что суммарная случайная величина ζ теперь меняется на отрез-
ке (2 , 2 )a b  (рис. 2.2б). Распределение Симпсона аналитически записывает-
ся как 

 2

2

0, если 2 , 2
2( ) , если 2 .

( )
2 , если 2

( )

x a x b

x a
f x a x a b

b a

b x
a b x b

b a



 
   
 

     
 

    

 (2.5а) 

 

 

Рис. 2.2а Рис. 2.2б 
 

С другим важным примером распределения суммы независимых 
случайных величин мы встретимся при расчете распределения вероятности 
семейного дохода при наличии двух независимых работников в семье, 
плотность вероятности распределения доходов каждого экспоненциальна. 
Итак, 

1( ) ( ) exp ,x
f x f x

m m 
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где m — средний доход гражданина (в данном году). Область определения 
обеих функций — от нуля до бесконечности, поэтому интеграл в (2.4) 
должен быть взят по x при ,z x  то есть от нуля до z: 

 2 2
0

1( ) exp exp ,
z x z x z z

f x dx
m m m m m

          
     (2.5б) 

что и наблюдалось, как мы увидим в следующих главах, эксперименталь-
но. К сумме нескольких случайных величин мы еще вернемся при рас-
смотрении характеристической функции. 

Очевидно, что в реальных условиях могут встречаться дополнитель-
но к рассмотренным сумме и разности случайных величин еще и их произ-
ведение и частное. Распределение частного случайных величин ξ и η (слу-
чайной величины) /    есть 

 
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .p x zp zx p z dz zp zx p z dz    





    (2.6) 

Например, функция распределения вероятности частного двух независи-
мых случайных величин, распределенных нормально с единичной диспер-
сией и нулевым математическим ожиданием (см. ниже), 

21( ) ( ) exp( ),p x p x x  
    

есть, как легко видеть, функция 

2
1( ) ,

( 1)
f x

x 



 

которая имеет специальное название — плотность вероятности распреде-
ления Коши или Стьюдента-1 (см. ниже). Плотность распределения произ-
ведения    есть 

 
0

0

1 1( ) ( ) ( ) .x x
p x p z p dz p z p dz

z z z z    





       
      (2.7) 

Большое количество задач на преобразования функций плотности 
распределения вероятности можно найти в [2]. 
 
§ 3. Распределения плотности вероятности случайных величин, 
встречающиеся в экономике 
 

Рассмотрим теперь примеры часто встречающихся распределений: 
Гаусса (Максвелла, Римана), Коши, χ-квадрат, логарифмически нормаль-
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ного, Стьюдента [1]. Самым главным распределением теории вероятностей 
является (в силу центральной предельной теоремы) распределение Гаусса: 

 
2

2
1 ( )( ) exp .x a

f x


 
  

 
 (2.8) 

Обычно оно определено при x, изменяющемся от минус до плюс бесконеч-
ности. Очевидно, что первый момент этого распределения (матожидание) 
равен a, а второй (дисперсия) — σ (мы не приводим здесь элементарного 
интегрирования). Распределение Гаусса обладает важным свойством ус-
тойчивости ([1], см. также задачи в [2]): сумма (разность) независимых 
случайных величин, распределенных нормально, распределена также нор-
мально, и при этом дисперсия этого распределения суммы случайных ве-
личин имеет суммарную дисперсию. Основная проблема экономики с точ-
ки зрения теории вероятности в том, что здесь практически отсутствуют 
гауссовы флуктуации случайных величин. 

Распределением вероятности частного двух нормально распределен-
ных (по Гауссу) случайных величин является, как уже указывалось, рас-
пределение Коши: 

 2
1( ) .

(1 )
f x

x



 (2.9) 

У этого распределения плотности вероятности (при изменении x от 
минус до плюс бесконечности) нет ни одного момента: легко видеть, что 
соответствующие интегралы обращаются в бесконечность. В физике рас-
пределение Коши встречается часто: например, вероятность найти опреде-
ленную длину волны излучения (атомов или молекул) среды, в которой 
происходят (атомарные или молекулярные) соударения, определяется как 
раз формулой (2.9) (для нормированного уширения линии излучения). Рас-
пределение Коши также устойчиво: сумма (разность) независимых слу-
чайных величин, распределенных по Коши, распределена также по Коши. 
На рис. 2.3 показаны центральные (с нулевым матожиданием) нормиро-
ванные на 1 плотности распределения вероятности Гаусса (сплошная ли-
ния), Коши (штриховая линия), а также распределения Стьюдента третьего 
порядка (об этом см. ниже, показаны точками). 

На рис. 2.4 те же распределения вероятности представлены в полуло-
гарифмическом масштабе: видно, насколько быстро убывает гауссово рас-
пределение по сравнению с (степенными типа Парето, см. (1.1)) распреде-
лениями Коши и Стьюдента. 

С распределением плотности вероятности Гаусса связаны два других 
широко известных распределения: Максвелла и Рэлея. В физике они воз-
никают при изучении случайной величины модуля вектора скорости 
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Рис. 2.3 

 

 
Рис. 2.4 

 
единичной молекулы, а также ее кинетической энергии. Если плотность 
распределения вероятности некоторой евклидовой проекции трехмерного 
вектора (это случайная величина) гауссова с 0a   и 1,   то, если все три 
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проекции распределены аналогично, случайная величина модуля вектора 
распределена по Максвеллу: 

 
2

24( ) exp( ).x
f x x


   (2.10) 

Вообще, легко показать, пользуясь формулами предыдущего параграфа, 
что плотность распределения вероятности векторной случайной величины, 
квадрат которой является суммой квадратов трех других независимых слу-
чайных величин, есть 

2( ) 4 ( ),W a a W a
  

если справа фигурирует плотность распределения вектора этой случайной 
величины. Эта формула получается простым интегрированием по про-
странственному углу, после чего и остается распределение модуля вектора. 
Обобщение на многомерные пространства будет дано при рассмотрении 
распределений χ-квадрат. 

Другим интересным распределением является распределение Рэлея. 
Если взять в качестве случайной величины, имеющей плотность распреде-
ления вероятности Максвелла (2.10), ее квадрат (или любую функцию, 
пропорциональную этому квадрату), то такая случайная величина будет 
распределена по Рэлею. Если эта случайная величина — кинетическая 
энергия отдельной молекулы или атома, то плотность распределения веро-
ятности кинетической энергии нормирована на температуру, и 

 
3

2( ) exp .x x
f x

TT
   
 

 (2.11) 

На рис. 2.5 представлены распределения плотности вероятности, 
нормированные на 1: Максвелла — сплошной кривой, Рэлея — штриховой 
кривой, а также логарифмически нормальное (см. ниже) — точками. Те же 
распределения в полулогарифмической шкале представлены на рис. 2.6. 
Видно намного более быстрое спадание распределения Максвелла по 
сравнению с распределениями Рэлея и логарифмически нормальным. 

Рассмотрим, как получается распределение χ-квадрат. Пусть у нас 
имеется n нормально распределенных случайных величин с функциями 
распределения (2.8) ,i  у которых все a и σ одинаковы. Хорошим приме-
ром является нормированный радиус-вектор в n-мерном пространстве, все 
проекции которого распределены нормально. Образуем теперь случайную 
величину χ по правилу 

2 2
2

1

1 ( ) .
n

i
i

a 
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Рис. 2.5 

 

 
Рис. 2.6 

 
Плотность вероятности этой случайной величины характеризует ве-

роятность найти модуль этого вектора равным некоторому значению. По-
дынтегральное выражение в n-мерных сферических координатах надо про-
интегрировать по всем углам (или полному пространственному углу), как 
это было сделано для получения распределения Максвелла (2.10), при этом 
остается распределение модуля вектора, или распределение χ-квадрат: 

 

1
2

2

exp
2( ) .

2
2

n

n n

x
x

f x
n

   
 
  
 

 (2.12) 
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Здесь Γ(x) — гамма-функция Эйлера. Легко видеть, что частным 
случаем этого распределения является распределение Рэлея при 1,n   
а также распределение Максвелла (2.10) при 3.n   Иногда рассматривает-
ся нормированная случайная величина 1/2/ .n   По формуле распреде-
ления вероятности функции случайной величины: 

 
1

22( ) exp .
22

2

n

n x n nx
f x

n


            

 

 (2.12а) 

Распределение Стьюдента получается для случайной величины, яв-
ляющейся частным от деления двух других случайных величин,   и ,  
причем первая распределена нормально с дисперсией 1/2(2 / ) ,n   а другая 
определяется модифицированным распределением χ-квадрат (2.12а): 

 1
2 2

1
2( ) .
(1 )

2

n

n

f x
n

x


  
 

   
 

 (2.13) 

При 1n   это совпадает с распределением Коши. Распределение Стьюден-
та часто используется в экономике для анализа различных флуктуаций: 
легко видеть, что оно дает значительное количество больших флуктуаций 
(в силу степенного характера), многократно превосходящее соответ-
ствующее количество для гауссова распределения. На рис. 2.3 точками по-
казано распределение Стьюдента третьего порядка (т. е. 3).n   На рис. 2.4 
оно же приведено в полулогарифмическом масштабе. Различные флуктуа-
ции стоимости ценных бумаг как раз неплохо описываются распределе-
ниями Стьюдента низших порядков, 1,3,5.n   

Также в экономике часто встречается логарифмически нормальное 
распределение: например, в формуле Блэка–Скоулза — цены опционов 
европейских опционов (об этом — в следующих главах). Оно получается, 
если исходная случайная величина ξ распределена нормально (2.8), 
а мы ищем распределение той величины, которая является логарифмом 
 

исходной, ln :   

 
2

2
1 (ln )( ) exp .

22
x a

f x
x  

 
  

 
 (2.14) 

Все вышеприведенные распределения — Гаусса, Максвелла, Римана, 
Коши, χ-квадрат, логарифмически-нормального, Стьюдента — можно най-
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ти в курсе [1]. Заметим, что существует великое множество также и других 
распределений, но к их использованию надо подходить с осторожностью. 
Примером середины XX века служит так называемое логистическое рас-
пределение [5]: 

 1( ) ,
1 exp( )

p t
t 


  

   0.   (2.15) 

Существует невероятно большой объем литературы, где делаются 
попытки доказать трансцендентный «закон логистического развития». 
Предполагалось возможным представить практически все процессы разви-
тия (измеренные в соответствующих единицах) функцией типа (2.15) с t, 
изображающим время. Весьма длинные таблицы с критериями χ-квадрат 
подтверждали это положение для человеческих популяций, бактериальных 
колоний, развития железных дорог и т. д. Было обнаружено, что как высо-
та, так и вес растений и животных подчиняются логистическому закону, 
хотя из теоретических соображений ясно, что эти две величины не могут 
подчиняться одному и тому же распределению. Лабораторные экспери-
менты на бактериях показали, что даже систематические нарушения не мо-
гут привести к другим результатам. Теория популяций была основана на 
логистических экстраполяциях (даже если они оказывались очевидным об-
разом ненадежными). Единственное затруднение логистической теории за-
ключается в том, что не только логистическое распределение, но также 
нормальное, Коши и другие распределения могут быть подогнаны под тот 
же самый материал с тем же или лучшим согласием. В этой конкуренции 
логистическое распределение не играет никакой выдающейся роли: самые 
противоречивые теоретические модели могут быть подтверждены на том 
же наблюдательном материале. 

Теории этого рода недолговечны, так как они не открывают новые 
пути, а новые подтверждения одних и тех же старых вещей очень скоро 
становятся надоедливыми. Однако наивное рассуждение само по себе не 
было заменено здравым смыслом, и поэтому может быть полезно иметь 
очевидное доказательство того, как могут вводить в заблуждение взятые 
сами по себе критерии согласия. 

Последующий опыт также заставляет настороженно относиться к ло-
гарифмически нормальному распределению, которое очень популярно 
в математической экономике. В следующих главах мы будем обсуждать 
теорию Блэка–Скоулза — теорию цены европейского опциона, которая на 
деле является не более чем иллюстрацией экономических реалий. Не так 
складывается ситуация с распределением Леви — оно действительно часто 
встречается в экономике, но известно и в физике (об этом ниже). 
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§ 4. Характеристическая функция 
 

В математический «оборот» характеристическую функцию ввел 
Поль Леви в 20-х годах XX века. По определению, характеристическая 
функция случайной величины ξ есть математическое ожидание выраже-
ния exp( ):it  

 ( ) ( )exp( ) ,t p x itx dx




   (2.16) 

так как здесь ( )p x  — плотность распределения вероятности. Из этого оп-
ределения также следует, что характеристическая функция ( )t  просто яв-
ляется фурье-образом функции плотности распределения вероятно-
сти ( ).p x  

Важнейшим свойством характеристической функции (из-за которого 
она, собственно, и используется) является следующее. Если имеются две 
независимые случайные величины с плотностями распределения 1( )p x  
и 2 ( ),p x  то сумма их имеет распределение ( )p x  (см. § 2 данной главы): 

1 2( ) ( ) ( ) .p x p z p x z dz





   

Тогда, используя определение (2.16) и меняя порядок интегрирования, по-
лучаем 
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 (2.17) 

характеристическая функция суммы двух независимых случайных величин 
есть произведение их характеристических функций. Очевидно, что если 
наша случайная величина есть сумма N независимых случайных величин, 
то ее характеристическая функция 

 
1

( ) ( ),
N

i
i

t t 


  (2.18) 

что легко доказывается по индукции. 
Очевидно, что любой момент распределения плотности вероятности 

(если он есть) легко определить простым кратным дифференцированием 
характеристической функции с последующим взятием полученной 
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производной в нуле: 

( )( )exp( ) (0).
k

k k k k k
k

d
i x p x itx dx i

dt

  






    

Можно рассматривать характеристическую функцию ( )t  как функ-
цию распределения плотности вероятности некоторой случайной величи-
ны (характеристическая функция очевидно ведет себя нужным образом — 
неотрицательна, нормирована на 1), тогда моменты распределения, 
полученные таким образом, называются кумулянтами или семиинва-
риантами [6]. Они выражаются через моменты исходного распределе-
ния ( )p x  [5]. 
 
§ 5. Распределение Леви 
 

Проще всего распределение Леви ввести через его характеристиче-
скую функцию [5], определив ее как 

 ( ) exp( ),t t
      0 2.   (2.19) 

Так его и определил П. Леви в 30-х годах1. Интервал значений 0 2   
определяется сходимостью интегралов по t, определяющих плотность ве-
роятности Леви в явном виде. Делая обратное преобразование Фурье, по-
лучаем 

 1( ) exp( )exp( ) .
2

p x itx t dt








   (2.20) 

Иногда пользуются другой формой записи распределения Леви, имея 
в виду четность характеристической функции. Это, во-первых, так назы-
ваемое двустороннее распределение, когда x меняется от минус до плюс 
бесконечности: 

 1( ) cos( )exp( ) ,
2

p x tx t dt








   (2.20а) 

а также одностороннее распределение, когда x меняется от нуля до плюс 
бесконечности: 

 
0

1( ) cos( )exp( ) .p x tx t dt





   (2.20б) 

                                           
1 Более общий вид функции Леви — так называемая функция Леви–Смирнова — будет 
введен ниже в связи с проблемой случайных блужданий, непрерывных во времени. 
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Двустороннее распределение Леви с 1( 1) 2a     приведено на рис. 2.7 
(сплошная кривая), с ( 1) 1a     (точки) и с ( 1) 2a     (штриховая 
кривая). Легко видеть, что последние две кривые дают закон Коши (2.9) 
и распределение Гаусса (2.8) соответственно. Этот факт легко проверяется 
простым интегрированием — интегралы (2.20)–(2.20б) в последних двух 
случаях табличные [7]. 
 

Рис. 2.7 Рис. 2.8 
 

Первым важнейшим свойством распределения Леви является то, что 
при больших значениях x она убывает степенным образом как .ax  На 
рис. 2.8 приведены распределения Леви для 1( 1) 2a     (толстая 

сплошная кривая) и 3( 1) 2a     (толстая штриховая кривая) в полуло-
гарифмическом масштабе. Видна хорошая сходимость этих распределений 
к зависимостям 3/2~ x  (тонкая сплошная кривая) и 5/2~ x  (тонкая штрихо-
вая кривая) соответственно. Этим свойством (степенным характером убы-
вания) распределение Леви напоминает распределение Парето (см. (1.1)), 
хотя последнее в основном определено как раз для больших x (асимптоти-
чески). 

Другим важнейшим свойством распределения Леви является его ус-
тойчивость, т. е. сумма случайных величин, имеющих в качестве плотно-
сти вероятности одинаковые распределения Леви (одинаковые α), имеет 
плотность вероятности распределения Леви. Доказательство этого факта 
очевидно при использовании аппарата характеристических функций (см. 
предыдущий параграф). 
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В экономике распределения Леви встречаются очень часто — так 
распределены флуктуации индексов и курсов акций [7], мы будем их изу-
чать. Главная особенность экономических флуктуаций в том, что всегда 
имеется значительное количество больших флуктуаций или у распределе-
ния флуктуаций появляется «длинный хвост» (Парето, Леви, см. главу 1). 
Этим ситуация в экономике кардинально отличается от ситуации в физике, 
где больших флуктуаций мало в силу их (в основном) гауссова характера. 
 
§ 6. Корреляции непрерывных и дискретных случайных величин 
 

Наконец, из курса теории вероятностей (скорее из курса о случайных 
процессах) нам встретятся корреляции непрерывных и дискретных слу-
чайных величин. Времязависимый коэффициент корреляции двух случай-
ных величин ( )iY t  и ( ),jU t  зависящих от времени, по определению есть [9] 
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( ) ( ) ( ) ( )
.
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i i j j

Y t U t Y t U t

Y t Y t U t U t


    
 

      
 (2.21) 

Здесь Δ — интервал времени, угловые скобки означают усреднение по ан-
самблю. Соответственно, для непрерывной случайной величины усредне-
ние — это интеграл по функции распределения, для дискретной (как это 
будет у нас) — просто сумма по всем эмпирическим значениям. 
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Глава 3 
Динамика объектов фондового рынка 

 
§ 1. Фондовый рынок как часть соответствующей экономической 
системы. Арбитраж 

 
Финансовые рынки — системы, в которых большое количество уча-

стников (торговцев или агентов) взаимодействует друг с другом и реаги-
руют на внешнюю информацию, чтобы определять лучшую цену за дан-
ный товар. Эти биржевые товары весьма различны: скот, руды, акции 
(вообще ценные бумаги), валюты или их производные (обязательства — 
опционы, форварды, см. ниже). Надо сказать, что биржевых товаров среди 
всех товаров не так много, в основном это неисчислимые предметы. А ис-
числимые товары, такие как автомобили, дома, телевизоры, биржевыми не 
являются. Некоторые биржевые рынки жестко локализованы в определен-
ных городах (например, Нью-Йорке, Чикаго, Токио и Лондоне) в то время 
как другие (типа рынка валют), наоборот, делокализованы и доступны во 
всем мире. 

Ключевой концепцией для понимания рынков является концепция 
арбитража. Арбитраж заключается в возможности покупки некоторого 
(в общем случае не только биржевого) товара по более низкой цене и про-
даже по более высокой (пусть и с участием разных валют). Таким образом, 
становится возможной безрисковая операция. Поскольку все рыночные 
участники (агенты) могут проводить арбиртажные операции, эти операции 
влияют на цену товара. Такое присутствие торговцев, ищущих арбитраж-
ные лазейки, приводит к способности рынка в целом дать наиболее рацио-
нальную цену за товар. Это происходит в силу того, что цены на товар 
в разных местах (цены покупки и продажи) начинают сближаться, и по 
прошествии некоторого времени цены во всех местах торговли станут «бо-
лее рациональными» и, таким образом, больше не будут обеспечивать воз-
можности арбитражных безрисковых операций. 

Итак, новые арбитражные возможности непрерывно появляются 
и обнаруживаются агентами рынков, но, как только возможность арбит-
ражной операции начинает эксплуатироваться, вся система рынка движет-
ся в направлении постепенного устранения возможности этой операции. 

Фондовые рынки — сложные системы, которые интегрируют ин-
формацию о данном активе (акции, опционе и т. д.), заключенную во вре-
менном ряду его цены. Общепринятой точкой зрения экономистов являет-
ся то, что рынок является высокоэффективным в определении наиболее 
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рациональной цены торгующегося актива. Эта эффективная рыночная ги-
потеза была первоначально сформулирована в 1960-х годах [1]. Рынок 
считается эффективным, если вся доступная информация им немедленно 
обрабатывается и это немедленно отражается в новом значении цен ры-
ночных активов. 

Первой теоретической работой об эффективной рыночной гипотезе 
была уже упомянутая диссертация Башелье [2]. Башелье предложил опи-
сание цены активов на спекулятивном рынке как стохастических процес-
сов. Эта работа осталась почти неизвестной до 1950-х годов, когда эмпи-
рические результаты [3] о временной корреляции доходности (относитель-
ной цены, см. ниже) показали, что эти корреляции очень кратковременны 
и что приблизительное поведение временного ряда доходности является 
практически некоррелированым случайным процессом. Эффективная ры-
ночная гипотеза была сформулирована явно в 1965 году Самуэльсоном [4], 
который показал математически, что ожидаемые цены флуктуируют сто-
хастически. В более слабой форме гипотеза эффективного рынка гласит, 
что невозможно извлечь прибыль из продажи ценной бумаги, используя 
только записанную историю (временной ряд) флуктуаций ее цены1. 

Начиная с 1960-х годов большое число эмпирических исследований 
было посвящено испытанию эффективной рыночной гипотезы [6]. В боль-
шинстве эмпирических наблюдений автокорреляции временных рядов ока-
зались очень кратковременными, кроме рядов так называемой волатильно-
сти или рыночной нестабильности (эту величину можно определить как 
модуль доходности). Существующие методы анализа волатильности будут 
обсуждаться в двух последних параграфах данной главы. 

Доходность же ценной бумаги можно предсказывать, используя дру-
гие временные ряды, «определяющие» цену данного актива. Таким обра-
зом, гипотеза эффективного рынка, особенно в ее жесткой форме, была 
подвергнута сомнениям. 

Тем не менее можно предполагать выполнение гипотезы эффектив-
ного рынка «в основном». Очевидно, что существует некоторое время «не-
эффективности» (для разных рыночных ситуаций разное), которое, по-
видимому, можно использовать для каких-то предсказаний рыночных цен. 
Мы рассмотрим этот вопрос в следующих главах, а сейчас рассмотрим, что 
такое фондовый рынок и чем на нем торгуют. 

                                                 
1 В последнее время появился новый подход к исследованию фрактальной размерности 
временного ряда. Результаты [5], по-видимому, дают возможность предсказывать даль-
нейшее поведение временного ряда по его записанной истории. Однако возможность 
таким образом извлекать прибыль пока не исследовалась и нарушение гипотезы эффек-
тивного рынка пока явно не продемонстрировано (см. также главу 6). 
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§ 2. Структура фондовых рынков 
 

Основной ценной бумагой на фондовом рынке является акция пред-
приятия, хотя оборот акций в денежном выражении заметно меньше обо-
рота других ценных бумаг (в первую очередь деривативов). При этом фон-
довый рынок очевидно структурирован, и можно ввести некоторые услов-
ные уровни фондового рынка (рис. 3.1). Эти уровни удобно отсчитывать от 
уже упомянутой основной ценной бумаги — акции. Более низким уровнем 
будут производные акций — опционы, форварды, фьючерсы и др. Уровни 
«вверх» при этом образуют различные фондовые индексы. Первым уров-
нем «вверх» могут быть страновые фондовые индексы, такие как DJIA 
в США, DAX в Германии, Nikkei в Японии и т. д. 
 

 
Рис. 3.1 

 
Эти индексы имеются практически в каждой стране (в некоторых — 

несколько). В современной России главным индексом является индекс 
Российской торговой системы (РТС), отмечаемый с 1 сентября 1995 года 
(см. главу 1). Все фондовые индексы строятся сходным образом: на на-
чальную дату нормированная сумма цен одной акции всех компаний, учи-
тываемая индексом, объявляется равной некоторому числу (обычно 100), 
а далее относительный рост или падение цены акции каждой компании 
приводит к его изменению вверх или вниз. Более высокий уровень по 
сравнению со страновым индексом составляют мировые фондовые индек-
сы, наиболее употребительным из которых является индекс Standard and 
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Poors 1200 (S&P 1200), учитывающий акции 1200 наиболее капитализиро-
ванных компаний в мире. Таким образом, по страновой составляющей над 
собственно исходным уровнем акций фондового рынка присутствуют еще 
два — страновой и мировой. 

Фондовые индексы могут образовываться и по отраслевому принци-
пу, когда они учитывают только акции предприятий определенной отрас-
ли. В этом случае над акционным уровнем также образуются несколько 
уровней «вверх». Наиболее последовательно отраслевой принцип построе-
ния индексов реализован Morgan Stanley Capital International (MSCI). Эта 
фирма учитывает в настоящее время три уровня индексов: отраслевой 
(например, сталелитейная промышленность, цветная металлургия и т. д.), 
межотраслевой (вся обрабатывающая промышленность, энергетика, добы-
вающая промышленность и т. д.) и мировой. Можно утверждать, что в на-
стоящее время сложилась картина описания фондового рынка, учиты-
вающая как уровни «вниз» от основного объекта этого рынка (акции, 
составленные производными акций), так и уровни «вверх» (различные ку-
мулятивные фондовые индексы). 

Итак, основной ценной бумагой на фондовом рынке является акция 
предприятия. Однако, как уже указывалось, намного больше (в денежном 
выражении) оборот рынка производных (в основном от акций) ценных бу-
маг — деривативов самого нижнего уровня (–1) фондового рынка. Рас-
смотрим его. 
 
§ 3. Деривативы на фондовом рынке 
 

Деривативы составляют важный класс финансовых контрактов, цены 
которых зависят от цен других финансовых продуктов (обычно акций). 
Деривативы включают в себя форвардные контракты, фьючерсы, опционы 
и свопы. Они продаются или из рук в руки, как товар, или на специальных 
биржах. 

Наиболее простым является форвардный контракт. Одна сторона 
в этом контракте соглашается купить ценную бумагу по определенной це-
не (цене поставки или исполнения, K) в определенный момент времени 
(день поставки или исполнения, T), а другая сторона — продать. Говорят, 
что та сторона, которая согласна продать ценную бумагу таким образом, 
имеет короткую позицию, а та сторона, которая собирается покупать — 
длинную (это общее определение для биржевых действий не только с де-
ривативами, а со всеми ценными бумагами). Поскольку рыночная цена ак-
тива Y, на который заключен форвардный контракт, обычно отличается от 
цены поставки ( ),Y T  может произойти либо выигрыш, либо проигрыш од-
ной из сторон (у противоположной будет, естественно, наоборот). При 
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увеличении величины Y с момента подписания форвардного контракта 
к моменту его исполнения картина выплат для сторон представлена на 
рис. 3.2, а, б. 

На рис. 3.2, а реальная цена падает (до величины К сторона с корот-
кой позицией имеет выигрыш, контракт куплен по цене меньше цены ис-
полнения), на рис. 3.2, б — растет (после К — выигрыш, контракт куплен 
по цене меньше цены исполнения). Форварды характерны для биржевых 
товаров — нефти, зерна, и т. д. 
 

 
Рис. 3.2. Выплаты стороны, владеющей короткой (a) и длинной (б) позицией 
в форвардном контракте 
 

Фьючерсный контракт — это форвардный контракт, зарегистриро-
ванный в специальном месте — клиринговом доме. Этот клиринговый дом 
немедленно после сделки заключает два контракта — с покупателем 
и с продавцом — и гарантирует, что контракты будут выполнены в назна-
ченный день. Фьючерсные контракты характерны, например, для нефти. 

Опционы — это контракты, дающие владельцу право купить или 
продать данную ценную бумагу во время Т (время исполнения) и по цене К 
(цена исполнения). Отличие от форвардов (и фьючерсов) в том, что опцион 
можно исполнить, а можно и не исполнить: например, не реализовать пра-
во на покупку ценной бумаги (если она сильно упала в цене за время дей-
ствия опциона). Разделяют европейский и американский опционы; для 
второго имеется возможность исполнения вплоть до момента исполне-
ния Т включительно. 

Европейские опционы по позициям, занимаемым сторонами, делятся 
на call и put. Call-опцион дает покупателю право купить определенную 
ценную бумагу за определенную цену К в момент исполнения опциона Т. 
За это право покупатель опциона платит продавцу цену ( , ).C Y t  Здесь, 
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в отличие от форварда, нет симметрии между сторонами, заключившими 
опционный контракт: право выполнить покупку в будущем меняется на 
деньги сейчас. Покупатель call-опциона получит выгоду только после воз-
растания цены исходной ценной бумаги по сравнению с ценой исполнения 
(рис. 3.3, а), а продавец call-опциона — при ее падении (рис. 3.3, б). 

Для покупателя put-опциона выгода получается, только если цена 
исходной ценной бумаги падает (или растет незначительно) (рис. 3.4, а), 
а для продавца — наоборот (рис. 3.4, б). 

Опционы — это самые распространенные ценные бумаги (по объему 
оборота). 
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Свопы — это договоры обмена, чаще всего валют. 
На фондовом рынке деривативами в основном занимаются два типа 

агентов: спекулянты и хеджеры. Первые пользуются ими, чтобы извлекать 
высокорисковую максимальную прибыль за относительно маленькие день-
ги. Вторые с помощью деривативов уменьшают рыночные риски. Как дей-
ствует спекулянт? Пусть акция стоит 200 $. Спекулянт покупает call-оп-
цион за 5 $ по цене исполнения 220 $. Пусть цена акции на момент испол-
нения опциона составила 230 $. Спекулянт немедленно исполняет опцион 
(покупает акции по 220 $) и сразу их продает за 230 $. Его прибыль соста-
вит 230 $ – 220 $ – 5 $ = 5 $, т. е. он получит доллар на вложенный дол-
лар — это очень много. Но если цена акции на момент исполнения опцио-
на будет меньше 220 $, спекулянт потеряет все, что вложил. Большой риск 
приводит как к большой прибыли, так и к большим убыткам. 

Хеджирование есть способ страховки. Например, компания в США 
должна заплатить через полгода 10 000 евро. Эта компания может заклю-
чить форвардный контракт на эту сумму по текущему курсу обмена «дол-
лар/евро», или купить call-опцион на сумму исполнения 10 000 евро на 
срок полгода. Так исключается риск, но появляется цена — в последнем 
случае call-опциона. 

Хеджирование позволяет сформировать безрисковый инвестицио-
ныый портфель. Рассмотрим биномиальную модель цены акции: она полу-
чает одно и то же приращение или одну и ту же потерю в цене. Пусть Y — 
цена акции в момент времени t. Пусть хеджер держит D акций и опцион на 
эти же акции ценой C (инвестиционный портфель) для снижения риска. 
Хеджер должен определить количество акций, когда портфель будет без-
рисковым. Тогда цена инвестиционного портфеля в момент времени t: 

 .YD C    (3.1) 

Далее в следующий момент времени 1t  цена может пойти вверх и соста-
вить величину uY  или пойти вниз и составить величину .dY  Безрисковость 
инвестиций достигается, очевидно, при сохранении цены портфеля как при 
повышении, так и при понижении цены акции: 

 .u d   (3.2) 

Условие (3.2) может быть переписано с использованием (3.1) как 

 u u d dY D C Y D C    (3.2а) 

или 

 .u d

u d

C C
D

Y Y





 (3.3) 
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Очевиден переход к пределу: величина 1t t  устремляется к 0, тогда 

 .C
D

Y





 (3.4) 

Из соотношения (3.4) видно, почему опцион и другие активы названы 
деривативами: безрисковое количество акций есть производная цены оп-
циона по цене акции. Так как Y меняется со временем, D — тоже, т. е. ин-
вестиционный портфель нуждается в непрерывной (но медленнной) кор-
рекции. Итак, хеджеры максимально уменьшают риск вложения денег, 
а спекулянты увеличивают. 
 
§ 4. Цена опциона на идеальном рынке 
 

Рассмотрим главное достижение классической математической эко-
номики — теорию Блэка–Скоулза цены европейских опционов на идеаль-
ном рынке [7]. Итак, цена европейского опциона есть функция цены акции 
и времени ( , ).C C Y t  Сделаем следующие предположения. 

1. Цена акции подчиняется случайному процессу Ито. 
2. Торговля ценными бумагами идет непрерывно. 
3. Нет возможности арбитражных операций. 
4. Продать ценные бумаги можно в любое время. 
5. Транзакции (покупки и продажи ценных бумаг) бесплатны. 
6. Процентная ставка постоянна (по долгосрочным бондам, наиболее 

употребительными бондами являются долговые обязательства 
США). 

7. Не производится выплаты дивидендов по основной ценной бумаге 
в рассматриваемый промежуток времени. 
Блэк и Скоулз предположили, что цена акции Y подчиняется случай-

ному процессу Ито, который определяется уравнением 
( , ) ( , ) ,dY a Y t b Y t dW   

где W — дельта-коррелированный по времени случайный процесс (Вине-
ра). Более того, они предположили, что цена акций подчиняется даже бо-
лее простому уравнению типа Ланжевена [8]: 
 .dY Ydt YdW    (3.5) 

Здесь μ — ожидаемая доходность в единицу времени 0( ( / ) ),dY Ydt   
2  — дисперсия в единицу времени, W — винеровский дельта-коррелиро-

ванный случайный процесс. Видно, что это все совпадает с уравнением 
геометрического броуновского движения. 

Для броуновского движения известно, что любая функция от Y 
(в нашем случае — цена опциона C) может быть получена из дифференци-
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ального уравнения для броуновского движения в частных производных: 

 
2

2 2
2

1 .
2

C C C C
dC Y Y dt YdW

Y t Y Y
  

    
        

 (3.6) 

Выражение (3.6) может быть записано не для дифференциалов, а для ко-
нечных приращений. Задача стоит в исключении функций Ф и W: 

 
2

2 2
2

1 .
2

C C C C
C Y Y t Y W

Y t Y Y
  

    
           

 (3.6а) 

В свою очередь, изменение цены безрискового портфеля (из выраже-
ний (3.1) и (3.4)) есть 

 .C
C Y

dY


      (3.7) 

Записывая выражение (3.5) в конечных приращениях за конечное время t  
как 
 ,Y Y t Y W       (3.8) 

с учетом (3.6а) получим 

 
2

2 2
2

1 .
2

C C
Y t

t Y


  
       

 (3.9) 

Пока главное сделанное предположение первое: цена акции следует урав-
нению Ланжевена или, что то же, броуновскому движению. Это очень 
сильное и (увидим в следующих главах) неверное утверждение, восходя-
щее еще к идее Башелье [2]. 

Второе главное предположение — отсутствие возможности арбит-
ражных операций. Тогда цена портфеля должна плавно расти в меру до-
ходности бондов (это некоторая минимальная доходность ценных бумаг на 
фондовом рынке) в единицу времени r. Тогда 
 .r t    (3.10) 
Приравнивая (5.10) и (5.9), получим 

 
2

2 2
2

1 .
2

C C C
rC rY Y

t Y Y
  

  
  

 (3.11) 

Это дифференциальное уравнение в частных производных Блэка и Скоул-
за. Оно справедливо для обоих европейских опционов, граничные условия 
(например, для call-опциона) такие: 
 max{ ,0},C Y K     когда .t T  (3.12) 
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Итак, имеем уравнение, зависящее от двух параметров — доходности рын-
ка r и дисперсии основной ценной бумаги в единицу времени 2,  и гра-
ничные условия. 

Не надо думать, что это нелинейное уравнение. Если в нем вместо Y 
записать ln Y (в дифференциалах по Y поделить на Y и его квадрат соответ-
ственно), то оно станет линейным. А член в левой части можно исключить, 
введя соответствующий множитель exp(rt). И останется просто уравнение 
теплопроводности, решение которого записывается с учетом граничных 
условий так: 

 1 2( , ) ( ) exp( ( )) ( ),C Y t Y d K r t T d      (3.13) 

здесь 1d  и 2d  — переменные Блэка и Скоулза, а Ф — интеграл ошибок: 

 
2

1
ln( / ) ( / 2)( ) ,Y K r T t

d
T t



  




   2 1 .d d T t    (3.14) 

Так как частная производная C по Y есть число акций для безрискового 
портфеля, это число дается просто суммой двух интегралов ошибок. 

Применимость теории Блэка–Скоулза хорошо обсуждена в книге 
Мантеньи и Стенли [9]. В ней же можно найти и другие подходы к опреде-
лению цены опционов. Сама же формула Блэка–Скоулза осталась как фор-
мула цены европейского опциона на идеальном рынке. 
 
§ 5. Понятие условной зависимой от времени функции распределения 
плотности вероятности 
 

Есть основания полагать, что нестабильность (волатильность) рынка 
является (гладкой) функцией времени. Мы попытаемся описать случайный 
процесс с помощью зависящей от времени дисперсии (или ранее введен-
ной нестабильности). Эта модель ARCH (AutoRegressive Conditional Hete-
roskedasticity — авторегрессия с условной дисперсией, зависящей от не-
которой случайной величины) [10] процесса применялась для анализа мно-
гих явлений финансового рынка: динамики средней инфляции и вариаций 
инфляции в Великобритании, доходности акций, процентной ставки, ва-
лютного обмена. 

В чем смысл такого описания? Как правило, наблюдается (или дос-
тупен наблюдению) некоторый временной отрезок значений случайной ве-
личины, например цены некоторой акции. На этом отрезке может быть по-
строена некоторая функция распределения этой случайной величины. Нам 
же необходимо получить (в некотором приближении) истинную функцию 
распределения этой случайной величины. 
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Считается, что ARCH-процесс локально нестационарен, но асимпто-
тически стационарен. Поэтому параметры, управляющие условной функ-
цией распределения вероятности в момент времени t, флуктуируют. Это, 
однако, не мешает иметь случайному процессу «настоящую» функцию 
распределения. Итак, мы не знаем настоящей (истинной, безусловной) 
функции распределения, но считаем, что она есть и обладает (конечной) 
дисперсией. Эта дисперсия получается наблюдением случайного процесса 
на длительном промежутке времени. Найдем условную функцию распре-
деления (зависящую от времени). 

Эмпирическое обоснование ARCH-процесса таково: дисперсия в мо-
мент времени t зависит (является условной) от некоторых значений квад-
рата величины случайного процесса в предыдущие моменты времени. 
Итак, дисперсия в момент времени t записывается как 

 2 2 2
0 1 1 ... ,t t p t px x         (3.15) 

где все i  — положительные константы, которые можно варьировать, а ix  

суть случайные величины с нулевым средним и дисперсией 2,t  характери-
зующиеся условным распределением плотности вероятности ( ).tf x  Обыч-
но эту функцию выбирают гауссовой (тогда все определяется одним 
моментом — как раз дисперсией, зависящей от времени), но и другое 
встречается. Меняя количество членов в ряде (3.15) p, можно управлять 
памятью дисперсии. ARCH-процесс полностью определяется количеством 
шагов p и функцией распределения ( ).tf x  

Рассмотрим простейший ARCH(1)-процесс, определяемый форму-
лами 

 2 2
0 1 1t tx      (3.16) 

и 

 
1

( ) .
i t

i
i

S t x




  (3.17) 

На рис. 3.5 (вверху) приведена функция ( ),S t  полученная симуляцией про-
цесса ARCH(1) с 0 0,45,   1 0,55   [2]. 

Хотя условная функция распределения выбрана гауссова, асимпто-
тическая (истинная) функция распределения демонстрирует значительный 
эксцесс (момент четвертого порядка, не определяемый дисперсией, т. е. 
она негауссова), потому что дисперсия t  условной функции распределе-
ния (рис. 3.5, внизу) сама по себе есть сильно флуктуирующий случайный 
процесс. 
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Рис. 3.5 

 
Процесс ARCH(1) с гауссовой условной функцией распределения 

характеризуется, как было указано, «безусловной» дисперсией (дисперси-
ей, наблюдаемой на очень длинном временном интервале), и она 

 2 0

11






 (3.18) 

(очевидно, что 11   не равно нулю и 10 1).   Эксцесс процесса (четвер-
тый момент) мы можем определить по формуле (3.16), хотя и не знаем ис-
тинной функции распределения: 

 
4 2

1
2 2

1

63 .
1 3

x
k

x




 
  
  

 (3.19) 

Эксцесс конечен, если 

1
10 .
3

   

Теперь, варьируя 0  и 1,  можно, не меняя безусловной дисперсии, менять 
эксцесс. Для винеровского процесса (гауссово распределение, 1 0)   

3,k   можно менять его до 23. На рис. 3.6 первая кривая — винеровский 
процесс, 3,k   вторая имеет эксцесс, 9,k   и последняя — 23k   [11]. 

Видно, что с возрастанием эксцесса процесс ( )S t  занимает все воз-
растающую «территорию». Сами флуктуации ix  показаны на рис. 3.7 для 
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таких же значений k. Видно, что больших флуктуаций нет для винеровско-
го процесса, они появляются для 9k   и усиливаются для 23.k   
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Рис. 3.7 

 
Асимптотический вид истинной функции распределения показан на 

рис. 3.8: виден, с возрастанием эксцесса, переход от гауссовой функции 
к функции, похожей на распределение Леви. Таким образом, можно про-
моделировать широкий класс случайных процессов и получить, в некото-
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ром приближении, широкий класс истинных функций распределения по 
модельной гауссовой функции распределения с условной, зависящей от 
времени, дисперсией. 
 

 
Рис. 3.8 

 
§ 6. Процесс GARCH 
 

Теперь рассмотрим GARCH-процесс. Он был введен потому, что 
ARCH-процесс для описания обычно требует много членов ряда p и все 
они, кроме первого, сильно флуктуирующие. Можно попытаться сгладить 
эти флуктуации, отнеся их в постоянный член — предыдущую дисперсию. 
Так и вводится GARCH-процесс — соотношением 
 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1... ... .t t q t q t p t px x                  (3.20) 

Случайные величины ix  по-прежнему имеют нулевое среднее и старую ус-
ловную дисперсию 2,t  их условная функция распределения обычно гаус-
сова. Для простейшего процесса GARCH(1,1) можно показать, что 
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1 1
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 (3.21) 

в то время как эксцесс 
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 (3.22) 
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Чем это описание лучше описания процесса схемой ARCH? Можно гораз-
до более гладко моделировать эксцесс, чем в процессе ARCH. Кроме этого, 
так как процессы ARCH и GARCH моделируются первым четным момен-
том, их можно попробовать использовать для моделирования нестабильно-
сти рынка. Рассмотрим GARCH(1,1)-процесс. Введем новую нормирован-
ную случайную величину по формуле 

 2 2 2 2 2 2
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1, ( ) .t t t t t t t t tx x                      (3.23) 

Пусть у нас величины tx  дельта-коррелированы, т. е. среднее t tx x    про-
порционально дельта-функции от временного сдвига τ. Теперь определим 
некоррелированную (или дельта-коррелированную) случайную величину 

 2 2 2 2( 1) ,t t t t tx        (3.24) 

и GARCH-процесс теперь можно определить как 
2 2 2

0 1 1 1 1 1 1 .t t t t tx x x v           

Если определить автокорреляцию квадрата процесса через n шагов как 
2 2 2 2 2 2cov( , ) ,t t n t t n t t nx x x x x x          

то для GARCH(1,1)-процесса с конечным четвертым моментом — эксцес-
сом — легко получить, что 

2 2 2 2
1 1 1cov( , ) ( )cov( , ),t t n t t nx x x x      

а общее соотношение для любого GARCH( , )Q P -процесса есть 

2 2 2 2
1

1
cov( , ) cov( , ),

m

t t n i t t n i
i

x x B x x   


  

где max{ , },m P Q  а величина .i i iB     Из предыдущего уравнения 
видно, что автокорреляция удовлетворяет соотношению 
 2 2 /cov( , ) ,n

t t nx x Ae 
   (3.25) 

где 0 / (1 ),A B   а τ равно модулю величины 1(ln ) ,B   1 1.B     Здесь 
видно преимущество GARCH-процесса перед ARCH-процессом: послед-
ний тоже может давать такую же корреляционную функцию, но, так как 
характерное время корреляции 1

1(ln )    теперь меньше 1,8 единиц из-за 
соотношения 1/2

10 3 ,    возможности варьирования характерным вре-
менем в GARCH-процессе гораздо больше. 

Таким образом, квадрат GARCH-процесса оказался марковским про-
цессом со временем корреляции τ. Примером служит анализ данных по 
курсам большого набора акций Center for Research in Security Prices 
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за 1963–1986 годы. Для GARCH(1,1)-процесса они дают 1 0,07906   
и 1 0,90501,   так что 0,98407B   и время корреляции τ порядка 62 дней. 
Это похоже на время корреляции нестабильности рынка акций. 

На рис. 3.9 [2] кружками представлены эмпирические данные одно-
минутных флуктуаций индекса S&P 500, а сплошной линией — результаты 
GARCH-процесса. Мы видим хорошее согласие с экспериментом такой 
простой модели, как GARCH(1,1)-процесс. Эксцесс распределения очень 
велик: это характерно для распределений Леви. 
 

 
Рис. 3.9 

 
Попробуем теперь описать флуктуации индекса S&P 500 с помощью 

GARCH-процесса. Оказывается, что одноминутные флуктуации дают без-
условную дисперсию 2 0,00257   и 43k   — большой эксцесс. Они опи-
сываются GARCH(1,1)-процессом с 5

0 2,3 10    и 1 0,09105,   пара-
метр 1  выбирался из величины эксцесса по формуле (3.22) и был ра-
вен 0,9. 
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Глава 4 
Эмпирические данные о распределениях наблюдаемых 

флуктуаций объектов фондового рынка 
 

В предыдущей главе были изучены деривативы — форварды, фью-
черсы и опционы. Была также рассмотрена классическая модель математи-
ческой экономики — теория Блэка и Скоулза (теория цены европейского 
опциона). Как уже указывалось, деривативные контракты в основном за-
ключаются на нефть и другие биржевые товары (форварды и фьючерсы) 
и на акции (опционы). Акция предприятия является основой фондового 
рынка. Рассмотрим, что известно о рынке акций. 
 
§ 1. Эмпирическая информация о распределении акций 
по доходности и количеству 
 

Принято рассматривать величину так называемой (логарифмиче-
ской) доходности акций. Если  Y t  — цена акции в момент ,t   Y t t   — 
цена акции в предыдущий момент времени t t   (эти моменты времени 
либо определяются исследователем, осуществляющим анализ курса акций, 
либо же это ближайшие моменты времени, когда курс акций фиксируется), 
то доходность акции есть 

 ( )( ) ln .
( )

Y t t
S t

Y t

 
   (4.1) 

Легко видеть, что для небольших изменений курса      Y t t Y t Y t      
доходность S  — это просто относительное изменение    / .Y t Y t  В по-
следнем случае S  так и называют — относительным изменением цены. 

Логарифмические доходности акций и фондовых индексов система-
тически исследуются еще со времен Л. Башелье [1]. Флуктуации доходно-
стей акций и фондовых индексов изучались достаточно систематически. 
Был проведен анализ для акций немецких компаний [2], норвежских ком-
паний [3], французских, японских, швейцарских и английских компа-
ний [4], а также фондовых индексов [5]. 

Наиболее систематически анализировались базы данных трех глав-
ных американских бирж: Нью-Йоркской фондовой биржи (NYSE), Амери-
канской фондовой биржи (AMEX) и Национальной ассоциации дилеров 
ценных бумаг с автоматизированным предложением (NASDAQ) за полный 
двухгодичный период, с января 1994 года по декабрь 1995 года [6]: всего 
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примерно 4·107 записей курсов акций. Этот анализ и привел к первой фор-
мулировке известного закона флуктуаций указанных доходностей. 

В [6] были сформированы 1000 временных рядов  ,iY t  где  iY t  — 
рыночная цена i-й компании, номер i присваивался в соответствии с ры-
ночной ценой на 1 января 1994 года. Изучалось вышеуказанное относи-
тельное изменение цен: 

 ( ) ( ) ( )( ) ln .
( ) ( )

i i i
i

i i

Y t t Y t Y t t
G t

Y t Y t

    
   (4.2) 

Всегда бралось время задержки для измерения изменения цен акций t   
5  мин. Относительное изменение Gi нормировалось и бралось по моду-

лю (получался инкремент изменений gi) 

 2( ( ) ( ) ) ,i i iv G t G t         ( ) ( ) /i i i ig G t G t v     (4.3) 

(скобки означают усреднение по времени) на величину волатильности 

 2( ( ) ( ) ) ,i i iv G t G t       (4.4) 

измеренной как стандартное отклонение. 
На рис. 4.1, а показано кумулятивное распределение вероятно-

сти ( )P g  инкрементов больших, чем некоторое значение g, отложенное на 
оси абсцисс (рис. 4.1, а сделан в двойном логарифмическом масштабе). 
 

 
Рис. 4.1 

 
Результаты хорошо аппроксимируются зависимостью 

 ( ) ~ .P g g   (4.5) 

Для положительных Si показатель 3,1 0,03,    а для отрицатель-
ных 2,84 0,12,    если g превосходит два стандартных отклонения. 
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В свою очередь, на рис. 4.1, б изображена зависимость логарифмиче-
ской производной ( )P g  от логарифма g: 

log ( )( ) 1
log

d P g
g

d g
    

для 5.g   Для этого графика получились несколько меньшие показате-
ли: 2,84 0,12    для положительных флуктуаций и 2,73 0,13    для 
отрицательных. В целом можно считать, что распределение относительных 
флуктуаций цены имеет асимптоты кумулятивной функции распределения 
в виде обратной кубической параболы [6]. Это отличается от распределе-
ния Леви и от гауссова распределения (см. рис. 2.3 и рис. 2.4), которое 
предполагалось при выводе формулы Блэка–Скоулза. 

Вместе с аналогичными результатами эмпирического анализа рас-
пределения доходностей [2–4] акций развитых рынков указанные кумуля-
тивные распределения  x  хорошо описываются степенной функцией 
вида [6] 

 
3

3

, ( )( ) .
, ( )

x S t x
x

x S t x





  
  

    
  (4.6) 

Российские акции («голубые фишки») демонстрируют аналогичное 
поведение (4.6) [7, 8]. На рис. 4.2 изображено кумулятивное распределение 
доходностей для положительных (закрашенные маркеры) и отрицательных 
(незакрашенные маркеры) флуктуаций акций Сбербанка. Прямой линией 
на рис. 4.2 обозначен закон 3.x  По оси Y отложена кумулятивная функция 
распределения, по оси Х — доходность, нормированная на соответствую-
щую экспериментально вычисленную среднеквадратичную доходность. 
Аналогичные зависимости мы получили и для акций других российских 
компаний. Хорошо видно, что все графики кумулятивных распределений 
похожи друг на друга. В то же время кривые для доходностей с больши-
ми t  располагаются несколько выше графиков для доходностей с мень-
шими t  (см. также [4]). 

Еще один эмпирический результат был получен для распределения 
(крупнейших) компаний, котируемых на NYSE 9 марта 1995 года, по коли-
честву акций [9]. Этот результат понадобится в дальнейшем. Всего было 
взято 2240 компаний с обыкновенными акциями. Плотность распределения 
компаний по количеству акций представлена на рис. 4.3 в полулогарифми-
ческом масштабе. 

По оси абсцисс здесь отложено количество (обыкновенных) акций 
в миллионах штук, по оси ординат — (нормированное) количество компа-
ний. Сплошная кривая — эмпирическая гистограмма распределения, для 
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Рис. 4.2. Кумулятивные распределения нормированных доходностей (см. текст) 
обыкновенных акций Сбербанка для различных .t  1-минутные положительные 
флуктуации — незакрашенные черные квадраты, 1-минутые отрицательные 
флуктуации — закрашенные черные квадраты; часовые положительные флук-
туации — незакрашенные синие треугольники, часовые отрицательные флук-
туации: закрашенные синие треугольники; дневные положительные флуктуа-
ции — незакрашенные красные кружки, дневные отрицательные флуктуации — 
закрашенные красные кружки. Прямая линия — 3.x  1-минутные, часовые, 
дневные данные получены по результатам торгов соответственно 10.01–
10.02.2009, 01.09.2008–30.09.2009, 23.01.2006–30.09.2009 на бирже ММВБ 
 

 
Рис. 4.3 
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сравнения приведена экспоненциальная зависимость exp( ).x  Наиболее 
точной аппроксимацией является функция 

 
0,55(10,5 )( ) 0,067 10 .x

sf x   (4.7) 

Это распределение понадобится при проверке плазменной модели 
фондового рынка (см. ниже). 
 
§ 2. Эмпирическая информация о распределениях объемов транзакций 
и временных интервалов между транзакциями 
 

Другой экспериментальной задачей о динамике курсов акций было 
определение распределения объемов транзакций и временных интервалов 
между транзакциями. Исследовались данные по транзакциям (купле-про-
даже) 1000 акций компаний в течение вышеупомянутого двухлетнего пе-
риода (1994–1995 годы) на трех биржах [10], которые характеризуются 
величиной tQ  — объемом проданных акций в течение интервала време-
ни .t  Еще одной исследуемой величиной будет tN  — количество тран-
закций (операций купли-продажи) в течение интервала времени .t  

Оказалось, что для одной компании распределение объема транзак-
ций за 15 мин интервал времени t  описывается степенной плотностью 
вероятности: 

 1
1( ) ~

( )t
t

P Q
Q  



 (4.8) 

(в асимптотической области рис. 4.4, а показывает акции четырех компа-
ний — «Экссон», «Кока-Кола», «Дженерал Электрик», АТТ — в двойном 
логарифмическом масштабе зависимость плотности распределения объема 
проданных акций от нормированного объема). 

Негауссов характер флуктуаций объема продаж акций прямо следует 
и из вида самого временного ряда (акций компании «Экссон»), представ-
ленного на рис. 4.4, б эквивалентный гауссов ряд (нижний график) дает 
намного меньше крупных флуктуаций (пиков), которые присутствуют во 
временном ряде объема транзакций «Экссон» (верхний график, по оси абс-
цисс — время, по оси ординат — количество акций в миллионах). 

Показатель степени λ для распределения всех (не только первых 4) 
1000 акций компаний составил величину 1,7. При этом результат λ = 1,7 
получался не только для 15 мин интервала ,t  но и для 39-, 65-, 78-, 130- 
и 390-минутных интервалов измерений объема проданных акций. Таким 
образом, закон флуктуаций (6.8) попадает в вышеупомянутое «окно Ле-
ви»: 0 2,   и есть основания полагать, что распределения объемов куп-
ли-продажи акций — это распределения Леви. 
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а) б)  
Рис. 4.4 

 
Распределение количества акций, торгуемых в одной биржевой сдел-

ке (одном тике),  Q x  также определенно попадает в «окно Леви» (см. [11] 
и обсуждение в [12, 13]). Параметры 1,63 1,45   были получены при 
помощи различных статистических методов для одной и той же выборки 
акций крупнейших американских компаний (см. также [10]), ~ 1,58  — 
для акций 85 крупнейших компаний, торгуемых на Лондонской фондовой 
бирже (LSE) в 2001–2002 годах, ~ 1,53  — для акций 13 компаний, вхо-
дящих в индекс Парижской биржи CAC 40. 

Для российских «голубых фишек» мы получили показатели в диапа-
зоне 1,7 1,6   в зависимости от рассматриваемой ценной бумаги [7, 8]. 
На рис. 4.5 показано кумулятивное распределение объема торгов в одном 
тике для акций Сбербанка (21.11.2007). 

Естественно, данные зависимости справедливы только для акций. 
Ситуация с доходностями индексов несколько сложнее. Очевидно, что до-
ходности индекса могут зависеть от объема торгов акциями, входящими 
в индекс. Однако это предположение довольно сложно проверить экспе-
риментально (см. ниже). 

Наконец, известны распределения количества транзакций tN  (про-
сто операций купли-продажи акций без учета объема проданных акций). 
Они также оказались существенно негауссовыми. На рис. 4.6, а представ-
лен временной ряд транзакций tN  для компании «Экссон» за тот же вре-
менной период (1994–1995 годы) на временном интервале 30t   мин 
(нижний график), 52.tN    На верхнем графике приведен для сравнения 
гауссов некоррелированный шум с таким средним и дисперсией, что соот-
ветствует классической проблеме гауссовой диффузии (или классических 
случайных блужданий, см. следующие главы). 
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Рис. 4.5. Кумулятивное распределение объема торгов в одном тике для акций 
Сбербанка (21.11.2007). Прямой линией обозначена «хвостовая» зависи-
мость ,x   где 1,7   
 

(«Эксон»)

 
Рис. 4.6 

 
На рис. 4.6, б изображена плотность распределения (кумулятивная 

функция, первообразная к плотности распределения вероятности) для пяти 
компаний (к изображенным на рис. 4.3, а добавлена компания «Мерк», ее 
данные обозначены черными кружками). Величина показателя степени β, 
соответствующая закону 

 1( ) ~
( )t

t

F N
N 



 (4.9) 
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для кумулятивной функции распределения, равна 3,4 (плотность рас-
пределения вероятности транзакций будет спадать, соответственно, 
как 1 4,4( ) ~ ( ) ).t tN N  

   Тот факт, что это распределение, очевидно, имеет 
первый момент, будет использован ниже при построении схемы случайных 
блужданий доходностей акций. 
 
§ 3. Эмпирические данные о флуктуациях временных рядов 
биржевых индексов 
 

Негауссовость распределений флуктуаций доходности акций была 
четко выявлена только в середине 90-х годов и не вызвала серьезного про-
теста традиционалистов (приверженцев центральной предельной теоремы) 
еще и потому, что к этому времени уже были известны и исследованы без-
гранично делимые распределения (см., например, [14]). Но негауссовость 
биржевых цен (в данном случае commodities) была обнаружена гораздо 
раньше. В 1963 году Б. Мандельброт при исследовании цен на хлопок об-
наружил масштабирование распределения разности цен по времени: все 
распределения доходности на различных временных интервалах (напри-
мер, на 1 день и 1 месяц) имели одинаковую функциональную форму [15]. 
Именно Мандельброт предположил, что распределение доходности согла-
суется с устойчивым распределением Леви. Это значит, что надо было 
набирать огромную статистику, чтобы было много «больших» флуктуаций 
(у Мандельброта было 2000 точек, а при анализе флуктуаций индекса 
S&P 500 — более миллиона). 

С негауссовостью флуктуаций биржевых цен на commodities и до-
ходности акций еще можно было смириться после перечисленных выше 
работ [2–5, 7, 8, 15] и многих других соответствующих, хотя при этом 
пришлось радикально пересматривать представления так называемой клас-
сической математической экономики в части, касающейся формул Блэка–
Скоулза (см. главу 3, они просто противоречат эмпирическим результатам 
параграфа 1 этой главы) и т. п. Но смириться с негауссовостью флуктуаций 
биржевых индексов, которые представляют из себя в основном линейные 
комбинации курсов соответствующих акций, было намного труднее. Ос-
новной вклад в понимание этих флуктуаций внесла группа Стенли. 

Наиболее полно исследованы временные ряды именно биржевых ин-
дексов. Особенно тщательно исследовался индекс S&P 500. Он учитывает 
500 наибольших по капитализации (суммарной стоимости акций) компа-
ний США. Именно исследуя флуктуации этого индекса, Мантенья и Стен-
ли показали, что распределение плотности вероятности изменений индек-
са ( ):Y t  
 ( ) ( )tZ Y t t Y t      (4.10) 
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на временном интервале t  [16] подчиняется так называемому «усеченно-
му» распределению Леви. При этом в центральной части (для флуктуаций, 
не превышающих шести стандартных отклонений ,  экспериментальное 
значение которого было 0,0508) оно совпадает с распределением Леви, 
а при больших флуктуациях проходит ниже графика этого распределения. 
На рис. 4.7 приведены все графики плотностей вероятностей флуктуаций 
индекса S&P 500 для t  от 1 до 1000 мин в полулогарифмическом мас-
штабе. Оказалось, что распределение Леви для всех интервалов време-
ни t  было одинаковое: 

 
0

2( ) cos( )exp( ) .Lp x tx dx  




    (4.11) 

Здесь / ,tZ   параметры 1,4,   0,00375.   Если построить в полу-
логарифмическом масштабе график нормированного изменения индек-
са :sZ  

1/ ,
( )s

Z
Z

t 


 

то все кривые нормированных плотностей распределений совпадут 
(рис. 4.8). 

Распределение Леви для «крыльев» распределения (больших флук-
туаций индекса S&P 500) хотя и проходит ниже чистого распределения 
 

Приращение индекса S&P 500 Z  
Рис. 4.7 
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Рис. 4.8 

 
 

 
Рис. 4.9 

 
Леви, однако гораздо выше гауссова распределения с тем же .  На рис. 4.9 
показано распределение Z в полулогарифмическом масштабе с 1t   мин. 
Для сравнения приведено гауссово распределение (опрокинутая парабола). 
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На этом графике видно хорошее совпадение центра распределения 
с формулой Леви (4.11). Эта работа положила начало исследованию флук-
туаций доходности биржевых индексов. 

В дальнейшем изучение распределений флуктуаций биржевых ин-
дексов было продолжено, поскольку область усечения ( 6 )Z   не была 
первоначально описана какими-либо зависимостями [5]. Для индекса 
S&P 500 изучалось распределение флуктуаций на масштабе времени .t  
Анализировались теперь три базы данных. База данных (i) содержала при-
близительно 1 200 000 записей значения индекса с интервалом времени 
1 мин в течение 13-летнего периода (1984–1996 годы), база данных (ii) — 
8 686 ежедневных записей в течение 35-летнего периода (1962–1996 годы), 
база данных (iii) — 852 ежемесячных записей в течение 71-летнего перио-
да (1926–1996 годы). Вычислялось распределение вероятности доходности 
индекса в виде (4.1) на различных масштабах времени ,t  где t  изменя-
лось на четыре порядка — с 1 минуты до больше чем одного месяца. Было 
найдено, что распределение флуктуаций индекса S&P 500 в области усече-
ния для  4t   дней ~1560 минут соответствует степенному закону с пока-
зателем степени 3.   Рис. 4.10, а построен в полулогарифмическом мас-
штабе для кумулятивного распределения (1 — первообразная плотности 
вероятности) для 1,t   2 и 4 дней с использованием баз данных (i) и (ii). 
Видна хорошая асимптотическая сходимость к степенному закону плот-
ности вероятности с вышеуказанным показателем. В свою очередь, на 
рис. 4.10 ,б изображено то же распределение для 4,t   8 и 16 дней. Ре-
зультат для последнего значения 16t   дней не очень надежно свидетель-
ствует о переходе к гауссову распределению при больших .t  
 

    

Рис. 4.10 
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Рис. 4.11 

 
В центральной части распределения при небольших флуктуациях за-

кон спадания (показатель )  несколько отличается от полученного ра-
нее 1,4   ввиду того, что теперь определяется нормированная доход-
ность в виде (4.1), а не просто изменение индекса S&P 500, как в выраже-
нии (4.10). 

Были также проанализированы и другие кумулятивные индексы — 
японский NIKKEI 225 и гонконгский Hang Seng [5]. Были использованы 
еще две базы данных. База данных (iv) содержала 3 560 ежедневных запи-
сей индекса NIKKEI в течение 14-летнего периода (1984–1997 годы), и ба-
за данных (v) — 4 649 ежедневных записей индекса Hang Seng в течение 
18-летнего периода (1980–1997 годы). Для более длинных масштабов вре-
мени, чем  4t   дня, результаты (медленно) сходились к гауссовому рас-
пределению. Для кумулятивного распределения результаты представлены 
на рис. 4.11. Средний по временному интервалу t  показатель степе-
ни 3,05   для NIKKEI и 3,03   для Hang-Seng. 

На рис. 4.12 представлена функция распределения флуктуаций до-
ходности российского индекса РТС. Хорошо видно, что все графики куму-
лятивных распределений похожи друг на друга. В то же время кривые для 
доходностей с большими t  располагаются несколько выше графиков для 
доходностей с меньшими t  (см. также [5]). 

Таково экспериментальное поведение функций распределения флук-
туаций фондовых индексов, взятых на различных временах. Видно, что 
(нечеткая) сходимость к Гауссу предположительно имеет место только для 
больших Δt — 16 дней и больше: этому соответствуют одна точка 16-днев-
ных флуктуаций доходности S&P 500 на рис. 4.10, б и две точки месячных 
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флуктуаций доходности РТС на рис. 4.12. В целом распределение флук-
туаций нормированной доходности фондовых индексов сходно с флуктуа-
циями доходностей акций, рассмотренных ранее. Можно говорить, что 
флуктуации индексов и акций описываются усеченными распределениями 
Леви. Это — эксперимент. Теоретически объяснить подобные распределе-
ния, включая возможное появление «гауссовости», мы попробуем в сле-
дующих главах. 
 

 
Рис. 4.12. Кумулятивные распределения нормированных доходностей (см. текст) 
индекса РТС для различных .t  Дневные положительные флуктуации — закра-
шенные треугольники, дневные отрицательные флуктуации — закрашенные 
красные кружки; месячные положительные флуктуации — не закрашенные звез-
дочки, месячные отрицательные флуктуации — закрашенные звездочки. Прямая 
линия — 3.x  Дневные данные получены по результатам торгов 09.01.1995–
27.06.2007 гг. на бирже РТС, дневные данные получены по результатам торгов 
09.01.1995–20.10.2010 
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Глава 5 
Автокорреляции и спектры флуктуаций на фондовом рынке 

 
В предыдущей лекции были рассмотрены эмпирические данные 

о распределениях флуктуаций акций и биржевых индексов. Это еще не 
анализ, а лишь некоторая систематизация данных. В этой главе мы рас-
смотрим уже настоящие методы анализа временных рядов — корреляци-
онный и спектральный. 
 
§ 1. Автокорреляционные и спектральные методы анализа 
временных рядов 
 

До сих пор мы оперировали с функциями распределения одной слу-
чайной величины и их плотностями. Первый момент плотности распреде-
ления — математическое ожидание — может в общем случае зависеть от 
времени, если от времени зависит сама плотность распределения ( , ):p x t  

{ ( )} ( , ) .E x t xp x t dx   

В этом случае случайная величина называется случайным процессом. Если 
есть две непрерывные случайные величины, то они в общем случае опре-
деляются совместной плотностью вероятности 1 2 1 2( , , , ).p x x t t  Их второй 
смешанный момент есть корреляционная функция 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , ) .B t t x x p x x t t dx dx    

Если теперь 1 2 1 2( , , , )p x x t t  — совместная плотность вероятности одной 
и той же случайной величины (т. е. вероятность найти ее в момент време-
ни 1t  в точке x1 и в момент времени 2t  в точке 2 ),x  то функция В  называ-
ется автокорреляционной. Стационарным случайным процессом называет-
ся процесс с независящим от времени средним значением, а автокорреля-
ционная функция зависит только от разности времен 2 1 .t t    Это значит, 
что и дисперсия, которая является вторым моментом одночастичного рас-
пределения, не зависит от времени. Другие определения стационарности 
можно найти в [1]. 

Простейшим примером является случайный процесс Винера (опре-
деляемый уравнением Ланжевена): 

 ( ),dx
x t

dt
    (5.1) 
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где ( )t  — дельта-коррелированный (белый) шум. Записывая два уравне-
ния вида (5.1) для двух моментов времени одной и той же величины, ум-
ножая их накрест на саму случайную величину в другой момент времени, 
получаем после усреднения 

 2 0 ( ) exp( 2 ).dB
B B

d
  


      (5.2) 

Как говорят в этом случае, корреляции случайной величины в данном слу-
чае короткие. Величина 2  имеет смысл обратного времени корреляции. 
Вообще, короткие корреляции случайных величин реализуются (для n  не-
зависимых случайных величин 1 2,  ,  ),n    если среднее квадрата их 
суммы 

2
2

1
{ } const.

n

n i n
i

E S E n 


       
   
  

Если же этот квадрат сумм стремится к бесконечности быстрее, чем n (он 
пропорционален ,an  где 1),a   то говорят о длинных корреляциях (этих 
случайных величин) [1]. Интуитивные же представления, что корреляции 
короткие, если время корреляции мало, и длинные — если велико, не соот-
ветствуют действительности. 

Итак, случайные процессы с короткими корреляциями имеют нор-
мированную автокорреляционную функцию типа (5.2): 

 2

corr

( ) exp ,B


 


 
  

 
   corr

1 .
2




  (5.2а) 

Легко видеть, что спектр такого случайного процесса [2] 

 
2

2
2( / )( ) ( )exp( 2 )

1 (2 / )
S f B i ft dt

f

  
 





  
  (5.3) 

и спадает с увеличением частоты f  как 21 .f  Обычно именно спектр 21 f  
является доказательством кратких корреляций. Например, автокорреляция 
ежедневной доходности акций «Кока-Колы» (т. е. 1t   день), измеренная 
на базе данных с июля 1989 года по октябрь 1995 года, дает время корре-
ляции меньше 1 торгового дня (рис. 5.1, а), а спектр падает как 21 f  
(рис. 5.1, б в полулогарифмическом масштабе, по оси x отложено обратное 
количество торговых дней). 

Это пример коротких корреляций. Из рис. 5.1, а следует, что время 
корреляции доходностей акций «Кока-Колы» меньше 1 торгового дня. На 
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самом деле корреляции доходностей акций имеют гораздо меньшее время 
корреляции corr .  Анализ производился для российского фондового рынка, 
на рис. 5.2 представлены автокорреляционные функции доходностей акций 
«ЛУКОЙЛа». По оси x отложены торговые минуты биржи ММВБ 
(MICEX). Время 1 мин является минимальным временем выдачи данных 
с постоянным интервалом (более частые тиковые данные имеют, естест-
венно, случайные интервалы между определением курса акции). Флуктуа-
ции других российских акций — «голубых фишек» — показывают точно 
такие же коэффициенты 1-минутной автокорреляции. Таким образом, мож-
но утверждать, что и доходности российских акций дельта-коррелированы 
во времени, автокорреляции доходностей акций всегда короткие, спектр 
шума — 21 .f  
 

τ (торговые дни)

R
(

)τ

а) б)  
Рис. 5.1 

 

 
Рис. 5.2 
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Автокорреляции доходностей индексов также получаются коротки-
ми, но в этом случае не дельта-коррелированными. Для S&P 500 автокор-
реляционная функция представлена на рис. 5.3, а. 
 

Задержка времени  (мин)τ

Экспоненциальный спад, минτch= 4 

 
Рис. 5.3 

 
А на рис. 5.3, б — ее спектр, который также спадает как 21 ,f  при-

чем рис. 5.3, б построен по результатам наблюдений индекса S&P 500 в те-
чение 50 лет. 

Автокорреляции индекса РТС выглядят совершенно аналогично 
(рис. 5.4). Время корреляции corr  здесь около 51 секунды. 
 

 
Рис. 5.4. Коэффициент автокорреляции индекса РТС 
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Механизм автокорреляций индексов, очевидно, инерционный: в то 
время как часть акций, входящих в индекс, быстро проторговывается 
и корреляция по этой части акций теряется, часть акций не успевает быть 
проданной — поэтому автокорреляция этой части акций остается высокой 
(единичной), но и она исчезает со временем. Поэтому коэффициент авто-
корреляции индекса убывает, но не дельтаобразно, а с некоторой (доста-
точно большой) скоростью, которую и описывает время корреляции corr .  

Для случайных процессов с короткими корреляциями автокорреля-
ционный и спектральный анализ не являются исчерпывающими. Еще 
обычно анализируют зависимость стандартного отклонения (дисперсии 
случайного процесса [2]) от времени: 

( ) ~ .t t  

Для случайного процесса с независимыми приращениями 1 2   такая за-
висимость выполняется для спектров доходности индекса S&P 500, изме-
ренного с интервалом времени 1t   мин во временном окне от 30 торго-
вых минут до 100 торговых дней. При измерении доходности на интерва-
лах до 30 торговых минут имеет место супердиффузия ( 1 2):   0,8;   
в то же время на больших временных измерениях случайный процесс схо-
дится к броуновской диффузии 1 2,   но все же несколько отличается от 
нее  0,53 .   Подобные измерения были проделаны для индекса New 
York Composite, германского индекса DAX и индекса миланской бир-
жи MIB. Результаты оказались 0,52, 0,53 и 0,57 соответственно, что свиде-
тельствует о близости всех вышеуказанных индексов к короткокоррелиро-
ванным [1]. 
 
§ 2. Случайные процессы с длинными корреляциями 
 

Если автокорреляционная функция случайного процесса имеет вид 

 1( ) ~ ,B       2,   (5.4) 

то у нее нет характерного временного масштаба — времени корреля-
ции corr  (имеется в виду, что отсчет времени начинается с некоторого не-
нулевого 1).t  Спектр случайного процесса при этом будет 

 const( ) ,S f
f
    0 2.   (5.5) 

Вышерассмотренный случай 2   соответствует винеровскому процессу. 
В дальнейшем мы увидим, что более длинные автокорреляции дают не из-
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менения цен акций или индексов, а величины типа волатильности — неус-
тойчивости рынка (это не просто изменение, а изменение по абсолютной 
величине). Случай 1   соответствует 1 f  шуму. Подобные спектры часто 
встречаются как раз в физике [2]. Теперь вернемся к корреляциям. 

Длинными корреляциями на фондовом рынке обладает упомянутая 
волатильность [3]. Можно определить средний модуль изменения доход-
ности 

( )( ) ln
( )

i
i

i

Y t t
S t

Y t

 
   

как 

 
1

1( ) ( ) ,
N

i
i

A t S t
N 

    (5.6) 

где индекс i  теперь не номер компании, а соответствующий временной 
интервал t  (все эти интервалы взяты, естественно, одинаковыми). Полу-
ченная таким образом величина А  есть усредненная волатильность (неста-
бильность рынка) по всем временным окнам ,t  то есть она устраняет 
биржевой тренд (среднее повышение или понижение). Нормированную 
доходность можно определить как 
 ( ) ( ) ( ),g t S t A t     (5.7) 

а волатильность при этом будет просто модулем (5.7) | ( ) | .g t  
Для индекса S&P 500 и временного отрезка 1t   день результаты 

автокорреляций функции самой доходности и автокорреляции функ-
ции ( )g t  представлены на рис. 5.5, а и | ( ) |g t  — на рис. 5.5, б. 
 

τ = 4,0 мин

γ = 0,30

 
Рис. 5.5 
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Видно, что в структуре случайного процесса (5.7) присутствуют ко-
роткие корреляции со временем корреляции около 4 мин (то же, что и для 
самой доходности индекса, левый рис. 5.5, а). В то же время в структуре 
случайного процесса есть и длинные корреляции волатильности (вплоть до 
времени от сотни тысяч минут до нескольких десятков лет) с функцией ав-
токорреляции 

 ( ) ~ ,B t t     0,30 0,03.    (5.8) 

Автокорреляционные функции волатильности, построенные для отдель-
ных компаний, составлявших индекс S&P  500 в 1994–1995 годах, также 
дают спектры мощности, сходные между собой (рис. 5.6 выполнен в двой-
ном логарифмическом масштабе, по оси x отложена обратная частота, вре-
менной интервал измерений 5t   мин). Видно, что график спектра 
состоит их двух частей. Для более высоких частот 1 / 700xf   мин, соот-
ветствующих малому времени измерения выражения (5.7), спектр описы-
вается степенным законом, дающим длинные корреляции ( ) ~ 1 ,S f f   
и величина   для всех компаний равна 0,5. Вторая часть спектра — для 
низких частот 1 700xf   мин, величина   для всех компаний равна 0,2, 
что свидетельствует об ограниченности в нуле частот (плоской вершине 
графика) спектра мощности. Здесь же отложен график спектра индекса 
S&P 500 для того же временного интервала 5t   мин: здесь, естественно, 
отсутствуют короткие корреляции, а длинные корреляции также дают 
спектр мощности волатильности, схожий со спектрами индивидуальных 
компаний. 
 

Один день
β2 =0,78

β1 =0, 72

β1 =0,20
β2 =0,50

 
Рис. 5.6 
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Аналогичные результаты получены нами для автокорреляции вола-
тильности индекса РТС (см. рис. 5.7). 
 

 
Рис. 5.7 

 
Автокорреляции длинные, т. е. автокорреляционная функция имеет 

вид (5.4), а показатель степени γ = 0,27 ± 0,03, что весьма близко к резуль-
тату Стенли (5.8) для волатильности S&P 500. 
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Глава 6 
Корреляции на фондовом рынке 

 
§ 1. Корреляционные методы исследования курсов акций, 
их производных и кумулятивных фондовых индексов как 
случайных процессов (случайных временных рядов) 
 

Практически все исследования корреляций на фондовом рынке про-
изводятся с величинами нормированного роста (падения) цен i-й акции. 
Как уже говорилось, эти величины называются доходностями. Напомним, 
что если ( )iY t  — курс акции некоторого предприятия (или вообще курс не-
которой ценной бумаги или биржевого индекса) на фондовом рынке, то его 
доходность в момент времени t, вычисленная по сравнению с предыдущим 
моментом времени 1,t   есть 

 ( )ln ln ( ) ln ( 1).
( 1)

i
i i i

i

Y t
S Y t Y t

Y t
   


 (6.1) 

Легко видеть, что для небольших изменений курса ( ) ( 1) ( )i iY t Y t Y t     
величина iS  — это просто нормированное изменение курса ак-
ций ( ) / ( ).i iY t Y t  

Пусть имеется также временной ряд доходности другой ценной бу-
маги ( ):jU t  

 
( )

ln ln ( ) ln ( 1).
( 1)

j
j j j

j

U t
S U t U t

U t
   


 (6.2) 

Соответственно, коэффициент корреляции между изменениями кур-
сов i-й и j-й ценной бумаги (акции) есть по определению 

 
2 2 2 2

.i j i j
ij

i i j j

S S S S

S S S S


     


        
 (6.3) 

Здесь треугольные скобки означают усреднение по ансамблю. Так как 
в этой главе исследуются фактически дискретные случайные величины 
(доходностей), поскольку они измеряются только в определенные моменты 
времени (не обязательно одинаковые моменты времени — между иссле-
дуемыми на коррелированость величинами может быть временной сдвиг), 
то 

1
( ),

N

i i k
k

S S t
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где kt  — те моменты времени, в которые зафиксировано значение величи-
ны .iS  Очевидно, что полное количество измеренных значений N должно 
быть одинаково для обеих величин iS  и .jS  

Случай 1ij   означает полную корреляцию, –1ij   — полную ан-
тикорреляцию ( 0,ij   вообще, статистически сомнительная область). Так 
определяется одномоментная (взятая в один и тот же момент времени) 
корреляция дискретных случайных величин. С этими дискретными слу-
чайными величинами мы, как указывалось, и будем в основном работать. 
Если же есть две непрерывные случайные величины, то их корреляционная 
функция — просто второй смешанный момент (см. предыдущую главу) 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , ) .B t t x x f x x t t dx dx    

Вместо коэффициента корреляции можно ввести так называемое 
расстояние между ценными бумагами (акциями) [1]. Пусть доходность ка-
кой-то ценной бумаги (6.1) или (6.2) измерена n раз на одинаковых интер-
валах (одинаковой статистической выборке) измерений. Можно ввести 
единичный n-мерный вектор 

 
2 2

.i i
i

i i

S S
S

S S

   
    

 (6.4) 

Тогда расстояние между акциями ijd  определяется по теореме Пифагора: 

 
22 2

1 1
( ) 2 1 ( ) ,

n n

ij i j i j i j
k k

d S S S S S S
 

            
 

   (6.5а) 

то есть расстояние между ценными бумагами (как говорят, расстояние 
в ультраметрическом n-мерном пространстве) связано с коэффициентом 
корреляции между ними же простым соотношением 

  2 1 .ij ijd    (6.5б) 

Можно не вводить никаких дополнительных пространств, а просто опре-
делять расстояния между акциями по формуле (6.5б). Рассмотрим теперь 
вопрос, как коррелированы ценные бумаги на фондовом рынке. 

В основном индексе американского фондового рынка — индексе 
Доу-Джонса — учитывается 30 компаний («Дженерал Электрик», «Кока-
Кола», «Экссон» и т. д.), что определяет (30·29)/2 коэффициентов корреля-
ции. Оказалось, что коэффициенты корреляции между их доходностями 
довольно велики. Например, в 1990 году максимальные корреляции 0,73 
имеет пара «Кока-Кола» и «Проктер энд Гембл» (минимум – 0,02), 
а в 1994 году максимум коэффициентов корреляции был 0,51, минимум 
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отрицательный 0,06.  В индексе S&P 500 в 1990 году максимум был 0,81, 
минимум 0,3,  в 1994 году максимум был 0,82, минимум 0,25.  Интерес-
но распределение плотности вероятности коэффициентов корреляции ком-
паний, учитываемых индексом S&P 500 (рис. 6.1) [1]. 
 

P
(

)ρ
P

(
)ρ

P
(

)ρ
P

(
)ρ

P
(

)ρ

Коэффициент корреляции ρ  
Рис. 6.1 

 
Оказалось также, что компании группируются по степени коррели-

рованности доходностей. Действительно, можно ожидать, что курсы акций 
нефтяных компаний — «Экссон» (XON), «Шеврон» (CHV), «Тексако» 
(TX) — более коррелированы между собой, чем, например, с акциями 
«Кока-Колы». Так и оказалось. Компании по степени коррелированности 
доходностей акций группируются в так называемые фондовые кластеры. 
Например, внутри индекса Доу-Джонса 30 компаний образуют четыре кла-
стера: нефтяной, торговых компаний и т. д. Кластеры образуются так: сна-
чала ищутся две компании с наименьшими расстояниями (наибольшими 
корреляциями). 

Для 1990 года это уже упомянутые «Кока-Кола» (KO) и «Проктер 
энд Гембл» (PG) (это кластер торговых компаний), а также нефтяные 
«Шеврон» и «Тексако». Затем ищется наименьшее расстояние других ком-
паний с этими парами. Так, к последней группе присоединяется «Экссон», 
а к первой паре — «Дженерал Электрик» (GE). Затем тройки соединяются 
наименьшим расстоянием из оставшихся пар (это «Проктер энд Гембл» – 
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«Экссон»), рис. 6.2, б. Такая структура напоминает перевернутое (иерар-
хическое) дерево. Если отвлечься от величины расстояния между доходно-
стями (величины корреляций) и просто соединять точки-компании линия-
ми с ближайшими (в ультраметрическом пространстве) соседями, то полу-
чается минимальное стягивающее дерево, которое для структуры рис. 6.2, б 
представлено на рис. 6.2, а. 
 

 
Рис. 6.2 

 
В 1991–1994 годах кластерная структура компаний внутри индекса 

Доу-Джонса меняется не очень сильно, хотя величины корреляций и ме-
няются. Можно измерить кластеризацию компаний, учитываемых индек-
сом Доу-Джонса за 1989–1995 годы (имеется три кластера: нефтяной, тор-
говых компаний, рудных компаний). На рис. 6.3, а представлено мини-
мальное стягивающее дерево компаний индекса Доу-Джонса за эти годы 
(в центре — компания «Дженерал Электрик», это самая «тяжелая» — до-
рогая по стоимости акций — компания в мире в среднем за эти годы), три 
кластера находятся слева (рудный), внизу (торговый) и внизу справа (неф-
тяной). 

А на рис. 6.3, б представлена иерархическая структура этого же ин-
декса1. 

В индексе S&P 500 за этот же период образуются 44 фондовых кла-
стера. 

Аналогичным образом кластеризуются национальные фондовые бир-
жи [2]. Определяя доходности национальных фондовых индексов в нацио-
нальных валютах, иерархическая структура расстояний между акциями 
(образованная так же, как компании на рис. 6.2, а) дает четыре группы ин-
                                                 
1 Расшифровки аббревиатур компаний, кроме перечисленных выше, можно найти на 
сайте www.djia.com. Эти аббревиатуры являются стандартными. 
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дексов (рис. 6.4, а). Толстыми сплошными линиями представлены северо-
американские индексы Доу-Джонс, S&P 500, NASDAQ и канадский ин-
декс, тонкими сплошными — европейские, штриховыми — азиатские, 
данные рассчитаны по ежедневным корреляциям за 1988–1991 годы. На 
рис. 6.4, б представлены те же индексы в 1993–1996 годах. Видна некото-
рая перегруппировка индексов: в частности, американский кластер стал 
ближе с азиатским, нежели чем с европейским (что было ранее в 1988–
1991 годах). На рис. 6.4, б — самая некоррелированная с остальными ми-
ровыми фондовыми рынками индийская биржа (индекс BSE 30). 

 

 
Рис. 6.3a 

 

 
Рис. 6.3б 
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а)     б)  
Рис. 6.4 

 

 
Заметим, что российский фондовый индекс РТС входит, как ему 

и полагается, в европейский кластер. 
Такой анализ необходим для формирования инвестиционного порт-

феля. Действительно, если акции различных компаний приобретаются на 
длительный срок с целью сбережения и некоторого умножения денег 
(например, пенсионными фондами), то нет смысла покупать одновременно 
акции «Кока-Колы» и «Пепси-Колы» (они сильно коррелированы), 
а есть — «Кока-Колы» и «Тексако», потому что они в среднесрочной пер-
спективе коррелированы меньше. С другой стороны, если инвестор осуще-
ствляет биржевые высокорисковые спекуляции, то ему имеет смысл ску-
пать все акции перспективного (где может ожидаться большой рост; на-
пример, акции нефтяных компаний сильно растут в преддверии любых 
событий на Ближнем Востоке) фондового кластера. 
 
§ 2. Формирование портфеля инвестиций и динамика его доходности. 
Одноиндексная модель динамики ценной бумаги 
 

Мы, наконец, можем перейти к моделированию (каких-то частей) 
фондового рынка. Коль скоро доходности акций показывают достаточно 
высокие корреляции, имеет смысл предложить некоторую модель влияния 
одних событий на фондовом рынке на другие. Действительно, существует 
метод корреляционной матрицы, где доходность некоторой ценной бумаги 
(акции, фондового индекса) mR  в момент t за m периодов измерений кур-
сов ценных бумаг определяется уравнением 
 0 .m m mk k mR R B      (6.6) 

Здесь 0mR  — некоторая «нулевая» доходность (это может быть самая низ-
кая доходность рынка — доходность бондов, см. главу 3), по дважды 
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встречающимся индексам подразумевается суммирование. Матрица mkB  
из m k  элементов есть случайная матрица действия k факторов на доход-
ность на любом из шагов n измерения доходности ,mR  ξ — это соответ-
ствующий случайный фактор (доходность некоторой акции, например), 
а ε — специфический риск, в такой записи являющийся шумом. Соответ-
ственно, подобная матрица может быть построена для определения доход-
ности какой-либо ценной бумаги, которая коррелирует с доходностями 
других ценных бумаг, которые считаются известными. Однако в записан-
ном виде (6.6) модель очень сложна, и обычно используют одноиндексную 
модель (т. е. влияющий фактор только один). Эта задача была решена 
Мантеньей [3]. В этом рассмотрении определялась доходность акций как 
нормированное изменение: 
 ( ) ( ( ) ( 1)) / ( 1).i i i iR t Y t Y t Y t     (6.7) 
Доходность рынков до и после крахов 19.10.1987 (падение индекса 
S&P 500 на 20,4 % за один день, так называемый «черный понедельник»), 
а также менее глубоких падений этого индекса, связанных с азиатским 
кризисом 27.10.1997 (6,9 %) и 31.08.1998 (6,8 %), несимметрична 
(рис. 6.5а, 6.5б, 6.5в для перечисленных кризисов соответственно, по оси y 
везде отложена доходность R (6.7)). 
 

Торговые дни Торговые дни Торговые дни  
Рис. 6.5а Рис. 6.5б Рис. 6.5в 

 
Введем среднюю по ансамблю доходность (n — число компаний), 

показывающую средний тренд (движение вверх или вниз) рынка: 
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   (6.8) 

а также эмпирическое стандартное отклонение доходности 
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t R t t
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  (6.9) 

Из рис. 6.5а, 6.5б, 6.5в видно, что до кризиса значение σ всегда меньше, 
чем после. 
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Рассмотрим одноиндексную модель — базовую для динамики цен на 
финансовом рынке. В ней имеется всего один влияющий фактор. За этот 
фактор выбирают обычно тот самый индекс S&P 500. Для доходности ка-
ждой ценной бумаги вместо (6.6) имеем 
 ( ) ( ) ,i i i M iR t R t      (6.10) 

где i  и i  — константы (для данной акции), MR  — «рыночная» доход-
ность, i  — шум со средним — 0. Все эти параметры некоррелированы. 
Шум рассматривают гауссов и негауссов, пока предполагаем, что у него 
конечная дисперсия .i  

Определим центральные моменты. Среднее по ансамблю (обозначе-
но треугольными скобками) зависит от времени: 

( ) ( ) .i i M it R t             

В силу центральной предельной теоремы i   (эта величина является сум-
мой большого количества случайных величин) распределена по Гауссу 
с нулевым средним и дисперсией / .i n  Выражение для среднего по вре-
мени (обозначено квадратными скобками) проще, так как в нем нет шума 
ввиду его усреднения: 

[ ( )] [ ( )].i i Mt R t         

Отклонение по ансамблю некоторой величины ix  есть 
2 2( ) ,i i ix x x         

а по времени — 
2 2[ ] [( [ ]) ].i i ix x x    

Это значит, что отклонение μ по времени есть 
2

2 2 2[ ( ) ] [ ( ) ] .i

i Mt R t
n
 

 
       

Для стандартного отклонения σ 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) .i i M i it R t t t                 

Можно выразить доходность ( )MR t  через ( ),t  тогда получим 
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 (6.11) 
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Для больших ( )t  имеем 

2

( ) ( ),i

i

t t


 

 


 

 

то есть среднее по ансамблю стандартное отклонение пропорционально 
тренду! Исключим шумовые слагаемые. Если взять шум гауссовым, то 

2 2 2( ) ( ) ( ) ,i i it t t           

в то время как 
2 2[ ( ) ]

ii t        

и 
2 2 2 2 2[ ( )] [ ( )] .

ii i Mt R t              

Очевидно, что параметры α, β и σ пока неизвестны, но они опреде-
ляются методом наименьших квадратов, если выбран рыночный фак-
тор .MR  Были рассмотрены 1987–1998 годы и портфель из 1071 компа-
ний [3], которые котировались на бирже в это время (остальные добав-
лялись и выбывали). В качестве рыночного фактора выбирался, как уже 
указывалось, индекс S&P 500 за это же время. Результаты сведены в таб-
лицу 6.1. 
 

Таблица 6.1 
Параметр Среднее Стандартное отклонение 

i  
42,02 10  43,94 10  

i  
16,93 10  13,06 10  

2


 45,47 10  46,69 10  

 
После этого можно сгенерировать суррогатный набор временных ря-

дов по одноиндексной формуле. Естественно, что «случайная» часть отно-
сится в шум. Этот шум в суррогатных временных рядах моделировался га-
уссовым распределением и распределением Стьюдента с 3.k   Результаты 
представлены в таблице 6.2 для среднего тренда и в таблице 6.3 для стан-
дартного отклонения. Из таблиц видно, что средний тренд одноиндексной 
моделью описывается хорошо, а стандартное отклонение — хуже, причем 
шум лучше описывается распределением Стьюдента, 3.k   Для парамет-
ров таблицы 6.1 выражение (6.11) может быть упрощено до 
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что при данных значениях параметров α, β и σ дает зависимости стандарт-
ного отклонения от тренда для гауссова шума (рис. 6.6, а) и шума Стью-
дента, 3k   (рис. 6.6, б). 
 

Таблица 6.2 
( )t  Среднее Стандартное отклонение 

Эксперимент 45,6 10  473,7 10  

Теория 45,7 10  465,8 10  

Гаусс 45,8 10  465,7 10  

Стьюдент, 3k   45,6 10  465,9 10  
 

Таблица 6.3 
2 ( )t  Среднее Стандартное отклонение 

Эксперимент 45,4 10  43,8 10  

Теория 45,8 10  58,5 10  

Гаусс 45,6 10  58,4 10  

Стьюдент, 3k   45,6 10  42,2 10  
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Рис. 6.6 

 
Итак, одноиндексная модель позволяет определить зависимость 

стандартного отклонения рынка от его тренда в «спокойные» дни. Здесь 
шум можно положить гауссовым. В дни крахов даже и шум с распределе-
нием Стьюдента 3k   не дает несимметричности стандартного отклонения 
относительно дня краха, но он лучше описывает его абсолютную величи-
ну. Наконец, одноиндексная модель слишком простая. Надо строить, по 
аналогии со случайной матрицей, многоиндексную модель. Минимальное 
стягивающее дерево для одноиндексной модели было построено Мантень-
ей [4]. Оказалось, что структура модельного дерева не образует кластерной 
структуры, в то время как эта кластерная структура реально существует 
в экспериментально определенном минимальном стягивающем дереве всех 
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упомянутых 1071 компаний. Реальная группировка в кластеры осуществ-
лялась по индустриальным секторам. Таким образом, одноиндексная мо-
дель, хотя и является наглядной, не описывает кластерной структуры фон-
дового рынка. Она, однако, позволяет делать некоторые (краткосрочные) 
прогнозы, что будет продемонстрировано далее. 
 
§ 3. Одноуровневые одновременные корреляции изменений 
курсов акций российских компаний. Топология российского 
фондового рынка 
 

Нижним анализируемым уровнем обычно являются корреляции из-
менений курсов акций различных компаний между собой на одном и том 
же фондовом рынке. Эти корреляции оказываются одновременными, т. е. 
существуют один торговый день. Основной задачей здесь обычно является 
установление, какие компании более коррелированы на фондовом рынке, 
а какие — менее [1, 5]. Также устанавливается кластерная структура рынка 
и его топологическая структура. Продемонстрируем это впервые на при-
мере российского фондового рынка. Проанализируем только уровень «0»: 
рассмотрим корреляции изменений курсов наиболее котируемых акций 
российских компаний — так называемых «голубых фишек» — в Россий-
ской торговой системе (РТС) в годовой динамике. Будем пользоваться ве-
личиной доходности iY  i-й компании, определяемой выражением 

ln ( ) ln ( 1),i i iY P t P t    
где ( )iP t  — цена акции этой компании в момент закрытия текущего торго-
вого дня, а ( 1)iP t   — предыдущего. Образуем коэффициент корреляции 
доходностей акций двух компаний — iY  и jY  — по обычной формуле, ана-
логичной (6.3): 

 
   2 2 2 2

.i j i j
ij

i i j j

YY Y Y

Y Y Y Y


     


          
 (6.13) 

Здесь скобки означают, как и прежде, усреднение по ансамблю — выборке 
значений iY  и .jY  Поскольку мы рассматриваем задачу в годовой динамике, 
эта выборка составляет приблизительно 260 значений: это количество тор-
говых дней в системе РТС за один год. Обычно для построения кластерной 
и топологической структуры рынка используются не сами значения коэф-
фициента корреляции ,ij  а величины расстояния между компаниями 
в ультраметрическом пространстве ijd  (корректное введение этого рас-
стояния см. в начале данной главы): 

2(1 ).ij ijd    
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Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании

Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании

Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании  

Модельное минимальное стягивающее дерево 1071 компании  
Рис. 6.7 
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Рис. 6.8. Минимальное стягивающее дерево рос-
сийских компаний в 2002 году. Примыкание ветвей 
определяется тем же максимумом корреляции (по
выборке 2002 года). Все расстояния между связан-
ными компаниями здесь одинаковые, что упрощает
и делает наглядной иерархию связей на российском
фондовом рынке. Центр дерева образует компания 
с наибольшим количеством связей — «ЛУКОЙЛ»
(LKOH). Центр кластера провинциальных теле-
коммуникационных компаний образует OMZZ —
«Обуховские заводы – Уралмаш». Другие обозначе-
ния: AVAZ — «АвтоВАЗ», GAZA — «ГАЗ», SIBN —
«Сибнефть», YUKC — «ЮКОС», TATN — «Тат-
нефть», SNGS — «Сургутнефтегаз», EESR — РАО 
«ЕЭС России», MGSN — «Мосэнерго», RTKN —
«Ростелеком», GMKN — «Норильский никель», 
SBER — Сбербанк, CNTL — Центральный теле-
граф, FESH — Дальневосточное морское пароход-
ство, AFLT — «Аэрофлот», MFGS — «Мегионнеф-
тегаз», LNTC — «Ленсвязь», ESMO — Центральная
телекоммуникационная компания, LCNG — «Лен-
энерго», NNSI — «ВолгаТелеком», URSI — «Урал-
связьинформ», SPTL — Северо-Западный Телеком
 

На рис. 6.7 представлены графики кластерной структуры российско-
го фондового рынка в РТС [5] за 1997–2003 годы, на последнем приведена 
динамика индекса РТС (обозначения компаний см. на сайте www.rts.ru, 
часть обозначений см. на рис. 6.8). Количество учитываемых компаний за 
этот период увеличилось с 29 в 1997 году до 55 в 2003-м. Расположение 
компаний на рисунке производилось следующим образом: сначала опреде-
лялась пара компаний, расстояние между которыми — наименьшее (а кор-
реляция — наибольшая). Далее находилась компания, расстояние которой 
оказывалось наименьшим до любой компании их предыдущей пары и т. д. 
Наибольшей скорости роста индекса РТС в 1997 году соответствует 
бескластерная структура. Уже при падении рынка в 1998–1999 годах и его 
(не таком быстром как в 1997 году) росте в 2000–2003 годах кластерная 
структура фиксируется отчетливо. Простое объяснение этого факта состо-
ит в том, что при быстром росте рынка все акции активно покупаются 
и, следовательно, более-менее коррелированно растут в цене. Если ситуа-
ция меняется, то сразу проявляется кластеризация рынка. Топологическая 
структура российского фондового рынка приведена на рис. 6.8 для 2002 го-
да: имеются два кластера — «голубых фишек» I с нефтяным подкласте-
ром I и кластер провинциальных телекоммуникационных компаний II (об-
ведены). 
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Отметим, что корреляции в первом кластере (коэффициент корреля-
ции )ij  лежат в интервале 0,45 0,75,  в то время как корреляции во вто-
ром кластере ниже: 0,25 0,35.  Таким образом, структура российского 
фондового рынка постепенно приближается к характерной структуре меж-
дународных фондовых рынков, рассмотренных ранее в данной главе. 
 
§4. Разноуровневые разновременные корреляции изменений 
курсов акций российских компаний с международными 
отраслевыми индексами MSCI 
 

Задача об анализе корреляций объектов фондового рынка, принад-
лежащих разным уровням, возникает при попытке, например, установить 
количественное влияние мировых фондовых рынков на курс акций компа-
ний, принадлежащих развивающимся рынкам. Для России интересной яв-
ляется задача анализа влияния мировых рынков на курс акций российских 
компаний — «голубых фишек». Очевидно, что должна быть учтена отрас-
левая принадлежность компаний. Для этого были изучены корреляции 
российских «голубых фишек» с индексами двух более высоких уровней — 
отраслевыми и обобщенными индустриальными фондовыми индексами 
MSCI. Оказалось, что эти корреляции существуют два торговых дня РТС, 
причем максимальные корреляции с индексами соседнего отраслевого 
уровня могут достигаться как в первый (опережающие), так и во второй 
(запаздывающие) торговый день: 
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 (6.14) 

где ln ( ) ln ( 1)j j jU I t I t    — разность логарифмов отраслевого индек-
са jI  на момент закрытия торговли в системе РТС в день t, а временная ве-
личина Δ могла принимать значения 0, 1, 2 дня и т. д. Корреляции 
«через уровень» тоже существовали два дня, но максимума они всегда дос-
тигали на следующий торговый день РТС, т. е. были ожидаемо запазды-
вающими. Результаты для корреляций с отраслевыми индексами MSCI со-
седнего уровня представлены на рис. 6.9 для акций «ЛУКОЙЛа» в 1997 
и 2000 годах. 

Ослабление корреляций в 2000 году по сравнению с 1997-м связано 
с некоторым закрытием российского фондового рынка после 1998 года [6]. 
На рис. 6.10 приведены корреляции изменения курса акций того же 
«ЛУКОЙЛа» с кумулятивными индустриальными индексами MSCI для 
2001 и 2002 годов. 
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Рис. 6.9. Зависимость коэффициента корреляции изменения курса акций «ЛУ-
КОЙЛа» в 1997 и в 2000 годах от времени. Толстой сплошной линией обозначен 
коэффициент корреляции с индексом MSCI сталелитейной промышленности, 
тонкой — с индексом цветных металлов, толстой пунктирной линией — с ин-
дексом энергетической индустрии, тонкой — с индексом индустрии энергоис-
точников, штрихпунктирной — с кумулятивным мировым индексом MSCI. Мо-
мент времени –1 день соответствует индексу MSCI, измеренному на один торго-
вый день ранее измерения изменения курса акций «ЛУКОЙЛа» в системе РТС, 
момент 0 — тому же дню и т. д. Слева изображен 1997 год, справа — 2000 год 
 

 
Рис. 6.10. Толстой сплошной линией показан коэффициент корреляции измене-
ния курса акций «ЛУКОЙЛа» с кумулятивным индексом MSCI «Энергия», тон-
кой сплошной — с индексом «Материалы», тонкой штриховой — с индексом 
«Обрабатывающая индустрия», толстой штриховой — с мировым индексом. 
Слева — 2000 год, справа — 2001 год 
 

В целом можно утверждать, что рассмотренные корреляции, несо-
мненно, демонстрируют эффект влияния зарубежных, в первую очередь 
отраслевых, фондовых рынков на курс акций российских компаний, ввиду 
в первую очередь эффекта запаздывания. Этот факт может быть использо-
ван для построения многофакторных моделей инвестирования [1, 3, 5] 
(в частности, однофакторной [3]) и для краткосрочных прогнозов курсов 
акций компаний на развивающихся фондовых рынках (для российского 
см. [7]). 
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§ 5. Краткосрочные прогнозы курсов акций на российском 
фондовом рынке и других развивающихся рынках 
 

Все предыдущие исследования многофакторных моделей [1, 5, 8] 
(существуют и другие работы) используют 0,   т. е. одновременные кор-
реляции. Действительно, корреляции компаний на развитых рынках с со-
ответствующей «тяжелой» ценной бумагой (значения индекса S&P 500), 
в том числе и наши расчеты, демонстрируют максимальный коэффициент 
корреляции при  = 0. В то же время, как уже указывалось в предыдущем 
параграфе, коэффициенты корреляции ценных бумаг на развивающихся 
рынках (например, на российском) с развитыми рынками (индексами 
MSCI) демонстрируют максимум при  > 0. Так, количественно подтвер-
ждается интуитивное представление, что развивающиеся рынки следуют за 
развитыми. 
 

 
Рис. 6.11 

 
Очевидно, что сразу возникает вопрос: Как долго существуют корре-

ляции (значительные коэффициенты корреляции) между изменениями 
«тяжелых» ценных бумаг развитых фондовых рынков (индексов MSCI) 
и изменениями развивающихся рынков? Оказывается, что зависимости ко-
эффициентов корреляции, например доходности индекса РТС, с доходно-
стями индексов MSCI от временного сдвига различны. Существует группа 
довольно значительных коэффициентов корреляции (0,3–0,4) с одними ин-
дексами MSCI, которые затухают за 2–3 часа (показаны на рис. 6.11). Дру-
гая группа индексов MSCI не дает значимых корреляций вообще (коэффи-
циенты корреляций слишком малы2). Максимальный коэффициент корре-
                                                 
2 Точность определения коэффициентов корреляции, и вычислявшихся ранее, и тех, ко-
торые фигурируют ниже, является отдельной задачей математической статистики при-
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ляции (с индексом РТС) демонстрирует индекс WRLD_MATERIALS 
MSCI. Подобным образом вели себя корреляции индексов MSCI с доход-
ностями акций российских «голубых фишек» — «ЛУКОЙЛа», РАО «ЕЭС 
России» и т. д. 

Наконец, подобный корреляционный анализ был проведен для 2002 
и 2004 годов [7] для междууровневых корреляций развивающихся и разви-
тых фондовых рынков. Анализировались корреляции акций российских 
компаний, а также бразильского фондового индекса BOVESPA с группо-
выми индексами MSCI и ценами на биржевые товары (в основном на 
нефть и алюминий). Был снова зафиксирован эффект запаздывания корре-
ляций акций компаний и индексов (РТС, BOVESPA) развивающихся рын-
ков с групповыми индексами MSCI и рынком наличных товаров (commodi-
ties). 

Очевидно, что оба факта — коррелированности развивающихся рын-
ков и запаздывания корреляций — могут быть использованы для кратко-
срочных прогнозов. Выборка 2002 года включала в себя 260 торговых дней 
РТС и BOVESPA, корреляции с индексами MSCI и commodities лежали 
в диапазоне 0,18–0,4 для российского фондового рынка и 0,16–0,37 для ин-
декса BOVESPA. Причем эти корреляции существовали для данных разви-
вающихся рынков на открытие, а корреляции со среднедневными показа-
телями уже были на уровне статистической ошибки (см. рис. 6.11). 

Краткосрочные предсказания можно производить, используя теорию 
многоиндексной модели какой-либо ценной бумаги (см. предыдущую гла-
ву). Однако уже анализ в рамках одноиндексной модели оказался доста-
точно сложным и малопригодным для практического применения. 
А. С. Шурупом [9] было предложено использовать более простой метод 
линейной регрессии. В методе линейной регрессии предполагается, что 
поведение некоторой случайной величины (это может быть, например, те-
кущая доходность некоторой ценной бумаги или индекса) yi может быть 
описано (одновременным) влиянием некоторых факторов ( ) ,p

ix  статисти-
ческий вес каждого фактора при этом определяется некоторым постоян-
ным коэффициентом θp: 

 (1) ( )
0 1 ... ,p

i i p i iy x x         (6.15) 

где εi — регрессионный остаток, имеющий смысл шумового члена. В такой 
записи исходное уравнение метода линейной регрессии (6.15) точно сов-

                                                                                                                                                         
менительно к исследуемым проблемам. Для коэффициентов корреляций однодневных 
доходностей, вычислявшихся на годовой выборке, точность составляет ~N–1/2, 
где N — число торговых дней в году (порядка 260). Таким образом, все коэффициенты 
корреляции, меньшие 0,07 (и даже 0,1), считались статистически недостоверными. 
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падает с уравнением многофакторной модели (см. параграф 2 этой главы). 
Сам же метод заключается в том, что постоянные коэффициенты θp распо-
ложены именно при линейных влияющих факторах ( ) ,p

ix  а член регресси-
онного остатка считается гауссовым шумом с дельта-коррелированностью 
по времени. Тогда, оказывается, возможно заменить истинный временной 
ряд yi в точном соотношении (6.15) на суррогатный регрессионный ряд ŷi: 

 (1) ( )
0 1 ... p

i i p iy x x       (6.16) 

с теми же значениями объясняющих факторов и другими коэффициента-
ми ψp, которые находятся методом наименьших квадратов такими, чтобы 
коэффициент корреляции 

 2
i iR y y    (6.17) 

был максимальным. Коэффициент R2 называется коэффициентом детерми-
нации, и схема линейной регрессии тем лучше, чем он выше. Не обяза-
тельно использовать большое количество объясняющих факторов — это 
в большинстве случаев не улучшает схему, достаточно обычно 2–4. 
 

 
Рис. 6.12 

 
Помимо (высокого) коэффициента детерминации, схема линейной 

регрессии при использовании для предсказаний должна удовлетворять 
двум стандартным требованиям: она должна предсказывать направление 
изменений цены (вверх или вниз) с вероятностью более 0,5. В свою оче-
редь, отношение среднеквадратичной ошибки предсказания (т. е. величи-
ны )i iy y  должно быть меньше собственного стандартного среднеквадра-
тичного отклонения временного ряда на том временном интервале, на ко-
тором производятся предсказания. Результаты предсказаний для первой 
декады 2002 года ряда финансовых инструментов показаны ниже. На 
рис. 6.12 представлены результаты прогноза индекса РТС, объясняющими 
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факторами в формуле (6.16) для него были индексы MSCI World Energy 
и MSCI Information Technologies, а также цены на алюминий и нефть: 

 
RTS 0,003 0,35 WORLD ENERGY 0,39 ALU

0,2 WORLD INFORMATION TECH 0,13 OIL.
     

   
 (6.18) 

Основанием прогноза являлись ежедневные запаздывающие корреляции за 
весь 2001 год, коэффициент детерминации 2 0,248.R   Светлые верти-
кальные столбики означают истинное значение доходности индекса РТС 
на открытие торгового дня, темные — предсказанное. Предсказания изме-
нения направления доходности и отношения среднеквадратичных откло-
нений представлены на рис. 6.13, а, б. По оси x отложены торговые дни. 
Видно, что оба критерия предсказаний быстро (за несколько дней) выходят 
на стационарный режим и выполнены достаточно хорошо. 
 

 
Рис. 6.13 

 
Аналогичные результаты прогноза получаются для доходности ак-

ций «ЛУКОЙЛа». Объясняющими факторами в формуле (6.16) для него 
были индексы MSCI World Energy и MSCI Information Technologies, а так-
же цены на алюминий: 

 
LKOH 0,002 0,6 WORLD ENERGY

0,4 ALU 0,3 WORLD INFORMATION TECH.
   

   
 (6.18) 

Основанием прогноза являлись ежедневные запаздывающие корреляции за 
весь 2001 год, коэффициент детерминации 2 0,195.R   На рис. 6.14 пред-
ставлены сравнительные результаты истинного и предсказанного значений 
доходности «ЛУКОЙЛа» за первые 10 дней 2002 года, а предсказания из-
менения направления доходности и отношения среднеквадратичных от-
клонений представлены на рис. 6.15, а, б. Согласие с критериями прогно-
зирования также удовлетворительное. 

Наконец, схожие результаты получены для краткосрочных прогнозов 
бразильского фондового индекса BOVESPA на те же первые 10 дней 
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2002 года. Объясняющая формула включала другие индексы MSCI: 

 
BOVESPA 0,32 WORLD CONSUMER STAPLES

0,21 WORLD INFORMATION TECH.
  
 

 (6.19) 

 

 
Рис. 6.14 

 

Дни Дни  
Рис. 6.15 

 

 
Рис. 6.16 
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Основанием прогноза являлись ежедневные запаздывающие корреляции за 
весь 2001 год, коэффициент детерминации 2 0,168.R   На рис. 6.16 пред-
ставлены прогнозы и истинные доходности, а на рис. 6.17, а, б — критерии 
краткосрочных прогнозов. 

Аналогичный анализ был проведен для 10 дней в ноябре 2004 года 
(рис. 6.18). Все выводы о возможности краткосрочного прогнозирования 
с использованием межуровневых трансграничных зависимых от времени 
корреляций подтвердились. Для иллюстрации приведем результаты для 
индекса BOVESPA. Объясняющими факторами были индексы MSCI 
WRLD/MAT и WRLD/IND: 
 BOVESPA 0,42 WRLD MAT 0,28 WRLD IND.     (6.20) 
Основанием прогноза являлись ежедневные запаздывающие корреляции 
за 178 предыдущих торговых дней (коэффициенты корреляции при этом 
достигали максимума), коэффициент детерминации был гораздо вы-
ше: 2 0,68.R   

Результаты сравнения с критериями предсказаний (рис. 6.19) также 
удовлетворительны. 
 

 
Рис. 6.17 

 

 
Рис. 6.18 
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Количество дней Количество дней  
Рис. 6.19 

 
Таким образом, метод линейной регрессии применительно к по-

строению суррогатных (предсказанных) временных рядов (доходностей) 
ценных бумаг с использованием мировых индустриальных индексов и ми-
ровых цен на commodities оказался достаточно простым. В отличие от 
применяемых методов прогнозов в техническом анализе он имеет про-
зрачную структуру и в определенной степени математически обоснован. 
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Глава 7 
Случайные блуждания 

 
В предыдущих главах были рассмотрены в основном эмпирические 

факты, которые стали известны после того, как экономикой занялись фи-
зики. К настоящему времени накопленный эмпирический материал позво-
ляет переходить от простого анализа эмпирической информации к модели-
рованию экономических процессов. Одна модель — модель динамики 
цены европейского опциона — уже была рассмотрена. С точки зрения ес-
тественных наук эта модель является иллюстративной, так как не обеспе-
чивает даже качественных результатов. Мы же будем рассматривать толь-
ко такие модели, которые описывают исследуемое явление хотя бы качест-
венно. 

Дадим аналитическое представление случайного процесса с незави-
симыми приращениями, происходящего в некотором пространстве, так на-
зываемых случайных блужданий, введенных явно К. Пирсоном в 1905 го-
ду [1]. Пользуясь терминологией Л. П. Каданова [2] о единичном прира-
щении как об элементарном «прыжке», законы распределения случайных 
блужданий выведем из общего представления о стохастических законах 
элементарных прыжков. Естественным образом для ограниченных законов 
прыжков, а также для законов распределений прыжков, имеющих все мо-
менты этих распределений, получим результат С. Чандрасекара [3], физи-
чески описывающий обычную диффузию. Для законов прыжков, не имею-
щих уже второго момента распределения, получим также известные блуж-
дания П. Леви [4], физически трактуемые иногда как супердиффузия [5]. 
Наконец, в промежуточном случае, когда у закона прыжков (такие прыжки 
именуется иногда усеченными блужданиями Леви) имеется хотя бы второй 
момент распределения, но всех конечных моментов нет, впервые получим 
асимптотику распределения закона случайных блужданий. Увидим также, 
что аналогичные результаты получаются для одномоментных сумм неза-
висимых случайных величин. В дальнейшем сравним их с известными эко-
нофизическими результатами [6]. 
 
§ 1. Броуновское движение и гауссовы случайные блуждания 
 

Случайные блуждания являются привлекательной наглядной моде-
лью случайного процесса с независимыми приращениями. Плодотворное 
использование этого представления, например в модели Е. Изинга блужда-
ний на решетке [7], привело в конце концов к созданию последовательной 
статистической теории ферромагнетизма с учетом соответствующих фазо-
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вых переходов (см. [8]). Заметим, однако, что явная формулировка про-
блемы случайных блужданий К. Пирсоном в 1905 году как вероятности 
нахождения человека, перемещающегося каждый раз на расстояние l (яр-
дов) по прямой с последующим поворотом на произвольный угол, на рас-
стоянии r от точки старта исторически не была первой постановкой этой 
задачи, даже не считая замечания Рэлея [9]. Исторически первым задачу 
о случайных блужданиях, да еще в явном виде случайных перемещений 
частиц цветочной пыльцы в жидкости, наблюдал ботаник Л. Броун в 20-х 
годах XIX века. 

В представлении случайных блужданий задача о движении частицы 
пыльцы выглядит следующим образом. Имеется тело массы M, которое 
очень часто соударяется с другими телами, размер и масса которых гораз-
до меньше частицы пыльцы (молекулами жидкости). После каждого со-
ударения частица пыльцы может продвинуться на некоторое расстояние, 
остановка происходит ввиду трения. В процессе этого движения она может 
испытать дополнительные соударения, приводящие к дополнительному 
движению. Можно говорить, что частица пыльцы после каждого соударе-
ния испытывает «прыжок» (терминология [2]). Поскольку движение час-
тицы пыльцы линейно, то и итоговым перемещением ее будет сумма всех 
прыжков, даже происходящих не разновременно. Поэтому закон прыжка 
будет в конечном счете и определять это итоговое перемещение. Записью 
этого закона должно быть распределение вероятности частице пыльцы пе-
реместиться на определенное расстояние вследствие соударения с молеку-
лой жидкости. 

Для частицы пыльцы легко определить закон прыжка. Не усложняя 
выкладок, кратко остановимся на одномерной задаче о частице пыльцы, 
помещенной в однокомпонентную жидкость. Если скорость налетающей 
молекулы массы m относительно частицы пыльцы — тела массы M — 
есть v0, то скорость частицы пыльцы 0,V  приобретаемая в результате 
соударения, есть 02 / ( ).mv M m  Далее частица пыльцы двигается по 
инерции с линейным стоксовым трением (коэффициент трения ). Легко 
видеть, что частица массы M проходит расстояние 0 0 /x V g   

02 / ( ) .mv M m    Поэтому распределение (закон) прыжка частицы пыль-
цы совпадает с законом распределения налетающей частицы (молекулы) 
по скоростям. Последнее известно: это распределение Гаусса (движение 
одномерно!) с характерной скоростью ,Tv  поэтому и распределение прыж-
ков частицы пыльцы по длине — такое же гауссово распределение с ха-
рактерной длиной 2 / ( ) .Tz mv M m    

Формально задача о случайных блужданиях ставится следующим 
образом. Следует найти плотность вероятности того, что частица, испы-
тав N прыжков в пространстве некоторой размерности G, окажется от мес-
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та старта (в качестве которого, без ограничения общности, можно взять 
начало координат) в интервале от R до . R R  Каждый i-й прыжок может 
быть произведен в интервал длин (в модельном G-мерном пространстве) 
от ri до i i r r  с вероятностью ( ).i r  Все прыжки являются независимыми 
случайными величинами. 

Схема решения этой задачи известна [3, 10]. Пусть 

 
1

.
N

i
i

R r



   (7.1) 

Плотность вероятности W(R) найти частицу после N прыжков в интервале 
от R до  R R  дается N-кратным интегрированием по всему возможному 
объему среды V, куда могут быть совершены прыжки: 
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      (7.2) 

Здесь ( )x  — дельта-функция. Переходя к G-мерному фурье-образу дель-
та-функции, получим 
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 (7.2а) 

Здесь ( )NA K  — характеристическая функция искомой плотности вероят-
ности ( ):W R  

 
1 1

( ) ( )exp( ) ( ),
N N

N i i i i
i iV

A K r iKr dr I K
 

   
      (7.3) 

получаемая как произведение N G-мерных интегралов ( ).iI K  
Продемонстрируем метод Чандрасекара [3] на примере одномерных 

блужданий. В этом случае интеграл по объему заменяется интегралом по 
сектору длиной 2L, причем естественно предположить для простоты сим-
метричность этого сектора относительно начала координат. Тогда одно-
мерный интеграл 1( )iI K  примет вид 

 1( ) ( )cos( ) ,
L

i i i i

L

I K r Kr dr


   (7.4) 
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и если у закона распределения прыжков по длине существуют все момен-
ты, то косинус под знаком интеграла может быть разложен в ряд Тейлора 
по малым Kri. Почему это можно сделать? Во-первых, математическим 
обоснованием является наличие всех моментов у ( ),ir  тогда все получен-
ные интегралы в 1( )iI K  конечны. Во-вторых, сама область значений 1iKr   
выпадает потому, что описывает только блуждания на очень маленькие 
расстояния (закон сходимости будет определен ниже). Все сколько-нибудь 
большие (и физически интересные) блуждания удовлетворяют 1.iKr   Та-
ким образом, 

 
2 2 4 4

1( ) 1 ...,
2 24

i i
i

K r K r
I K

   
     (7.4а) 

и характеристическая функция ( )NA K  есть 
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 (7.5) 

при условии, что все средние одинаковы (т. е. закон каждого прыжка один 
и тот же)1. Сделав теперь в (одномерном) выражении (7.2) замену пере-
менных в интегрировании K на 2 1/2( / 2) ,x K N r    получим 
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1 2 22 2

1 2( ) cos exp ... .
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  (7.6) 

Очевидно, что по порядку величины 4 2 2~r r     и второй (и все после-
дующие) член в экспоненте под интегралом (7.6) стремится к нулю при 
возрастании количества случайных блужданий N. Ошибка же, внесенная 
условием 1,iKr   проявляется в (7.6) при 1/2 ,x N   поэтому подобное 
предположение справедливо, а указанной ошибкой можно пренебречь. 
Окончательно получаем 

 
2

1 22

1( ) exp .
22

R
W R

N rN r

 
      

 (7.7) 

                                                 
1 Это требование не является обязательным, см. [3]. В (7.5) можно заменить 2r   на 
среднее 2 / .i ir N    
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Положив теперь 2N r Dt    (D  — коэффициент диффузии), получим 
обычное решение для классической одномерной диффузии броуновской 
частицы, при котором средний квадрат смещения (дисперсия) ее из точки 
старта пропорционален 1/2.t  

Важнейшим требованием в схеме Чандрасекара является наличие 
всех моментов закона прыжков, хотя в ответ (7.7) входит только второй. 
Заметим, что наиболее «слабо» спадающим на бесконечности законом 
прыжка, имеющим все конечные моменты, является распределение Суббо-
тина [11]:    ~ exp ,p x x  0   (на самом деле лишь немного больше)2. 

Изложенные результаты являются известными (мы привели лишь их 
упрощенную трактовку, демонстрирующую конечный результат) и легко 
обобщаются на случай блужданий в пространстве произвольной размерно-
сти (см., например, [12]) для изотропных блужданий (анизотропные блуж-
дания регулярно не изучались). Для трехмерных блужданий закон (7.7) за-
меняется (для модуля смещения) законом Максвелла с 23 / 2r   вмес-
то 2 / 2r   и т. д. 

Запись (7.7) является также одной из формулировок центральной 
предельной теоремы (ЦПТ) теории вероятностей [13] о том, что распреде-
ление суммы независимых случайных величин стремится к гауссово-
му (7.7) с увеличением количества суммируемых случайных величин. 
Здесь очевидно требование к распределениям суммируемых величин — 
эти распределения также должны иметь все моменты конечными. Рассмот-
рим теперь случай, когда распределения прыжков (или суммируемых неза-
висимых случайных величин) не имеют всех конечных моментов. 
 
§ 2. Случайные блуждания Леви и супердиффузия 
 

Итак, модель (векторных) случайных блужданий частицы в некото-
ром пространстве любой размерности дает для «хороших» законов прыжка 
(имеющих все моменты ограниченными) только гауссово распределение 
положения этого вектора. Эта модель очень хорошо реализуется в физи-
ке — в первую очередь, как указывалось, в задачах о диффузии и броунов-
ском движении частиц. Однако и в физике имеются ситуации, когда закон 
прыжка (или распределение суммируемых независимых случайных вели-
чин) отнюдь не имеет всех ограниченных моментов. Иногда эту проблему 
обсуждают в терминах супердиффузии [5]. Действительно, гауссов за-
кон (7.7) дает среднюю дисперсию отклонения от места старта блуждаю-
щей частицы (его еще называют средним отклонением) за время t пропор-
                                                 
2 В англоязычной литературе распределения типа Субботина иногда именуются растя-
нутыми экспоненциальными (stretched exponential) распределениями. 
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ционально 1/2.t  Это свойство обычной, или классической, диффузии. Су-
пердиффузией называются процессы, при которых это среднее отклонение 
блуждающей частицы за время t пропорционально 1/ ,t   где 2.   Отсюда 
и термин «блуждающая частица», в среднем она оказывается на большем 
расстоянии от места «старта» (в нашем случае — нуля обобщенных коор-
динат). 

Оказывается, что эффект супердиффузии описывают распределения 
плотности вероятности Леви (см., например, [13]). Очевидно, что функция 
распределения случайной величины должна оставаться после каждого оче-
редного шага случайных блужданий («прыжка») такой же, как была до не-
го — только тогда и можно говорить о диффузии, даже и о супердиффу-
зии. Это значит, что распределение случайных величин должно быть ус-
тойчивым, а это как раз и есть, по определению, распределение Леви. Если 
случайные величины в сумме (7.1) таковы, что их распределения не имеют 
дисперсии, то распределение положения финального суммарного вектора 
после N прыжков будет (опять-таки в одномерном случае) описываться 
плотностью вероятности распределения Леви: 

 
0

1( ) cos( ) .N q
LW R e qR dq






   (7.8) 

Это распределение будет самоподобным (при изменении числа слагае-
мых N), если переопределить R как 

1/ 1/( ) ( ) .L LW R W RN N   

Если 2,   мы возвращаемся к уже рассмотренному гауссову случаю. По-
лучается, что для реализации схемы случайных блужданий необязательно, 
чтобы элементарные блуждания имели все конечные моменты. Возможны 
и такие ситуации, когда высшие моменты функции плотности распределе-
ния каждой случайной величины бесконечны, ЦПТ не выполняется, но са-
ма плотность распределения остается самоподобной. Если сделать выше-
указанную нормировку, то функция плотности распределения вообще не 
меняется — получается как бы обобщенная ЦПТ. Получим блуждания Ле-
ви в схеме случайного процесса с независимыми приращениями, а потом 
рассмотрим физические (и не только) примеры. 

Итак, изучим сразу одномерные случайные блуждания с законом 
элементарного прыжка, не дающего всех конечных моментов, но обла-
дающего нормировкой. Наилучшей аппроксимацией является степенной 
закон, где для малых прыжков (в нуле) предполагаются ограниченность 
и гладкость: 

 1
2 2( ) .

( )i
i

C
r

z r  


 (7.9) 
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Здесь 1C  — константа, определяемая требованием нормировки 1C   
     2 1 1/22 / 1 / 2 ;z           — гамма-функция Эйлера, 1 / 2,   

z  — константа, имеющая смысл некоторой характерной длины прыжка. 
Таким образом, закон (7.9) является безмасштабным только для больших 
прыжков, когда ,r z  тогда он сводится к закону типа Парето [14]. Вооб-
ще говоря, полностью безмасштабного закона прыжков типа Парето быть 
не может: как раз конечность и гладкость этого закона в нуле требуют вве-
дения некоторой размерной константы, что и сделано в (7.9). 

Вычислим интеграл (7.4) с законом прыжков (7.9) (очевидно, что 
здесь ).L   Все интегралы оказываются одинаковыми и равными 
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 (7.10) 

Здесь ( )K x  — модифицированная функция Бесселя второго рода (функция 
Макдональда). Практически интересной областью являются малые К, по-
скольку при N, стремящемся к бесконечности, остальные члены при возве-
дении в эту степень оказываются порядка 1 / ,N   1 0   (см. выраже-
ния (7.4)–(7.6), для гауссова распределения у первого же члена 1   (7.6)). 
Тогда 
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1 (3 / 2 )( ) 1 ( ) ( ) .
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LI K Kz Kz 



 




 
 

  
  (7.11) 

Если 3 / 2 1 / 2,   третий член в правой части больше второго. Второй 
член может быть отброшен при возведении в степень N по вышеприведен-
ным соображениям, и функция распределения случайных блужданий с за-
коном (7.9) при 3 / 2 1 / 2   сводится к распределению Леви. Для фи-
нального одномерного перемещения R (7.1) функция распределения есть 

 2 1
1 2 1

0

1 (3 / 2 )( ) cos( )exp[ ( ) ] .
2 ( 1 / 2)

W R KR N Kz dK



 






 
 

   (7.12) 

Если число прыжков пропорционально времени ~ ,N t  среднее перемеще-
ние  1/ 2 1~ .LR t     Так как 3 / 2,   закон диффузии Леви всегда «сильнее» 
гауссового закона диффузии 1/2~GR t   — за тот же промежуток времени 
блуждающая частица дальше уходит от точки старта .L GR R  Это и есть 
супердиффузия. Функция (7.12) очевидно совпадает с распределением Ле-
ви (7.8) и соответствующим образом самоподобна: 

1/(2 1) 1/(2 1)
1 1( ) ( ) .W R W RN N     
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Заметим, что требование одинаковости закона (7.9) для всех прыжков 
в принципе не требуется: величины z могут быть все разные (zi), в этом 
случае величина 2 1Nz    в (7.12) должна быть заменена на выраже-
ние 2 1.i

i

z    

Таким образом, закон (7.12) описывает известные блуждания Ле-
ви3 [13]. Закон распределения блужданий Леви характерен медленно спа-
дающей асимптотикой, т. е. значительным количеством больших флуктуа-
ций. Действительно, асимптотикой (7.12) (или (7.8)) является 

 1 2

(2 )sin (2 1)
2( ) ,W R 

 



       (7.13) 

где 
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Если для гауссова распределения доля флуктуаций, превосходящих 10 дис-
персий, есть     1/2 422 10 2exp 100 /10 10erfc      ( ( )erfc x  — дополнитель-
ный интеграл ошибок, см. [15]), то количество флуктуаций, превосходя-
щих 0R  в 10 раз, есть, например,    1 12 2 / 2arctg 10 /  0,1,b      т. е. 
в 1041 раз больше. То же справедливо и для других распределений Леви, 
так как интеграл (7.12) существует при 3 / 2 1 / 2,   а асимптотика рас-
пределения Леви (7.13) укладывается в диапазон от 1 /   до 31 / .  

Блуждания Леви также обладают одним важным свойством: большие 
расстояния при этих блужданиях преодолеваются за один прыжок (см. 
также вывод этого правила в [4]). Действительно, асимптотика закона 
прыжка (7.9) есть 
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 (7.14) 

Сравним это с (7.13), положив 1.N   После несложных преобразований 
получим 
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 (7.15) 

что, естественно, точно равно единице при .R r  
                                                 
3 Еще используется термин «полеты Леви» (Levy flights). 
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В физике блуждания Леви в чистом виде не встречаются. А вот для 
сумм независимых случайных величин, каждое из которых имеет в качест-
ве плотности вероятности распределение Леви (7.8) или (7.12), существует 
классический физический пример о распределении электрического 
(микро-) поля «ближайшего соседа» и распределения амплитуды электри-
ческого микрополя в идеальной плазме, где, в силу высокой скорости каж-
дой заряженной частицы, создающей это микрополе в определенной точке, 
положения этих заряженных частиц в любой момент времени независимы, 
т. е. расстояния до точки измерения микрополя — всегда независимые 
случайные величины (формула Хольтсмарка [16]). Еще в [3] было показа-
но, что асимптотики этих распределений («ближайшего соседа» и Хольт-
смарка) точно совпадают. Отсюда следует вывод, что большое микрополе 
в (идеальной) плазме создается одной ближайшей частицей, а вот макси-
мум распределения (Хольтсмарка) создается многими частицами. Этот 
факт является точным аналогом соотношения (7.15). То же самое справед-
ливо и для распределения проекции микрополя в идеальной плазме на лю-
бую ось, которое имеет вид (7.8), и распределения проекции на эту ось 
«ближайшего соседа». Распределение Хольтсмарка, ввиду его важности 
в эконофизических приложениях, будет рассмотрено далее. 

Заметим, что известные физические примеры распределений типа 
Парето — интенсивности вспышек на Солнце (асимптотика 1,84~ )I   
и т. д. — [17] не являются примерами случайных блужданий: это как раз 
законы типа закона прыжка (7.9). Характерные примеры, могущие быть 
квалифицированными, как блуждания Леви, реализуются гораздо чаще 
в рассмотренных в главе 6 системах: флуктуациях индексов, например, 
S&P 500 [18]. 

Остался неисследованным случай, когда в правой части (7.11) второй 
член больше третьего, т. е. в (7.9) для одномерной задачи 3 / 2.   В этом 
случае реализуются усеченные (truncated) блуждания Леви. Рассмотрим 
его. 
 
§ 3. Усеченные блуждания Леви 
 

Усеченные (truncated) блуждания Леви описываются такими же рас-
пределениями Леви (см. [19, 20]) для небольших амплитуд флуктуаций. 
Они отличаются от обычных распределений Леви тем, что до определен-
ного значения флуктуации график усеченного распределения Леви идет 
в целом по графику обычного распределения Леви, а при больших флук-
туациях его график опускается ниже (усекается) графика обычного рас-
пределения на 1–2 порядка величины4. 
                                                 
4 В русской математической литературе термин «усеченный» часто используется не 
в рассмотренном смысле, а в смысле уплощения вершины распределения плотности ве-
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Закон прыжка для усеченного распределения Леви тот же (7.9), где 
теперь 3 / 2   (по-прежнему рассматриваем одномерные блуждания). 
При данных условиях этот закон имеет как минимум второй момент. Каза-
лось бы, в (7.11) теперь второй член в правой части больше третьего 
и в экспоненциальном пределе получится характеристическая функция 
гауссова распределения. Однако подобный простой подход здесь неприме-
ним, так как разложение в ряд косинуса в (7.4) невозможно ввиду расхо-
димости интегралов (для больших моментов). Поэтому приходится опери-
ровать точной характеристической функцией, которая получается возведе-
нием интеграла (7.10) в N-ю степень: 

 
1/2

1 1/2
2( ) ( ) ( ) .

( 1 / 2) 2

N
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N

Kz
A K I K K Kz









              
 (7.16) 

Свойства модифицированной функции Бесселя второго рода (функции 
Макдональда) известны [15]. Для нас самым важным является ее гладкость 
по индексу. Рассмотрим интеграл (7.10) с разными индексами,       

.   Образуем отношение    1 1/  L LI k I k   и возьмем 1.    Тогда 
легко видеть, что 

 1 1/2 3/2 3/2

1 1/2 1/2
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1 1.
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     (7.17) 

Поэтому :       будет      1 1 1 .L L LI k I k I k     Соответственно, 
для получения поведения этих интегралов можно брать не любое , а толь-
ко натуральное, 2,   3, …, а интегралы с промежуточными  будут «за-
перты» между интегралами с соседними натуральными . Тогда 

1/2 1/2
0

( )!( ) ( ) .
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Интеграл (7.10) теперь выглядит следующим образом (с явными четырьмя 
младшими членами по ):Kz  
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 (7.18) 

                                                                                                                                                         
роятности по сравнению, например, с гауссовым распределением. В английской же ли-
тературе этому служит термин leptokurtic: соответственно, more leptokurtic и less lepto-
kurtic. 
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Естественно, для 1n   в круглых скобках (7.18) останется два первых чле-
на, для 2n   — три и т. д. Таким образом, в общем случае функция рас-
пределения случайных блужданий дается формулой типа (7.2а) с характе-
ристической функцией (7.16) из интегралов (7.18): 

 1( ) exp( )
2

NKzW R dK iKR e







   (7.19) 
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Свойства усеченных распределений Леви известны [4]. В области 
малых флуктуаций они ведут себя как гауссово распределение. На рис. 7.1 
в двойном логарифмическом масштабе представлены первые четыре функ-
ции распределения типа усеченных Леви с натуральными 2,   3, 4, 5, 
вычисленные по формуле (7.2а) с характеристической функцией (7.16). 
Видно, что при небольших флуктуациях до ~ 10R z  эти распределения хо-
рошо аппроксимируются соответствующей гауссовой функцией вида 

 2
1 2 2

3 / 2 3 / 2( ) exp ,GW R R
Nz Nz

 

    

 
 (7.20) 

которая получается при использовании в качестве характеристической 
функции N-й степени интеграла (7.11) с отброшенным третьим членом 
в правой части. 
 

 
Рис. 7.1. Нормированные на 1 усеченные функции распределения Леви 
с 2,   3, 4, 5 (сплошные кривые 1–4, компьютерный расчет с точной характе-
ристической функцией (7.19)) и соответствующие гауссовы функции (7.20) 
(штриховые кривые 5–8). Масштаб по оси X взят в единицах z, количество 
прыжков для всех функций 30.N   Двойной логарифмический масштаб 
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Этот факт является выражением ЦПТ для таких случайных процес-
сов: гауссова функция справедлива вплоть до флуктуаций, в  1/2lnN N  раз 
бо́льших характерной (этот закон хорошо прослеживается для графиков 
типа приведенных на рис. 7.1 с разным количеством прыжков N, хотя 
и граница медленно уменьшается с ростом ). Напомним, что в нашем 
случае эта характерная длина равна z [4]. В силу формулы (7.17) этот ре-
зультат справедлив не только для натуральных, но и для вообще лю-
бых 2.   

Для определения поведения усеченных распределений Леви в облас-
ти больших флуктуаций следует аналитически определить асимптотику 
функции распределения (7.19). Асимптотическое поведение (7.19) опреде-
ляется поведением характеристической функции (7.16) (или интегра-
ла (7.18)) вблизи нуля. Оказывается, чтобы определить асимптотики соот-
ветствующих функций, в (7.19) надо удержать определенное количество 
младших членов по .Kz  Для функции с 2   надо удержать первые четы-
ре члена вплоть до члена с  3 ,Kz  для функции с 3   надо удержать пер-

вые шесть членов вплоть до члена с  5
Kz  и т. д. Проделав довольно объ-

емные расчеты, можно показать точно, что асимптотой функции с 2   от 

длины блужданий R будет функция  41/22 / / ,Nz R N z  функции с 3   — 

 61/38 / 3 / ,Nz R N z  функции с 4   —  81/416 / 5 / ,Nz R N z  функции 

с 5   —  101/332 / 7 /Nz R N z  и т. д. (см. рис. 7.2, выполненный в двой-
ном логарифмическом масштабе). 

Таким образом, в силу соотношения (7.17) асимптотическое поведе-
ние распределения (7.19) может быть описано для любого  законом 
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1 2
2( ) ,
(2 3)R

z N
W R
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 (7.21) 

кроме диапазона .       В этом диапазоне закон (7.21) не получил 
строгого вывода асимптотики, и возможна только экстраполяция. Ниже мы 
увидим разумность такой экстраполяции. Законы (7.20) и (7.21) описывают 
поведение функции распределения длины случайных блужданий в одно-
мерном случае для малых и больших R. Из рис. 7.2 видно, однако, что диа-
пазон «сшивки» этих законов крайне невелик, и оба они могут употреб-
ляться для количественных расчетов. 

Закон (7.21) также следует при больших R закону прыжка, но в этом 
случае с коэффициентом пропорциональности, меньшим 1. Для боль- 
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Рис. 7.2. Точные нормированные на 1 функции распределения случайных блуж-
даний для 2   (сплошная кривая 1), 3   (сплошная кривая 2), 4   (сплош-
ная кривая 3), 5   (сплошная кривая 4) в зависимости от длины блужданий R, 
нормированных на z (эти единицы отложены по оси X). Штриховые прямые 5–8 
являются соответствующими асипмтотами при больших R. Двойной логарифми-
ческий масштаб 
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то есть вероятность больших блужданий теперь определяется не одним 
большим прыжком (как это было для чистого распределения Леви, см. 
выше), а одним большим прыжком, произведенным с некоторой вероятно-
стью  1 ,  поскольку множитель    2 1/22 3 / 2 /        всегда больше 
единицы, за исключением 2,   когда он равен единице (см. ниже). 

Проследим теперь зависимость среднеквадратичного отклонения от 
времени. Получим 

 
2

2 .
2 3

Nz
R


  


 (7.22) 

Закон усеченных блужданий Леви (асимптотики (7.20), (7.21)) может 
быть нормирован на средний квадрат R (7.12). В этом случае все гауссовы 
асимптоты (для малых R) при любом β становятся одинаковыми. В то же 
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время асимптоты (7.21) становятся пропорциональны 1/2.N   На рис. 7.3 по-
казана кумулятивная функция распределения усеченных блужданий Леви 
при .    Хорошо видна разница между кривыми для разных значений N. 
Кумулятивные распределения при любых β ведут себя аналогичным обра-
зом. 
 

1

0,1

0,01

10 ‒3

10‒4

10‒5

10‒6

0,1 1 10  
Рис. 7.3. Кумулятивная функция распределения усеченных блужданий Леви 
при 2   (ось Y), нормированная на 1/2R N z  (ось X). Сплошная линия: 1;N   
пунктирная линия: 60;N   точки: 450.N   Количество прыжков соответствует 
отношению между 10 мин, часовыми и дневными доходностями 
 
§ 4. Другие способы генерации случайных блужданий Леви 
(в том числе усеченных) 
 

К настоящему времени известны три альтернативных способа полу-
чить распределение Леви для задачи случайных блужданий. Смысл таких 
построений поясним ниже. Вот эти три способа. 

1. Случайные блуждания с непрерывным распределением временных 
интервалов. 

2. Случайные блуждания в пространствах нецелой размерности (фрак-
тальных пространствах). 
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3. Случайные блуждания, описываемые функциями от радиус-вектора 
пространства, в котором эти блуждания происходят, или функцио-
нальные блуждания Леви. 
Первый случай реализуется, если имеется так называемая суборди-

нация случайных процессов [5]. Субординация случайных процессов — 
это случай, когда некоторая функция распределения является, в сущности, 
условной вероятностью, т. е. главная случайная величина реализуется, ес-
ли подчиненная случайная величина принимает некоторое определенное 
значение. Если ( , )xp x T  — эта условная вероятность произойти событию x 
при условии T (это некоторое внутреннее время), а плотность распределе-
ния этого внутреннего времени есть ( , ),Tp T t  то безусловная вероятность 
найти главную случайную величину в состоянии x есть 

0

( , ) ( , ) ( , ) .x Tp x t p x T p T t dT


   

Имеет смысл рассматривать ( , )xp x T  как функцию распределения класси-
ческих гауссовых случайных блужданий, где, однако, истинное время t за-
менено на некоторое условное время T. Последнее имеет место, например, 
для диффузии, если броуновская частица подвергается ударам не равно-
мерно по времени, а через некоторые случайные временные промежутки 
(например, достаточно редко), функция распределения которых как 
раз ( , ).Tp T t  

Наша цель — получить функцию Леви вида (7.8) с N kt  для безус-
ловного распределения случайных блужданий при условной вероятности 
распределения Гаусса ( , ).xp x T  Задача — найти функцию ( , ).Tp T t  Ответ 
этой задачи формулируется в обобщенных функциях Леви: если ее запи-
сать в двухпараметрическом виде: 

 /2

0

1( ; , ) Re exp( ) .iL x ixz z e dz  




    (7.23) 

При 0   получаем центральное распределение Леви (7.8), 0 2.   За-
дача решается формулой [5] 
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1( ;2 ,0) exp ( ; , ) ,
22
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  (7.24) 

и мы получаем распределение Леви как безусловную вероятность распре-
деления блужданий при условной гауссовой вероятности и вероятности 
распределения «внутреннего» времени — обобщенного распределения Ле-
ви (7.23). Заметим, что здесь уже ,      т. е. .    Оно, как легко 
видеть, описывает только «супердиффузию» 1/~ .x t   
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Заметим, что в рамках модели случайных блужданий с непрерывным 
распределением временных интервалов нельзя просто описать усеченные 
распределения Леви, которые, как мы видели в предыдущих главах, реаль-
ны и описывают имеющиеся распределения доходностей индексов и раз-
ных ценных бумаг. 

Второй случай формально продемонстрировать очень легко. Фрак-
тальным дифференцированием называется нецелое дифференцирование. 
Простейшая степенная функция фрактально дифференцируется по анало-
гии с высшей обычной производной 
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Более сложные функции так просто не дифференцируются. Более точно 
фрактальная производная получается как оператор, обратный к фракталь-
ному интегралу. Этот фрактальный интеграл вводится также по аналогии 
с нормальным многократным интегралом 

1
1
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Фрактальный интеграл порядка α есть поэтому 
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a x
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Теперь фрактальную производную легко определить как нормальную про-
изводную от такого интеграла: 

.
n

n
a x a xn

a

d
D D

dx
   

Здесь целое число n есть n = [α] + 1, где скобки означают целую часть чис-
ла. Как понимать оператор фрактальной производной более подробно, 
можно посмотреть в книге [21]. 

Гауссова функция распределения (7.7) является решением уравнения 
диффузии (используем простейший одномерный случай) 
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 (7.25) 
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Можно взять пространственный фурье-образ от обеих частей уравнения, 
тогда получим линейное уравнение для характеристической функции рас-
пределения (7.25): 

 2( , ) ( , ) 0,k t
Dk k t

t

 
 


 (7.26) 

решением которого будет 2exp( ).Dk t  Аналогично: для фрактального 
уравнения 

 ( , ) ( , )p x t p x t
D

t x





 


 
 (7.27) 

характеристическая функция будет exp( ),Dk t  то есть характеристиче-
ской функцией центрального (одностороннего) распределения Леви. Сде-
лав обратное преобразование Фурье, мы сразу получаем искомое распре-
деление Леви вида (7.8). Таким образом, и второй способ решает проблему 
случайных блужданий. Более того, фрактальные уравнения плотности рас-
пределения (эти уравнения типа (7.27) называют уравнением Фоккера–
Планка, в последнем случае оно фрактальное) можно усложнить, и тогда 
в качестве их решения получаются функции типа усеченного распределе-
ния Леви. Эта программа была реализована И. М. Соколовым [22]. 

Им с соавторами было рассмотрено уравнение Фоккера–Планка сле-
дующего вида: 
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 (7.28) 

Здесь D, как и положено, — коэффициент нормальной гауссовой диффу-
зии, размерность коэффициента C  есть 2 .L   Можно формально взять фу-
рье-образ от обеих частей уравнения, тогда получим 

  2 2( , )1 ( , ) 0.k t
C k Dk k t

t



  

  


 (7.29) 

Решение этого уравнения с начальным условием ( ,0) 1k   (то есть на-
чальное условие для функции распределения — дельта-функция, мы, та-
ким образом, получим функцию Грина исходного уравнения) есть 
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 (7.30) 

Когда величина 2С k 


  достаточно мала, получаем обычную гауссову 
диффузию. Когда она, наоборот, велика, получаем характеристическую 
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функцию распределения Леви 

4( , ) exp .D
k t k t

C




  
  

 
 

При малых k получаем разложение 

 42( , ) 1 ...k t Dtk DC t k


     (7.31) 

Соответственно, асимптотическое поведение функции распределения (при 
больших нормированных флуктуациях) определяется старшим расходя-
щимся членом в характеристической функции при k, стремящемуся к ну-
лю. Это как раз последний член в нашем разложении, и ему соответствует 
асимптотика функции распределения 

 5
(5 )sin( / 2)( , ) ,DC t

p x t
x




 
 

     .x   (7.32) 

Эта функция спадает как 5 .x   Это очень похоже на то, что мы рассматри-
вали для больших флуктуаций фондовых индексов S&P 500, NIKKEI 
и Hang Seng, если α близко к двум. 

К сожалению, предложенная [22] теория не дает распределения Леви 
в центральной области, что является ее недостатком. Она пригодна только 
для рассмотрения флуктуаций на больших временах — там, где в цен-
тральной части, по-видимому, имеется гауссово распределение. Поэтому 
далее мы рассмотрим третью схему, которая обеспечивает «чистое» рас-
пределение Леви в центральной части, усеченное — на краях для схемы 
случайных блужданий, и сравним полученные модельные результаты 
с имеющимися эмпирическими данными об индексе S&P 500. 
 
§ 5. Функциональные блуждания Леви [23] 
 

Итак, мы установили, что блуждания радиус-вектора в некотором 
пространстве произвольной размерности Dd — 

1
,

N

i
i

R r



   

если ri — радиус-вектор единичного «прыжка», — приводят к гауссовой 
функции распределения 

2

3/2
1( ) exp

(2 ) 2
R

p R
Dt Dt

 
  

 


 

при законе распределения прыжков, имеющего все моменты ограничен-
ными. Однако представляют интерес ситуации, когда сам закон прыжка 
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достаточно прост: например, частица может совершить прыжок в любую 
точку некоторого объема (который может быть очень велик и вовсе беско-
нечен, см. ниже), а вот найти надо закон распределения величины, являю-
щейся некоторой функцией от этого радиус-вектора. Это происходит 
в случае, если измерить сами блуждания частицы прямо невозможно 
(практически всегда это так и есть), но можно измерить как раз некоторую 
функцию от блуждающего радиус-вектора. Поэтому будем искать расп-
ределение случайной величины в следующем классе функций: 

 
1

(0) ,
N

q q

r r     (7.33) 

если радиус-вектор r случайно перемещается из положения 1 в положе-
ние N после N-го «прыжка». Здесь q — некоторый «заряд», который у всех 
частиц будем считать одинаковым (в данной записи это просто коэффици-
ент пропорциональности), а показатель степени α определим позднее. 
В такой записи очевидно, что будет разыскана функция распределения не-
которого потенциала, создаваемого случайно перемещающейся «заряжен-
ной» частицей. Введем тот же скаляр  0  по несколько измененной фор-
муле: 

 
1 1

1 2 11

(0) .
N N N

i i ii i i i

q q q q
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       (7.33а) 

Видно, что это сумма двух случайных величин, где просто перегруппиро-
ваны слагаемые. Если каждое из них имеет функцию распределения Леви, 
то сумма (разность) случайных величин в силу устойчивости также имеет 
функцию распределения Леви. Проделаем со случайной величиной  0  
ту же процедуру, которую мы проводили для радиус-вектора случайных 
блужданий в предыдущей лекции при получении гауссова распределения. 

По определению, плотность вероятности распределения  0  есть
 1 1( ) ( (0)) ( ) ,N N NW P r r dr dr      

     (7.34) 

где  x  — обычная дельта-функция, а  1N NP r r  — вероятность найти 
нашу частицу после первого прыжка в точке r1, после второго — в точ-
ке 2,r  и так вплоть до последнего — в точке .Nr  Обычно вместо дельта-
функции вводится ее образ Фурье, тогда 

 1 1
1

1( ) ( ) exp .
2

N

N N N
i iV V

q
W dK P r r dr dr iK

r
 







  
         

  
     (7.34а) 
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Сделаем на этом этапе самое простое предположение о характере функ-
ции 1( ),N NP r r  а именно, что любой прыжок может быть произведен 
в любую точку пространства (реально — в любую точку большого объе-
ма V) равновероятно. Тогда 

 1
1( ) .N N N

P r r
V

 
   (7.35) 

Теперь плотность вероятности (7.34а) удобно представить в виде 
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 (7.36) 

и задача сводится к вычислению единственного интеграла: 
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   (7.37) 

где   — старый показатель степени в исходном законе (7.33) или (7.33а), 
величина dD  здесь, как было указано, — число пространственных измере-
ний, а d — результат интегрирования по углам (для 1,dD   1,d   
для 2,dD   2 ,d   для 3,dD   4 ,d   для 4,dD   24d   и т. д.). Этот 
интеграл сходится, если только 

0 2,dD


   

т. е. находится в «окне» определения распределения Леви (см. главу 2). 
Интеграл в правой части (7.37) легко вычисляется интегрированием по 
частям: 
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 (7.37а) 

Здесь В — выписанная для удобства константа, Γ(x) — гамма-функция Эй-
лера. Поскольку в (7.36) все интегралы одинаковые, можно перейти к экс-
поненциальному пределу 
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Здесь ,N   и поскольку в самом грубом приближении можно считать, 
что скачки происходят равномерно, т. е. с постоянной скоростью ,N t  
то, введя обозначения 

0 ,
2 sin

2

d

d

d

D

D

d dD

q d
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DV








 

 
 

   
            

   0 ,x K    
0

,


  

получим закон распределения плотности вероятности случайной величи-
ны  0  (7.33) в виде зависимого от времени распределения Леви: 

 
0

1( ) cos( )exp
D

W x tx dx  


  
  

 
  (7.38) 

или закон блужданий в виде супердиффузии: 

1/2
0 ~ ,d dD Dt t

 

     

которая происходит быстрее, чем обычная гауссова диффузия 1/2~ ,t  так 
как 1/ .2dD   

Таким образом, простая схема случайных блужданий скаляра, функ-
ционально (7.33) связанного с радиус-вектором в некотором пространстве, 
дает вероятность распределения случайных блужданий Леви, причем па-
раметр Леви можно варьировать как за счет показателя степени функцио-
нальной зависимости α, так и за счет размерности пространства .dD  Эта же 
схема функциональных блужданий Леви в случае более сложной функ-
ции 1( )N NP r r  приводит к усеченным распределениям Леви. Однако до 
этого, чтобы понять практический смысл этих распределений, мы обра-
тимся к двум физическим примерам, которые ведут к распределению типа 
Леви. Заметим, что в физике эти два эффекта и ограничивают набор рас-
пределений Леви — в отличие от экономики, где, по-видимому, распреде-
ление Леви играет ту же роль, что и распределение Гаусса в физике. 
 
§ 6. Распределение Хольтсмарка 
 

Мы сейчас рассмотрим важные физические примеры, которые обыч-
но не изучаются в стандартных университетских курсах статистической 
физики, а они достаточно интересны. Эти физические примеры таковы: 
распределение электромагнитного микрополя в плазме и распределение 
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гравитационного поля во Вселенной [3, 16]. Физически случайная величи-
на микрополя (гравитационного во Вселенной или электрического в плаз-
ме) образуется так: наудачу выбирается точка пространства. В этой точке 
величина поля определяется близостью зарядов (электрических для элек-
трического поля и масс для гравитационного поля). Так как точка выбрана 
наудачу и распределение зарядов в пространстве тоже случайно, имеем 
случайную величину микрополя. Усреднение поля по времени, достаточно 
длительному по сравнению с некоторым характерным временем, дает 
ноль. Характерное время в плазме — обратная плазменная частота (для 
ионов и электронов оно разное). Для гравитационного поля это время есть 
характерное время пробега звезды до «соседки»: 

2 1/2/ .T L v    

Вблизи Солнца характерное расстояние между звездами L порядка 3 пар-
сек, а средняя скорость пробега звезды v — порядка 50 км/с. Это дает 
оценку ~ 60 000T  лет, что на три-четыре порядка меньше самого времени 
обращения Галактики. Так что в обоих случаях можно считать, что полное 
поле есть среднее поле (в плазме, ноль, в силу электронейтральности) 
плюс быстро флуктуирующая добавка (которая, в свою очередь, — в сред-
нем ноль). 

Самым простым и грубым предположением является, что заряды 
в плазме и тела во Вселенной расположены независимо друг от друга. Для 
плазмы это реализуется, если средняя кинетическая энергия заряженных 
частиц гораздо больше энергии потенциального (кулоновского) взаимо-
действия между (соседними) частицами. Последнее является приближени-
ем идеальной плазмы. В космологии аналогичное требование выполняется 
ввиду слабости электрического взаимодействия. Это позволяет легко по-
лучить распределение для абсолютного вектора микрополя, которое обыч-
но и является действующим на некоторый объект в пространстве (эффект 
Штарка на ионах в плазме, возмущающей гравитационное поле). Сделаем 
это сразу для гравитационного поля, так как этот случай в определенном 
смысле ближе к экономике. 

Поместим в центр координат некоторый прибор, измеряющий по-
тенциал случайно перемещающихся в пространстве точечных гравити-
рующих масс. Сила микрополя, действующая в этой точке, есть просто 
сумма всех сил от всех тел в пространстве. Мы считаем, что размер про-
странства бесконечен и количество тел в нем бесконечно, но вот плотность 
их конечна. Имеем выражение для силы в нуле координат: 

 3
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M
F G r

r

 
   (7.39) 
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Здесь iM  — соответствующая масса, G — гравитационная постоянная. 
Функция же распределения вероятности — найти величину поля 0F F   

0F F    — выразится через характеристическую функцию (трехмерную, 
или просто образ Фурье, см. (7.5)) 

 3
1( ) exp( ) ( ) .

8 N

V

W F iF A d  


 
      (7.40) 

С другой стороны, из предыдущей формулы (7.39), при использовании оп-
ределения функции распределения, получаем 
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 (7.41) 

Здесь основную роль играет функция PN: вероятность найти звезду мас-
сы iM  в точке ri для всех i. Если тела расположены независимо (это при-
ближение, для плазмы означающее, как уже указывалось, ее идеальность), 
то 

 1 1 1 1
1( ,... , ,.. ) ... ... ( ),N

N N N N N N
P r r M M dr dr dM dM M

V


     (7.42) 

где ( )M  — вероятность звезде иметь массу М, т. е. распределение звезд 
по массам (экспериментально известное). Тогда 
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Так как в силу нормировки функций распределения звезд по массе 
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и так как выражение для величины АN можно переписать как 

3
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или при переходе обычным образом к экспоненциальному пределу и при 
понимании, что полное число звезд N и полный объем вселенной V могут 
стремиться к бесконечности, но их отношение — плотность звезд n конеч-
на, то 
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где 

3
0

( ) 1 exp ( ) .
V

M
C i r M dMdr

r
  

      
   

    

Введя новую переменную 
9/23/21 ( )

2
dr GM d  

  

и сделав подстановку, получим 
9/23/2 3/21( ) {1 exp( )} .

2
C G M i d   



   
    

Последний интеграл берется следующим образом. Сначала он преобразу-
ется в интеграл в сферических переменных. Интеграл по азимутальному 
углу берется тривиально. Интеграл по полярному углу тоже берется про-
сто: 

2
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Легко видеть, что 

3/2 3/2 3/2 7/2

0

( ) 2 ( sin ) ,C G M z z z dz  


   
  

где в качестве нижнего предела интегрирования взят ноль в силу соотно-
шения .V   Видно также, что от угла вектора ρ ничего не зависит. Не-
сколько интегралов по частям дают 

3/2 3/2 3/24( ) (2 ) ,
15
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а для функции распределения 
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 (7.43) 

где произведено интегрирование по углам. Величина 0F  имеет смысл ха-
рактерного микрополя: 
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Выражение для электрического микрополя плазмы выглядит аналогично, 
только там, как правило, нет никакого усреднения, так как заряд совер-
шенно определенный. Для электронного микрополя (e — заряд электрона) 
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 (7.44б) 

Не надо думать, что распределение Хольтсмарка — это что-то отличное от 
распределения Леви. Если взять распределение проекции вектора микро-
поля на выбранную ось, то это будет точно распределение Леви с парамет-
ром 3/2. Как и всякое распределение Леви, распределение Хольтсмарка 
спадает с ростом флуктуаций медленно, как амплитуда в степени минус 
пять вторых. 
 
§ 7. Усеченные функциональные распределения Леви 
 

Как уже указывалось, распределение Леви в экономике играет, по-
видимому, такую же важную роль, как распределение Гаусса в физике. 
Тем не менее отсутствие второго момента этого распределения предпола-
гает неограниченность флуктуаций. Последнее можно рассматривать толь-
ко как приближение: в действительности все флуктуации конечны. 
В принципе, это и наблюдается в экономике, где чистое распределение Ле-
ви для небольших флуктуаций переходит в так называемое «усеченное» 
(truncated) распределение Леви для больших флуктуаций. Характерным 
примером здесь является кривая распределения нормированных флуктуа-
ций индекса S&P 500 (см. рис. 4.8, 4.9), где крылья распределения идут 
на 1–2 порядка ниже чистого распределения Леви, имеющего место в цен-
тральной части. Усеченные распределения Леви были получены модифи-
кацией характеристической функции Леви (2.19) [18], или просто «обреза-
нием крыльев» [19]. 

Важна возможность также получить усеченные распределения Леви 
в схеме функциональных блужданий. Для этого надо воспользоваться про-
стыми физическими соображениями о неравновероятности прыжков блу-
ждающей частицы во все точки пространства (объема). Таким образом, 
функция PN теряет вид (7.41). Каковы же могут быть соображения о нерав-
новероятности прыжков? 

В физике стандартной является задача о движении частицы в неко-
тором потенциале. Соответственно, и задача о случайных блужданиях мо-
жет быть сформулирована как задача о блужданиях в потенциале, или, как 
говорят, в потенциальном ландшафте. Особенно просто выглядит одно-
мерный случай. На рис. 7.4, а частица может равновероятно прыгнуть 
в любую точку (горизонтального отрезка прямой), что передается густотой 
траекторий. В потенциале типа перевернутой чашки (рис. 7.4, б) прыжки 
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на края «чашки» затруднены, так как требуют больше энергии. Заметим, 
что наличие кинетической энергии у частицы подразумевается, так как она 
движется («блуждает»). Очевидно, что блуждающие частицы распределе-
ны по скоростям, и в самом грубом приближении это распределение Мак-
свелла. Чтобы прыгнуть на край «чашки» потенциала (или на его стенку 
для бесконечно высокой «чашки»), надо иметь значительную кинетиче-
скую энергию. Это значит, что вероятность частице прыгнуть ближе 
больше, чем прыгнуть дальше. Но количество прыжков на малые расстоя-
ния не меняется, так как на дне потенциальной «чашки» этот потенциал 
«не чувствуется» — дно плоское. А вот количество больших прыжков ста-
новится меньше. Так как полное количество прыжков в принципе остается 
тем же в силу нормировки функции распределения, то для функциональ-
ной зависимости (7.33) это означает, что больших значений величи-
ны  0  становится относительно меньше (и «крылья» распределения ве-
роятности блужданий опускаются). 
 

 
Рис. 7.4 

 
Таким образом, усеченные распределения Леви физически возника-

ют, если вместо (7.35) записать 
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которое означает, что вероятность частице оказаться в точке ir  пропорцио-
нальна экспоненциальному фактору, который просто есть распределение 
Гаусса–Больцмана частиц по энергии. Здесь T — некоторая температура 
системы (средняя мера кинетической энергии блуждающих частиц), Z — 
конфигурационный интеграл (нормировка): 
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Таким образом, и вместо функции распределения (9.36) следует записать 
выражение 
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Задача снова сводится к расчету единственного интеграла типа (7.39), в ко-
тором введен соответствующий сомножитель распределения Больцмана: 
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q r
I iK dr
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   (7.47) 

Верхний индекс t означает truncation — усечение. 
Заметим, что физически интересными являются интегралы с притя-

гивающим потенциалом (как на рис. 7.4, б), хотя усечение появляется 
и для отталкивающих потенциалов, что качественно легко объяснимо: боль-
ших прыжков становится ввиду отталкивания больше, и величина (7.33) 
ведет себя так же, как и в случае притяжения. Для притягивающих потен-
циалов объем уже не может считаться бесконечным, и он должен быть ог-
раничен (хорошей моделью является, например, наша Галактика). Легко 
показать, что форма не сильно влияет на результат, и он может быть взят 
всегда в виде шара с радиусом R. 

Интеграл (7.47) уже не может быть рассчитан аналитически, поэтому 
он был взят для случаев, представляющих практический интерес, числен-
но. Результаты представлены на рис. 7.5. Здесь сплошной линией изобра-
жено «чистое» распределение Леви с показателем 1,4,а   а штриховой — 
усеченное с тем же а и величиной температуры порядка среднего измене-
ния потенциальной энергии при прыжке. 

При малых K интеграл (7.47) ведет себя как (7.37), 3:dD   

3/
, ,

d

t
DI BK 

   

а при больших K — как 
2

, .
d

t
DI B K   

При интегрировании, таким образом, центральная часть распределения ве-
дет себя как «чистый» Леви, а края распределения опускаются (усечение, 
рис. 7.5). 
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Рис. 7.5 

 
Итак, функциональная модель случайных блужданий, когда измеря-

ются функции радиус-вектора частицы, блуждающей в общем случае в по-
тенциальном ландшафте, дает усеченные распределения Леви. Легко ви-
деть, что эти распределения удовлетворяют всем тем эмпирическим требо-
ваниям, которые появляются при анализе флуктуаций доходностей акций 
и индексов (см. главу 6 настоящего издания). Помимо параметров «чисто-
го» Леви, в усеченном распределении Леви функциональных случайных 
блужданий возникает еще параметр температуры и профиля потенциала, 
фактически же новым параметром является отношение температуры к ха-
рактерному изменению потенциала, или «неидеальность» задачи. Как при-
менить развитые модели к анализу фондового рынка, мы увидим в сле-
дующей главе. 
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Глава 8 
Статистические модели фондового рынка 

 
§ 1. Какие статистические модели фондового рынка возможны? 
 

Статистические модели фондового рынка должны описывать все из-
вестные к настоящему моменту эмпирические факты (см. главы 4 и 5). 
Модели должны описывать в первую очередь распределение флуктуаций 
(доходности) курсов акций и фондовых индексов. При этом флуктуации 
курсов акций должны быть дельта-коррелированы во времени, а фондовые 
индексы — иметь короткие автокорреляции. Характерно, что здесь не 
очень помогают физические аналогии. Действительно, указать уверенное 
наблюдение усеченных блужданий Леви в физических системах, по-види-
мому, сложно в силу его неотличимости в смысле динамики среднеквадра-
тичного отклонения от такового в гауссовом распределении из-за большой 
величины N практически в любых физических системах. Соответственно, 
выход на асимптотику (7.21) происходит при очень больших R (см. 
рис. 7.2), которые очень трудно фиксируются экспериментально, а то 
и требуют совершенно специфических методов определения. 

В то же время усеченные блуждания Леви очевидным образом на-
блюдаются (и, как только что было указано, должны быть описаны) в эко-
номике для флуктуаций упомянутых величин. Эти флуктуации уже до-
вольно давно были интерпретированы как случайные процессы с незави-
симыми приращениями [1]. 

Наилучшей моделью случайных блужданий как доходности акций, 
так и рассмотренных фондовых индексов является схема с законом прыж-
ков (7.9) при 2.   Здесь, однако, сразу возникает вопрос: что в этой схе-
ме случайных блужданий является элементарным прыжком? Примени-
мость модели усеченных блужданий Леви с законом прыжка в простом ви-
де (7.9) при 2   для описания флуктуаций доходности акций и биржевых 
индексов достаточно ограничена. Трудно представить, чтобы акции раз-
личных по капитализации компаний вели себя единым образом (имели 
один и тот же закон прыжка). Более естественно такое приближение для 
флуктуаций доходностей биржевых индексов. По-видимому, модель тре-
бует дальнейших уточнений и развития: например, таким развитием может 
быть отказ от простой пропорциональности числа случайных блужданий 
интервалу времени, т. е. введение схемы CTRW [2] — случайных блужда-
ний с распределенным временем. Заметим, что модель должна описывать 
кумулятивные распределения доходности акций без характерных переги-
бов (ср. экспериментальный рис. 4.2 и теоретический рис. 7.3). 
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Возможны другие модели, описывающие те или иные характеристи-
ки фондового рынка. Получить, например, распределение Леви для флук-
туаций биржевых индексов, а также усеченных распределений Леви для 
них же можно в рамках так называемой плазменной модели [3]. В ее рам-
ках также можно получить разумные распределения автокорреляций 
и времени транзакций между двумя соседними актами купли-продажи. Хо-
тя подобные плазменные модели и достаточно «рукотворные», они позво-
ляют ставить и отвечать на вопросы, которые в рамках простой (и моди-
фицированной, см. ниже) модели доходности акции как случайного блуж-
дания в некотором одномерном пространстве просто не возникают: это 
вышеупомянутые распределения времени транзакции и пр. 

Тем не менее модель случайных блужданий позволяет сделать пер-
вый шаг в углублении феноменологического описания флуктуаций доход-
ности на фондовом рынке и перейти на более глубокий феноменологиче-
ский (или уже микроскопический?) уровень — определить закон элемен-
тарного прыжка доходности и что этим элементарным прыжком является. 
В каком-то смысле она устанавливает основной закон (флуктуаций) фон-
дового рынка. 

Сразу скажем, что эта модель не решит все известные проблемы: за 
скобками останется поведение волатильности (модуля) доходности объек-
тов фондового рынка. В конце части I мы сформулируем эти нерешенные 
проблемы и обсудим возможные пути их решения. 
 
§ 2. Неклассические случайные блуждания и феноменология 
флуктуаций доходности ценных бумаг на фондовом рынке 
 

Для начала следует установить, что является элементарным прыж-
ком в схеме случайных блужданий. В [4] установлено, что таковым для ак-
ций является единичный акт купли-продажи, или тик. Дисперсия распре-
деления (7.19) при 1,n   2   просто равна 1/2 .N z  Так как эксперимен-
тально ~ ,N t  где t — частота фиксации значений доходности, должно 
существовать минимальное время t, которое соответствует минимально 
возможному интервалу фиксации доходности, т. е. время между двумя по-
следовательными тиками. С одной стороны, этот интервал является слу-
чайной величиной. Экспериментально можно легко определить ее среднее 
значение. С другой стороны, это среднее значение должно быть равно 
средней тиковой доходности, то есть значению z. Можно построить зави-
симость средних доходностей для различных временных интервалов t. 
Теоретически эта зависимость должна иметь вид 1/2~ t  в силу (7.22). Гра-
фик этой зависимости определенно должен начинаться с уровня тиковой 
доходности. Экспериментально можно сравнить теоретический минималь-
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ный временной интервал, определяемый точкой пересечения графика сред-
неквадратичных доходностей и уровня среднеквадратичной тиковой до-
ходности (рис. 8.1) со средним временным интервалом между двумя по-
следовательными тиками. Разница между теоретически определенным ми-
нимальным временным интервалом и экспериментально измеренным 
средним временем между двумя тиками для акций «Газпрома» велика по 
сравнению с разницей для акций других компаний на российском рынке — 
33 %. Минимальное различие данных величин наблюдается для акций 
Сбербанка и составляет всего 3 %. 
 

 
Рис. 8.1. Ось X: временной интервал фиксации значений доходности. Ось Y: 
средняя доходность акций «Газпрома» для нескольких t (черные квадраты), со-
единенных сплошной линией. Пунктирная линия — экстраполяция зависимости 
до малых значений. Горизонтальная сплошная линия определяет значение сред-
неквадратичной тиковой доходности. Пересечение графиков дает значение t   

0,018  мин., среднее время между двумя последовательными тиками равно 
0,024 мин., разница составляет 33 %. Тиковые данные получены по результатам 
торгов 15.01.2008 на бирже ММВБ, 1-минутные, 10-минутные, часовые и днев-
ные данные получены по результатам торгов 10.01–10.02.2009, 07.01–30.09.2009, 
01.09.2008–30.09.2009, 23.01.2006–30.09.2009 соответственно 
 

Таким образом, тик является единичным прыжком в схеме случай-
ных блужданий, но схема должна быть модифицирована так, чтобы теоре-
тические (кумулятивные) распределения доходности акций максимально 
соответствовали рис. 4.2 (рис. 7.3, как уже говорилось, не совсем соответ-
ствует: он правильно описывает падение функции распределения с ростом 
величины флуктуации, но имеет прогиб, что практически не наблюдается 
экспериментально). 
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Первая возможность модификации модели — это попытка примене-
ния схемы случайных блужданий с непрерывным временем (CTRW) [2]. 
В самом деле, временные интервалы между двумя последовательными ти-
ками могут варьироваться в широком диапазоне. Распределение этих вре-
менных интервалов для американского рынка известно [4], его функция 
спадает с увеличением t  как   4,4 .t

  По всей видимости, учет времени 
между транзакциями не позволяет получить новые результаты в силу на-
личия математического ожидания величины временного интервала между 
тиками. Другой возможностью для модификации схемы усеченных слу-
чайных блужданий Леви является использование связи стандартного от-
клонения z и среднего объема сделки при помощи степенного закона. На-
ша модификация ограничивается предположением о том, что каждое стан-
дартное отклонение z в схеме (см. закон прыжка (9.9)) является случайной 
величиной ,iz  пропорциональной объему сделки в i-й транзакции (i-м ти-
ке). Мы возвращаемся ко второму экспериментально выявленному свойст-
ву, описанному во введении. Практически мы используем широко распро-
страненное биржевое правило о том, что «объем торгов двигает цену» [5]. 
Это обобщение проделано в [6, 7]. 

Данная модификация означает, что мы вводим зависимость функции 
распределения вероятности единичных флуктуаций τi(ri) от другой случай-
ной величины .iz  В данном случае схема снова напоминает модель CTRW. 
Проблема прямого применения CTRW состоит в том, что конечная функ-
ция распределения для R будет зависеть от набора случайных вели-
чин  .iz  Например, функция распределения усеченных случайных блуж-
даний Леви (9.19) для 2   получается в виде 

 2,
1

1( ) exp( ) (1 ).
2

i

i

N
Kz

z i
i

W R dK iKR e Kz 







   (8.1) 

Так как все величины  iz  имеют функцию распределения ~ x   при боль-
ших ,iz  где ~ 2,5 – 2,7   1 ,    возможно усреднение (8.1) по каж-
дой .iz  Тем не менее этот результат будет неверным, так как конечный вид 
усредненной таким образом функции (8.1) не будет соответствовать экс-
периментально наблюдаемым данным, а именно, не будет пропорциона-
лен 4R  при больших R. 

Применение простой схемы CTRW возможно по крайней мере для 
асимптотических значений (8.1), так как при больших R имеем 
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и набор случайных величин  iz  дает только одну случайную величи-
ну 3.iz  К сожалению, функция плотности вероятности распределения 
данной величины на хвостах имеет вид 2/3 /3~ .x    Эта функция не имеет 
математического ожидания, которое необходимо для применения схемы 
CTRW [2]. На самом деле величины  iz  появляются в явном виде в выра-
жении (8.1) в различных комбинациях: 2,iz  3

iz  и т. д. Каждая из таких 
комбинаций сама представляет собой случайную величину. Так как асим-
птотическая функция распределения зависит от суммы кубов ,iz  можно 
сделать вывод, что сумма сходится к распределению Леви (см. [8]). Только 
это условие обеспечивает устойчивость величины 3

iz  при добавлении но-
вых членов в сумму. 

Поэтому метод CTRW необходимо обобщить на случай отсутствия 
условного среднего (случайной величины 3

iz  в (8.2)), для случая наличия 
условного среднего (см. [9]). Как и в случае распределения Леви, выраже-
ние (8.1) может быть исследовано на предмет зависимости от N, т. е. пере-
нормировки. Если переформировать величину R в (8.1) или соответствую-
щее асимптотическое кумулятивное распределение 
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на стандартное отклонение  1/22 ,iz  что мы делаем во всех экспериментах, 

возникает скейлинговая зависимость выражения (8.3) в виде 1/2N   в слу-
чае 3 ~iz N  (см. (7.21) и рис. 7.3). В то же время зависимость 3

iz  от N 
имеет другой вид, так как функция распределения случайной величи-
ны 3

iz  сходится к распределению Леви (см. выше). Имеем конечный ре-
зультат для функции распределения Леви 3 3/( 1)~iz N    и конечную наблю-
даемую зависимость (8.3) от N после перенормировки реальной доходно-
сти R на экспериментально полученное стандартное отклонение 
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 (8.4) 

При ~ 2,5 2,7   получаем зависимости (8.4) в диапазоне 0,5N  до 0,27N  (см. 
рис. 8.2). Видно, что стандартная экспериментальная перенормировка 
обеспечивает слабую зависимость всех функций распределения доходно-
сти от количества прыжков (тиков) N. Отметим, что такие зависимо-
сти (8.4) от N аналогичны экспериментальным результатам [10] и нашим 
результатам [6, 7], полученным для российского рынка, где имеются сла-
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бые зависимости от N: как уже указывалось, доходности растут при увели-
чении N в отличие от того, что наблюдается на рис. 7.3 для простой схемы 
усеченных случайных блужданий Леви (ср. с рис. 4.2). 
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Рис. 8.2. Кумулятивная функция распределения (8.1) для 2   (ось Y), нормиро-
ванная на R (8.4) с 2,7.   Сплошная линия: 1,N   пунктирная линия: 60,N   
точки: 450.N   Количество прыжков соответствует отношению между 10-ми-
нутными, часовыми и дневными доходностями 

 
Отметим, что установленная зависимость от N имеет место только 

в случае доходностей акций. Возможная зависимость доходностей индекса 
от объема торгов акциями, входящими в индекс, может иметь другой вид 
(по сравнению с законом ).x   Если этот закон не попадает в диапазон Ле-
ви 2 0   и ς (немного) больше 2, кумулятивное распределение доходно-
стей индекса на больших временных интервалах (S&P 500, 16 дней как на 
рис. 4.10, б, положительные месячные доходности индекса РТС на 
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рис. 4.12: последние две точки) может сходиться к гауссовому случаю 
(см. (8.4) при 1 ~ 3 4).     Эти распределения будут выглядеть анало-
гично показанным на рис. 7.3 при больших N, а не так, как эти же кривые 
на рис. 8.2. 
 
§ 3. Основной закон фондового рынка 
 

Можно предположить, что закон 31 x  для кумулятивной функции 
распределения флуктуаций акций и индексов является универсальным. Та-
кое распределение может быть получено при помощи схемы случайных 
блужданий (прыжков) с законом единичного прыжка (7.9) только 
при 2.   Это означает, что закон прыжка при таком значении  — 

 
3

2 2 2
4( )

( )
i

i
i

z
r

z r






 (8.5) 

— также является универсальным. Здесь значение iz  представляет собой 
некоторую характерную доходность, использующуюся для нормировки. 
Этот результат можно считать доказательством существования микроско-
пического закона флуктуаций доходностей на фондовом рынке. Таким об-
разом, цены всех акций (индексы представляют собой, по сути, корзины 
акций и их поведение аналогично) совершают «прыжки» на различные 
«дистанции» с постоянными вероятностями. Микроскопический за-
кон (8.5) объясняет феноменологию закона 31 x  [11]. 

По всей видимости, существование строгих законов единичного 
прыжка (8.5) возможно по двум причинам. Во-первых, распределения ве-
роятности флуктуаций доходности должны обладать вторым моментом, 
т. е. дисперсией. Это требование обусловлено в конечном счете ограни-
ченностью денег. Во-вторых, функция распределения должна иметь ту же 
асимптотику, что и закон прыжка, то есть должна существовать вероят-
ность возникновения больших флуктуаций посредством одного прыжка. 
Все функции Леви удовлетворяют второму требованию, но не первому. 
Только функция распределения (7.19) при 2   удовлетворяет обоим ус-
ловиям. 

Простое определение величины zi как некоторой характерной вели-
чины прыжка не позволяет дать точного объяснения зависимости норми-
рованных функций распределения и кумулятивных распределений от N. 
Модификация схемы случайных блужданий обеспечивается за счет введе-
ния зависимости {zi} от количества акций, торгуемых в одной сделке (ти-
ке), так как факт соответствия одного тика одному прыжку проверен экс-
периментально (см. также [6, 7]). В этом случае функция распределения 
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величины 3
iz  сходится к функции Леви с индексом Леви  1 / 3.   Ко-

нечная зависимость кумулятивных функций распределения от количества 
тиков (прыжком) попадает в диапазон от 0,5N  до 0,27.N  Российские акции 
демонстрируют более слабые зависимости по сравнению с акциями из 
США и акциями, торгуемыми на LSE и на Парижской бирже. Таким обра-
зом, конечная схема случайных блужданий выглядит как схема CTRW при 
отсутствии условного среднего (для величины 3).iz  
 
§ 4. Глобальная «плазменная» модель фондового рынка 
 

На основании модели теперь уже функциональных случайных блуж-
даний достаточно сделать последний шаг, чтобы сформулировать некото-
рую (можно назвать ее «плазменной») модель фондового рынка [3]. Ее 
основной идеей является сопоставление цены акции на фондовом рынке 
некоторому потенциалу в модельном экономическом пространстве. Оче-
видно, что такое модельное пространство должно позволять описывать, 
помимо динамики цен акций и связанных с ними финансовых инструмен-
тов, различные экономические явления — банкротства, слияния компаний 
и т. д. 

Уже в такой простой постановке задача напоминает динамику плаз-
мы (а скорее, некоторую Вселенную с тяготеющими телами»): предпри-
ятие или компания с количеством акций М представляет собой точечное 
тело из М одинаковых точечных элементарных частиц, находящееся в не-
котором модельном пространстве. Пусть каждая элементарная частица не-
сет некоторый «заряд» q (далее слово «заряд» закавычивать не будем). То-
гда каждая i-я частица создает в пространстве (в некотором начале коор-
динат) потенциал 

 ,i a
i

q

r
   (8.6) 

которым мы определим цену одной акции данного предприятия или дан-
ного «тела». Пока не определяем показатель а. Что мы знаем (или твердо 
не знаем) про это модельное пространство? 

1. Это не геометрическое пространство, потому что цена акции опреде-
ляется отнюдь не физическим расстоянием — она вообще на разных 
биржах в разных концах мира одинаковая. 

2. Размерность D этого пространства неизвестна. 
3. Физические события в этом пространстве — перемещения частиц, 

соударения частиц, испускание излучения и т. д. — должны соответ-
ствовать экономическим явлениям: изменению цены, покупке-прода-
же акций и т. д. 
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Важное значение в экономике имеют фондовые индексы. За-
пись (8.6), очевидно, позволяет определить фондовый индекс в модельном 
пространстве, так как фондовые индексы — это суммы цен одной акции 
определенных компаний, взятые с рыночным «весом». В модельном про-
странстве фондовый индекс образуется путем простого сложения по-
тенциалов от одной элементарной частицы (акции) выбранных тел (для 
S&P 500 это 500 разных акций). Точка «измерения» индекса произвольна, 
выберем в качестве нее начало координат. Тогда фондовый индекс ϕ может 
быть определен как 
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     (8.7) 

Постоянную С без ограничения общности положим (пока) равной нулю 
(это обычное определение потенциала, он определен в точностью до кон-
станты). Если теперь рассчитать функцию распределения плотности 
вероятности флуктуаций ϕ, то полученную функцию следует сравнить 
с полученной эмпирически. Отметим важное обстоятельство: в (8.7) вели-
чина N — это не количество шагов, как было в главе 7 в методе функцио-
нальных случайных блужданий, а количество частиц (звезд), как в примере 
о распределении микрополя. Удобно работать с индексом S&P 500, так как 
здесь 500N   и переход к пределу 

1lim 1
N

N
e

N

   
 

 

выполняется с хорошей точностью: 1(1 )NN   при 500N   составля-
ет 2,7156, а 2,7182е   — совпадают три значащих цифры. 

Применим теперь метод, развитый в предыдущей главе, а также вос-
пользуемся примером распределения микрополя, помня, что потенциал — 
величина скалярная и фурье-образ надо брать в виде однократного, а не 
трехкратного интеграла. Имеем 

 1 1
1

( ) ... ( ... ) ... .
N

N N Na
i i

q
W P r r dr dr

r
  



 
  

 
 

     (8.8) 

Вводя фурье-образ от дельта-функции 
1( ) exp( ) ,
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получим 
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Как уже указывалось в предыдущей главе, все определяется функ-
цией PN — вероятности найти первое тело вблизи точки 1r  в объеме 1,dr  
второе — вблизи точки в объеме 2,dr  и т. д. вплоть до последнего N-го те-
ла. Ее простейшее значение, как мы видели, есть 

1 .N N
P

V
  

Далее надо, как обычно, переходим к пределу 

,N     ,V     const.N
n

V
   

Сделаем некоторые замечания относительно чисел N и V. Первое число 
представляет собой общее количество компаний, учитываемых исследуе-
мым индексом (S&P 500 500).N   Какой они занимают объем V в модель-
ном пространстве, сразу не ясно. Можно, однако, заключить, что этот объ-
ем невелик. Действительно, величина /1 / DV   определяет минимальную 
цену акции предприятия, которая ниже определенного предела становится 
бросовой (предприятие — банкрот), а таких среди компаний S&P 500 нет. 
Таким образом, объем, занимаемый компаниями индекса S&P 500, мень-
ше, чем полный объем экономики в модельном пространстве (рис. 8.3). 
 

 
Рис. 8.3 
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Выражение для функции распределения можно переписать как 
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Сумма под экспонентой преобразуется в произведение одинаковых вели-
чин, и 

1

1 1( ) exp( ) exp .
2

N

i a
i iV

Kq
W dK iK dr i

V r
 







 
  

 
 

  

Видно, что это выражение намного проще, чем то, которое было вычисле-
но в предыдущей главе для флуктуаций гравитационного поля. Здесь надо 
считать единственный интеграл 

 1( ) 1 1 exp .i i a
iV

Kq
I K dr i

V r

  
        


  (8.10) 

В выражении (8.5) следует перейти к сферическим координатам, интегра-
лы по углам вычисляются тривиально, остается интеграл по радиусу, стре-
мящемуся к бесконечности, который берется трехкратным интегрировани-
ем по частям. Представление ( )iI K  в таком виде (1 1 / )V   необходимо 
как раз для того, чтобы это трехкратное интегрирование по частям можно 
было произвести (иначе интегралы расходятся). Тогда 
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     (8.10а) 

Здесь А — число, и этот интеграл сходится, только если 0 / 2,D    т. е. 
это отношение должно, как ему и полагается, находиться в «окне» Леви. 
Для трехмерного пространства d равно 4π, для четырехмерного — 4π2 
и т. д.: 
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 (8.11) 

Перемножая все интегралы ( )iI K  (что сводится к возведению в степень N) 
и переходя к экспоненциальному пределу, имеем для функции распределе-
ния плотности флуктуаций потенциала в модельном пространстве функ-
цию Леви, нормированной на характерный потенциал ϕ0: 

0 ( ) ,DAn


     0 ,x K    
0

.
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Следующее выражение, совпадающее со стационарным (не зависящим от 
времени) распределением Леви: 
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2( ) cos( )exp .
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W x x dx 


  
  

 
  (8.12) 

Однако в этом распределении пока нет времени. Действительно, это 
распределение мгновенное, т. е. оно появляется в результате мгновенной 
фиксации всех 500 «тел»-компаний в определенный момент времени (так 
образуется случайная величина (8.7)), затем — в другой момент времени 
и т. д. Разница между этими моментами времени должна быть не меньше 
времени корреляции, которое есть у каждого индекса (для S&P 500 — 
4 мин, см. главу 5). При измерениях на временных интервалах ,t  боль-
ших времени корреляции corr ,  можно разбить интервал измерений на от-
резки времени, кратные времени корреляции: corr2 ,  corr3 ,  corr4  и т. д. При 
измерении 1  и 2  на временном интервале в 2 времени корреляции выра-
жение 

 2 1
2 1

,
a a

q q

r r
     (8.13) 

в силу устойчивости распределения Леви, будет иметь функцию распреде-
ления 
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  (8.14) 

а при измерении на N временах корреляции разности: 

1 1 1 2 2 1...N N N N N                  

вместо 2 в выражение для функции распределения под экспоненту вой-
дет N. Так как corr/ ,N t t    имеем результат, который был приведен: 
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  (8.15) 

Этот результат уже точно совпадает с эмпирическим распределением 
Леви для центральной части индекса S&P 500 [12], если D a   (см. так-
же главу 4). Итак, из простой модели хаотически расположенных в мо-
дельном пространстве тел получена правильная (в центральной части) 
функция распределения индекса S&P 500. Из этих эмпирических данных 
можно определить отношение ,D   которое оказывается равным 1,4. Что-
бы определить показатель α и/или размерность модельного пространст-
ва D, этих данных недостаточно. 
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Условие существования распределения Леви совпадает с нашим ус-
ловием 0 2.D    В принципе, свободным параметром задачи является 
скорее размерность модельного пространства. По ряду причин четномер-
ные пространства неудобны (в них излучение не имеет заднего фронта, 
а излучение в модели соответствует деньгам), и остаются только нечетно-
мерные. Одномерное пространство явно не подходит, так как в нем «тела» 
совершали бы большое количество соударений, что не наблюдается в ре-
альной экономике. Поэтому минимально возможное — трехмерное мо-
дельное пространство. Так как у Мантеньи и Стенли [8, 12] показатель Ле-
ви — 1,4,а   для трехмерного модельного пространства — 2,14.   

Этот потенциал интересен тем, что он весьма близок к дипольному. 
Дипольный потенциал возникает в задачах о взаимодействии, который пе-
реносится массивными квантами (в отличие от безмассовых фотонов). Эти 
массивные кванты могут играть роль денег (различных), это происходит 
в дипольном потенциале: 

 0exp( )( ) ( ) .k r
r Q

r
  

   (8.16) 

Здесь 0k  — постоянная экранирования, физически она пропорциональна 
массе кванта. Эти-то массивные кванты и могут быть введены в качестве 
денег. Для 
 1/3

0 0,023k n   (8.17) 
получается функция распределения, представленная на рис. 8.4. Здесь 
сплошной линией отмечено распределение Леви с 1,4,а   а штриховой — 
распределение, в котором частицы в модельном пространстве создают по-
тенциал вида (8.16) вместо (8.6) и где длина экранировки дается выраже-
нием (8.17) (величина n — плотность «тел»-компаний в модельном про-
странстве). 
 

 
Рис. 8.4 
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Рис. 8.4, а построен в обычной шкале, а рис. 8.4, б — в полулога-
рифмической. Оба рисунка демонстрирует удовлетворительное согласие 
функций Леви и функции распределения с потенциалом (8.16). Этот факт 
может быть использован для развития модели. 
 
§ 5. Усеченное распределение Леви для флуктуаций индекса S&P 500 
 

Построим теперь усеченное распределение Леви для частицы, нахо-
дящейся в потенциале, создаваемом всеми остальными «телами»-компа-
ниями в модельном пространстве (говорят, что каждая частица движется 
в самосогласованном потенциале). Для этого глобальную модель фондово-
го рынка сделаем ограниченной в модельном пространстве — ведь акций 
нулевой цены не бывает (рис. 8.3). Очевидно, что «тела»-компании обла-
дают некоторым стохастическим движением в модельном пространстве, 
т. е. имеют кинетическую энергию, мерой которой будет температура T. 
Ввиду этого следует несколько конкретизировать вид потенциала (8.6): он 
может быть только потенциалом притяжения, так как если бы движущиеся 
тела еще и отталкивались, то они никогда бы не создавали устойчивой сис-
темы (а просто бы разлетались). 

Эти тела создают некоторый средний потенциал, который в первом 
приближении получается размазыванием всех частиц всех тел по ограни-
ченному объему. Легко показать, что изрезанность границ объема, зани-
маемого «телами»-компаниями в модельном пространстве, не очень силь-
но повлияет на конечный результат (в него войдет квадрат отношения ха-
рактерной длины изрезанности границы к среднему «радиусу» объема). 
Поэтому в качестве такого объема может быть взят просто шар (не обяза-
тельно трехмерный). Тогда самосогласованный потенциал в точке r0 равен 

 0
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( ) ,
V

N q
r dr

V r r
  


 

   (8.18) 

а вблизи нуля может быть разложен в ряд (возьмем сразу минимально воз-
можное трехмерное модельное пространство): 
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   (8.18а) 

Теперь мы просто изменим функцию ,NP  определив константу С в выра-
жении (8.7) как 0 0( ( )  ( )) ( )q r R q r      и взяв 
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 (8.19) 
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где Z, как и в предыдущей главе, — конфигурационный интеграл теперь 
для самосогласованного потенциала (8.18). Вопрос о физических причинах 
появления усечения распределения Леви мы также рассмотрели на преды-
дущей лекции. Вместо интеграла ( )iI K  (8.10) появляется, как и в главе 7, 
другой: 

 1 ( )exp .t i
i i

iV

iKq q r
I dr

Z r T

 
  

 


   (8.20) 

Для больших K это сведется к старому результату, в общем виде можно 
получить 
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 (8.20а) 

Используя этот интеграл, можно численно рассчитать распределение 
флуктуаций индекса в модельном пространстве и сравнить его с эмпириче-
скими результатами [8, 12]. 

На рис. 8.5 изображены результаты измерения функции распределе-
ния разности значений индекса S&P 500 (т. е. флуктуаций) на различных 
временных интервалах t  (кружками), «чистое» распределение Леви с по-
казателем 1,4а   (сплошная кривая) и расчетная кривая с использованием 
 

 
Рис. 8.5 
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интеграла (8.20) [13]. Видно хорошее согласие развитой модели с эмпири-
ческими данными. Подгоночным параметром теории было отношение 
средней потенциальной энергии «тела»-компании в самосогласованном 
потенциале к средней кинетической энергии — температуре T: 

2 /3 / 2,29.q N TR    
Видно, что средняя кинетическая энергия частицы оказывается одного по-
рядка со средней потенциальной энергией взаимодействия двух частиц 
в соседних телах. В физике плазмы это соответствует случаю неидеальной 
плазмы, динамика которой (в отличие от идеальной плазмы) достаточно 
трудоемка для аналитических и компьютерных расчетов. 

Модель позволяет также описывать различные экономические явле-
ния — банкротства, слияний компаний. Банкротство можно интерпретиро-
вать просто как уход (выталкивание) на бесконечность некоторого тела. 
При этом цена его акций становится близкой к нулю. В принципе такая си-
туация грозит тем телам, которые имеют слишком большую собственную 
кинетическую энергию. 

Слияние компаний описывается падением одного тела на другое. 
Для 2,14   сечение такого процесса пропорционально сумме количеств 
акций обоих тел в степени 0,93: 

0,93
0,931 2

2,14 1 22
21,3 ( ) .q q

M M
mv




 
  

 
  

Здесь m — приведенная масса, v∞ — начальная относительная скорость 
«тел» в модельном пространстве. Из этой формулы следует, что компанию 
с малым количеством акций поглотить сложнее (эти акции просто сложнее 
купить). 
 
§ 6. Эмпирические аппроксимации автокорреляционных функций 
финансовых инструментов фондового рынка 
 

Мы уже занимались эмпирическим анализом автокорреляций доход-
ностей и нормированных изменений курсов акций и индексов в главе 7. 
Для любой ценной бумаги стоимостью в данный момент времени S(t) сна-
чала определяется доходность: 

( )( ) ln ,
( )

S t t
G t

S t

 
  

а затем функция автокорреляции: 
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   (8.21) 
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В главе 5 приведены характерные функции автокорреляции доходностей 
различных акций и индексов. Автокорреляционные функции производных 
(опционов, фьючерсов) экспериментально пока не измерены. Мы повторим 
график авткорреляционой функции индекса S&P 500 (рис. 5.3, а) в полуло-
гарифмическом масштабе (рис. 8.6). Время корреляции, определяемое ли-
нейной частью графика, как уже говорилось, дает время корреляции ин-
декса corr  около 4 минут. Однако в вершинной части этот график отлича-
ется от обычной экспоненты (см. главу 5): 

 2

corr

( ) exp .t
R t 


 

  
 

 (8.22) 

Не худшей аппроксимацией служит и выражение типа 2 2
corr( ) ~ exp( / ),R t t   

которое представлено сплошной линией на этом же рис. 8.6. Поэтому 
в рамках развитой «плазменной» модели экономики попробуем построить 
автокорреляционные функции индексов, аппроксимируемых этой сплош-
ной линией на рис. 8.6. 
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Рис. 8.6 

 
§ 7. «Плазменная» модель автокорреляций [14] 
 

Теоретическое описание автокорреляций можно получить, вспомнив 
«плазменную» модель экономики. Очевидно, что потенциал вида 

,i a
i

q

r
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выражающий в этой модели стоимость ценной бумаги, или сумма 
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i i i

q

r
 

 

    (8.23) 

соответствующая величине фондового индекса, будут иметь как времен-
ные, так и пространственные (в модельном пространстве) автокорреляции. 
Характерные время и длина корреляции будут, очевидно, ненулевыми 
в силу того, что система «тел»-компаний в модельном пространстве обла-
дает определенной инерцией. Ситуация во всем аналогична плазменной, 
где время корреляции физических величин (в том числе и потенциалов) — 
обратная плазменная частота (для электронной и ионной плазменных под-
систем разная), а длина корреляции — дебаевский радиус. 

Мы рассмотрим пространственные и временные автокорреляцион-
ные функции сразу для выражения (8.23). Сначала введем пространствен-
ную функцию корреляции ( )B r  потенциалов в системе хаотически распо-
ложенных «заряженных» частиц: 
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     (8.24) 

где iM  — количество акций данного «тела»-компании, q — «заряд» эле-
ментарной частицы, которые составляют «тела»; здесь учтено, что количе-
ство акций разных компаний различно. Чтобы считать подобные средние, 
следует ввести функцию вероятности, найти i-ю «тело»-компанию в точ-
ке ri и сделать это для всех i. Это может быть только равнораспределение 
по энергии (см. § 5 этой главы) 
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    (8.25) 

где появляется мера хаотического движения — «температура» рынка (это 
уже было при рассмотрении эффекта усечения распределения Леви), 
Z снова — конфигурационный интеграл. Проделаем ту же операцию «раз-
мазывания» всех тел в модельном пространстве равномерно для получения 
первого приближения самосогласованного потенциала. Заменяя точный 
потенциал взаимодействия «размазанным» средним потенциалом по фор-
муле 
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получим явный вид функции пространственной корреляции потенциала. 
Произведя интегрирование по углам, получим 
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(8.26) 
Здесь R — снова «радиус шара» экономики, интеграл сходится на обоих 
пределах, 2,14   (по Мантенье и Стенли [8, 12]), самосогласованный по-
тенциал предполагаем не зависящим от углов, и от углов также не зависит 
и сама автокорреляционная функция. Этот интеграл может быть прибли-
женно взят методом перевала с точностью до предэкспоненциального фак-
тора (т. е. мы считаем 1/ ).NZ V  Тогда 
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(8.26а) 
Калибровку самосогласованного потенциала выбираем в ви-

де ( 0) 0.r    Величина ( )q M r   велика уже для 1/3~ .r n  Поэтому са-
мосогласованный потенциал может быть взят в виде своей аппроксимации 
при 0.r   Это даст приближенное значение ( ):B r  
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где 
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Так определяется автокорреляционная функция индекса в модельном 
пространстве. Однако сама эта функция эмпирически не определяется, 
а можно вычислить только функцию автокорреляции по времени. Послед-
няя получается из формулы (8.26б) переходом 

 
2

2 corr
corr 2 ,l

v
 

 
 (8.28) 

определяющим время корреляции. Двойное усреднение происходит по рас-
пределению скорости и распределению «тел»-компаний, учитываемых 
данным индексом, по «массам» (количеству акций, см. главу 4). Имеем 
временную автокорреляционную функцию: 
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Эта функция имеем схожий вид с функцией временной автокорреляции 
индекса S&P 500 (рис. 8.6). Время корреляции в формулах (8.29) и (8.28), 
определяемое из квадратичной аппроксимации автокорреляционной функ-
ции индекса S&P 500, составляет 6 мин — в полтора раза больше пред-
ставленного в главе 7 [10]. 

Время корреляции выражается через среднюю скорость тел в мо-
дельном пространстве и среднее количество акций. Проще взять отноше-
ние времен корреляции двух фондовых индексов (Доу-Джонса и S&P 500, 
например). Если среднее количество акций одинаковое: 

2 2
DJIA S&P500 ,M M      

то отношение времен корреляций есть обратный квадратный корень из от-
ношения числа учитываемых индексами компаний, т. е. примерно 4. 
 
§ 8. Статистика распределения транзакций 
 

Как происходят транзакции (покупка и продажа ценных бумаг)? Из-
вестно [4], что на крупных биржах транзакции ценных бумаг крупных 
компаний происходят достаточно часто. Интервал времени между двумя 
соседними транзакциями является случайной величиной и распределен 
хаотически, имеется некоторая функция его распределения. 

«Плазменная» модель транзакций связана с эффектом переходного 
излучения. (Мы уже говорили на предыдущей лекции, что излучение и по-
глощение массивных квантов в задаче, выполняющих функцию денег, 
и есть транзакции.) В физике это излучение происходит при прохождении 
заряженной частицей границы раздела двух сред. В нашей модельной эко-
номике, казалось бы, следует объяснять транзакции простыми соударе-
ниями «тел»-компаний, при которых происходит излучение. Этот эффект 
соударений, однако, скорее соответствует захвату или слиянию (см. пре-
дыдущую лекцию) и приводит к излучению лишь в обычной плазме, где 
плотность тел велика, а заряды маленькие. В нашей модельной ситуации 
«шара экономики», наоборот, тел немного, но заряды их (количество ак-
ций) велики. Это приводит к тому, что самосогласованный потенциал ти-
па ( )r  на самом деле не гладкий, а (на фоне этой главной гладкой со-
ставляющей) состоит из хаотических доменов (рис. 8.7). 

На этом рисунке представлены «домены» даже не самого потенциа-
ла Φ(r), а силового поля E, ему соответствующего. Легко видеть, что для 
стандартных параметров экономики (общее число компаний N ~ 109) 

1/3
corr ,l n  

поэтому пересечения границ «доменов», характерный размер которых как 
раз corr ,l  происходят гораздо чаще, чем соударения «тел»-компаний. 
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Рис. 8.7 
 

Переходное излучение в нашей модели происходит так: «тело»-ком-
пания движется в хаотическом потенциале. Пока тело движется внутри 
домена, ничего не происходит. При пересечении границ домена происхо-
дит ускорение и переходное излучение1, а процесс излучения мы как раз 
и связывали с покупкой и продажей. Поэтому время между двумя транзак-
циями (транзакцией как раз и называется единичный акт купли-продажи 
ценной бумаги) есть 
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если тело движется со скоростью iv  в j-м домене. Нас интересует распре-
деление модуля скорости ,vp  оно, очевидно, максвелловское. Распределе-
ние «доменов» по длине lp  должно соответствовать пространственной ав-
токорреляционной функции (8.26б), создаваемой всеми «телами»-компа-
ниями экономики (т. е. N равно не 500, как для индекса S&P 500, а 109; на 
нормированном распределении времени транзакций это не скажется), т. е. 
оно должно быть гауссовым. Тогда плотность распределения временного 
интервала между транзакциями есть 

 2 2
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( 1)t l vp z up zu p u du
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  (8.31) 

                                                 
1 Термин «переходное излучение» здесь используется в том смысле, что тело излучает 
при переходе из домена в домен. Настоящее переходное излучение происходит при пе-
реходе тела из среды с одной диэлектрической проницаемостью в среду с другой [15]. 
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(z — нормированное время пробега). 
Распределение (8.31) можно сравнить с имеющимся эмпирическим 

распределением [4]. На рис. 8.8 представлены данные кумулятивного рас-
пределения для пяти компаний: АТТ, «Экссон», «Кока-Кола», «Мерк» 
и «Дженерал Электрик», а сплошной кривой — кумулятивный закон к рас-
пределению (8.31) (он будет не 4 ,z  а 3).z  Видно удовлетворительное со-
гласие развитой модели с экспериментом, теория может быть улучшена. 
 

 
Рис. 8.8 

 
Применимость плазменной модели неплохая. Ее еще следует прове-

рить на так называемую инвариантность относительно рыночной капита-
лизации компаний: модель должна давать одинаковые результаты, если 
у нас имеется тело в 1 акцию на малом расстоянии и в миллион акций на 
расстоянии, в 6/10   раз большем, от центра координат в модельном про-
странстве. Но и в нынешнем виде она удовлетворительно описывает 
имеющиеся эмпирические факты — распределение флуктуаций индексов 
и распределение времени транзакций. 
 
Литература к главе 8 

1. Cootner P. N. (ed.) The random Character of Stock Market Prices. MIT 
Press: Cambrige MA, USA, 1964; Samuelson P. A. Industrial Manage-
ment Rev. 1965. Vol. 6. P. 45. 

2. Scher Н., Montroll E. W. Phys. Rev. B. 1975. Vol. 12 (6). P. 2455. 



Физические «плазменные» модели фондового рынка 145

3. Romanovsky M. Yu. Model space of economic events // Physica A. 1999. 
Vol. 265. P. 264–278. 

4. Gopikrishnan P., Plerou V., Liu Y., Amaral L. A. N., Gabaix X., Stan-
ley H. E. Scaling and correlation in financial time series // Physica A. 
2000. Vol. 287. P. 362–373. 

5. Karpoff J. M. A theory of trading volume // Journal of Finance. 1986. 
Vol. 41. P. 1069–1087; Brailsford T. J. The empirical relationship be-
tween trading volume, returns and volatility // Accounting & Finance. 
1996. Vol. 36. P. 89–111. 

6. Видов П. В., Романовский М. Ю. Неклассические случайные блуж-
дания и феноменология флуктуаций доходности ценных бумаг на 
фондовом рынке // УФН. 2011. Т. 181, № 7. С. 774–778. 

7. Romanovsky M. Yu., Vidov P. V. Analytical representation of stock and 
stock-indexes returns: Non-Gaussian random walks with various jump 
laws // Physica A. 2011. Vol. 390. P. 3794–3805. 

8. Mantegna R. N., Stanley H. E. An Introduction to Econophysics. Correla-
tion and Complexity in Finance. NY: Cambrige University Press, 2000. 

9. Sokolov I. M. Levy Flights from a Continuous-Time Process // Phys. Rev. 
E. 2000. Vol. 63. P. 011104. 

10. Gopikrishnan P., Plerou V., Amaral L. A. N. Meyer M., and Stanley H. E. 
Scaling of the Distribution of Fluctuations of Financial Market Indices // 
Phys. Rev. E. 1999. Vol. 60. P. 5305–5316. 

11. Gopikrishnan P., Meyer M., Amaral L. A. N., and Stanley H. E. Inverse 
cubic law for the distribution of stock price variations // Eur. Phys. J. B. 
1998. Vol. 3. P. 139–140. 

12. Mantegna R. N. and Stanley H. E. Scaling Behavior in the Dynamics of 
an Economic Index // Nature. 1996. Vol. 383. P. 46–49. 

13. Romanovsky M. Yu. Truncated Levy distribution of S&P 500 stock index 
fluctuations. Distribution of one-share fluctuations in a model space // 
Physica A. 2000. Vol. 287. P. 450–460. 

14. Romanovsky M. Yu., Oks E. Time intervals distribution of stock transac-
tions and time correlation of stock indices in the model space // Physica A. 
2001. Vol. 299. P. 168–174. 

15. Гинзбург В. Л. Теоретическая физика и астрофизика. М.: Наука, 
1979. 



 
 

Глава 9 
Распределение денег, доходов и имущества 

 
Около 100 лет тому назад итальянский социолог и экономист Парето 

исследовал характер распределения доходов населения и установил, что 
индивидуальный доход распределен с плотностью (1.1), где величи-
на 2,5a   [1]. Парето считал, что этот результат имеет весьма общий ха-
рактер и справедлив «для таких разных стран, как Англия, или Ирландия, 
или Германия, или даже Перу» [1]. Рассмотрим современное состояние 
проблемы распределения доходов и связанные с ней проблемы распреде-
ления денег и имущества у отдельных граждан и их групп. 
 
§ 1. Распределение денег, доходов и имущества в руках 
экономических субъектов в развитых экономиках 
 

По самым грубым представлениям, количество денег, доходы и иму-
щество данного работающего гражданина любой страны связаны следую-
щим образом: деньги, накапливаясь в виде заработной платы или других 
источников, образуют доходы (определяемые, как правило, в годовом ис-
числении), а доходы, накапливаясь в течение некоторого количества лет, 
превращаются в имущество (движимое и недвижимое). Поэтому грубая 
математическая связь денег «в кармане» у гражданина, его доходов 
и имущества такова: доход является интегралом от денег, а имущество — 
интегралом от доходов. Наоборот, доход является производной имущества, 
а деньги — производной дохода. 

Методов определения количества денег «в карманах» у граждан при 
существующем уровне технологий не существует. В свою очередь, доходы 
и имущество определяются по налогам: подоходному и на наследство. 
В странах с устоявшейся экономической и законодательной системами эти 
налоги репрезентативны. Поэтому распределение доходов и имущества 
можно определить, а денег — только промоделировать. 

С физической точки зрения моделирование распределения денег яв-
ляется известной задачей. С одной (макро) стороны, количество денег 
в данный момент времени точно известно (в современной России это агре-
гаты М1 и М2, определяемые Центробанком) и во времени меняется до-
вольно медленно (адиабатически). В первом приближении модели можно 
вообще считать, что количество денег неизменно. С другой (микро) сторо-
ны, деньги все время переходят из рук в руки, причем в процессе обмена 
всегда участвуют только два (юридических и/или физических) лица. В фи-
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зике это двухчастичный процесс столкновений, в котором в самом про-
стейшем случае перераспределяются энергия и импульс сталкивающихся 
частиц. Кроме этого, адиабатичность подразумевает наличие некоторой 
средней кинетической энергии, мерой которой является в общем случае 
медленно меняющаяся температура. Задача может быть описана некоторой 
функцией распределения частиц. Для двухчастичных соударений известно 
строгое стационарное решение этой функции — максвелловское распреде-
ление по скоростям. 

Нечто подобное можно ожидать и от модели распределения денег, 
и в этом состоит ее первая странность. В модели явно имеется некоторый 
масштаб денег — шкала измерения, физически аналогичная температуре. 
Распределение же типа (1.1) принципиально не содержит никакого мас-
штаба. Поэтому проверка модели распределения денег с учетом их произ-
водности от доходов является принципиальной. Наличие равнораспреде-
ления по «энергии», следующего из факта «двухчастичности» обмена де-
нег и медленно меняющегося их полного количества, выражается законом 

 ( ) exp .m
P m C

T
   
 

 (9.1) 

Задача моделировалась В. М. Яковенко [2] (см. также [3]). Предпола-
галось, что каждое действующее лицо (агент) в модели имеет некоторое 
количество денег (начальным условием модели было количество аген-
тов 500,N   каждому из которых было выдано 1000m    денежных еди-
ниц, полное количество денег ).M N m    Равнораспределение (9.1) может 
быть выведено таким же образом, как это делается в физике. Разделим на-
шу модель «рынка», т. е. места, где происходит обмен денег, на две под-
системы с общим количеством денег 1M  и 2:M  1 2 .M M M   Полная ве-
роятность такого разделения P = P1P2, т. е. 
 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ).P M M P M P M   (9.2) 

Решением этого уравнения и является соотношение (9.1). «Темпера-
тура» T в этой записи является просто средним количеством денег .T m    
Законов обмена было несколько. В первом случае два случайно выбранных 
агента обменивались количеством денег 1,m   во втором обменивалась 
случайная доля   общих денег ( ) / 2i jm m m    i-го и j-го агентов 
(0 1)   и в третьем — случайная доля   всех денег в системе m   

/ .M N  Во всех случаях модель давала один и тот же результат, пред-
ставленный на рис. 9.1 ( 1000),m    после 5000 шагов обмена. В этом слу-
чае агенты не могли брать в долг, т. е. отрицательные деньги отсутствова-
ли. На врезке показана полученная кривая распределения денег «в карма-
не» у агентов в полулогарифмическом масштабе. 
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Рис. 9.1 

 

 
Рис. 9.2 

 
Возможность взять в долг 800 денежных единиц привела только 

к увеличению средней эффективной температуры до 1800m    (рис. 9.2). 
Таким образом, модельное распределение денег оказалось больцманов-
ским с характерным масштабом (9.1), а вовсе не безмасштабным распреде-
лением типа Парето (1.1). 

Также [2, 3] моделировался обмен с налогами. В [2] не очень боль-
шие налоги, уплачиваемые единовременно (т. е. изъятие денег производи-
лось не на каждом шагу обмена, а через определенное количество этих ша-
гов), не оказывали влияния на финальное стационарное распределение ти-
па (9.1). В [3] исследовалось влияние доли изъятия денежных средств уже 
на каждом шаге обмена. Это не только налоги, а скорее даже таким об-
разом моделируются накопления, откладываемые «в сторону» и изымае-
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мые из процесса обмена. Это приводило к искажению закона (9.1) только 
при доле изъятия более 0,4 на каждом шаге обмена. Характерно, что иска-
жение закона (9.1) в нуле наступало уже при сравнительно малой доле изъ-
ятий — 0,1. Искажение заключалось в том, что функция распределения де-
нег в нуле равнялась нулю и не выходила на некоторую константу (или 
единицу), как это происходило в [2]. 

Таким образом, можно заключить, что в обычных (развитых) эконо-
миках развитость фактически определяется свободой обмена. Несвобод-
ный обмен также моделировался [4], при определенных условиях получа-
лось стационарное распределение денег типа (1.1). 
 
§ 2. Динамика денег в мультивалютной экономике 
 

Итак, для экономик со свободным обменом денег имеет место экспо-
ненциальный закон стационарного распределения денег в руках аген-
тов [1]. Как уже указывалось, свобода обмена фактически предполагает 
развитость экономики. В развивающихся экономиках свобода обмена час-
то (или в течение определенного периода времени) нарушена — или прямо 
законом (как в Китае и Индии, где внешнеэкономические операции сильно 
зарегулированы), или коррупционными и олигархическими схемами (как 
это было в современной России примерно до 2005 года и в других стра-
нах — Бразилии, Мексике)1. В то же время остается вопрос о распределе-
нии денег и доходов в подобных странах с такими развивающимися эко-
номиками. Эти экономики часто характеризуются широким употреблени-
ем какой-либо мировой валюты в качестве параллельных денег. Мировые 
деньги могут иногда, в течение какого-то промежутка времени, полностью 
замещать местные (Панама, Эквадор) или обслуживать экономику парал-
лельно. Последний случай был характерен для современной России, где 
сумма долларов США в обращении только в начале 2004 года стала мень-
ше общего количества рублей2. Подобную экономику можно назвать двух-
валютной (доля остальных валют — EURO и др. — значительно меньшая). 

                                                 
1 Об олигархической схеме обмена денег см. в [4]. По-видимому, совпадение [4] с клас-
сическим результатом Парето (1.1) имеет очень глубокое экономическое обоснование. 
Авторы склонны считать, что закон Парето вообще определяет обмен в несвободном 
обществе. Действительно, в конце XIX века (на момент написания Парето его классиче-
ского труда [1]) достаточно свободный обмен мог осуществляться только в континен-
тальной Франции и, с оговорками, в Британской империи и в Германии. 
2 Забавными в этом смысле были российские запреты официальным лицам приводить 
внутрироссийские финансовые оценки в долларах США и других иностранных валю-
тах. Характерно, что эти запреты появились как раз примерно в 2004 г. и были прочно 
забыты к 2012 году, когда уже мало кому в голову приходило оценивать внутреннюю 
экономику России в иностранной валюте. 
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Очевидно, что модель двухчастичных взаимодействий пригодна и для та-
кой экономики. Динамику распределения денег в ней можно промоделиро-
вать следующим образом: все участники рынка изначально делились на 
две группы — обладателей рублей и обладателей валюты. Количественно 
первая группа была больше, в обеих группах изначальное количество де-
нег у каждого участника была одинаковым, причем количество денег у од-
ного «долларового» участника было в пересчете по (некоторому) валют-
ному курсу больше, чем у «рублевого». Скорость обмена денег (физически 
это частота двухчастичных соударений) была разной: обмен «рубль–
рубль» был примерно в 30 раз более частым, чем обмен «доллар–рубль 
и обратно». Принцип обмена соответствовал простейшему первому типу 
обмена денег [1], так как усложненные модели обмена с учетом кредитов 
и налогов давали, как уже указывалось, сходную динамику денежного рас-
пределения [1]. Рис. 9.3 демонстрирует, что даже при времени, гораздо 
большем, чем характерное время обмена «доллар–рубль», распределение 
денег в экономике сохраняет принципиально «двугорбую» структуру, ко-
торая несводима к семейному распределению [1] (см. далее эту главу), где 
этот «горб» появляется при двух участниках экономической деятельности. 
При характерном времени нахождения одного рубля в кармане участника 
экономической деятельности (физического или юридического лица) 
в 0,5–1 месяца это время существования значительного «горба» составляет 
десятки лет. 
 

 
Рис. 9.3 
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На рис. 9.3 изображено распределение денег у участников рынка для 
четырех моментов времени: 1) сразу после начала обмена; 2) 15 времен 
обмена рублей; 3) 3 времени обмена «рубль–доллар»; 4) 30 времен обмена 
«рубль–доллар». Ожидаемого равновесного больцмановского распределе-
ния всех денег не достигается. В то же время видно, что больцмановское 
распределение быстрооборачиваемой валюты — рублей — достигается за 
считанные временные циклы программы. Был принят неизменный курс 
обмена 30 рублей/доллар. По осям отложены относительные единицы, ко-
личество долларов у «долларового» участника изначально в 20 раз больше 
(в пересчете по курсу 30 рублей/доллар), чем рублей у «рублевого». 

Эта простая модель распределения денег отражает динамику доходов 
и накопления имущества участников экономической деятельности и может 
быть привлечена для сопоставления с имеющимися социологическими 
данными о распределении богатства у населения, а также с различными 
математическими моделями [5]. 
 
§ 3. Модель «двугорбого» распределения располагаемых доходов 
в экономике позднего СССР и России 
 

Экономическая структура общества (распределение ликвидных на-
коплений) в СССР после 1987 года представлена на рис. 9.4 (левый график, 
реконструкция [6]) и современной России в 1993 и 1995 годах (правый), по 
осям в относительных единицах отложены ликвидные накопления и доля 
населения. 
 

 
Рис. 9.4 

 
Подобное «двугорбое» распределение ликвидных накоплений (это 

близко соответствует доходу, а математически является линейной комби-
нацией дохода и имущества со значительным весом дохода в этой линей-
ной комбинации) было характерно для СССР после 1987 года и современ-
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ной России. Таким образом, значительная доля «богатого» населения в со-
временной России может (отчасти) объясняться медленным валютным об-
меном, так как значительная часть активов населения традиционно хра-
нится в долларах [6]. 

Таким образом, простая модель денежного обмена в двухвалютной 
экономике давала качественное согласие с имеющейся экономической 
структурой доходов общества и ее динамикой примерно до 2005 года. По-
сле этого начался быстрый рост доходов российского населения, который 
не прерван даже текущим мировым финансовым кризисом (состояние на 
начало 2012 года). Условия денежного обмена перестали быть адиабатиче-
скими: поступление новых денег в экономику и в конечном итоге в карма-
ны граждан было достаточно быстрым и объемным. По-видимому, это 
привело к размыванию «горба» в распределении ликвидных накоплений, 
т. е. путь, который в некоторых «нормальных» условиях мог быть пройден 
за несколько десятилетий, Россия проскочила за несколько лет. Ранее это 
именовалось «экономическим чудом». 
 
§ 4. Эмпиричские распределения доходов и имущества в руках 
экономических субъектов в развитых экономиках 
 

Доходы и имущество граждан определяются по налогам: подоход-
ному и на наследство. В странах с устоявшейся экономической и законода-
тельной системами эти налоги репрезентативны. Распределение доходов 
можно эмпирически проверить, используя информацию о подоходном на-
логе. Это и было сделано В. М. Яковенко для США [7], а также для США 
и Великобритании для подоходного налога и налога на имущество [8]. 
Распределение индивидуальных годовых доходов граждан США в 1996 го-
ду оказалось отличным от (1.1). Оно показано на рис. 9.5. По оси абсцисс 
отложена доля работающих граждан с данным доходом, по оси ординат — 
сам доход в k$. 

На врезке прямая A — то же в полулогарифмическом масштабе, 
а прямая B — вероятность индивидуального дохода, большего, чем пока-
зано на оси абсцисс (в отличие от плотности вероятности это полная веро-
ятность) для 1992 года. Поскольку полная вероятность — это опять-таки 
интеграл от плотности вероятности, хорошее совпадение ее с прямой В 
подтверждает экспоненциальный характер эмпирического распределения 
индивидуальных доходов: 

 
1( ) exp , 0,

( ) 0, 0,

x
P x x

T T

P x x

    
 

 
 (9.3) 
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Рис. 9.5 

 
вплоть до доходов в 120 k$. Экспонента оказалась нормирована на средний 
индивидуальный годовой доход (температура T), который в США 
в 1996 году, по данным налогового ведомства, оказался около 23 k$. Инте-
ресно, что другие данные дали (для 1997 года) величину среднего дохода 
в 35 k$ [7]. Распределение доходов, больших 120 k$, является уже степен-
ным типа Парето (1.1), с показателем 1,7.a   Однако общее количество 
дохода в этом «хвосте» Парето оказалось около 5 %. 

Довольно значительные расхождения в величине Т нормировки за-
кона (9.3) у В. М. Яковенко (см. [7]) объясняются следующим образом. 
Данные налогового ведомства (упомянутые 23 k$ для США в 1996 году) 
охватывают всех граждан, получавших доходы, в том числе и различные 
пособия, пенсии и т. д. Данные Individual Tax Statistics by States, IRS, 35 k$ 
дают распределение только по представленным декларациям граждан 
(в 1996 году было представлено около 122 млн деклараций). Уже на 
рис. 9.5 видно, что в области малых доходов истинное распределение идет 
ниже экспоненты (9.3). Однако рис. 9.5 построен по данным налогового 
ведомства; использование данных IRS приводит, с одной стороны, к еще 
большему «вымыванию» количества деклараций с малыми доходами, 
а с другой — к появлению некоторого количества деклараций с отрица-
тельными доходами. Наши измерения данных IRS для 2004 г. дали сле-
дующие результаты (рис. 9.6). Экспоненциальная часть продолжалась те-
перь примерно до 150–200 k$, показатель «хвоста» Парето был равен 2,65 
(на врезке изображена экспоненциальная часть в полулогарифмическом 
масштабе). 
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Рис. 9.6 

 
В результате закон на рис. 9.7 для малых и средних доходов лучше 

аппроксимируется формулой 

 
0

0

0

1( ) exp , ,

( ) 0, ,

x x
P x x x

T T

P x x x

    
 
 

 (9.4) 

в которой появляется еще один параметр — начальный доход 0.x  Очевид-
но, что он связан со средним доходом T   соотношением 0.T T x    
В 2004 году в США 51,3T    k$, 38,7 1,1T    k$, а 0 12,6x   k$ [9]. На наш 
взгляд, это приближение несколько лучше описывает структуру доходов 
населения, так как дает несколько меньшую ошибку. Не исключено, что 
между измерениями В. М. Яковенко и нашими (1996 и 2004 годы) про-
изошли некоторые качественные изменения в структуре доходов населе-
ния США, которые связаны с тем, что работать за зарплаты менее 2 k$/мес. 
стало просто бессмысленно — пособия покрывают этот уровень доходов. 

Аналогичным распределением (9.4) с «хвостом» Парето характери-
зуются и доходы граждан Великобритании. Уже на рис. 9.7 (по оси абс-
цисс отложен годовой доход в k£, по оси ординат — доля работающих 
граждан, его имеющих, данные 1997 года) видно отсутствие граждан с ма-
лыми доходами. Для несверхбольших годовых доходов (< 40 k£) выполня-
ется экспоненциальное распределение (9.4) со средним доходом (темпера-
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турой) 11,7 k£. Переход к распределению Парето осуществляется при 
сверхбольших доходах (> 40 k£). Здесь параметр (1.1) 2,0 2,3.а    Сходные 
результаты были получены для Канады и совсем недавно для Австра-
лии [10]. 
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Рис. 9.7 
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Рис. 9.8 

 
Для Великобритании 2003–2004 годов [11] результаты представлены 

на рис. 9.8. На врезке приведено распределение граждан по объявленным 
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доходам в полулогарифмическом масштабе, на основном графике — 
в двойном логарифмическом. Средний доход 22 k£, 14,0 4,3T    k£, пока-
затель Парето 2,96 0,17.    

Существует, однако, и принятая в социальной статистике методика 
представления распределения (индивидуальных) доходов граждан. Это так 
называемая кривая Лоренца. По оси абсцисс на графике кривой Лоренца 
откладывается общее количество граждан с доходами ниже определенного 
значения m, а по оси ординат — доход этой части граждан: 

 
0

( ) ( ) ,
m

x m P m dm      0

0

( )
( ) .

( )

m

m

m P m dm

y m

m P m dm

  


  




 (9.5) 

Если величина дохода m меняется от 0 до ∞, переменные x и y пробе-
гают значения от 0 до 1 (или от 0 % до 100 %): единице по оси абсцисс со-
ответствует полное количество граждан, единице по оси ординат — пол-
ный их доход. Заметим, что в (9.5) функция  P m  не обязательно рав-
на (9.2) (или (3.3)). Средний доход: температура кривой (3.3) для дохода 
в США в 1997 году была, как уже указывалось, 23 k$. Определенная таким 
образом кривая Лоренца для США в 1979–1997 годах представлена на 
рис. 9.9. Точки — экспериментальные данные этих лет. Видно, что вблизи 
нуля наклон кривой невелик — это соответствует группе населения с ма-
лыми доходами. Самый большой наклон — вблизи единицы, он соответст-
вует группе населения с наибольшими индивидуальными доходами. 
Сплошная линия соответствует распределению индивидуальных доходов 
граждан (9.3) и (9.4). Для такого распределения доходов кривая Лоренца 
записывается аналитически: 
 (1 ) ln(1 ).y x x x      (9.6а) 

Кроме кривой Лоренца обычно определяют коэффициент Джини, 
который одним числом представляет собой некоторую характеристику 
распределения доходов. Коэффициент Джини — это отношение площади 
между кривой Лоренца и диагональю (01) (рис. 9.9) к площади треуголь-
ника  0 1 1 ,x y  которая равна 0,5: 

 
1

0

2 ( ) ,G x y dx   (9.6б) 

0G   соответствует полному равенству доходов, G = 1 — полному нера-
венству. Для 1979–1997 годов в США он представлен точками. Распреде-
ление доходов вида (9.3), (9.4) дает коэффициент Джини индивидуальных 
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доходов граждан около 0,5. Для США в 1979–1997 годах видно удовлетво-
рительное согласие эмпирических данных с моделью экспоненциального 
распределения доходов (9.3), (9.4), которая, как мы видели, соответствует 
модели распределения денег. Заметно некоторое увеличение неравенства 
распределения доходов (G меняется от 0,47 до 0,56 за эти годы). 
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Рис. 9.9 

 
Эмпирически определяются также доходы семейных хозяйств. Легко 

видеть, что два независимых получателя доходов в семье, если распреде-
ление доходов каждого есть (9.3), дают распределение доходов (см. гла-
ву 2) 

 2 1 10
( ) ( ) ( ) ,

m
P m P m P m m dm     (9.7) 

что для  1P m  вида (9.3) дает 

 2 2( ) exp ,m m
P m

T T
   
 

 (9.7а) 

а для коэффициента Джини семейного распределения доходов — величи-
ну 0,375,G   что также удовлетворительно согласуется с эмпирическими 
данными. На рис. 9.10 приведены доходы для семьи из двух взрослых 
работающих в США в 1996 году (сплошная кривая — закон (9.7а), гисто-
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грамма — эмпирические данные). На врезке показана гистограмма реаль-
ного семейного дохода в США в 1996 году, сплошная кривая — аппрокси-
мация 1 20,45 0,55 .P P  Коэффициенты аппроксимации — 45 % семей с од-
ним работающим и 55 % семей с двумя работающим — весьма хорошо 
отражают ситуацию в США в 90-х годах XX века. Аналогичные результа-
ты распределения доходов были получены для других развитых эконо-
мик — Канады и Великобритании. 
 

 
Рис. 9.10 

 
Остается вопрос о распределении имущества, которое, как указыва-

лось, является интегралом от доходов. Для Великобритании ее налоговое 
ведомство реконструировало распределение имущества населения по на-
логу на наследство. В 1996 году получилось распределение, представлен-
ное на рис. 9.11. По оси абсцисс главного графика отложен логарифм ты-
сяч фунтов стерлингов, а по оси ординат — логарифм полного количества 
людей, имеющих это и меньшее имущество (т. е. это не плотность вероят-
ности иметь некоторое имущество, а полная вероятность). Видно, что для 
малых, средних и больших доходов по-прежнему выполняется (уже для 
имущества — интеграла от доходов и второго интеграла от денег) за-
кон (9.3). А вот для сверхбольшого имущества (для Великобритании 
в 1996 году это более 100 тысяч фунтов стерлингов) выполняется закон 
Парето (1.1) с константой 2,9.а   На врезке показано больцмановское рас-
пределение несверхбольшого имущества в полулогарифмическом масшта-
бе. Средняя температура (имущество) этого распределения (9.3) 59,7 тысяч 
фунтов стерлингов. 
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Рис. 9.11 

 

Хороший обзор результатов для развитых экономик можно найти 
в [12]. 
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Глава 10 
Определение доходов граждан по их расходам 

на примере расходов на новые автомобили 
 
§ 1. Модель распределения расходов, репрезентативных доходам 
 

Часто для оценки доходов измеряют репрезентативные расходы. На-
пример, для грубой оценки состояния разных экономических субъектов 
(начиная от семьи и кончая государством) часто используют долю расхо-
дов на продукты питания: чем она выше в общих расходах, тем, как прави-
ло, субъект менее развит экономически (попросту беднее). Этот параметр, 
однако, достаточно груб и может применяться только для общих оценок 
экономического состояния. Наилучшей оценкой доходов должен служить 
такой товар, распределение продаж (и покупок) которого прямо позволяет 
определить функцию распределения экономических субъектов (в нашем 
случае — индивидуальных граждан) по доходам. Очевидно, что этот товар 
должен быть массовым (самолеты и яхты не годятся), но в то же время це-
на его (за 1 штуку) должна варьироваться в самых широких пределах. 

Таким товаром являются новые автомобили, цена которых начинает-
ся (в 2012 год) примерно с 200 тысяч рублей (в России — «Дэу Матиз», 
некоторые другие марки) и практически неограничена сверху; во всяком 
случае, количество ежегодно продаваемых автомобилей дороже 100 к$ 
в мире более 100 тысяч штук. Таким образом, диапазон цен на новые авто-
мобили хорошо перекрывает диапазон доходов граждан, и можно ожидать 
от распределения продаж новых автомобилей репрезентативности дохо-
дам. По своему смыслу распределение продаж новых автомобилей по цене 
начинается не с нуля, но с некоторой вышеупомянутой минимальной цены 
(по России см. ниже). 

Простая математическая модель репрезентативности расходов на 
(один) товар доходам состоит в следующем. Пусть за определенный про-
межуток времени приобретается некоторый i-й товар. В самом простом 
предположении (9.4) распределение покупок i-го товара имеет вид 
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 (10.1) 

где температуры Ti теперь характеризуют нормализацию распределения 
цен на данный i-й товар, xi — минимальную цену данного товара. Очевид- 
 



Глава 10 162

но, что средняя цена данного товара на рынке выражается соотношением 
 0 .i i ix x T     (10.2) 

Функции  i iP P x  представляют собой распределения независимых слу-
чайных величин. При этом имеется только одно условие: суммарная тем-
пература T  должна являться суммой парциальных температур :iT  
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  (10.3) 

если всего имеется M (регулярно покупаемых) товаров. 
Характеристическая функция распределений (10.1) есть 
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Тогда функция распределения дохода, равного всем расходам, есть свертка 
распределений (10.1), а ее характеристическая функция — произведение 
всех характеристических функций (10.4) (см. главу 2): 
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 (10.5) 
Здесь члены с 4K  и выше отброшены потому, что в распределении дохода 
они дают вклад в узкую область вблизи нуля доходов (см., например, [1]), 
в которой на самом деле все плотности вероятности (10.1) теоретически 
зануляются. Поскольку  C K  описывает распределение доходов (мы для 
простоты предполагаем, что сумма всех расходов за определенный период 
времени равна доходу за этот период времени), соответствующая ей плот-
ность вероятности распределения доходов в нуле должна быть весьма ма-
лой. Экспериментально установлено, что доходов в ноль денежных единиц 
на практике имеет весьма малое количество людей (см. предыдущую главу 
и [2, 3]), т. е. экспериментальная кривая индивидуальных доходов в нуле 
близка к нулю и достаточно быстро, для доходов, меньших среднего T 
(10.3), достигает кривой (10.1) [4, 5]. 

Такая характеристическая функция (10.5) имеет функцию распреде-
ления (10.1), где вместо 0ix  стоит X — сумма всех 0 ,ix  а эффективной тем-
пературой — средним доходом effT  — является величина 
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которая в принципе не равна средней температуре T, что составляет 
слабость этой простой модели. Эффективное же начальное значение в рас-
пределении доходов X, очевидно, правильное. Тем не менее effT  является 
константой, и, таким образом, требование модели репрезентативности 
о постоянном доходе выполнено, хотя, конечно, средний доход в ней опре-
делен неправильно: вместо X X T     у нас eff .X X T     Здесь, безус-
ловно, необходима разработка более подробной модели. 

Таким образом, расходы на один товар (в вышеуказанном приближе-
нии) можно считать репрезентативными полным доходам в том смысле, 
что функции распределения обоих суть функции вида (10.1) с различными 
температурами — средним доходом и средней ценой товара (определяемой 
еще и начальной ценой). Экспериментально же было установлено сле-
дующее. 
 
§ 2. Распределение расходов на новые автомобили 
в развитых экономиках 
 

Исследовались распределения продаж новых автомобилей в Велико-
британии (в 2004 году) и в США (в 2005 году) в зависимости от цены. Для 
Великобритании были использованы материалы из [6], а для США — 
из [7]. Исходные (по всем проданным автомобилям) данные представляли 
собой сильно флуктуирующие кривые, мало похожие на выражение (10.1). 
Далее эти кривые сглаживались следующим образом: для Великобритании 
брались средние значения в диапазонах 5 k£, для США интервал был 5 k$. 
Результаты Великобритании для 2004 года представлены на рис. 10.1. 

Распределение продаж новых автомобилей дороже 50 k£ в Велико-
британии в 2004 году было неэкспоненциальным. Общее количество за-
трат на автомобили в 2004 году 16,9·109 £, из них в неэкспоненциальном 
«хвосте» распределения находится около 5 % (8·108 £). Таким образом, 
распределение продаж новых автомобилей в Великобритании в 2004 году 
имеет тот же экспоненциальный характер, что и распределение дохо-
дов [3], и даже обладает некоторым «хвостом». Идентифицировать по на-
шим данным его как «хвост» Парето сложно, так как коэффициент детер-
минации гиперболы Парето очень мал. Коэффициент же детерминации 
экспоненциальной части был 0,95. Заметим, что в простой предложенной 
модели репрезентативности степенной «хвост» распределения вообще не 
фигурирует, так что модель должна быть уточнена и с этой точки зрения. 
Тем не менее совпадение формы основного распределения и наличие «хво-
ста» является фактом, поддерживающем репрезентативность расходов на 
новые автомобили доходам. Средний индивидуальный годовой доход 
в 2003–2004 годах в Великобритании составил, по данным налогового ве-
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домства [3], около 22 k£ при нормализации экспоненциальной части T   
14,0 4,3   k£ (см. предыдущую главу). Таким образом, соотношение меж-

ду средним доходом и средней стоимостью нового автомобиля в Велико-
британии было примерно 2. 
 

1000000

100000

10000

1000
10 100

Price, kpounds

Sa
le

d 
ne

w
 c

ar
s

100000

10000

1000

Sa
le

d 
ne

w
 c

ar
s

0 20 40
Price, kpounds

 

Рис. 10.1. Распределение продаж новых автомобилей в Великобритании 
в 2004 году в двойном логарифмическом масштабе, по данным [6]. По оси абс-
цисс отложены цены в k£ (тысячах фунтов стерлингов), по оси ординат — сред-
ние количества проданных автомобилей в диапазоне 5 k£. На врезке представле-
ны те же результаты в полулогарифмическом масштабе. Видно достаточно хо-
рошее следование экспоненциальному закону с температурой 7,5 1,1T    k£ 
и средней ценой автомобиля в 11,2 k£ 
 

Для США в 2005 году результаты представлены на рис. 10.2. Они 
также соответствуют распределению доходов [2]. Для США отношение 
«средний годовой доход (51,3 k$) – средняя цена автомобиля» был 
в 2005 г. около 1,95. Коэффициент детерминации экспоненты 0,97, гипер-
болы Парето — 1,00. 

Представленные экспериментальные результаты показывают репре-
зентативность расходов на новые автомобили индивидуальному годовому 
доходу граждан США и Великобритании. Более того, по среднему значе-
нию цены нового автомобиля можно оценить и годовой доход (умножить 
на коэффициенты 2 и 1,95 для Великобритании и США соответственно). 
Это хороший косвенный метод оценки доходов населения. 
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Рис. 10.2. Распределение продаж новых автомобилей в США в 2005 году в двой-
ном логарифмическом масштабе. По оси отложены цены в k$, по оси ординат — 
десятичный логарифм количества автомобилей, точки взяты в среднем каждые 
5 k$. На врезке — тот же график в полулогарифмическом масштабе. Жирные 
линии на графике и врезке описывают экспоненциальное распределение (4.1) со 
средней ценой автомобиля 25,6 k$ и нормализацией экспоненциальной части 
распределения 9,3 1,2T    k$ (слева вверху). Распределение Парето (1.1) с па-
раметром 2,5a   (справа внизу) начинается примерно со 130 k$ 
 
§ 3. Распределение расходов на новые автомобили в развивающихся 
экономиках на примере современной России 
 

Расширение продаж новых автомобилей в России в последние годы 
и изменение их номенклатуры (увеличение продаж автомобилей ино-
странного производства) позволили количественно проанализировать рас-
пределение продаж новых автомобилей. Данные по 2003 году приведены 
на рис. 10.3. До цены в 15 k$ брались экспериментальные точки через 1 k$, 
после — по распространенным моделям. Результаты 2003 года обладают 
рядом особенностей. Во-первых, не наблюдался «хвост» Парето распреде-
ления, что можно связать с недостаточным количеством дорогих автомо-
билей, проданных в 2003 году. Коэффициент регрессионной детерминации 
был невелик — 0,44. Наконец, среднее распределение (10.1) для 2003 года 
совпадало с нормализацией 8,7T   k$, т. е. начальная цена распределения 
могла быть взятой равной нулю. 

Исследования продаж автомобилей в 2004 и 2005 годах проводились 
более регулярным образом. Количество проданных автомобилей росло, 
а особенно — проданных дорогих автомобилей, что позволило выявить 
распределение в «хвосте» распределения. Распределения расходов на по-



Глава 10 166

купку автомобилей в 2004 году производилось уже с учетом дорогих ма-
рок автомобилей. В этом случае расходы богатой части общества с прием-
лемой точностью согласуются с законом Парето с параметром 1,94.a   
Это распределение начиналось примерно с 54 k$, а до этого шло обычное 
экспоненциальное распределение с температурой, также равной средней 
цене автомобиля в 9,0 k$. Сумма затрат в экспоненциальной части соста-
вила 14 337 982 000 $. Полная сумма затрат — 16 948 851 000 $. Количест-
во проданных автомобилей: 1 290 972. Продано автомобилей дороже 54 k$: 
36 529. Был вычислен также коэффициент Джини, который оказался рав-
ным 0,399. 
 

 
Рис. 10.3. Зависимость количества проданных автомобилей (полулогарифмиче-
ская шкала по оси Y) от их цены в k$ (ось X) 
 

 
Рис. 10.4. Основной график: зависимость количества проданных автомобилей 
(полулогарифмическая шкала по оси Y) от их цены в $ (ось X) в России 
в 2004 году. На врезке — тот же график в двойном логарифмическом масштабе. 
Экспериментальные данные экспоненциального распределения показаны точка-
ми, «хвоста» Парето — треугольниками. Жирные линии на графике и врезке 
описывают экспоненциальное распределение (9.3) с температурой — средней 
ценой автомобиля 9,0 k$, тонкие — распределение Парето (1.1) с парамет-
ром 1,94a   
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Результаты для 2004 года приведены на рис. 10.4. Здесь видно хоро-
шее согласие экспериментального распределения с экспоненциаль-
ным (10.1) вплоть до стоимости автомобиля в 54 k$ (это пограничное чис-
ло было примерно одинаково для 2004 и для 2005 годов). После 54 k$ в на-
чинался «хвост» Парето (лучше виден на врезке к рис. 10.4 в двойной 
логарифмической шкале). Регрессионные коэффициенты детерминации 
составили 0,96 в экспоненциальной части распределения и 0,62 — в «хво-
сте» Парето для 2004 года. 

Приведем для сравнения известные данные официальных источни-
ков. Отдел аналитики LADA ONLINE: продано в 2004 году 1 млн 
284,4 тыс. автомобилей на общую сумму 13,5 млрд долларов. PriceWater-
HouseCoopers: продано в 2004 году 1,6 млн автомобилей на сумму 
$17,9 млрд. Заместитель директора департамента промышленности Мин-
промэнерго России Николай Сорокин: продано в 2004 году 1 млн 385 тыс. 
автомобилей. 

В 2005 году, по данным Минпромэнерго, объем производства легко-
вых машин сократился в России на 2,5 %, их выпустили 1,067 млн штук. 
При этом объем продаж автомобилей за 2005 год возрос на 7 %, наши со-
граждане купили примерно 1,8 млн авто (по данным www.rol.ru). По дан-
ным www.bibika.ru, в 2005 году на российском рынке было продано 1 млн 
420 тыс. новых легковых автомобилей. Это на 9,5 % больше, чем 
в 2004 году, когда на российском рынке нашли своих покупателей 1 млн 
284,5 тыс. автомобилей. По данным заместителя генерального директора 
ОАО «АСМ-Холдинг» Александра Ковригина, продажи легковых автомо-
билей на российском рынке в 2005 году увеличились по сравнению 
с 2004 годом на 14 %. В 2005 году в РФ было продано 1 млн 834,3 тыс. 
легковых автомобилей против 1 млн 610 тыс. годом ранее. При этом авто-
мобилей отечественных марок было реализовано 918,4 тыс. единиц по 
сравнению с 980 тыс. в 2004 году. По нашим (средним среди вышеприве-
денных) данным, в 2005 году продано 1 556 801 автомобилей в экспонен-
циальной части распределения на сумму 17 881 694 000 $. В «хвосте» Па-
рето продано 37 219 автомобилей на сумму 2 657 854 000 $. Продано всего 
1 594 020 автомобилей на сумму 20 539 548 000 $. Температура снова 
практически совпала со средней ценой автомобиля в России в 2005 г. и со-
ставила 9,6T   k$, коэффициент a в законе Парето: 2,06.a   Коэффициент 
Джини составил 0,4. 

Результаты для 2005 года приведены на рис. 10.5. Регрессионные ко-
эффициенты детерминации составили 0,9 в экспоненциальной части рас-
пределения и 0,69 — в хвосте Парето. 

Независимые расчеты, по данным журнала «Авторевю», дали сход-
ные результаты (экспоненциальное распределение с «хвостом» Парето). 
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Они дали несколько отличные (однако в пределах погрешности) данные 
о средних ценах автомобилей в 2004 (9,5 k$) и в 2005 (10,3 k$) годах. 
 

 
Рис. 10.5. Основной график: зависимость количества проданных автомобилей 
(полулогарифмическая шкала по оси Y) от их цены в $ (ось X) в России 
в 2005 году. Экспериментальные данные экспоненциального распределения по-
казаны точками, «хвоста» Парето — треугольниками. На врезке — тот же гра-
фик в двойном логарифмическом масштабе. Жирные линии на графике и врезке 
описывают экспоненциальное распределение (9.3) с температурой — средней 
ценой автомобиля 9,6 k$, тонкие — распределение Парето (1.1) с парамет-
ром 2,06a   

 
Таким образом, распределение продаж новых автомобилей в России 

в 2003–2005 годах было в основном экспоненциальным («под экспонен-
той» находилось более 85 % общих затрат) с «хвостом» Парето с показате-
лем a около 2.1 При этом средняя цена автомобиля примерно совпадала 
с нормализацией экспоненциальной части распределения, т. е. 0ix  в рас-
пределении (10.1) для продаж новых автомобилей в России была примерно 
равна нулю. В этом смысле распределения продаж новых автомобилей 
в России до 2005 года включительно не совсем соответствовали таковым 
в Великобритании и США, где 0ix  было больше нуля (а в США — и суще-
ственно больше нормализации Ti). 
                                                 
1 Для 2001–2002 годов распределение продаж новых иномарок в России рассматривал 
А. М. Чеботарев [8]. Он фактически получил «хвост» Парето с показателем около 2. 
Его реконструкция реальных доходов россиян также показывает двухкратное превы-
шение их над официальными данными. 
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Рис. 10.6. Основной график: зависимость количества проданных автомобилей 
(двойная логарифмическая шкала по оси Y) от их цены в $ (ось X) в России 
в 2006 году. На врезке — тот же график в полулогарифмическом масштабе. 
Жирные линии на графике и врезке описывают экспоненциальное распределе-
ние (10.1) с «температурой» 9990 $ и средней ценой автомобиля примерно 16 k$, 
тонкие — распределение Парето с параметром 2,21a   
 

В 2006 году ситуация изменилась. С этого года анализировались 
только данные журнала «Авторевю» (отчет по продажам за предыдущий 
год появляется обычно в марте), остальные источники оказались недос-
тупными. При этом цены на новые автомобили брались по данным журна-
ла «За рулем». Проверялось также общее совпадение количества денег, за-
траченных на новые машины, с оценками их независимых источников, со-
гласие было всегда лучше 10 %. Данные о продажах новых автомобилей 
в РФ в 2006 году показаны на рис. 10.6. Таким образом, впервые в 2006 го-
ду отмечен переход распределения от вида (10.1) с нулевой минимальной 
ценой к распределению с 0 ~ 6ix  k$. 

Распределения продаж новых автомобилей в РФ в 2007–2009 годах 
приведены на рис. 10.7–10.9, а данные распределений — в таблице 10.1 [9]. 
Можно отметить возрастание параметра распределения Парето в 2007–
2009 годах по сравнению с 2004–2006 годах примерно в два раза, а также 
удивительное постоянство точки перехода из экспоненциального распре-
деления в распределение Парето — она для всех лет приблизительно рав-
на 60 k$ (по текущему курсу). 
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Рис. 10.7–10.9. Графики зависимости количества проданных автомобилей (ось Y) 
от их цены (ось X) в России в 2007–2009 годах, двойная логарифмическая шкала. 
На врезках — те же графики в полулогарифмическом масштабе 
 

Таблица 10.1. Данные распределений 2007–2009 гг. (см. (10.1)) 

 2007 2008 2009 
начальная цена oix  5,14 k$ 169 000 RUR 177 500 RUR 
нормировка 

iT  11,7 k$ 310 000 RUR 377 000 RUR 
показатель Парето  4 4,5 3,5 
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Таким образом, распределения продаж новых автомобилей в РФ 
описывается экспоненциальным распределением вплоть до цены автомо-
биля примерно 60 k$ по текущему курсу. Распределение продаж автомо-
билей дороже этой суммы имеет вид Парето с показателем 2–4 (по годам, 
в последние годы несколько вырос). Общая стоимость автомобилей в час-
ти распределения Парето, т. е. дороже примерно 60 k$, составляет око-
ло 10 % от общей стоимости новых автомобилей, проданных в данном го-
ду. Эта цифра по годам также достаточно устойчива. Распределение про-
даж новых автомобилей качественно сходно с таковыми в Великобритании 
и США. Поэтому можно ожидать, что и распределение доходов в РФ будет 
сходно с распределением продаж новых автомобилей. Основания считать, 
что это последнее распределение репрезентативно распределению дохо-
дов, как раз и даются сравнениями данных Великобритании и США. 
 
§ 4. Распределение доходов в современной России и их оценка 
по распределению расходов на новые автомобили 
 

Можно оценить средний индивидуальный доход гражданина РФ. 
С учетом пересчета его по коэффициенту 2 (полученному из сравнения 
данных по Великобритании и США, см. § 1 этой главы) в 2005 г. он соста-
вил бы около 20 k$. Экономически обоснованным для России считается 
доля нового автомобиля в годовой потребительской корзине 0,78 [10]2. 
Помимо различных политических спекуляций, вопрос о величине среднего 
индивидуального дохода в РФ не является праздным и в чисто экономиче-
ском смысле. Например, для приходящих на рынок РФ международных 
компаний, в том числе автомобильных, вопрос о среднем доходе является 
ключевым. И его официальная величина, рассчитанная из средней офици-
альной зарплаты (около 1,1·105 рублей за 2005 год, или примерно 4,2 k$ 
в пересчете по курсу), отличается от оцененной нами более чем в 4 раза. 
Даже если считать по потребительской корзине с коэффициентом 1 / 0,78   

1,28, получим трехкратное превышение оцененных доходов над средней 
зарплатой. Заметим, что и в развитых экономиках экспертные оценки мо-
гут значительно (в 1,5) раза отличаться от данных налоговых органов (см. 
§ 1 этой главы). 

                                                 
2 Заметим, что коэффициент 0,78 соответствует дальнейшему анализу доходов по рас-
ходам. Росстат для 2005–2010 годов показал доли расходов на автомобили в общих 
расходах граждан 5,9, 5,5, 9,4, 8,2, 6,0, 7,2 % соответственно. Если считать срок службы 
автомобиля в РФ примерно в 10–12 лет, то средний коэффициент за эти годы получится 
равным 0,7–0,84. Таким образом, коэффициент 0,78 находится примерно в центре ука-
занного оценочного диапазона. 
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Интересно, что результаты, полученные в результате социологиче-
ских опросов (т. е. за деньги), проведенных аналитической группой «МА-
Эксперт», совместно с «КОМКОН-2», Мониторинг.ру, дают (правда, для 
2004 года) величину около 105 рублей за год, что близко к официальной 
оценке. Эти же данные, правда, дают изменение коэффициента Джини за 
2001 год 60 %, 2002 год — 40 %, 2003 год — 32 %, 2004 год — 34 %, что 
может свидетельствовать о ненадежности заказанных исследований. У нас 
коэффициент Джини за 2004 и 2005 годы фактически не менялся (0,4). За-
метим, что такой же коэффициент Джини Госкомстат вычислял для 1993–
2001 годов, а это свидетельствует о стабильности данного показателя эко-
номики. (В США коэффициент Джини вырос, по данным налоговой служ-
бы, с 0,47 до 0,55 за 1978–1997 годы [4].) Интересные данные получены 
для современной Украины. Результаты измерений распределения доходов 
можно найти в [11]. 

Наконец, интересно сравнить ситуацию в развитых странах с рос-
сийской. Кривая Лоренца для индивидуальных доходов россиян 
(рис. 10.10) и коэффициент Джини определяются по данным Госкомстата. 
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Рис. 10.10 

 
Динамика коэффициента Джини приведена на рис. 10.11 за эти же 

годы. Для сравнения приведена динамика коэффициента Джини Велико-
британии (рис. 10.12), которая весьма сходна с российской. 
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Рис. 10.11 
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Рис. 10.12 

 
Все эти данные не позволяют прямо поместить Россию в развиваю-

щиеся страны (хотя бы с точки зрения доходов), как это обычно делается 
при анализе фондовых рынков. Заметим, что построение кривой Лоренца 
для России по квинтилям (20 % группам) достаточно грубо и не позволяет 
регистрировать эффект «двугорбости» распределения располагаемых до-
ходов [12]. Весь второй «горб» находится при этом в последней — самой 
богатой — группе населения, и для его регистрации нужны другие методы. 
«Двугорбость» доходов в 90-е годы XX века была определена и для Ук-
раины [11]. По-видимому, на момент написания данной книги «двугор-
бость» распределения доходов в России уже не имеет места. Это связано 
с резко возросшими за последние несколько лет частными и государствен-
ными доходами (в основном от экспорта энергоносителей). 
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Рис. 10.13 

 
Совсем свежие данные о начисленной заработной плате в РФ даются 

Росстатом (статистическая выборка, апрель 2011 года) [13]. К сожалению, 
эти данные кончаются записью ежемесячной начисленной зарплаты 
«75 000 руб. и более», что не позволяет определить прямо «хвост» распре-
делния (см. рис. 10.13). 

Из рисунка видно, что прослеживается только экспоненциальная 
часть распределения с нормализацией 15 000iT   руб. и некоторой «на-
чальной» зарплатой 0 10 800ix   руб. При этом средняя зарплата, опреде-
ляемая выражением 0 ,i iT x  составляет 25 800 руб., что примерно на 10 % 
выше средней зарплаты, по данным [13]. «Начальная» зарплата 0ix   

10 800  руб. дает, по-видимому, ту величину зарплаты, за которую в РФ 
еще согласны работать. Меньшие деньги уже могут быть получены в виде 
различных пособий и пр. Эта ситуация в РФ качественно совпадает с си-
туацией в развитых экономиках, хотя там, конечно, величина зарплаты, за 
которую уже согласны работать, гораздо выше. 

Сопоставив этим официальным данным прямых измерений свои 
данные оценки доходов по расходам. Применяя вышеупомянутый коэф-
фициент 1,28 к средней стоимости нового автомобиля для получения вели-
чины годового дохода, имеем рассчитанные по годам данные на рис. 10.14. 
Виден резкий взлет оценки дохода в 2006 году. По-видимому, его следует 
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толковать как следствие значительного расширения кредитования покупки 
новых автомобилей, перелом в котором действительно произошел 
в 2006 году. 
 

 
Рис. 10.14 

 

 
Рис. 10.15 

 
На рис. 10.15 представлены характеристики неравенства расходов 

(на автомобили) — коэффициента Джини и децильного коэффициента. 
Поскольку в расчетах этих коэффициентов влияние кредитование 

несущественно ввиду его соответствия доходам всех слоев населения, эти 
данные чрезвычайно показательны. Во-первых, они (для коэффициента 
Джини) как бы продолжают данные Госкомстата для предыдущих лет (см. 
рис. 10.11), полученные именно для доходов! Это подтверждает эмпириче-
ский факт стабильности коэффициента Джини во времени [5]. Во-вторых, 
величина децильного коэффициента, рассчитанного по продажам автомо-
билей, лишь немного превышает 10. Официальные данные [13] дают 15,9, 
притом что «хвост» распределения начисленных зарплат не определяется! 

Наконец, следует определить, распределению чьих доходов соответ-
ствуют расходы на новые автомобили. Может быть, они соответствуют 
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распределению доходов домохозяйств РФ? В этом случае индивидуальную 
зарплату надо умножить минимум на 1,5, таким образом, расхождение 
в оцененных доходах по расходам и доходам домохозяйств будет уже не 
столь велико, как для официальных зарплат и оценок доходов по расходам 
на автомобили. В то же время распределения продаж новых автомобилей 
в Великобритании и США качественно хорошо соответствуют распреде-
лению доходов экономически активной части населения — той, что подает 
декларации о доходах в налоговое ведомство. По-видимому, доходам 
именно этой (экономически активной) части населения РФ и соответству-
ют расходы на новые автомобили. Заметим, что отнюдь не все экономиче-
ски активные граждане РФ подают декларации о доходах, так что наши ис-
следования позволяют определить долю экономически активного населе-
ния аналогичного тому, кто подает такие декларации, например, в США. 
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Глава 11 
Новые мультипараметрические экспоненциальные 

распределения со степенными асимптотиками 
 
Введение 
 

В предыдущих главах мы определили основные эмпирические зави-
симости в распределении доходов, имущества и продаж новых автомоби-
лей, используя при этом стандартные пакеты программ типа Origin, Math-
cad, Excel. Общим свойством исследованных распределений являлось на-
личие экспоненциальной основной части для малых и средних значений 
случайной величины (дохода, имущества, цены автомобиля и пр.), а также 
степенной асимптотики при достаточной больших значениях аргумента. 

Проблема достаточно точного определения нормировки экспоненци-
альной части, области перехода от экспоненциальной части к степенной 
асимптотике и показателя степени в такой асимптотике весьма важна, как 
указывалось в гл. 1, и для многих физических задач, таких как описание 
распределения горячих электронов в плазме [1]. Этот же тип поведения 
распределений, как было рассмотрено в главе 9, известен и в эконофизике 
для доходов и имущества граждан в странах с развитой налоговой систе-
мой [2]. В физике существование асимптотик распределений может реали-
зовываться за счет различных эффектов, таких как микрополе в плазме [3], 
эффективного изменения размерности (фрактальности) [4], смешивания 
элементарных сил [5] или степенного характера исходных распределе-
ний [6]. 

Экспоненциальная часть распределения характеризуется некоторым 
коэффициентом нормализации, степенная — показателем степени в асим-
птотической части. Они в простейшем случае предыдущих глав рассчиты-
вались с использованием различных программ, например Origin. В этом 
процессе наличествовали две сложности. Первая была связана с тем, что 
распределение близко к нулю, и неизвестно, стремится ли оно при норма-
лизации к 1. Вторая заключается в сложности описания перехода от экспо-
ненциальной к степенной части распределения. Количество эксперимен-
тальных точек в асимптотике распределения обычно достаточно сильно 
ограничено, приближение к степенному закону на основании только не-
скольких выборочных точек является серьезной проблемой. Как показано 
ниже, такой решение приводит к погрешности около 0,5 в показателе сте-
пени в сравнении с приближением, предлагаемым в данной главе по срав-
нению с результатами главы 10. 

Количество экспериментальных точек зависит от изучаемой области. 
В распределениях дохода эмпирические данные предоставляются стати-
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стическими агентствами. IRC в Америке предоставляет 18 точек для рас-
пределения дохода (2004) [7], AAS в Англии предоставляет 9 точек (2003–
2004) [8], в России не предоставляется никаких данных об асимптотике 
распределения и степенном распределении доходов (для 2011 года и ранее, 
см. [9]). Степенное распределение энергий подробно описано в физике 
в экспериментах с горячими электронами в плазме, но количество экспе-
риментальных точек маленькое, степенную зависимость чаще всего слож-
но определить. Тем не менее теоретические попытки описания распреде-
ления горячих электронов [10, 11] были сделаны, и они недостаточно хо-
роши. 

Новые автомобили представляются интересным объектом анализа 
распределений расходов граждан. Цена на них варьируется (до нескольких 
порядков); соответственно, можно ожидать, что распределение их продаж 
похоже на описанное в предыдущей главе распределение доходов и иму-
щества, в том числе имеет степенную асимптотику. 

Действительно, продажи новых автомобилей подходят под выше-
описанные рамки, учитывая, что продажная стоимость нового автомобиля 
в России в 2012 начиналась от 200 000 рублей и практически не была огра-
ничена сверху. Число машин стоимостью более 3 000 000 рублей, продан-
ных в 2012 году, было более 100 000 штук. Таким образом, российская 
картина похожа на картину в других странах [12, 13]. В то же время было 
установлено [13], что разброс стоимости новых автомобилей соответствует 
разбросу индивидуальных доходов. Таким образом, распределение продаж 
новых автомобилей в некоторой стране отражает распределение индиви-
дуальных доходов граждан в данной стране. Чтобы доказать эту гипотезу, 
мы рассмотрели официальную статистику стран с устоявшейся экономи-
кой, сравнив официальную статистку доходов и затрат на новые автомоби-
ли. Очевидно, что этот же подход может быть использован для стран с раз-
вивающейся экономикой. 

В данной главе мы начнем с введения нового семейства мультипара-
метрических функций, которые описывают распределения с экспоненци-
альным «телом» и степенной асимптотикой — «хвостом» распределения. 
Следующим шагом мы применим полученные результаты для описания 
доходов и продаж новых автомобилей в развитых странах (например, 
в США), а затем мы изучим распределение продаж новых автомобилей 
в современной России. Выводы из исследования будут использованы для 
оценки актуальных индивидуальных доходов в России. 
 
§ 1. Семейство мультипараметрических кривых с экспоненциальным 
«телом» кривой и степенным хвостом 
 

Чтобы определить общий вид распределения, можно исходить из ре-
зультатов, представленных в главе 7 (см. также работу [14]): что сумма 
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большого количества N случайных значений распределена с плотно- 
стью вероятности функции распределения (PDF) Стьюдента ти-
па 2 2 2 2

0 0~ / ( )z z f   имеет распределение вида Гаусса для сравнительно 
небольших значений :f  

21( ) exp( )GW f f


   

и 2~ 1 / f   для больших f  0(z  — нормализованная константа, сумма рас-
сматривается в работе [15]). Очевидное математическое обобщение для 
получения экспоненциальной части со степенным хвостом для выполнения 
преобразования 2 /f R T  (где T  может быть рассмотрена как темпера-
тура). Заменяя параметры ,N  0 ,z    параметрами ,  ,T  ,  получаем кри-
вую с экспоненциальным «телом» и явным переходом в степенное распре-
деление в хвосте: 

 
/2 1/4

0

1 2( ) cos( ) ( 3 / 2)
( 1 / 2) 4T

xT
W R x R

T



 
 

          
  

 1/2 ( 3 / 2) .
4
xT

K dx



 


    
 

 (11.1) 

Здесь R  является переменной,   — гамма-функция Эйлера, 1/2K   — мо-
дифицированная функция Бесселя 2-го рода. Обратите внимание, что ука-
занный интеграл сходится при любом 3 / 2.   Для меньших   он не 
существует. То, что TW   является положительной при любых 3 / 2,   
следует из вычисления первоначальной функции для R  в главе 7 и рабо-
те [15]. 

Очевидно, что выражение для PDF (11.1) может включать в себя за-
висимости сложнее, чем функция квадратного корня. Для степенной функ-
ции ( ) ~F R R  ( 1 / 2,1)   итоговое распределение (похожее на то, что вы-
ражено формулой (11.1)) будет иметь «тело» в виде растянутой экспонен-
ты (или, как говорят, стретч-экспоненты) и степенной «хвост». Даже более 
«искусственные» формы (11.1) могут оказаться полезными [16]. Аппрок-
симация (11.1) для сравнительно маленьких R  (до нескольких значений )T  
легко приводит к зависимости только от :T  

 1( ) exp .T

R
W R

T T
   
 

 (11.2) 
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Чтобы получить общий вид ,W  примем во внимание, что 

 
/2 1/4

1/2
2( ) ( 3 / 2) ( 3 / 2) .

( 1 / 2) 4
xT T

I x K x


  
  





           
 (11.3) 

Легко заметить, что это монотонная функция .  Действительно, ес-
ли 1,    учитывая закономерности для модифицированных функций 
Бесселя второго рода [17], выражение / ( )I I x   принимает вид 

1/2 3/2 3/2

1/2 1/2

( ) ( ) ( ) ( )
1 1.

( ) ( ) ( )
I y K y K y K y

I y K y K y
   

  

  

 


     

Более того, :  ,     из чего следует, что .I I I     Таким образом, 
не обязательно исследовать (11.1), (11.3) для любых .  Достаточно пред-
положить, что   целое и равно 2, 3, …, в то время как интегралы 
с промежуточным   будут «заблокированы» среди интегралов с соседни-
ми значениями ,  которые выражаются с помощью элементарных функ-
ций. Тогда 1,n    
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 (11.4) 

Для первых трех функций TW   при 2,   3, 4 получим 

 2
0

1( ) cos( )exp 1 ,
2 2T

T T
W R x R x x dx

T








   
    

  
  (11.5a) 
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 (11.5b) 
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Функции TW   показаны на рис. 11.1. 
Для больших R  эти функции спадают как 2,R  3,R  4R  соответ-

ственно (см. рис. 11.2). 
 

WTβθ 1

0,01

10‒4

10‒6

10‒8

0 20 40 60 80 100
R  

Рис. 11.1. Функции TW   при 2   (сплошная кривая), 3   (точечная кривая), 
4   (штриховая кривая) в полулогарифмическом масштабе. Прямая — экспо-

нента exp( / ).R T  Здесь 1,T   100   при 2,   20   при 3   и 10   
при 4   
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Рис. 11.2. Функции TW   при 2   (сплошная кривая), 3   (точечная кривая), 

4   (штриховая кривая) в двойном логарифмическом масштабе. Прямая 1 — 
асимптота 2~ ,R  прямая 2 — асимптота 3~ ,R  прямая 3 — асимптота 4~ .R  
Параметры T  и   те же, что и на рис. 11.1. 
 

Общий закон спадания функции TW   для больших R  есть R   (см. 
соответствующее доказательство в [15]). 



Новые мультипараметрические экспоненциальные распределения 183

Заметим, что нормировка функции TW   отличается (вообще говоря, 
весьма мало) от 1. Это легко увидеть из рис. 11.1: «чистая» экспонента 
(прямая линия) нормирована правильно (на 1). В то же время разница ме-
жду нашей нормировкой и нормировкой на 1 для TW   пропорциональна 
площади между прямой линией и кривыми TW   и (очень) мала даже для 
сравнительно малых   (заметим, что кривые на рис. 11.1 построены в по-
лулогарифмическом масштабе). Фактически же те экспериментальные 
распределения, которые мы будем исследовать (см. ниже), обычно норми-
рованы на некоторые экспериментально определяемые величины (полное 
количество проданных автомобилей, количество поданных деклараций 
о доходах), определяемые с определенной точностью. Таким образом, про-
блема нормировки не ограничивает последующие результаты. Это отдель-
ная математическая проблема, выходящая за рамки монографии. 

Таким образом, возможно ввести 3-параметрическое семейство 
функций, которые описывают при малых и средних аргументах (перемен-
ных случайных величинах) экспонентой, даваемой выражением (11.2), 
и имеют асимптотики в виде степенных (гиперболических) функций. Ха-
рактер экспоненциальной части определяется одним параметром, который 
может быть интерпретирован как некоторая эффективная «температура», 
а поведение асимптотической части описывается степенной функцией 
с показателем степени .  Переход между этими двумя частями определя-
ется параметром .  Величина этого параметра на рис. 11.1 и 11.2 выбрана 
специально такой, чтобы обеспечить переход к асимптотической части при 
примерно равных величинах .R  
 
§ 2. Распределение продаж новых автомобилей и сравнение его 
с распределением индивидуальных доходов в США 
 

Мы проанализировали распределение продаж новых автомобилей 
в США (2005 г.) в зависимости от цен на основании материалов [18], как 
это было сделано в [19] (см. также [19] для Великобритании). Такие же 
данные также доступны для распределения продаж автомобилей в Герма-
нии в 1998 г. [20]. 

Результаты анализа продаж автомобилей в США в 2005 году показа-
ны на рис. 11.3 вместе с распределением доходов [7] в 2004 году в соответ-
ствии с данными IRS. Основная часть представлена в полулогарифмиче-
ском масштабе. Показаны распределение доходов в США в 2004 году (от-
мечено кругами) и распределение продаж новых автомобилей в США 
в 2005 году (отмечено ромбами), оба распределения нормализованы по 
общему индивидуальному доходу в 2004 году и общим расходам на при-
обретение новых автомобилей соответственно. Значения по оси Х норма-
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лизованы по эффективной «температуре» распределений 38,7 ± 1,1 k$ для 
индивидуального дохода и 9,3 ± 1,2 k$ для продаж автомобилей, последняя 
температура взята в качестве единицы по оси Х. 
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Рис. 11.3 (см. пояснения по тексту) 

 
Жирная кривая является аппроксимацией доходов, пунктирная линия 

является аппроксимацией продаж новых автомобилей в 2005 году. Пара-
метр   для обеих аппроксимаций равен 2, параметр   равен 100 для ап-
проксимации распределения доходов и 10 000 для аппроксимации распре-
деления продаж новых автомобилей. 

Выбор параметров ,T  ,    и minR  для экспериментальных данных на 
рис. 11.3 (а также на всех соответствующих рис. ниже) проведен с помо-
щью стандартной техники наименьших квадратов для относительной по-
грешности. Вычисление T  и   в этом случае понятно, значение minR  опре-
деляется с использованием экспериментальных данных (см. ниже). Труд-
ности появляются при вычислении параметра .  Характер изменения этого 
параметра в рамках достаточно широкого диапазона требует уточнения, 
поэтому авторы приглашают читателей присоединиться к решению этой 
проблемы. 

Вставка на рис. 11.3 показывает тот же график, но в двойном лога-
рифмическом масштабе. Прямые линии 1 и 2 представляют асимптоты для 
обоих 2~ .R  

Жирная и пунктирная кривые ( )TW R   на рис. 11.3 были изменены 
для представления minR R R    вместо ,R  minR  и определены как разница 
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между значением дохода или стоимости нового автомобиля и соответст-
вующей температуры, нормализованные по соответствующей температуре. 

Такие кривые лучше подходят к эмпирическим данным в сравнении 
с приближением с min 0,R   которое было использовано ранее (см. [21–23]). 
Ниже мы подкрепим этот факт на уровне качественных аргументов, 
а также с учетом распределения ежемесячной заработной платы в совре-
менной России [24]. minR  для распределения доходов примерно соответ-
ствует 0,32,  minR  для распределения продаж новых автомобилей пример-
но соответствует 1,32.  

Теперь выражение (11.2) может быть преобразовано: 

 
min

min

min

1( ) exp , ,

( ) 0, ,

T

T

R R
W R R R

T T

W R R R

     
 

  
 (11.6) 

для лучшего приближения. 
Таким образом, распределение продаж новых автомобилей в США 

качественно похоже на распределение годового дохода экономически ак-
тивного населения. Они начинаются от минимального значения min .R  Оба 
распределения имеют экспоненциальную часть для малого и среднего R  
и степенной хвост Парето. Для США оно начинается от 120 k$ годового 
дохода и 150 k$ для автомобилей. 

Приближение экспоненциального распределения к степенному хво-
сту обеспечивается введением функции min( ) ( ):T TW R W R R     

min min
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  (11.7) 
Это выражение описывает эмпирическое распределение лучше, чем это 
было сделано в предыдущей работе [19] или же в работах других авто-
ров [25–27]. Основной причиной этого является то, что хвостовая часть 
эмпирического распределения включает в себя небольшое количество экс-
периментально полученных точек. Таким образом, пока что непонятно, как 
много точек необходимо включить в линейную часть графика (в двойном 
логарифмическом масштабе). Например, на рис. 11.4 продемонстрирован 
наш предыдущий график [19] распределения продаж новых автомобилей 
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в США в 2005 году, на котором показаны всего 4 точки в «хвосте» и окон-
чательной оценкой для степенного показателя было значение 2,5. 
 

1E8

1E7

1000000

100000

10000

1000

100

10

Sa
le

d 
ne

w
 ca

rs

10 100
Price, k$

Price, k$

1E7

1000000

100000Sa
le

d 
ne

w
 c

ar
s

20 40 60

 
Рис. 11.4. Ранний график распределения продаж новых автомобилей в США 
в 2005 г. [19]. По оси Х представлена цена автомобиля в k$, по оси Y представле-
но количество проданных автомобилей в десятичном логарифмическом мас-
штабе. Хвост Парето (прямая линия) имеет степенной показатель 2,5. Вставка 
показывает график экспоненциальной части в полулогарифмическом масштабе 
 

Экспериментальные результаты показывают репрезентативность рас-
ходов на новые автомобили в плане отражения индивидуального годового 
дохода граждан США. Более того, могут быть определены как средняя 
стоимость нового автомобиля, так и средний годовой доход, как средняя 
стоимость нового автомобиля, умноженная на 1,95. Такие же цифры были 
получены для Великобритании [19]. Может быть использован косвенный 
метод оценки индивидуального дохода, основанный на средней цене ново-
го автомобиля (см. [19]). 

Необходимо принять во внимание, что у нас имеется информация об 
объемах продаваемых подержанных автомобилей. Добавление этой ин-
формации в общий объем продаваемых автомобилей позволяет отодвинуть 
начало степенного распределения, то есть это несущественно смещает minR  
и не влияет на значение .T  
 
§3. Распределение продаж новых автомобилей в современной России 
 

Распределение продаж новых автомобилей в России в 2003–2005 го-
дах было изучено в [12]. Распределения типа, представленного в (11.2), 
были получены в процессе изучения продаж автомобилей с низкой или 
средней ценой, значение T  было равно 8,7, 9,0 и 9,6 k$ в 2003, 2004 
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и 2005 годах соответственно. Хвост распределения описывается (11.1) 
и начинается с 54 k$ в 2004 году, с 55 k$ в 2005 году, степенной показатель 
хвоста Парето начинается от 2 в 2004 и 2005 годах. В 2003 году хвоста Па-
рето обнаружено не было. Все параметры были определены с использова-
нием метода, описанного выше (см. пояснения к рис. 11.4 выше). 

В 2003–2005 не была отмечена минимальная стоимость автомобилей 
в распределениях, описанных (11.1), соответственно, min 0.R   Ситуация из-
менилась в 2006, когда экспоненциальная часть распределения оторвалась 
от нуля, и стало min 0R   [28]. То же самое наблюдалось в 2007–2009 годах. 
Мы также сравнили, как суммы денег, потраченные на новые автомобили, 
соответствуют оценке, полученной из независимых источников (см. выше, 
другие источники также использованы), мы отметили разницу всего лишь 
в 10 % или меньше. 

Распределение продаж новых автомобилей в 2008–2009 годах было 
нормализовано по общему числу проданных автомобилей и представлено 
на рис. 11.5. Распределения продаж новых автомобилей в России, полу-
ченные на основании экспериментальных данных, представлены на графи-
ке в виде ромбов (2008 год) и кругов (2009 год) в полулогарифмическом 
масштабе. На вставке показан тот же график в двойном логарифмическом 
масштабе. 
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Рис. 11.5. Распределение экспериментально полученных данных о продаже но-
вых автомобилей в России в 2008 году (открытые ромбы), 2009 году (открытые 
круги) в полулогарифмическом масштабе. Жирная линия — ( )TW R   
в 2008 году, 310 000T   руб., min 169 000R   руб., 4,   5,   точечная пря-
мая — то же самое распределение для 2009 года с 377 000T   руб., minR   

177 500  руб., 3,   12.   Вставка показывает тот же график в двойном лога-
рифмическом масшабе, прямая линия 1 — асимптота 4~ ,R  прямая линия 2 — 
асимптота 3~ .R  Все значения по оси Х нормализованы значением 310 000 руб., 
экспериментальные данные по оси Y нормализованы по общему количеству про-
данных автомобилей в 2008 и 2009 году соответственно 
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Интересно то, что точка, в которой экспоненциальное распределение 
переходит в хвост Парето, является стабильной на протяжении 2004–
2009 года и находится примерно около 60 к$ по текущему обменному кур-
су. Следует отметить увеличение параметра хвоста Парето в 2007–2009 го-
дах по сравнению с 2004–2006 годами примерно в 1,5–2 раза. 

Все экспериментально полученные данные по продажам новых ав-
томобилей в России за 2003–2009 года представлены в таблице 11.1. Чтобы 
определить параметр   в хвосте распределения для 2007–2009 годов была 
сделана аппроксимация с использованием ( )TW R   в [19] для 2004–
2006 годов. Новые значения   в 2007–2009 годах были меньше на 0,5, чем 
в [19]. То же уменьшение было обнаружено для распределения продаж но-
вых автомобилей в США (см. выше). 
 
Таблица 11.1. Параметры распределения продаж новых автомобилей в России 
(2003–2009). Данные для T  и minR  для 2008–2009 годов представлены в $ по 
курсу обмена 2008 и 2009 годов 
  2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

minR  ~ 0 ~ 0 ~ 0 6 k$ 5,1 k$ 6,28 k$ 6 k$

iT  8,7 k$ 9 k$ 9,6 k$ 10 k$ 11,7 k$ 11,65 k$ 12,74 k$
Индекс Парето   – 2 2 2.3 3,5 4 3
Точка перехода из 
экспоненциально-
го распределения 
в хвост Парето 

– ~ 55 k$ ~ 55 k$ ~ 60 k$ ~ 60 k$ ~ 60 k$ ~ 61 k$

 
Результаты продаж новых автомобилей в России могут быть исполь-

зованы для оценки индивидуального дохода в России, как это было сдела-
но выше для США. Полученные на основании продаж новых автомобилей 
данные отличаются от величины «продуктовой корзины» в 1/1,28 раз [19], 
если перевести это в значение индивидуального дохода, то он равен 
613 000 руб. в 2008 году и 710 000 руб. в 2009 году. Эти значения пример-
но в два раза больше подаваемой годовой зарплаты. Конечно, такая оценка 
индивидуального дохода является приблизительной, так как для более об-
ширных исследований нужно принимать во внимание стоимость рубля, 
уровень инфляции, социальную динамику и т. д. Тем не менее видно, что 
в России (особенно в Москве и Санкт-Петербурге) стандарты жизни на-
много выше подаваемых в статистику данных. 

Мы проиллюстрировали факт, что аппроксимация выражения (11.6) 
лучше, чем выражения (11.2). Рис. 11.6 показывает качественные ошибки 
апроксимации, найденные в выражении (11.2), пропорционально площади 
фигуры между «гладкой экспериментальной» кривой (кривая (11.2)) 
и осью Y (закрашена сплошным цветом), также как для выражения (11.6), 



Новые мультипараметрические экспоненциальные распределения 189

пропорционально площади фигуры между «гладкой экспериментальной» 
кривой (кривой (11.6)) и осью Х, пик обозначает минимальную стои-
мость minR  (полосатая заливка). Очевидно, что площадь первой фигуры 
больше, чем второй, соответственно, второе уравнение нам подходит 
больше. 
 

1 WTβθ

0 Rmin R

Fit [20]

Error [20]

Empirical curve

Error with curve (6)

Curve (6)

 
Рис. 11.6. Сравнение возможных ошибок при использовании функции ( )TW R   
и описанной в [27] 
 

Рассмотрим распределение месячной заработной платы в России 
в апреле 2013 [24], чтобы подтвердить сделанные выше выводы (рис. 11.7, 
полулогарифмический масштаб). 
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На этом графике значения по оси Х нормализованы по «эффективной 
температуре» T  экспоненциальной части. Это распределение имеет эф-
фективную температуру экспоненциальной части 18 200T   руб., началь-
ное значение min 11000R   руб., тогда средняя зарплата minT R   

29 200  руб., значение которой близко к реальному значению средней 
зарплаты. Жирная кривая показывает функцию 3TW   (см. (11.5б)), 
где 1,T   3,   min 0,6,R   5,   точечная кривая — те же самые ,T  min ,R  
но 20,   пунктирная кривая — те же самые ,T  ,  minR  с 3.   

Это распределение дает нам рекомендацию по построению идеаль-
ной аппроксимации. В первую очередь необходимо определить эффектив-
ную температуру экспоненциальной части. Во-вторых, нужно использо-
вать внешние (лучше хорошо известные) данные о значении зарплаты 
(рассмотрено значение 29 200 руб.). И наконец, необходимо вычислить 
значение min .R  Это значение не совпадает с «минимальной зарплатой» 
в России (примерно в два раза). Используя эти значения T  и min ,R  можно 
построить эмпирически распределение (открытые ромбы на рис. 11.7) не-
сколькими кривыми из выражения (11.7), где 3.   

Возникает ключевой вопрос, связанный с экспоненциальной кривой. 
В [24] детальная информация о населении с зарплатой более 100 000 руб. 
отсутствует. Жирная кривая характеризуется температурой 18 200T   руб., 

min 11000R   руб., и 5.   Эта кривая описывает эмпирическое распреде-
ление с последними точками примерно в 130 000 руб. Точечная кривая яв-
ляется распределением с теми же ,T  min ,R  но 20,   и описывает эмпири-
ческое распределение с последними точками примерно в 112 000 руб., 
пунктирная кривая с теми же значениями ,T  minR  и 3,   последняя точка 
примерно в 148 000 руб. Рис. 11.7 показывает, что хвост Парето для рас-
пределения российских зарплат начинается в этой точке и подтверждает 
представление распределения выражением (11.7): распределение очень 
чувствительно к изменению экспериментальных параметров. 

Еще один заметный факт для выражений (11.5) и (11.6) — связь кри-
вой Лоренца и коэффициента Джини. Для выражения (11.6) кривая Лорен-
ца ( )y x  (см. определение на с. 159): 
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Коэффициент Джини G  для распределения, представленного выражени-
ем (11.6), 01 / (2 2 ),G x   0 min / ,x R T  0 ~ 0,6,x  в России на протяже-
нии 2006–2009 гг., таким образом, G  должен быть равен примерно 0,31, 
если мы получили именно распределение, описанное выражением (11.6). 
Экспериментальное исследование продаж новых автомобилей показывает 
значение ~ 0,4G  для того же периода времени. Увеличение на 0,09 может 
быть связано с наличием в распределении степенного хвоста. 
 
§4. Экспоненциальные распределения энергии со степенными 
асимптотиками в экспериментах по измерению энергий 
заряженных частиц при лазерном облучении мишеней 
 

Как уже указывалось, многие элементарные процессы (диссоциации, 
возбуждения, ионизации) практически осуществляются частицами с энер-
гиями значительно выше средней, или, как говорят, «хвостом» распреде-
ления. Поэтому точное знание поведения распределения в его асимптоти-
ческой части исключительно важно. Достаточно сказать, что экспоненци-
ально малое количество объектов с большим значением параметра при 
экспоненциальном распределении приводило (и приводит) к завышенным 
ожиданиям осуществимости различных проектов. Характерным примером 
здесь является проект получения энергии при термоядерном синтезе в схе-
ме инерциального удержания плазмы [29, 30]. Предполагалось сжать хо-
лодную термоядерную мишень в лазерном абляционном процессе и затем 
ее нагреть до температур термоядерного синтеза. Если бы электроны плаз-
мы имели чисто больцмановское экспоненциальное распределение по 
энергиям, эта схема бы удалась. Одной из причин неудач зажигания тер-
моядерных мишеней является то, что в результате нелинейного взаимодей-
ствия мощного лазерного излучения с веществом создается плазма, в ко-
торой некоторая часть электронов, количественно превышающая экспо-
ненциальное распределение, приобретает значительную энергию. Эти 
электроны, которые получили в литературе название «горячих» [10, 11], 
нагревают центральную часть сжимаемой мишени, что резко снижает дос-
тигаемый уровень плотности сжатого термоядерного вещества, и, соответ-
ственно, не позволяют реализовать условия термоядерного синтеза. В свя-
зи с этим принципиально важным становится количественное описание 
распределения электронов по энергии для оценок влияния «горячих» элек-
тронов на динамику сжатия термоядерных мишеней. Существование 
асимптотик распределений может реализовываться за счет различных эф-
фектов, таких как микрополе в плазме [31], эффективное изменение раз-
мерности (фрактальности) [4] или степенного характера исходных распре-
делений [15]. Экспоненциальная часть распределения характеризуется не-
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которым коэффициентом нормализации, обычно трактуемым как некото-
рая эффективная температура. Асимптотика определяется показателем 
степени и характеризует количество частиц в этой асимптотике. Обычно 
эффективная температура и показатель степени рассчитываются с исполь-
зованием процедуры фитинга в различных прикладных программах. В рас-
чете температуры не всегда ясно, где находится первая точка распределе-
ния (малоэнергетичные частицы вообще обычно не фиксируются), а где —
последняя (экспоненциальное распределение переходит в степенное). 
В степенном «хвосте» распределения обычно достаточно велика ошибка 
измерения, количество экспериментальных точек в хвосте обычно доста-
точно сильно ограничено, приближение к степенному закону на основании 
только нескольких выборочных точек является серьезной проблемой. По-
этому желательна единая аппроксимация всего распределения, уточняю-
щая названные параметры и дающая информацию для определения меха-
низма возникновения асимптотики. В этой главе предложено описание 
двух экспериментов — экспериментальных распределений по энергиям 
электронов при лазерном облучении металлических мишеней, а также рас-
пределений по энергиям ионов при сжатии D-T-мишеней лазерными им-
пульсами в экспериментах по лазерному термоядерному синтезу. Сначала 
будут представлены теоретические распределения (функции плотности ве-
роятности и кумулятивные вероятности) с экспоненциальным падением 
при малых и средних значениях аргумента и асимптотической степенной 
(гиперболической) зависимостью, а затем они будут сравнены с вышеука-
занными экспериментальными распределениями. 
 
4.1. Аппроксимация экспериментальных распределений 
 

При воздействии мощного лазерного излучения на поверхность ме-
таллической мишени происходит ионизация приповерхностных атомов ме-
талла и образуется плазма с весьма холодными ионами (практически они 
могут полагаться неподвижными). Электронная компонента плазмы за 
счет нескольких механизмов нагрева приобретает большую энергию, 
и электроны разлетаются. Распределения электронов по энергиям измеря-
лись, например, в [32]1. Для кремниевой мишени результаты по измерению 
энергии электронов в приповерхностной плазме представлены на рис. 11.8. 

Поскольку измерения [32] производились времяпролетным спектро-
метром, измерялась именно кумулятивная вероятность найти электрон 
с энергией, большей некоторого значения. Экспериментальные точки пред-
                                                 
1 Заметим, что обычно измеряется рентгеновское излучение (его спектр, который затем 
пересчитывается в спектр энергий электронов) — это гораздо проще прямых измерений 
энергии электронов. 
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ставлены открытыми треугольниками, аппроксимация — функцией куму-
лятивной вероятности от плотности вероятности с 2,   те с TW   (11.5а) 
(жирная сплошная кривая). 
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Рис. 11.8. Распределение энергии электронов при облучении кремниевой мише-
ни в экспериментах [32] в полулогарифмическом масштабе и теоретическая ап-
проксимация из этой главы для кумулятивной вероятности плотности вероятно-
сти (11.5а). Открытые треугольники — экспериментально измеренные величины 
потока электронов, жирная сплошная кривая — аппроксимация функцией куму-
лятивной вероятностью от плотности вероятности (11.5а) с 2,   заштрихован-
ная область между тонкими сплошными линиями — область допустимой экспе-
риментальной ошибки. 50T   эВ, 15   (смысл параметров см. выше в § 1 этой 
главы) 
 

Видно удовлетворительное согласие нашей аппроксимации с экспе-
риментальными данными. Из аппроксимации следует, что в «тепловой» 
части температура электронов — около 50 эВ2. Это значение в несколько 
раз меньше определенного в [32] с помощью простой аппроксимации экс-
поненциальным распределением. Как уже указывалось, в начальной части 
функция описывается экспоненциальным распределением, в асимптотиче-
ской части — степенным ~ 1 / ,E  где E  — энергия электронов. 

Распределение ионов дейтерия и трития измерялось в экспериментах 
по лазерному термоядерному синтезу на установке «ИСКРА-4» [33]. Ре-
зультаты представлены на рис. 11.9 и 11.10. 
                                                 
2 Часто используемая аппроксимация асимптотики распределения электронов по энер-
гии другой экспоненциальной функцией с гораздо большей температурой достаточно 
сомнительна с точки зрения термодинамики, так как время установления электрон-
электронного равновесия по энергии очень мало. 
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Рис. 11.9. Распределение ионов по 
энергиям [33] в полулогарифмическом 
масштабе (открытые треугольники)
и аппроксимация функцией кумуля-
тивной вероятности для плотности ве-
роятности (4.5а) с 2   (сплошная 
кривая). 1T   кэВ, 20   (смысл па-
раметров см. ниже в §1 этой главы) 

Рис. 11.10. То же, что и на рис. 11.9
в двойном логарифмическом мас-
штабе 

 
Для аппроксимации также использовалась функция (11.6) с плотно-

стью вероятности (11.5а), т. е. в начальной части аппроксимационная 
функция описывается экспоненциальным распределением, а в асимптоти-
ческой части — степенным ~ 1 / ,E  где E  — энергия ионов. Из анализа 
экспериментальных данных следует, что измерялась также кумулятивная 
вероятность найти ион с энергией (в оригинале — со скоростью), большей 
определенного значения. Видно удовлетворительное согласие развитой 
аппроксимации с экспериментальными данными. Температура тепловой 
части распределения оказалась равной 1 кэВ. 

Итак, определяемые по методу [13] температуры тепловой части 
электронного (рис. 11.8) и ионного (рис. 11.9 и 11.10) спектров оказались 
меньше тех, что определялись из простых экспериментальных соображе-
ний. Такие же результаты получались при интерпретации ранних экспери-
ментов [19] нашими аппроксимациями (11.5а). 
 
Выводы к главе 11 
 

Представлено семейство 3- или 4-параметрических кривых, описы-
вающих экспоненциальное распределение для маленьких и средних значе-
ний аргумента, совмещенные со степенным распределением, наряду с пе-
реходами между этими частями. Эти функции продемонстрированы для 
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подтверждения, что они лучше описывают доступные экспериментальные 
данные для распределения доходов в США, так же как и новые исследова-
ния о распределении продаж новых автомобилей в США и России. Напри-
мер, аппроксимация экспериментальных данных с использованием этих 
функций обеспечивает более точное определение показателя степенного 
распределения Парето это, как правило, меньше уже найденного значения 
на 0,5. 

Распределение продаж новых автомобилей (вероятность найти авто-
мобиль, купленный по определенной цене) в России в 2003–2009 гг. ста-
бильно. Для недорогих и средних по цене новых автомобилей распределе-
ние продаж представляет собой экспоненциальное распределение. Эф-
фективная нормализующая температура изменилась с 9 k$ до 12 k$ за 
последние 7 лет. Необходимо отметить более важное изменение в 2006 го-
ду: определена минимальная стоимость нового автомобиля (в результате 
чего график распределения оторвался от оси Y). Значение минимальной 
стоимости с нормализующим коэффициентом равно средней стоимости 
нового автомобиля в России. Экспоненциальное распределение переходит 
в распределение Парето при стоимости автомобиля в 60 k$. Это значение 
достаточно стабильно в течение 7 лет. Степенной показатель распределе-
ния Парето увеличился в 1,5–2 раза в процессе исследования. 

Такое распределение продаж новых автомобилей качественно совпа-
дает с распределением продаж новых автомобилей в США. В то же время 
это совпадает с распределением доходов экономически активной части на-
селения. Таким образом, гипотеза о том, что распределение продаж новых 
автомобилей отражает распределение индивидуальных доходов, подтвер-
ждена. 

Кроме того, важным результатом является стабильность точки пере-
хода экспоненциального распределения в распределение Парето (60 k$) 
в случае продажи новых автомобилей в России. Это независимая оценка 
перехода в структуре потребления, когда предпочтения покупателей авто-
мобилей переходят из «нормальных» для «среднего» класса к «богатым». 

Кроме того, развитый метод анализа экспериментальных распреде-
лений заряженных частиц, получаемых при лазерном облучении различ-
ных мишеней, по энергиям с помощью аппроксимирующих функций 
плотности вероятности типа (11.5а) и кумулятивной вероятности показы-
вает удовлетворительное согласие теории с экспериментом. По-видимому, 
при такой аппроксимации параметры разлета заряженных частиц, в част-
ности температура тепловой части их распределения, оказываются не-
сколько меньшими, чем считалось ранее. Степенная асимптота также пред-
полагает относительно большее количество быстрых заряженных частиц, 
чем это дает экспоненциальное распределение — даже и нетепловое. Это 
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соображение лучше объясняет неуспех различных схем лазерного термо-
ядерного синтеза из-за большого количества сверхтепловых электронов. 
Также и наличие сверхтеплового «хвоста» распределения ионов не приво-
дит к увеличению выхода термоядерной D-T-реакции ввиду падения ее се-
чения при больших энергиях. 
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Глава 12 
Мультипараметрическое стретч-экспоненциальное 

распределение. Применение его в наукометрии 
 
Введение 
 

Идеей данной главы является попытка рассмотреть распределение 
цитирования отдельных ученых, принимая во внимание, что распределе-
ния ученых «различного ранга» по цитированию могут отличаться. Также 
интересно соединить стретч-экспоненциальное распределение и степенное: 
наблюдение хвостов распределения цитируемости часто показывает нали-
чие небольшого количества высокоцитируемых статей, когда остальные 
статьи того же ученого могут быть цитированы меньшее количество раз. 
С этой точки зрения при рассмотрении значительного массива данных ци-
тирования большого набора авторов (см., например, [1]) получаем доста-
точно грубые результаты. Таким образом, мы cконцентрируемся на анали-
зе распределения цитируемости отдельных ученых, принимая во внимание 
некоторые различия в общем количестве цитирований из них. Будет про-
анализировано кумулятивное распределение числа статей с небольшим 
и большим количеством цитат. Конечно, предложенный подход является 
достаточно грубым и не принимает во внимание соавторство цитируемых 
статей. Мы планируем учесть это в следующих статьях в случае широкого 
научного интереса. 

Описательная модель основана на идеях предыдущей главы по экс-
поненциальным распределениям со степенным «хвостами» (см. [2], а так-
же [3]). Авторам неизвестно никакое последовательное введение матема-
тических формул для распределений с основной экспоненциальной частью 
и степенным хвостом. 
 
§ 1. Мультипараметрическое семейство кривых со стретч-
экспоненциальной основной частью и степенным хвостом 
 

Для определения основной формы распределения можно обратиться 
к результатам, приведенным в предыдущей главе, где было введено общее 
правило для того, чтобы получить стретч-экспоненциальную часть со сте-
пенным хвостом. Заменим параметры ,N  0 ,z    из предыдущей главы 
на ,  ,T  ,  получим функцию со стретч-экспоненциальным распределе-
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нием в основной части и переходом в степенную асимптотику в явном ви-
де [4]: 
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 (12.1) 

Здесь R — переменная, Г — гамма-функция Эйлера, 1
2

K
 

 является моди-

фикацией функции Бессела 2-го типа. 
Аппроксимация уравнения (12.1) для сравнительно маленьких R (до 

нескольких величин 
1
2 )T


 дает зависимость только от одного параметра T: 

 
21( ) exp .T

R
W R

T T

 
  

 
 (12.2) 

Общий вид асимптотики TW   в случае больших R выглядит как .R   Па-
раметр   отписывает переход из стретч-экспоненциального распределения 
в степенное функции (12.1). Этот переход происходит при больших R 
(и небольших ( ) )TW    и больших значениях .  

Чтобы получить общий вид W, учтем, как и в предыдущей главе: 
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Как можно заметить, I  является монотонной функцией. В самом деле, ес-
ли ввести, как и ранее, 1,v    можно увидеть, учитывая закономерности 
функций Бесселя 2-го рода, что отношение ( ) / ( )vI x I x  всегда меньше 1: 
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Кроме того, :  ,v     поэтому и .vI I I    Поэтому нет необходи-
мости изучать (12.1), (12.3) с произвольным .  Достаточно будет предпо-
ложить, что   целое и равно 2, 3, …, пока интегралы с промежуточной   
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будут «заблокированы» среди интегралов с соседними числами ,  кото-
рые выражаются при помощи элементарных функций. Тогда 1,n    

 

1 1
2 2

0

3
2

( )! .
3 32 !( )! 22 2

n

n

k
k

T
K x K

n k

T Tx k n k x








  

 



      
   




              


 (12.4) 

Три функции ( )TW    для 2,   1, 0,8 выглядят следующим образом: 
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  (12.5) 

Мы использовали здесь простейшую форму функции (12.1) с 2   для 
следующей аппроксимации эмпирических данных. Функции ( )TW    
для 0,5,   0,25, 0,2 показаны на рис. 12.1. Хорошо видно совпадение об-
щих функций с соответствующими показателями для аппроксимации при 
сравнительно малых значениях переменной .R  
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Рис. 12.1. Функции ( )TW    для 2   и 0,5   (кривая 3), 0,25   (кривая 2), 

0,2   (кривая 1) для сравнительно маленьких .R  Прямые линии (4–6) являют-
ся экспонентами 2exp( / )R T  для 1,   0,5, 0,4 соответственно. Здесь 1,T   

300   
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Рис. 12.2. Функции ( )TW    для тех же   и   (кривые 3–1) как на рис. 12.1. Ги-
перболы R   (прямые 6–4 в двойном логарифмическом масштабе) 
имеют 0,5,   0,25 и 0,2 соответственно (кривая 4). Параметры 1,T   300   
те же, что на рис. 12.1 
 

Для больших R  эти функции уменьшаются как 2,R  1,R  0,8R  соот-
ветственно (см. рис. 12.2). 

Таким образом, представленная функция (12.1) описывает стретч-
экспоненциальное распределение для малых значений аргументов, а также 
описывает степенной хвост для больших .R  Мы использовали эти функции 
в следующем разделе. 
 
§ 2. Распределение цитируемости авторов 
 

Цитируемость каждого автора разная. Это может быть связано с эф-
фектом Матфея (см. [5–7]). Можно предположить, что ученые с общим 
большим числом цитат в диапазоне 102–103, 103–104 и 104–105 имеют раз-
ные распределения цитирования. Назовем ученых с общим числом цитат 
в перечисленных диапазонах учеными первого типа и так далее. Мы изу-
чим эти интервалы на физиках ISI Web Knowledge. Мы рассматриваем 
только тех ученых, которые начали издавать свои научные публикации по-
сле 1980 года. Были выбраны по 20 ученых для первых двух диапазонов 
и несколько ученых для третьего диапазона. Примеры распределений ци-
тирования представлены на рис. 12.3–12.5. 

На рис. 12.3 приведено кумулятивное распределение цитирования 
(то есть количество статей с цитированием, большим чем значение )R  для 
опытных ученых с общим числом цитат в первом диапазоне 102–103. 
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Рис. 12.3. Распределение статей с цитатами для ученых первого типа. Квадрата-
ми выделены эмпирические точки, жирным выделена кривая ( )TW    (12.5) 
для 2,   0,5,   6,5,T   10.   Пунктирная линия является экспонен-
той (12.2) с 0,5,   6,5T   
 

Функция ( )TW    на рис. 12.3 нормализована по общему количеству 
статей для ученых первого типа в ISI Web of Knowledge. Переменная R  — 
число цитат, нормализованных по ,T  являющееся средним количеством 
цитат этого автора. Похоже, что функция ( )TW    (12.5) хорошо описывает 
эмпирические данные, имеется явное отличие от экспоненты (12.2). В то 
же время выход на асимптотическую кривую 2~ R  не реализован полно-
стью. Последнее было подтверждено и для других типов ученых. 

Распределение цитирования ученых второго типа (это всемирно из-
вестные ученые с цитируемостью в диапазоне 103–104) представлено на 
рис. 12.4. 

Нормировка функции ( )TW    на рис. 12.4 была сделана по общему 
числу статей. Переменная R  в этом случае нормализована по 2T    

2(47,4) 6,9.   Разница между эмпирическими данными функции (12.5) 
и чистой стретч-экспонентой 1/2exp( / )R T  больше, чем на рис. 12.3 для 
ученых первого типа. Полного выхода на асимптотическую кривую 1~ R  
также нет. 

Распределение цитирования ученых третьего типа (в этот диапазон 
попали ученые, получившие Нобелевскую премию) показано на рис. 12.5. 

Нормализация функции ( )TW    на рис. 12.5 является такой же, как 
для предыдущих случаев, переменная R  нормализована теперь на 2T    

2340 10,3.   Интересно, что все значения 2T   для всех типов ученых 
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близки друг к другу и могут характеризовать распределение цитирования 
каждого ученого. 
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Рис. 12.4. Распределение статей с цитатами для ученых второго типа. Квадрата-
ми выделены эмпирические точки, жирным выделена кривая ( )TW    (12.5) 
для 2,   0,25,   47,4,T   5.   Пунктирная линия является экспонен-
той (12.2) с 0,25,   46T   
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Рис. 12.5. Распределение статей с цитатами для ученых второго типа. Квадрата-
ми выделены эмпирические точки, жирным выделена кривая ( )TW    (4.5) 
для 2,   0,2,   340,T   5.   Пунктирная линия является экспонентой (4.2) 
с 0,2,   340T   
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§ 3. Обсуждение результатов 
 

Попробуем объяснить появление стретч-экспоненты в кумулятивном 
распределении цитирования. Мы начали со стандартного экспоненциаль-
ного распределения 
 1 exp( ).W x   (12.6) 

Здесь мы использовали нормализацию 1,T   чтобы упростить следующие 
выражения. Следует обратить внимание, что распределения типа (12.6) 
часто возникают в проблематике обмена энергиями двух тел в процессе 
столкновения (в этом случае присутствует обмен энергией между двумя 
телами, см. [8]), в распределении денег (см. [9]). 

Каким образом эти соображения могут быть переведены на язык ци-
тирования? Прежде всего цитирование статей определяется научной зна-
чимостью этой статьи. Так, автор, который потенциально может цитиро-
вать вышеуказанную статью, может обнаружить или не обнаружить эту 
статью, процесс цитирования согласно научной значимости выглядит как 
обмен энергиями двух тел и представляет собой распределение (12.6). Та-
ким образом, может оказаться, что основная кумулятивная функция рас-
пределения цитирования зависит от научной значимости статьи и выглядит 
как (12.6). 

Есть дополнительные независимые причины цитирования. Одна из 
них — имя автора (или одного из авторов в случае соавторства) потенци-
ально цитируемой статьи. Это может быть имя ученого в «дружественной» 
научной группе, которая работает в той же сфере науки, что и автор ста-
тьи, помимо других причин цитирования. Пока этот ученый может быть 
выбран случайно в процессе обмена информации, распределение вероят-
ности цитирования этого ученого выглядит также как (12.6). В случае если 
цитирование основано на научной значимости и «дружественности» авто-
ра цитируемой статьи, случайное значение этого цитирования является ре-
зультатом независимого действия двух случайных величин, каждое их ко-
торых характеризуется распределением (12.6). 

Пока выбор статьи для цитирования остается независимым, эти две 
причины цитирования можно рассматривать как некоторые координаты. 
Для двух случаев, приведенных выше, это «научная значимость» и «имя 
автора». Разброс этих координат здесь происходит от маленькой до боль-
шой научной значимости, от низкой до высокой репутации автора цити-
руемой статьи. Таким образом, цитирование при двух «координатах» — 
двумерная «квадратичная» процедура в сравнении с линейной для каждого 
случая отдельной координаты (см. рис. 12.6). 

В то же время мы изучаем цитируемость как принципиально одно-
мерную величину. Цитата либо есть, либо ее нет. Таким образом, все 
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Рис. 12.6. Распределение цитирования (точки) в двух «координатах»: «научная 
значимость» и «имя автора» 
 
распределения (12.6) сокращаются до одного измерения. Возвращаясь 
к рис. 12.6, это выглядит следующим образом: нужно «взять» оси ОХ и ОY 
и сдвинуть их друг к другу до полного совпадения. Далее нужно измерить 
плотность точек, получившихся из рис. 12.6 вдоль образовавшейся одной 
координаты. Математически это эквивалентно преобразованию коорди-
нат 2 ,x y  которое для кумулятивного чисто экспоненциального распре-
деления вдоль каждой из координат дает функцию 
 2 ( ) exp( )W y y   (12.7) 

для получившейся одной «схлопнувшейся» координаты, т. е. стретч-экспо-
ненту (12.2) с 0,25.   Такое кумулятивное распределение наблюдается 
в главной части распределения цитирований всемирно известных ученых 
в предыдущем параграфе. 

В свою очередь, изменение координат в (12.6) 3x y  дает кумуля-
тивное распределение 

  3
3( ) exp .W y y   (12.8) 

Конечно, все предположения, сделанные выше, могут быть примене-
ны только к «чистому» стретч-экспоненциальному распределению. Такая 
же процедура для полного стретч-экспоненциального распределения со 
степенной асимптотикой потребует весьма значительных по объему вы-
числений. 
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Поскольку мы не наблюдаем стретч-экспоненты с кубическим кор-
нем из случайной величины ,x  а только с 0,4 ,x  можно предположить, что 
третья координата проявляется не полностью, а только своей фракталью. 
 
Выводы к главе 12 
 

В главе 12 предложено семейство 4-параметрических функций, пред-
ставленное стреч-экспоненциальным распределением для малых и средних 
значений аргумента, имеющее асимптотику в виде степенной гиперболи-
ческой функции. Эти функции хорошо походят для описания эмпириче-
ских данных для кумлятивных распределений статей индивидуального 
ученого по количеству цитат. 

Абстрагируясь от соавторства в цитируемых статьях, можно сделать 
вывод, что эти кумулятивные распределения статей каждого автора по их 
цитируемости имеют характер стретч-экспоненты для малых и средних 
значений цитируемости и степенной «хвост» для асимптотической части. 
По-видимому, степень силы «растяжения» экспоненты, то есть введенный 
коэффициент ,  зависит от общего числа ссылок, кроме того, этот коэф-
фициент начинается с 1

2  и становится меньше с увеличением общего 
числа цитат. Итак, показатель степени в экспоненте становится меньше. 

Предпринята также первая попытка объяснить возникновение стретч-
экспоненты с различными показателями «силы растяжения». 
 
Литература к главе 12 

1. Redner S. How popular is your paper? An empirical study of the citation 
distribution // The European Physical Journal B. 1998. Vol. 4. P. 131–
134. 

2. Гаранина О. С., Романовский М. Ю. Экспериментальное исследова-
ние распределения  расходов граждан РФ на новые автомобили и их 
соответствие доходам // Компьютерные исследования и моделирова-
ние. 2012. Т. 4. C. 621−629. 

3. Romanovsky M. Yu., Vidov P. V. Analytical representation of stock and 
stock-indexes returns: Non-Gaussian random walks with various jump 
laws // Physica A. 2011. Vol. 390. P. 3794–3805. 

4. Romanovsky M. Yu., Garanina O. S. Citation distribution of individual 
scientist: approximations of stretch exponential distribution with power 
law tails. Proc. of ISSI-2015 / eds. A. Salah, Y. Tonta, A. A. Salah, C. Su-
gimoto, U. Alin. 2015. Vol. 272–277. P. 1275. 

5. Petersen A. M., Wang F. and Stanley H. E. Methods for measuring the ci-
tations and productivity of scientists across time and discipline. 2010. 
arXiv:0911.1322v2 



Глава 12 208

6. Bonitz M., Brukner E., Scharnhorst A. Characteristics and impact of Mat-
thew effect for countries // Scientometrics. 1997. Vol. 40. P. 407–422. 

7. Bonitz M., Scharnhorst A. Competition in science and the Matthew core 
journals // Scientometrics. 2001. Vol. 51. P. 37–54. 

8. Landau L. D., Lifshitz E. M. Statistical Physics. 3rd edition. Amsterdam: 
Butterworth-Heinemann, 1980. 

9. Dragulesku A., Yakovenko V. M. Statistical mechanics of money // The 
European Physical Journal B. 2000. Vol. 17. P. 723–729. 



 
 

Заключение к части I 
Ближайшие нерешенные задачи статистической эконофизики 
 

Те проблемы статистической эконофизики, которые были рассмот-
рены в этой части книги, безусловно, не являются исчерпывающими. Они 
были выбраны для рассмотрения потому, что либо опираются на достаточ-
но прочную феноменологию (как закон обратного куба для кумулятивной 
функции распределения флуктуаций доходности акций и индексов, см. 
главы 4, 7 и 8), либо их феноменология (распределение доходов и расходов 
граждан, см. главы 9–11) представляется хорошо установленной. Поэтому 
было бы важно очертить круг проблем, которые пока не решены, но их 
решение продвинет понимание механизмов функционирования финансо-
вой системы, в том числе и фондового рынка. 

Здесь, во-первых, следует вспомнить уже упомянутый результат гла-
вы 5 о временной автокорреляции волатильности временных рядов доход-
ностей акций и фондовых индексов. Автокорреляционная функция вола-
тильности оказалась, во-первых, неэкспоненциальной, а во-вторых, очень 
медленно затухающей. Попытки моделирования такого поведения вола-
тильности были сделаны уже достаточно давно [1], но модель общеприня-
той пока не стала. Наглядный экспериментальный пример этому был предъ-
явлен мировым экономическим кризисом, когда в 2008 году фондовые рын-
ки заштормило и дневные флуктуации доходности акций и индексов часто 
составляли несколько процентов. Рынки несколько успокоились только 
к началу 2011 года, и характерная дневная волатильность несколько упала. 
Этот пример характеризует, по-видимому, недостаточность (или «гру-
бость») модели случайных блужданий доходности, изложенную в главе 7. 

Недостаточность состоит в описании флуктуаций доходности одно-
моментной функцией распределения и полным пренебрежением эффектов 
памяти субъектов фондового рынка. Длинные автокорреляции волатильно-
сти доходности как раз и есть первый пример такой длинной памяти. Дру-
гим примером «памяти» на фондовом рынке служит эффект мельни-
цы [2, 3]. Если рассматривать изменения цен акций на двух соседних ин-
тервалах времени, то по грубому отсутствию автокорреляций доходности 
(заметим, что для малых изменений доходность равна относительному из-
менению курса акций или индексов, см. главу 5) изменение доходности на 
последующем временном интервале должно не зависеть от изменений до-
ходности на предшествующем. Результаты же [2, 3] показывают, что это 
не так: для малых изменений предшествующей доходности изменения до-
ходности на последующем интервале времени происходят в ту же сторону, 
что и на предыдущем, а большие — в противоположную. Существуют два 



Заключение к части 1 210

значения предшествующего приращения курса — положительное и отри-
цательное, примерно равные по модулю, при которых последующее при-
ращение зануляется. Отклик — последующее приращение — примерно на 
порядок меньше толчка — предыдущего. Измерения проводились для 
100 компаний, акции которых котировались на биржах NYSE NASDAQ 
в 2002–2003 годах, временные интервалы изменений курсов были 1, 3 
и 6 минут, результат для всех интервалов был аналогичный (см. рис. ЗС1). 
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Рис. ЗС1. Зависимость последующего среднего приращения курса акций на вре-
менном интервале 1, 3, 6 минут от предыдущего на таком же временном интер-
вале 
 

Заметим, что из рис. ЗС1 следуют ненулевые (и даже отрицательные) 
автокорреляции доходности акций на указанных интервалах времени, осо-
бенно для 1-минутного интервала; уже для 6-минутного интервала авто-
корреляция практически нулевая. На рис. ЗС1 легко видеть, что автокорре-
ляция пропорциональна интегралу под кривой среднего отклика по вели-
чине толчка от его нуля до бесконечности. 

Как уже указывалось, эта автокорреляция весьма мала и находится 
на уровне «шума» (ср. с рис. 5.2). Тем не менее рис. ЗС1 свидетельствует 
о том же, о чем и длинные автокорреляции волатильности: проведенный 
анализ распределения флуктуаций доходности акций и индексов посредст-
вом учета только одновременной функции распределения достаточно груб 
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и нуждается в уточнении. Таковое уточнение можно сделать, построив те-
перь двухвременную функцию распределения доходностей, т. е. плотность, 
вероятность найти в один момент времени (через определенное количество 
прыжков) одну величину флуктуации доходности, а в другой момент вре-
мени (при другом количестве прыжков) — другую, и вместо функции (8.1) 
ввести выражение 2 1 1 2 2( , , , ).W R N R N  При интегрировании по любой из ве-
личин 1R  или 2R  получится, конечно, выражение (8.1). По-видимому, оты-
скание 2W  и является одним из магистральных направлений исследования 
объектов фондовых рынков. 

Другим интересным объектом исследования является отыскание (воз-
можных) экономических констант. По современным представлениям, ника-
ких постоянных в экономике нет (см., например, [4]). Для размышления на 
эту тему приведем пример наших экспериментальных исследований. 

При определении, что является единичным прыжком в феноменоло-
гии флуктуаций доходности ценных бумаг на фондовом рынке (см. гла-
ву 8), исследовались средние (за один день) тиковые доходности россий-
ских компаний. Для компаний, числящихся в индексе РТС-1, оказалось, 
что эта средняя тиковая доходность падает с ростом капитализации компа-
нии (т. е. минимальной она оказалась, естественно, для акций «Газпрома»). 
На рис. ЗС2 показана эта зависимость. 
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Рис. ЗС2. Зависимость среднеквадратичной тиковой доходности от капитализа-
ции компании 
 

Таким образом, было получено, что среднеквадратичная тиковая до-
ходность S обратно пропорциональна корню из капитализации C (россий-
ской) фирмы: 

 const ,S
C

    (ЗС1) 
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а размерная константа const достаточно постоянна на длительном времен-
ном интервале (рис. ЗС3, измерения проводились за указанные на графике 
дни1) и примерно равна 740 (рубль)1/2. Является ли величина (ЗС1), связы-
вающая среднеквадратичную тиковую доходность и капитализацию ком-
пании, реальной экономической константой или это какой-то артефакт, 
предстоит проверить в дальнейших исследованиях. 
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Рис. ЗС3. Зависимость размерной константы (темный квадрат) в выраже-
нии (ЗС1) от времени. Линия с темными кружками — среднее значение. Бары 
отмечают ошибку измерения константы 
 

Наконец, стоит вернуться к результатам главы 12 о цитируемости 
отдельных ученых. Здесь можно руководствоваться качественными сооб-
ражениями последнего параграфа главы 12 о переходе от чистой экспонен-
ты к стретч-экспоненциальному распределению цитирования в основной 
части. Однако само по себе наличие здесь в простейшем первом случае 
экспоненциального распределения со степенной асимптотикой отнюдь не 
объяснено. 

Мы добавим еще один необъясненный наукометрический результат. 
Проанализируем импакт-фактор наиболее цитируемых научных журналов 
(см. [5]). По определению, импакт-фактор журнала — это отношение ци-
                                                            
1 Измерения проводились совместно с П. В. Видовым и В. А. Пыркиным; результат 
впервые докладывался на Научной сессии Отделения физических наук РАН по 
эволюционной экономике и эконофизике 2 ноября 2010 года. 
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тирований журнала за предшествующие 2 года к общему количеству ста-
тей за эти же 2 года. 

Распределение импакт-фактора интересно в нескольких аспектах. 
Во-первых, интересно, стабилен он по годам или нет. Очевидно, что неста-
бильность его распределения ставит под вопрос само использование этого 
инструмента в наукометрии (импакт-фактор определенного журнала может 
при этом по годам сильно меняться). Во-вторых, форма распределения 
может подсказать некоторое внутреннее масштабирование. Наконец, ста-
бильность распределения может быть использована для естественного раз-
деления журналов. 

Мы использовали для расчетов данные с сайта https://www.citefac-
tor.org/journal-impact-factor-list-2015_18.html. Они содержат 9028 научных 
журналов с максимальными импакт-факторами. Анализировались 2011, 
2012 и 2013 годы. 

Эмпирические результаты с этого сайта представлены на рис. ЗС4. 
Из анализа был исключен журнал Ca-A Cancer Journal For Clinicians, так 
как его импакт-фактор для 2011–2013 гг. значительно превосходил (прак-
тически вдвое, он был 101,78, 153,459, 162,5 соответственно) импакт-фак-
торы всех остальных журналов. На рис. ЗС4 показаны кумулятивные рас-
пределения количества журналов в зависимости от их импакт-фактора 
в 2011–2013 гг. Видно хорошее совпадение всех трех кривых. Практически 
это означает, что распределение импакт-факторов стабильно от года к го-
ду. Соответственно, и используемая система разделения журналов на квар-
тили по цитируемости корректна. 
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Рис. ЗС4. Кумулятивные распределения импакт-факторов наиболее цитируемых 
научных журналов (открытые треугольники — 2013, открытые круги — 2012, 
открытые квадраты — 2011). На врезке то же нормированное распределение 
в полулогарифмическом масштабе (открытые треугольники — данные 2013 г., 
сплошная линия — кумулятивное распределение 2 ( )TF R  с 1,5,T   30)   
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В этом результате интересны два обстоятельства. Во-первых, для ма-
лых и средних импакт-факторов имеет место распределение (12.2) с 1,5T   
(т. е. распределение импакт-факторов имеет внутренний масштаб, равный 
полутора единиц); во-вторых, асимптота (кумулятивного) распределения ~ 
импакт-фактору в степени 1.  
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Глава 13 
Модели роста народонаселения. Демографический переход 

 
Человечество представляет собой особенный биологический вид. 

Выделившись из животного мира и развивая культурную и техническую 
цивилизацию, человек чрезвычайно усложнил систему взаимодействий, 
влияющих на демографические процессы. Основные демографические ха-
рактеристики (рождаемость и смертность, продолжительность жизни, ко-
личество детей в семье) определяются как биологическими характеристи-
ками вида, так и степенью развития цивилизации. 

Цивилизация дала человеку возможность в значительной мере само-
му определять условия своей жизни, но она же определяет политические, 
социальные, психологические сложности, влияющие на демографические 
процессы. Человек в значительной мере способен ослабить или смягчить 
влияние окружающей среды, но развитие наций значительно зависит от 
климатических условий, плодородия почв, наличия природных ресур-
сов [1]. 

С другой стороны, человек порождает факторы, которые могут вы-
звать губительные катастрофы для него самого. Это и загрязнение среды 
обитания, и возможные изменения климата, войны с применением ядерно-
го оружия и т. д. Важно, что все эти факторы могут сработать на отрезке 
времени, равном времени жизни одного поколения именно в настоящие 
десятилетия, когда, как мы увидим ниже, происходит «демографический 
переход». Так как в разных странах демографические переходы проходят 
со сдвигом в десятилетия, это порождает дополнительные напряжения 
и конфликты. Поэтому рассмотрение моделей роста населения всей Земли 
и в отдельных странах важно не только для правильного построения моде-
лей динамической макроэкономики, но и для решения глобальных про-
блем выживания человечества. 

Для теоретической макроэкономики России это тем более важно, так 
как будущее России в ближайшие годы будет определяться не только 
уровнем рождаемости и смертности, но и иммиграционными потоками 
людей в нашу страну и из нее. 
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§ 1. Мальтус и Ферхюльст 
 

Первые математические модели в экономике, и прежде всего модель 
роста народонаселения, представлены Т. Мальтусом (T. R. Malthus) в его 
книге «An Essay on the Principle of Population» (London, 1798). Русский пе-
ревод: «Опыт закона о народонаселении», СПб., 1908 [2]. 

Уравнение Мальтуса описывает рост численности населения ( ),x t  
где a — коэффициент неограниченного размножения при неограниченном 
ресурсе [3]: 

 ,dx
ax

dt
    ( ) exp( ),x t A at    (0).A x  (13.1) 

Более строго: ,a b c   где b — коэффициент рождаемости, а с — 
коэффициент смертности. На самом деле Мальтус составлял геометриче-
скую прогрессию роста населения, а не дифференциальное уравнение. Он 
также понимал важность проблемы исчерпаемости ресурсов и полагал, что 
ресурсы увеличиваются по арифметической прогрессии. Отсюда — пред-
сказание им кризисов и анализ бедности в различных странах. В качестве 
рецепта для борьбы с бедностью им предлагались программы ограничения 
рождаемости, варианты которых используются сейчас, например, в Китае. 
Однако уравнение Мальтуса не содержало членов, ограничивающих рост. 
В дальнейшем были предложены феноменологические уравнения, в кото-
рых учитывалось ограничение роста популяций. Наиболее известным яви-
лось логистическое уравнение, которое было предложено Ферхюльстом 
в 1838 году. Оно имеет вид 

 1 .dx x
rx

dt K
   
 

 (13.2) 

Это уравнение обладает двумя важными свойствами. При малых х 
численность х возрастает (как и у Мальтуса), а при больших — приближа-
ется к определенному пределу K. 

Уравнение (13.2) можно решить аналитически. Ход решения сле-
дующий. Произведем разделение переменных: 

.
( )
Kdt

rdt
x K x




 

Представим левую часть в виде суммы и проинтегрируем: 
1 1 ,

ln ln( ) ln .

dx rdt
x K x

x K x rt C
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Переходя от логарифмов к переменным, получим 

 .rtx
Ce

K x



 (13.3) 

Здесь С — произвольная постоянная, которая определяется начальным 
значением численности 0:x  

0( 0) ,x t x     0

0

.x
C

K x



 

Подставим это значение С в формулу (13.3): 

0

0

.rtx x
e

K x K x


 
 

Отсюда получим решение — зависимость численности от времени: 

0

0

.rtx x
e

K x K x


 
 

Отсюда получим решение — зависимость 
численности от времени: 

 0

0 0

( ) .
rt

rt

x Ke
x t

K x x e


 
 (13.4) 

График функции (13.4) при разных на-
чальных значениях численности популя-
ции представлен на рис. 13.1. 

Если начальное значение 0 / 2,x K  
кривая роста имеет точку перегиба. Ес-
ли 0 ,x K  численность со временем убы-
вает. Уравнение Ферхюльста будет далее 
часто использоваться и в математической 
экологии и математической экономике. 
 
§ 2. Рост населения мира. Обзор демографических данных (по [4]) 
 

На рис. 13.2 представлены данные о росте населения Земли с момен-
та появления человека до наших дней. На рис 13.3 то же, от –2000-го 
до +3000 года. На этих же рисунках даны кривые, полученные из моделей, 
которые будут представлены ниже. На рис. 13.4 представлены кривые от-
носительной скорости увеличения численности людей в разных регионах, 
начиная с 400 г. до н. э. Общий вывод из этих рисунков таков: со времени 
около двух миллионов лет назад, когда число людей достигло пример-
но 100 000 человек, до конца второго тысячелетия закон роста неизменен, 

 

Рис. 13.1 
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с самого конца XX века наблюдается демографический переход — умень-
шение относительной скорости прироста населения. 
 

 
Рис. 13.2. Рост населения мира от возникновения человека до предвидимого бу-
дущего (по [4]). Диаграмма построена в двойном логарифмическом масштабе, 
который отвечает росту человечества на всем диапазоне времени 
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Рис. 13.3. Рост населения мира от 2000 года до н. э. до 3000 года н. э.: 1 — рост 
населения, 2 — режим с обострением (модель), 3 — демографический переход, 
4 — период стабилизации роста населения, 5 — древний мир, 6 — средние века, 
7 и 8 — новейшая история. Стрелкой обозначено время, когда свирепствовала 
чума 
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Рис. 13.4. Рост населения по регионам от 400-го года до н. э. и до 1800 года: 1 — 
Юго-Восточная Азия, 2 — Индия, 3 — Китай, 4 — остальная Азия, 5 — Африка, 
6 — Европа (без России), 7 — Россия, 8 — весь мир 
 

На рис. 13.5 представлены кривые зависимости относительной ско-
рости прироста населения от времени. Видно, что во всех странах наблю-
дается так называемый демографический переход, когда кривая проходит 
через максимум. Однако максимумы в разных странах сдвинуты во вре-
мени. 
 

 
Рис. 13.5. Демографический переход [4]: 1 — Швеция, 2 — Германия, 3 — 
СССР, 4 — США, 5 — Маврикий, 6 — Шри-Ланка, 7 — Коста-Рика 

 
Как мы увидим ниже из современных теоретических представлений, 

демографический переход происходит по внутренним причинам развития 
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биологического вида человека. Он напрямую не зависит от истощения 
природных ресурсов, энергии и т. п. Важно, что демографический переход 
сначала происходит в высокоразвитых странах, а затем, с небольшим запо-
зданием на десятки лет, — в слаборазвитых. 
 
§ 3. Модель роста населения Земли от миллиона лет до н. э. 
по настоящее время (по С. П. Капице) 
 

Демографические данные на приведенных выше рисунках и в ниже-
следующих таблицах 13.1 и 13.2 хорошо аппроксимируются гиперболиче-
ским законом роста населения Земли N(t) от iniT  (млн тому назад) до Tcrit 
(2007 года н. э.) [5]: 

 
2

( ) ,
crit

K
N t

T T





 (13.5) 

где 67 000K   чел., 42   г., 2007critT   г. По Капице, K — критическая 
масса развития человеческого общества, в котором эффективно налажены 
информационные связи. Время τ — время одной генерации в человеческом 
роде. 

 
Таблица 13.1. Данные модели Капицы (левый столбец) роста населения мира 
(правый столбец). Таблица соответствует рис. 13.2 

Год 610 N  610 IIIN  Год 610 N  610 IIIN  
 (0) 0 1960 3019 3230 
 0,1 0,1 1965 3336 3478 

–35000 1–5 5 1970 3698 3758 
–15000 3–10 11 1975 4080 4073 
–7000 10–15 21 1980 4450 4426 
–2000 47 46 1985 4854 4820 

0 100–230 93 1990 5292 5253 
1000 275–345 185 1995 5765 5724 
1500 440–540 366 2000 6251 6265 
1650 465–550 519 2005 6729 6746 
1750 735–805 717 2010 7561 7572 
1800 835–907 887 2025 8504 8749 
1850 1090–1170 1158 2050 10019 10427 
1900 1608–1710 1656 2075 10841 11462 
1920 1811 1992 2100 11185 12034 
1930 2020 2211 2125 11390 12398 
1940 2295 2480 2150 11543 12648 
1950 2416 2812 2200 11600 12946 
1955 2515 3009 2500  13536 
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Таблица 13.2. Динамика населения мира. Данные ООН (1992) 
Регион Население

(миллиарды) 
Проценты населения 
(середина 1990-х гг.) 

1990 2000 2025 Дети
0–14

Молодежь
15–24 

Пожилые 
>65 

Городские
жители 

Население мира 5,3 6,3 8,5 12 19 6 45
Развитые 
страны 

1,2 1,3 1,4 7 1 12 73

Развивающиеся 
страны 

4,1 5 7,1 13 20 4 37

Европа 0,5 0,51 0,51 6 15 13 73
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Рис. 13.6. Мировой демографический переход 1750–2100 годов (данные ООН). 
Годовой прирост усреднен за декады. На рисунке видно уменьшение скорости 
роста при мировых войнах. 1 — развитые страны, 2 — развивающиеся стра-
ны [5] 
 

Гиперболический рост следует из уравнения 

 
2

2 .dN N

dt K
   (13.6) 

Формулы (13.5) и (13.6) перестают работать, если N K  в начале роста 
человечества миллионы лет назад, и при 2000t   г., когда население уд-
ваивается за время ~ .t   В раннюю эпоху, когда ,init T  закон роста ли-
нейный с наклоном, который определяется из условия 

 1
lin

K

T
  или 2,8linT K   млн лет (13.7) 

(за время τ = 42 г. «праматерь» увеличивает род в 2 раза). 
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Таким образом, время порядка τ играет важную роль как в начале 
роста численности людей, так и при демографическом переходе. В послед-
нем случае трудно представить, что за время «репродукции» число людей 
увеличивается более чем в два раза. Заметим, что один из первых аппрок-
симировал рост населения Земли по гиперболическому закону Форстер [6]. 

В таблице 13.1 более подробно сравниваются демографические дан-
ные и расчетные данные по формуле (13.5). Таблица 13.2 и рис. 13.6 при-
водятся для сведения. 
 
§ 4. Вывод формулы Капицы по Подлазову 
 

А. В. Подлазов [7] для вывода уравнения роста народонаселе-
ния (13.6) исходил из формулы Мальтуса: 

 .dN
pN

dt
  (13.8) 

Однако коэффициент p здесь имеет определенный смысл: он отражает уро-
вень жизнесберегающих технологий, которыми располагают люди в дан-
ный момент развития t. Сами же технологии передаются информационным 
путем от одной группы людей к другой. Наиболее просто можно считать, 
что 

 .dN dp
C

dt dt
  (13.9) 

Решение этого уравнения имеет вид 
const 0,N Cp    

где const 0,  при условии, что при 0N   и 0.p   Следовательно, получа-
ется уравнение Капицы (13.6) в виде 

 
2

.dN N

dt C
  (13.10) 

В [12] мы приводили эти результаты Подлазова по работе [7]. В следую-
щем параграфе излагается стройная концепция А. В. Подлазова по его но-
вой работе [8]. 
 
§ 5. Описание демографического перехода по А. В. Подлазову [8] 
 

Ниже приводим один из многих графиков, которые легко найти в ин-
тернете. Из него видно, что если численность населения в странах «золото-
го миллиарда» стабилизовалась в начале XXI века, то в странах «третьего 
мира» рост будет продолжаться в течение всего XXI века. 
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Рис. 13.7. Динамика численности населения по регионам 

 
Помимо данных о росте населенности по регионам мира, при по-

строении моделей необходимо учитывать изменение возрастного распре-
деления населения. Для этого можно обратится к таблице 13.2, из которой 
следует, что в странах третьего мира преобладает молодежь. А в странах 
«золотого миллиарда» много пожилых. 

Как уже говорилось, А. В. Подлазов вводит коэффициент p. Он име-
ет определенный смысл — отражает уровень жизнесберегающих техноло-
гий, которыми располагают люди N в данный момент развития t. Сами же 
технологии передаются информационным путем от одной группы людей 
к другой. Наиболее просто можно считать, что (см. (13.9)) 

.dp pN

dt C
  

Во-первых, как следует из этой формулы, величина C, равная коли-
честву человеколет, необходимому людям для увеличения своего техноло-
гического уровня в e раз в условиях постоянной численности, определяет 
цену прогресса. А во-вторых, формула позволяет трактовать C как ем-
кость технологической ниши — коэффициент пропорциональности между 
уровнем развития технологий и востребованной ими численностью насе-
ления. 

Ключевыми обстоятельствами, отражение которых абсолютно необ-
ходимо, представляются наличие естественного предела технологического 
развития и изменение возрастной структуры населения в результате сни-
жения смертности. 
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Для учета первого из указанных факторов Подлазов модифицирует 
уравнение (13.10), записав его в следующем виде: 

 1 .dp pn p

dt C p

 
   

 
 (13.11) 

Для учета второго фактора (определения величины С) Подлазов счи-
тает, что 
 ( ),n Cpg p  (13.12) 

где функция g(p) имеет вид S-образной кривой, плавно изменяющей свое 
значение от одного константного уровня до другого. Тем самым учитыва-
ется переход от треугольной возрастной пирамиды к прямоугольной. 

Треугольная возрастная пирамида обусловлена высокой смертно-
стью во всех возрастных категориях, в том числе среди молодых, из-за че-
го с возрастом быстро сокращается доля доживших до него людей. По 
мере снижения смертности действие ее причин отодвигается к старшим 
возрастам, в силу чего доля людей, переживших детство, юность и даже 
зрелость, приближается к единице, а почти все смерти приходятся на ста-
рость, что и выражается в прямоугольном виде возрастной пирамиды. 

Уровень жизнесберегающих технологий измеряется изменением об-
щего коэффициента смертности, достигнутым в результате их развития, 
поэтому его значение для конкретного интервала возрастов (детства 
и юности) можно приблизить линейной функцией p, параметры которой 
для простоты будем считать постоянными. Тогда вероятность пережить 
этот интервал возрастов (и дожить до зрелости) будет зависеть от p экспо-
ненциальным образом. При этом изменение числа выживших приближен-
но описывается дробно-линейной функцией этой вероятности: 

    1 ,
1 p p

a
g p

e    


 (13.13) 

имеющей три параметра, что является очевидным преимуществом, так как 
при описании любого перехода необходимо указать, в какой момент ( ),  
как быстро ( )  и на сколько (a) происходит изменение. Вновь обращаясь 
к принципу простоты, мы считаем функцию (13.13), описывающую пере-
ход, симметричной, чтобы не вводить дополнительных параметров для 
учета асимметрии. 

В результате модель А. В. Подлазова задаётся дифференциальным 
уравнением 

 1 ,dp pn p

dt C p

 
   

 
 (13.14) 
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где 

 1 .
1 p p

a
n Cp

e   

     
 

Ниже сравниваются результаты, предсказанные моделью (13.14), результа-
ты по модели С. П. Капицы [9], представленные в 90-е годы, и результаты 
модели КМХ, которая была представлена авторами в 2007 г. [10], c реаль-
ными демографическими данными. 

На рис. 13.8 представлены зависимости скорости прироста населения 
мира ( / )dn dt  от численности, а на рис. 13.9 — темпы прироста населе-
ния ( / ) / .dn dt n  
 

130
120
110
100

90
80
70
60
50
40
30
20
10
0

dn dt/ , млн чел./год

Реальность
Модель Капицы
Модель КМХ
Модель автора

n, млрд. чел.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Рис. 13.8 
 

2,0%
1,8%
1,6%
1,4%
1,2%
1,0%
0,8%
0,6%
0,4%
0,2%
0,0%

dn dt/ , годn ‒1

n, млрд. чел.

Реальность
Модель Капицы
Модель КМХ
Модель автора

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Рис. 13.9 

 
На рис. 13.9 представлены результаты для демографического пере-

хода во времени. 
Как видно, предсказания Подлазова близки к реальным данным. При 

этом демографический переход примерно занимает нишу от от 3 млрд че-
ловек до 8 млрд человек. 

Остается открытым вопрос о возможности применения этой теории 
к отдельным регионам мира. 
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Рис. 13.10. Глобальный демографический переход 

 
Следует сделать вывод, что новая модедь Подлазова наиболее полно 

описывает данные демографии. 
 
§ 6. Таблица Богданкевича 
 

Чтобы проиллюстрировать теорию Подлазова, приведем таблицу, 
составленную О. В. Богданкевичем относительно начала XXI века [11], 
в которой собраны важнейшие жизнеобеспечивающие технологии, откры-
тые человечеством. 
 
 До чего додумались Сколько 

лет назад 
1 Использование огня 400 000 
2 Использование каменных орудий труда 200 000 
3 Добывание огня 40 000 
4 Шитая одежда 30 000 
5 Жить лучше вместе. Первобытно-общинный строй, 

первые поселения 
25 000 

6 Изготовление орудий для ловли рыбы 20 000 
7 Использование животных для охраны жилища и охоты 

(собака) 
15 000 

8 Скотоводство и земледелие. Неолитическая революция 12 000 
9 Свайные постройки 11 000 
10 Лук и стрелы 10 000 
11 Первые города (Иерихон) 9 000 
12 Глиняная посуда и варка пищи 7 000 
13 Плуг 7 000 
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 До чего додумались Сколько 
лет назад 

14 Парус и каботажное мореплавание 7 000 
15 Колесо 6 000 
16 Выплавка бронзы 6 000 
17 Кошка (сама пришла) 6 000 
18 Орошаемое земледелие 6 000 
19 Приручение лошади (Южная Азия) 5 000 
20 Изобретение письменности (шумеры) 5 000 
21 Использование папируса для письма 4 500 
22 Календарь (месяцы, недели; Вавилон) 4 000 
23 Женщина может управлять государством (египетский 

фараон Хатшепсут) 
3 500 

24 Варка стекла (Египет, Индия) 3 500 
25 Выплавка железа 3 500 
26 Водопровод (Ассирия) 2 691 
27 «Истину надо не утверждать, а доказывать» (Фалес Ми-

летский) 
2 600 

28 Первые географические карты и идея бесконечности 
Вселенной (Анаксимандр) 

2 550 

29 «Чтобы не запутаться в настоящем, надо хорошо знать 
прошлое» (Геродот) 

2 440 

30 «Лечить надо не болезнь, а больного» (Гиппократ) 2 400 
31 Архимед — основы механики 2 300 
32 Евклид — начала геометрии 2 260 
33 Земля имеет форму шара с радиусом около 6000 км 

(Эратосфен) 
2 200 

34 Иешуа Га Ноцри — о том, что все люди равны, а за 
деяния свои должны нести ответ перед Богом (сове-
стью) 

1 970 

35 Изобретение бумаги 1 900 
36 Первый магнитный компас (Китай) 1 700 
37 Алгебра (арабы) 1 500 
38 Печатание (размножение) текстов (Китай)  1 200 
39 Огнестрельное оружие (арабы) 800 
4. Открытие Америки Колумбом 510 
41 Верить в Бога не означает верить церкви. Начало ре-

формации 
500 

42 Земля не является центром Вселенной и вращается во-
круг Солнца (Коперник) 

457 



Глава 13 

 

228

 До чего додумались Сколько 
лет назад 

43 Законы движения планет (Кеплер) 391
44 Усовершенствование телескопа, открытие лун у Юпи-

тера и гор на Луне (Г. Галилей)
390

45 Создание научного метода в теории познания. Что та-
кое эксперимент и теория (Ф. Бэкон)

380

46 Пространство можно отображать с помощью математи-
ки (аналитическая геометрия Р. Декарта)

363

47 «Все живое из яйца» (У. Гарвей) 350
48 Открытие живой клетки (Р. Гук) 345
49 Первое измерение скорости света (О. Ремер) 324
50 Интегральное и дифференциальное исчисление (Нью-

тон, Лейбниц) 
318

51 Открытие бактерий (А. ван Левенгук) 317
52 Законы движения механики (Ньютон) 313
53 Первая паровая машина (Ньюкомен) 295
54 Гипотеза происхождения Солнечной системы и звезд 

(Кант, Лаплас) 
245

55 Открытие фотосинтеза (Дж. Пристли) 229
56 «Если где-то убыло, то в другом месте обязательно 

прибыло» (закон Ломоносова–Лавуазье)
225

57 «Исследование о природе и причинах богатства наро-
дов» (А. Смит) 

224

58 Паровая машина Уатта 216
59 Основной закон теории электричества (Кулон) 215
60 Паровоз Треветика 197
61 Постройка первого парохода «Клермонт» (Р. Фултон) 193
62 Диалектический переход количества в качество (Г. Ге-

гель) 
179

63 Первая железная дорога Манчестер–Ливерпуль 171
64 «А Евклид-то был не прав» (Н. И. Лобачевский) 170
65 Связь между магнитными и электрическими явлениями 

(М. Фарадей) 
169

66 Первая электрическая телеграфная линия Вашингтон–
Балтимор (Морзе) 

163

67 Изобретение практической фотографии (Л. Дагер) 161
68 Закон сохранения энергии — основной закон природы 

(Ю. Майер)
158

69 «Никто не даст нам избавления — ни Бог, ни Царь, ни 
герой. Добьемся мы освобождения своею собственной 
рукой». (К. Маркс) 

152
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 До чего додумались Сколько 
лет назад 

70 Теория происхождения биологических видов путем ес-
тественного отбора, а человека — от обезьяны (Ч. Дар-
вин) 

141 

71 Газовый двигатель внутреннего сгорания (Лоран) 140 
72 Как устроены сложные молекулы (А. Бутлеров) 139 
73 Метрополитен (Лондон) 137 
74 Природа инфекционных болезней и создание первых 

вакцин (Л. Пастер) 
136 

75 Что такое наследственность (Г. Мендель) 135 
76 Что такое электромагнетизм (Дж. Максвелл) 135 
77 Систематизация свойств элементов (Д. Менделеев) 131 
78 Электрическая лампочка накаливания (А. Лодыгин) 126 
79 Патент на электрическое освещение (П. Яблочков) 124 
80 Бензиновый двигатель (Р. Отто) 124 
81 Патент на электрический телефон (А. Белл) 124 
82 Запись и воспроизведение голоса (Т. Эдисон) 123 
83 Первый трехфазный электромотор (М. Доливо-Добро-

вольский) 
111 

84 Открытие невидимых глазом, но проникающих через 
вещество Х-лучей (В. Рентген) 

105 

85 Создание кинематографа (О. и Л. Люмьер) 105 
86 Открытие радиоактивности (А. Беккерель) 104 
87 Передача информации по радио (А. Попов) 103 
88 Дискретность материи (М. Планк) 100 
89 Первый самолет (У. и О. Райт) 97 
90 Теория относительности (А. Эйнштейн) 95 
91 Почему люди не боятся микробов и что такое иммуни-

тет (И. Мечников) 
92 

92 Открытие атомного ядра (Э. Резерфорд) 89 
93 Теория атома (Н. Бор) 87 
94 Первый многомоторный самолет (И. Сикорский) 84 
95 Законы мотивации поведения личности (З. Фрейд) 83 
96 Управляемые ядерные превращения (Э. Резерфорд) 81 
97 Вселенная расширяется неизвестно куда (А. Фридман) 78 
98 Строительство автомагистралей 77 
99 Начало развития гражданской авиации 75 
100 Электронное цветное телевидение  72 
101 Решение проблемы дуализма. Волны вероятности 

Л. де Бройля 
76 
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 До чего додумались Сколько 
лет назад 

102 Квантовая механика (В. Гейзенберг, Э. Шрёдингер) 74 
103 Релятивистская теория микрочастиц (П. Дирак) 72 
104 Открытие пенициллина (А. Флеминг) 71 
105 Постройка первого батискафа (О. Пикар) 69 
106 Открытие нейрона (В. Боте, Дж. Чедвик) 68 
107 Открытие первой античастицы — позитрона 68 
108 Искусственная радиоактивность (Ф. и И. Кюри) 66 
109 Открытие деления ядер урана (О. Ган, Ф. Штрасман) 62 
110 Почему звезды светят. Термоядерные процессы (Г. Бе-

те) 
62 

111 Первый вертолет (И. Сикорский) 61 
112 Первый ядерный реактор (Э. Ферми) 58 
113 Основы кибернетики (Н. Винер) 55 
114 Взрыв атомной бомбы 55 
115 Первая ЭВМ (П. Эккерт, Дж. Мокли) 54 
116 Первое испытание водородной бомбы 47 
117 Двойная спираль ДНК (Дж. Уотсон) 47 
118 Первая атомная электростанция 46 
119 Реактивная гражданская авиация «ТУ-104» 45 
120 Идея большого взрыва и реликтового излучения (Г. Га-

мов) 
44 

121 Изобретение транзистора 44 
122 Создание первого лазера (А. Шавлов) 40 
123 Начало «зеленой революции» — новых технологий 

в сельском хозяйстве 
40 

124 Полет Гагарина в космос 39 
125 Полупроводниковый микрокалькулятор 38 
126 Мягкая посадка на Луну 34 
127 Посадка космической станции на Венеру 33 
128 Первая пересадка органов человека 33 
129 Расшифровка генетического кода 32 
130 Экспедиция человека на Луну (Н. Армстронг) 31 
131 Первый персональный компьютер (IBM) 30 
132 Сверхпроводимость (Дж. Бардин) 28 
133 Теория твердого тела (Блох) 23 
134 Голография (Габор) 22 
135 Компьютерная томография (А. Кормак) 21 
136 Волоконные линии связи 20 
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 До чего додумались Сколько 
лет назад 

137 Теория рождения и эволюции звезд (Чандрасекар) 17 
138 Законы симметрии микромира (Ландау, Ли, Янг) 16 
139 Открытие фуллеров — основы новых сверхпрочных 

материалов 
15 

140 Что такое ядерная зима, озонные дыры, парниковый 
эффект и другие проблемы атмосферы (П. Крутсен) 

14 

141 Создание Интернета 12 
142 Системы мобильной телефонной связи 10 
143 Элементарные частицы оказались вовсе не элементар-

ными 
10 

144 Овечка Долли и генная инженерия  
 

Можно сделать важные критические замечания по поводу этой таб-
лицы. В нее внесены такие важные моменты в истории человечества, как 
«женщина может управлять государством», но нет самого возникновения 
государства, права и т. д. Богданкевич для простоты считал, что все эти 
«кванты открытий» равнозначны, не имеют весов. На основании этой таб-
лицы он построил графики, представленные на рисунке 13.11. 
 

Если бы дело шло так, то был бы шанс
добраться до ноосферы В. И. Вернадского
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Рис. 13.11. Кривая роста населения Земли и число «идей» по таблице О. Богдан-
кевича 
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Как видно, кривая численности открытий приходит к насыщению 
уже 20–30 лет назад относительно начала XXI века. Сознавая субъектив-
ность своих данных, Богданкевич включил в базу данных все Нобелевские 
премии. Однако это почти не изменяло ход кривых. Как видно, мысль об 
истощении запаса возможных открытий, использованная Подлазовым, на-
ходит свое подтверждение. 

Можно ли утверждать, что какое-нибудь эпохальное открытие (типа 
управления ходом самого времени) не изменит ситуацию? Мы не знаем 
ответа на этот вопрос. Затем необходимо понять, каким весом располагают 
такие открытия, как формула 

2,E mc  
или появление Интернета. 

Чрезвычайно важно понять, какое событие может изменить челове-
ческую историю на пути к формированию гармоничного человечества без 
убийств себе подобных и войн. Или это недостижимо? 

В соответствующей главе работы [12] далее следовали параграфы 
«Ограничение роста из-за исчерпания природных ресурсов и проблема ка-
чества жизни» и «О возрастном распределении во время демографического 
перехода и проблема “качества самого человека”». В данной книге мы их 
исключили и отсылаем интересующего читателя к работе [12]. 

Это сделано по следующим причинам. Большинство этих проблем 
уже рассматривались в [12]. В частности, было представлено описание де-
мографического перехода по А. В. Подлазову и будет представлено в сле-
дующей главе 14, посвещенной проблеме человеческого потенциала и че-
ловеческого капитала. 
 
Литература к главе 13 

1. Ризниченко Г. Ю., Рубин А. Б. Биофизическая динамика продукци-
онных процессов. М.–Ижевск: Институт компьютерных исследова-
ний, 2004. 

2. Malthus T. R. An assay on the Principle of Population. London: Johnson, 
1798. (Русский перевод) М. Мальтус. Опыт закона о народонаселе-
нии. СПб., 1908. 

3. Ризниченко Г. Ю. Лекции по математическим моделям в биологии. 
М.–Ижевск: НИЦ РХД, 2011. 

4. Капица С. П., Курдюмов С. П., Малинецкий Г. Г. Синергетика и про-
гнозы будущего. М.: УРСС, 2003. 

5. Капица С. П. К теории роста населения Земли // УФН. 2010. Т. 180. 
С. 1337–1347. 

6. Foerster von H., Mora P. M., Amiot L. W. At this date human population 
will approach infinity if it grows as it has grown in the last two millennia 
// Science. 1960. Vol. 132. P. 1291. 



Модели роста народонаселения. Демографический переход 

 

233

7. Подлазов А. В. Теоретическая демография. Модели роста народона-
селения и глобального демографического перехода // Новое в синер-
гетике. Взгляд в третье тысячелетие. М.: Наука. 2002. С. 324–345. 

8. Подлазов А. В. Теория глобального демографического процесса // 
Вестник РАН. 2017. № 87 (6). С. 520–531. 

9. Капица С. П. Сколько людей жило, живет и будет жить на Земле. 
Очерк теории роста человечества. М.: Международная программа об-
разования, 1999. 240 с. 

10. Коротаев А. В., Малков А. С., Халтурина Д. А. Законы истории. Ма-
тематическое моделирование развития Мир-Системы. Демография, 
экономика, культура / изд. 2-е, испр. и доп. / отв. ред. Н. Н. Крадин. 
М.: КомКнига, 2007. 224 с. 

11. Богданкевич О. В. Лекции по экологии. М.: Физматгиз, 2002. 
12. Романовский М. Ю., Романовский Ю. М. Введение в эконофизику: 

статистические и динамические модели / изд. 2-е, испр. и доп. М.–
Ижевск: Институт компьютерных исследований. 2012. 340 с. 



 

 
 

Глава 14 
Человеческий потенциал и человеческий капитал России 
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главы. Для удобства читателей приведем основные ссылки, сделанные при 
написании настоящей главы. 
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Проблемы сохранения и развития. М.: Наука, 2007. 

4*. Романовский Ю. М. Человеческий потенциал и человеческий ка-
питал России // Мир человека: неопределенность как вызов / отв. ред. 
Г. Л. Белкина; ред.-составитель М. И. Фролова. М.: ЛЕНАРД, 2019. 520 с. 
С. 198–223. 

5*. Кетова К. В., Романовский Ю. М.. Русяк И. Г. Математическое 
моделирование динамики чедовеческого капитала России // Компьютер-
ные исследования и моделирование. 2019. Т. 11, № 2. С. 329–342. 

6*. Капелюшников П. И. Экономические очерки: методология, инс-
титуты, человеческий капитал. М.: Изд. дом Высшей школы экономики, 
2016. 574 с. 
 
Вводные замечания 
 

Одной из первых попыток описать динамику человеческого капитала 
было сделано Дж. Минцером [1] 

2log .W X rS E E         

Здесь W — заработная плата,   — средняя заработная плата работника, не 
имеющего образования, Х  — переменные, влияющие на уровень заработ-
ной платы, S  — продолжительность обучения, Е  — стаж работы, ,  ,r  

,    — коэффициенты регрессии. Величина   может быть отрицательной, 
так как вклад стажа со временем может уменьшиться. Конечно, уравнение 
Минцера дополняется и другими членами, характеризующими качество 
рабочих мест, и т. п. На практике коэффициенты уравнения подбираются 
с использованием экспериментальных данных методом наименьших квад-
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ратов. Существуют и другие методы оценки эффективности образования, 
близкие к факторному анализу. 

В связи с этим мне вспоминается беседа с моим другом профессором 
Виктором Марцинкевичем, которая имела место более 40 лет назад после 
его годичной стажировки в США. 

— Представь себе, — говорил Виктор, — хозяин посылает подчи-
ненного на учебу (переподготовку). После годичной учебы зарплата ста-
жера поднимается на 100 $ в месяц. Да и доход хозяина вырастает пример-
но на эту же сумму. Правда, надо учесть и расходы на переподготовку 
(см. [2, 3]). 
 
§ 1. Проблема занятости населения (или сферы приложения труда) 
 

В предыдущей главе показано, как изменилась численность населе-
ния Земли, и приведены его качественные характеристики. Но демографи-
ческий переход сопровождается и качественным изменением всей мировой 
экономики, и прежде всего изменениями в занятости населения по отрас-
лям производства. 

Приводимые ниже данные иллюстрируют занятость в мире и в Рос-
сии (рис. 14.1, 14.2). 

На рис. 14.3 показано, как изменялась занятость в США за последние 
сто лет. 
 

Занятость населения по отраслям хозяйства
в некоторых странах мира

США
экономически

активное население
117 млн чел.

КИТАЙ
экономически

активное население
590 млн чел.

ИНДОНЕЗИЯ
экономически

активное население
78 млн чел.

НИГЕРИЯ
экономически

активное население
39 млн чел.

Аграрный сектор

Строительство

Сфера услуг

Торговля
Добывающая 
промышленность
Обрабатывающая
промышленность
Транспорт

 
Рис. 14.1. Занятость населения по отраслям хозяйства в некоторых странах мира 
 

Промышленность
20 %

Сельское хозяйство
7 %

Строительство
8 %

Сфера услуг
65 %

 
Рис. 14.2. Структура экономики РФ по количеству занятых 
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Рис. 14.3. Распределение рабочей силы США в XX веке по секторам экономики 

 
А теперь посмотрим, чем занимается активное население Москвы 

(без мигрантов!). 
 
Таблица 14.1. Среднегодовая численность занятых по видам экономической дея-
тельности в 2015–2016 гг. в Москве1 
 2015 2016 
 т. человек 
Всего занято в экономике  8598,0 8692,0 
из них по видам экономической деятельности:   
сельское хозяйство, охота и лесное хозяйство 13,5 15,6 
рыболовство, рыбоводство 0,8 0,4 
добыча полезных ископаемых 6,9 7,8 
обрабатывающие производства 746,5 778,9 
производство и распределение электроэнергии, газа и воды 82,7 92,2 
Строительство 970,5 932,1 
оптовая и розничная торговля; ремонт автотранспортных 
средств, мотоциклов, бытовых изделий и предметов личного 
пользования 2050,0 1984,3 
гостиницы и рестораны 166,3 178,2 
транспорт и связь 670,7 704,8 
финансовая деятельность 492,6 493,5 
операции с недвижимым имуществом, аренда и предостав-
ление услуг 1817,5 1854,4 
                                                            
1 По данным годового баланса трудовых ресурсов, рассчитанного в соответствии с ак-
туализированной методологией. Изменение среднегодовой численности занятых в эко-
номике обусловлено изменением оценки численности наемных работников, ранее не 
охваченных статистическим наблюдением организаций и индивидуальных предприни-
мателей. Данные сформированы по основному виду экономической деятельности. 
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Таблица 14.1. Окончание 

государственное управление и обеспечение военной безопас-
ности; социальное страхование 272,6 270,6 
Образование 386,3 398,0 
здравоохранение и предоставление социальных услуг 340,5 347,7 
предоставление прочих коммунальных, социальных и персо-
нальных услуг 578,8 630,6 
предоставление услуг по ведению домашних хозяйств 1,5 2,6 
деятельность экстерриториальных организаций 0,3 0,3 

 
Из этой таблицы следует, что в «реальном производстве» занято 

лишь около трети всех работающих москвичей [4]. 
 
§ 2. Определение понятий человеческого капитала (ЧК) 
и человеческого потенциала (ЧП) 
 

Нобелевские лауреаты по экономике о ЧП и ЧК 
Саймон Смит Кузнец, лауреат Нобелевской премии по экономике 

1971 года совместно с Милтоном Фридманом, построил профили «воз-
раст–доход» по отдельным родам занятий, таким образом применив иссле-
довательский метод, ставший затем одним из основных аналитических ин-
струментов в концепции человеческого капитала. 

За вклад в теорию человеческого капитала были присуждены две Но-
белевские премии — Т. Шульцу в 1979 г. и Г. Беккеру в 1992 г. 

Т. Щульц внес существенный вклад в становление теории человечес-
кого капитала. Он сделал многое для понимания роли человеческого капи-
тала как основного производительного фактора индустриальной и постин-
дустриальной экономик. 

Г. Беккер перенес понятие ЧК на микроуровень. Человеческий капи-
тал предприятия он определил как совокупность навыков, знаний и умений 
персонала. В качестве инвестиций в работников Беккер учел затраты на об-
разование и обучение. 

Нобелевская премия по экономике за 1998 год присуждена известно-
му английскому экономисту, философу и социологу Амартье Сену за его 
вклад в теорию экономики благосостояния и расширение понятия «челове-
ческий потенциал» (ЧП). 

Методы измерения человеческого капитала 
Как это следует из рассмотрения Нобелевских премий, сначала было 

определено понятие ЧК. Для его представления ниже использованы мате-
риалы из монографий [5, 6]. 

Образование. Учитывается множество факторов: посещаемость учеб-
ных заведений (от начального до высшего), гендерное неравенство в шко-
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лах; качество образовательной системы (наличие математических и естест-
венно-научных курсов, преподавания менеджмента; процент населения 
от 25 лет и старше, имеющий определенный уровень образования. 

Здравоохранение. Учитываются уровень детской смертности, ожидае-
мая продолжительность жизни, задержки развития (доля детей до 5 лет), 
ожирение, заразные и незаразные заболевания, смертность в возрасте 
до 60 лет, количество нетрудоспособных лет; по социологическим опросам 
определяются уровень депрессии и уровень стресса в стране. 

Труд и занятость. Показатели: процент экономически активного на-
селения в возрасте 15–64 лет и старше, безработица и гендерное неравенст-
во, его качество (количество статей технической и научной направленнос-
ти до 1000); привлечение квалифицированных работников; средний воз-
раст работников; цена отнесенная к производительности труда и др.) 
и обучение на месте работы. 

Среда. Факторы социальной мобильности и взаимодействия: взаимо-
действие университетов с бизнесом, качество связи (количество пользова-
телей Интернета, мобильных телефонов на 1000 жителей), характеристика 
транспортной инфраструктуры в стране. 

Однако не во всех странах это все учитывается. 
Приведем для иллюстрации следующую таблицу, из которой прежде 

всего ясно, что на прирост ЧК влияют годы образования. Заработок счи-
тается пропорциональным росту ЧК и говорит о росте ЧК с годами и уров-
нем образования. 
 
Таблица 14.2. Различия в среднегодовых заработках по образованию и возрасту 
в США (тыс. долл.) из работы [7] 

Возрастная 
группа 

Уровень образования Прирост по 
образованию2 

(%) 
Ниже 

среднего 
Среднее Высшее Аспирантура 

18–24 6,8 11,4 16,1 19,6 288 
25–34 13,7 20,2 31,7 40,4 295 
35–44 17,3 23,9 42,1 62,8 363 
45–54 17,2 25,7 44,1 75,0 436 
55–64 18,6 24,8 45,1 68,3 367 
65 и старше 10,8 16,4 26,4 60,9 564 
Все работники 14,0 21,4 37,0 64,5 461 
Прирост по 
возрасту3 (%) 

274 225 280 383  

                                                            
2 Сравниваются лица, не закончившие среднюю школу (100 %), и лица, имеющие уче-
ную степень. 
3 Сравнивается заработок младшей возрастной группы (100 %) и максимальный зарабо-
ток по всем возрастным категориям. 
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Ниже приведены оценки для суммарного ЧК по странам, взятые из 
развернутой статьи о ЧК в Википедии [8]. 

Оценки стоимости национального ЧК стран мира 
Стоимость национального ЧК стран мира на базе затратного метода 

оценили специалисты Всемирного банка. Использовались оценки состав-
ляющих ЧК по затратам государства, семей, предпринимателей и разных 
фондов. Они позволяют определить текущие ежегодные затраты общества 
на воспроизводство человеческого капитала. 

В США стоимость человеческого капитала в конце XX века состав-
ляла 95 трлн долл., или 77 % национального богатства (НБ), 26 % мирово-
го итога стоимости ЧК. Стоимость мирового ЧК составила 365 трлн долл. 
или 66 % мирового богатства, 384 % к уровню США. 

Для Китая эти показатели составляют: 25 трлн долл., 77 % от всего 
НБ, 7 % мирового итога ЧК и 26 % к уровню США. Для Бразилии соот-
ветственно 9 трлн долл., 74 %, 2 % и 9 %. Для Индии — 7 трлн долл., 58 %, 
2 %, 7 %. 

Для России показатели равны: 30 трлн долл., 50 %, 8 %, 32 %. На до-
лю стран «семёрки» и ЕЭС на расчётный период приходилось 59 % ми-
рового ЧК, что составляет 78 % от их национального богатства. ЧК в боль-
шинстве стран превышал половину накопленного национального богатства 
(исключение — страны ОПЕК). На процентную долю ЧК существенно 
влияет стоимость природных ресурсов. 

Основная часть мирового ЧК сосредоточена в развитых странах ми-
ра. Это связано с тем, что инвестиции в ЧК в последние полвека в этих 
странах значительно опережают инвестиции в физический капитал. 
В США соотношение «инвестиций в человека» и производственных инвес-
тиций (социальные расходы на образование, здравоохранение и социаль-
ное обеспечение в % к производственным инвестициям) в 1970 году сос-
тавляло 194 %, а в 1990 году — 318 %. 

Существуют определённые трудности при сравнительной оценке 
стоимости ЧК стран с неодинаковым уровнем развития. Человеческий ка-
питал слаборазвитой страны и развитой страны имеет существенно различ-
ную производительность на единицу капитала, а также весьма различное 
качество (например, существенно различное качество образования и меди-
цинского обслуживания). 

Определение понятия человеческого потенциала (ЧП) 
В главе 3 монографии [5] говорится о следующем. 
Параллельно с подсчетом величины накопленного населением ЧК 

начинают развиваться более универсальные подходы к измерению челове-
ческого потенциала (ЧП). Их отправной точкой служит его оценка на осно-
ве не стоимостных индикаторов, а качественных параметров, характери-
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зующих условия жизни и развития человека, таких как состояние здоровья, 
выравнивание стартовых возможностей представителей различных со-
циальных и доходных групп, доступность образования, уровень базовой 
социально-экономической защищенности населения, защищенность труда 
и т. д. 

В самом деле, имеется масса обстоятельств, которые определяют ка-
чество населения, семейные традиции, менталитет, уровень преступности 
и т. д. Проблемой изучения качества населения, помимо экономистов, за-
нимаются и социологи, и юристы, и психологи, и философы. Всех также 
волнуют проблемы предсказания не столь далекого будущего. 

Существуют и попытки измерения ЧП с помощью интегральных ко-
эффициентов. Наиболее известен индекс Программы развития ООН 
(ПРООН). Методология построения индексов основана на сочетании де-
нежных показателей благосостояния и индикаторов, непосредственно от-
ражающих качественные характеристики и социальные условия жизни на-
селения. Наиболее известный из индексов ПРООН — интегральный ин-
декс развития человеческого потенциала (ИРЧП). 
 

Табл. 14.3. Расчет ИРЧП для России (2004 г.) [6] 

фактическое значение min значениеИндекс
max значение min значение





 

65,2 25 40,3Индекс долголетия 0,670
85 25 60


  


 

99,0 0Индекс грамотности 0,990
100 0


 


 

88 0Индекс охвата обучением 0,880
100 0


 


 

2 1Индекс образования 0,990 0,880 0,660 0,293 0,953
3 3

        

log(9902) log(100)Индекс дохода 0,768
log(40 000) log(100)


 


 

1 1 1ИРЧП 0,670 0,953 0,768 0,223 0,318 0,256 0,797
3 3 3

           

При этом реальный доход или достаточный уровень реального годового дохода 
40 000 долларов. 
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Таблица 14.4. Составляющие ИРЧП по странам 
Страна Ожидаемая 

продолжитель-
ность жизни 

Уровень гра-
мотности 

Охват образо-
ванием 

Индекс обра-
зования 

Индекс до-
хода 

1992 2004 1992 2004 1992 2004 1992 2004 1992 2004
США 76,0 77,5 99  95 93 0,98 0,97 0,99 1,00 
Россия 67,9 65,1 98,7 98,4 69 88 0,89 0,95 0,95 0,77 
Бразилия 66,3 70,8 81,9 88,6 70 86 0,78 0,88 0,94 0,74 

 
Критические замечания к определению ИРЧП 
1. Неясно откуда взят «реальный доход россиянина» 9902 $. Годовой 

достаточный доход 40 000 $ явно завышен. 
2. Негативная динамика ИРЧП в России складывалась под одновре-

менным воздействием обвального падения ВВП и резкого сокращения 
ожидаемой продолжительности жизни на протяжении большей части 90-х 
годов. Падение среднедушевого показателя ВВП усугублялось стремитель-
ным ростом дифференциации доходов, бурной коммерциализацией со-
циальных услуг и беспрецедентным ростом неравенства в распределении 
результатов экономической деятельности. 

3. Отсутствует оценка вклада в индекс социального ресурса. Р. Пат-
нем [9] предложил перечень показателей, на основе которых предлагается 
построение интегрального индекса для социального ресурса. В их числе 
членство в общественных организациях и клубах и волонтерская работа, 
общественно-политическая активность (участие в выборах, митингах, де-
монстрациях), показатели доверия населения к различным властным струк-
турам, общественным организациям, отдельным людям. 

4. Оценивая состояние социального ресурса современной России, 
большинство исследователей, как отечественных, так и западных, отме-
чают прежде всего дефицит и деградацию этого ресурса, индикаторами че-
го служат пассивность населения и низкий уровень доверия в обществе. 

5. Отсутствие учета влияния «отрицательного ЧП» для России. 
 
§ 3. Материнское генетическое давление и продолжительность жизни 
 

Одним из важнейших качеств ЧП является хорошая генетическая на-
следственность. Еще 100 лет назад семьи в России более чем с 10 детьми 
были не редкостью. Здоровая женщина рожала много, хотя некоторые по-
томки в детстве и умирали. А от больной женщины потомков оставалось 
мало. 

Сейчас этот мощный механизм и в России, и в странах «золотого 
миллиарда» отсутствует. Прироста населения в России, Японии, Германии 
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практически нет. Вместо него рекомендуется новая «генетическая» евгени-
ка с массой проблем биологического и общественно-юридического толка. 
 
§ 4. Математическая модель динамики человеческого капитала 
России 
 

1. Постановка задачи моделирования динамики человеческого 
капитала. 

Носителями человеческого капитала являются демографические эле-
менты. Поэтому расчет величины человеческого капитала необходимо 
проводить с учетом демографической структуры населения. При этом важ-
ное значение имеет распределение демографических элементов по воз-
растам. 

Математическое моделирование распределения демографических 
элементов по возрастам производится на основе уравнения динамики воз-
растного состава: 

    , ,
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

t t
t t l t t

t

   
      


 

   
 

 (14.1) 

где  ,t   — плотность распределения населения по возрасту   в год ;t  
 ,t   — коэффициент распределения смертности населения по возрасту, 

задающий долю смертей в каждой группе возраста   в год ;t  ( , )l t   — ко-
эффициент распределения миграции населения по возрасту, задающий до-
лю мигрантов в каждой группе возраста   в год .t  

Начальное и граничное условия: 

    0 0, ,t       0;   (14.2а) 

 
0

( ,0) ( , ) ( , ) ,t t t d     


     0 ,t t  (14.2б) 

где 0 ( )   — плотность распределения населения в начальный момент вре-
мени 0;t  ( , )t   — коэффициент распределения рождений по возрасту, за-
дающий долю рождений в каждой группе возраста   в год t . 

Коэффициент распределения рождений для каждого момента време-
ни t  и возраста   определяется по формуле 

  ,
( , ) ,

( , )
L t

t
t

 
 

 


  (14.3) 

где  ,L t   — количество рождений в год ,t  приходящихся на возраст .  



Человеческий потенциал и человеческий капитал России 

 

243

Коэффициент распределения смертности ( , )t   определяется по 
формуле: 

  ,
( , ) ,

( , )
L t

t
t

 
 

 


  (14.4) 

где  ,L t   — количество смертей в год ,t  приходящихся на возраст .  
Коэффициент распределения миграции ( , )l t   определяется по фор-

муле 

    ,
, ,

( , )
lL t

l t
t




 


  (14.5) 

где  ,lL t   — миграционный прирост (убыль) в год ,t  приходящийся на 
возраст .  

На основе модели демографической динамики можно рассчитать 
производные демографические характеристики, такие как общая числен-
ность населения региона, численность населения трудоспособного возрас-
та, объем экономически активного населения, коэффициенты нагрузок 
и др. 

Общая численность населения: 

 
0

( ) ( , ) .P t t d  


   (14.6) 

Объем экономически активного населения рассчитывается по фор-
муле 

          м м ж ж
0 0

, , , , ,L t t t d t t d         
 

    (14.7) 

где м ( , )t   — плотность распределения по возрастам мужского населения, 
ж ( , )t   — плотность распределения по возрастам женского населения, 
 м ,t   и  ж ,t   — доли мужчин и женщин возраста ,  участвующих 

в экономической деятельности в год .t  
При описании качественной составляющей человеческого капитала 

предполагается, что он состоит из трех компонентов: образования, здоро-
вья и культуры [2*, 4*, 6*]. Удельное среднестатистическое значение че-
ловеческого капитала рассчитывается по формуле 
        1 1 2 2 3 3, , , , ,h t h t h t h t          (14.8) 

 0,1 ,i     
3

1
1,i

i
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где i  — весовые коэффициенты; индекс 1i   соответствует образователь-
ной составляющей, 2i   — составляющей здоровья, 3i   — культурной 
составляющей человеческого капитала. 

Изменение компонентов человеческого капитала  ,ih t   описывается 
уравнением вида [2*] 

          , ,
, , , .i i

i i i i

h t h t
h t g t q t

t

 
   


 

    
 

 (14.9) 

Здесь  , ,i ig g t    ,i iq q t   — удельные инвестиции бюджета и удель-
ные частные инвестиции в i-й компонент человеческого капитала соот-
ветственно;  ,i i t    — коэффициент амортизации (выбытия) i-го ком-
понента человеческого капитала. 

При 0t t  начальные условия имеют вид 

    0 0,i ih t h      1, 2, 3 .i   (14.10) 
Граничные условия на левом конце демографической кривой: 

  ,0 0ih t      1, 2, 3 ,i   (14.11) 

на правом конце при 1,2,i   очевидно, следует записать: 
    , , 0,i i mh t h t     (14.12) 

где  m m t   — время дожития m % населения (в расчетах принима-
лось m = 5). 

В модели полагается [2*], что зависимость коэффициентов аморти-
зации i  от времени незначительна, а зависимость функций  i i    
 1, 2i   от возраста имеет вид 

    a

a

a

0, ,

( 1 ), ,i i

i

i

i i mb e  

 
 

  

 
  

 (14.13) 

где неизвестные  ,i ib   определяются из следующих условий: 

  a( 1) 1,i i

ib e      (14.14) 

        a

a0

, , ( 1) , .
m m

i i

i

i i i ig t q t d b e h t d
 

  



           (14.15) 

Здесь ai  — верхняя граница активного периода трудовой деятельнос-
ти  1i   или физического состояния  2 .i   Предполагается, что культур-
ный компонент человеческого капитала не подвержен износу, поэто-
му 3 0.   



Человеческий потенциал и человеческий капитал России 

 

245

Решение задачи (14.9)–(14.12) рассматривается как решение задачи 
Коши при известных функциях  0 ,ih   которые определяются из уравне-
ний 

          0
0 0 0

i
i i i i

dh
h g q

d


    


     (14.16) 

с начальными условиями 
  0 0 0ih      1, 2, 3 ,i   (14.17) 

где по-прежнему 3 0,   а коэффициенты амортизации 1  и 2  находятся 
по формулам вида (14.13)–(14.15). При этом выражение (14.15) необходи-
мо записать в виде 

       a

a

0 0 0
0

( 1) .
m m

i i

i

i i i ig q d b e h d
 

  



           

Для построения кривых распределения по возрастам удельных 
составляющих расходов на развитие человеческого капитала  ,ig t   
и  , ,iq t   направленных на приращение ЧК, необходимо определить чис-
ленность населения в каждой возрастной группе в любой момент времени, 
для чего используется решение задачи демографической динамики. 

Суммы  ,NiB t  инвестируемые бюджетом на статьи iN  ( iN  — упоря-
доченная нумерация статей бюджета, расходуемых на образование  1 ,i   
здравоохранение  2i   и развитие культурного или духовного компонен-
тов человеческого капитала ( 3)),i   будем распределять равномерно на со-
ответствующие периоды жизни человека 1, 2,, ,

i iN N     связанные со статья-
ми расхода, например, дошкольное воспитание и образование (дошколь-
ный период жизни), школьное образование (школьный период жизни) 
и т. д., а также распределять на количество демографических единиц 
в этих периодах. В результате получим распределение удельных состав-
ляющих инвестиций, направленных на развитие ЧК, по возрастам: 
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 (14.18) 

где 

  
  1, 2,

1, 2,
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 (14.19) 
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Распределение удельных составляющих частных инвестиций, нап-
равленных на приращение человеческого капитала  , ,iq t   определялось 
по формуле 

      , τ , ,i iq t R t t   (14.20) 

где  R t  — расходы населения,  ,i t   — доля составляющих человечес-
кого капитала в общей структуре потребительских расходов населения. 

Суммарная величина человеческого капитала экономически активно-
го населения определится из выражения 

        
3

10

, , , ,
m

i i
i

H t h t t t d


      


   (14.21) 

где  ,t    — доля экономически активного населения возраста   
в год .t  

Для прогнозирования динамики суммарной величины человеческого 
капитала используется одномерное кинетическое уравнение, полученное 
в [2*]: 

 ( ) ( )dH
J t H t

dt
    (14.22) 

при начальном условии 
  0 0 ,H H t  (14.23) 

где  t   — коэффициент выбытия (амортизации) человеческого капи-
тала, ( )J t  — сумма бюджетных и частных инвестиции в человеческий ка-
питал, 
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 (14.24) 

2. Решение задачи моделирования динамики человеческого ка-
питала на примере Российской Федерации. 

Оценка человеческого капитала основана на решении задачи модели-
рования количественной составляющей ЧК (задача моделирования демо-
графических характеристик) и задачи моделирования качественных сос-
тавляющих человеческого капитала [2*, 4*, 5*, 6*]. 

Для реализации рассмотренных моделей был разработан програм-
мно-вычислительный комплекс (рис. 14.4), включающий базу данных де-
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мографических и экономических показателей Российской Федерации и ме-
тодику численного решения уравнений (14.1) и (14.9) с помощью конечно-
разностной явно-неявной схемы с односторонними разностями [10]. 
 

 
Рис. 14.4. Главное окно программно-вычислительного комплекса 

 

τ, лет
а) б)

ρ0, 10 , чел.‒3
P, млн чел.

t, год

 
Рис. 14.5. Функция плотности распределения населения по возрастам (а) и дина-
мика общей численности населения (б) Российской Федерации 
 

Решение задачи демографической динамики рассмотрено на основе 
статистических данных демографической структуры России за период 
2003–2016 гг. На рис. 14.5, а представлены плотности распределения на-
селения по возрастам  0 ,   построенные по статистическим данным для 
2003 года, 2016 года, а также расчетное прогнозное значение на 2021 год. 
На рис. 14.5, б представлена динамика общей численности населения Рос-
сийской Федерации в период с 1960 года по 2021 год. 

Для коэффициентов распределения рождений ( , ),t   смертности 
( , )t   и миграции ( , ),l t   на основе статистических данных за рассматри-

ваемый период, построены степенные функции в зависимости от времени 
и возраста вида 

                2 3 4 5 6
0 1 2 3 4 5 6, ,f t a t a t a t a t a t a t a t              

  (14.25) 
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где  0 ,a t   1 ,a t   2 ,a t   3 ,a t   4 ,a t   5 ,a t   6a t  — линейные функции 
времени .t  Вид полученных зависимостей представлен на рис. 14.5. 

Расчеты показали, что к 2021 году, по сравнению с 2016 годом, об-
щая численность населения России вырастет на 4 % (см. рис. 14.5, б). Од-
нако дальнейшее прогнозирование на основе инерционного сценария пока-
зывает, что, начиная уже с 2023 года общая численности населения начнет 
сокращаться. Также следует отметить, что в 2014–2015 годах численность 
населения значительно выросла, это связано с вхождением Республики 
Крым в состав Российской Федерации. 
 

γ τ( , )t

τ, лет
а)

P tγ( ), тыс. чел.

б)
t, год

 
Рис. 14.6. Коэффициент распределения рождений (а) и динамика общей рождае-
мости (б) населения Российской Федерации 
 

μ τ( , )t

а)

P tμ ( ), тыс. чел.

б)
t, годτ, лет

 
Рис. 14.7. Коэффициент распределения смертности (а) и динамика общей смерт-
ности (б) населения Российской Федерации 
 

l t( , )τ

а)

P tl ( ), тыс. чел.

б)
t, годτ, лет

 
Рис. 14.8. Коэффициент распределения миграции (а) и динамика общей мигра-
ции (б) населения Российской Федерации 
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Рассмотрим решение задачи моделирования качественной состав-
ляющей ЧК на примере статистических данных по России [10]. В расчетах 
принималось 1 2 3 1 3.      

Расходные статьи бюджетов федерального и регионального уровней 
и частные инвестиции, направленные на развитие человеческого капитала 
Российской Федерации за период 2003–2016 гг., представлены на рисун-
ке 14.9. Анализ данных показывает, что основная часть государственных 
расходов в человеческий капитал направлена в здравоохранительную и об-
разовательную составляющие, а частные расходы — в культурную состав-
ляющую человеческого капитала. 
 

B tNi( ) 10 , · млн руб.‒3
 

t, год
 а) 

R t( )·10 , −3 млн руб.
t

t, год б) 
Рис. 14.9. Расходные статьи, направленные на развитие человеческого капитала 
РФ, за период 2003–2016 гг. (в ценах 2017 года): а) федеральный и региональный 
бюджеты; б) частные инвестиции 
 

Решение задачи Коши (14.16)–(14.17), полученное для начального 
момента 0 2003t   год, представлено на рисунке 14.10, а. Текущие распре-
деления удельных составляющих человеческого капитала  ,ih t   для лю-
бого момента времени находятся из решения задачи (14.8)–(14.15). На ри-
сунке 14.10, б представлены графики составляющих человеческого капи-
тала для момента времени 2016t   год. 
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б)  
Рис. 14.10. Распределения составляющих удельного человеческого капитала: 
1 — образование, 2 — здравоохранение, 3 — культура; а) для момента време-
ни 0 2003t   год; б) для момента времени 2016t   год 
 

По статистическим данным Российской Федерации за период 2003–
2016 гг. на основе решения уравнений (14.9) и (14.21), получена динамика 
изменения человеческого капитала с учетом государственных и частных 
инвестиций (рис. 14.11). 

Было проведено также прогнозирование динамики человеческого 
капитала до 2021 года на основе уравнения (14.22), параметры   и   кото-
рого принимались постоянными и идентифицировались на основе статис-
тических данных Российской Федерации за период 2003–2016 гг. Было 
получено: 0,64,   0,032.   Соответствующее решение задачи на 
рис. 14.11 обозначено точками. 
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Рис. 14.11. Динамика человеческого капитала за период с 2003 года по 2016 год 
и прогноз до 2021 года (в ценах 2017 года) 
 

3. Заключение. 
1. Разработана математическая модель динамики человеческого капита-

ла, учитывающая демографическую структуру населения и вклю-
чающую три компоненты: образование, здоровье и культуру. Модель 
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позволяет проводить анализ динамики человеческого капитала и его 
составляющих как по времени, так и по возрасту. 

2. Расчеты показали, что величина человеческого капитала Российской 
Федерации возрастала в период 2003–2011 гг., в дальнейшем насту-
пил период стабилизации, но после 2014 года имела место отрица-
тельная динамика данной величины вплоть до 2017 года, затем опять 
прогнозируется период стабилизации. 

3. Результаты настоящего моделирования требуют коррекции. Во-пер-
вых, следует учесть те данные, которые приводятся в параграфах на-
стоящей главы. Кроме того, необходим учет качества ЧК и ЧП ми-
грантов и учет потерь ЧК России за счет отъезда за рубеж высоко-
квалифицированных граждан России. 

4. Ссылки на литературу к этой модели смотри в [5*]. 
 
§ 5. Что не учтено в этой модели? Отрицательные ЧП и ЧК 
России [4*] 
 

1. Мигранты и человеческий капитал. 
Всего, по данным ФМС, в 2018 году в России находилось около 

11 млн приезжих. 
На первом месте по количеству граждан, работающих в России, идет 

Украина. Затем идут страны Средней Азии. И если украинцы в основном 
заняты на более высококвалифицированной работе, они адаптированы 
в среду, хорошо говорят на русском языке, то из стран Средней Азии в по-
следнее время едут в основном молодые люди из сельской местности, поэ-
тому не имеют квалификации и практически совсем не знают русского 
языка. 

2. Куда уходят деньги. 
При этом страны Средней Азии — лидеры по отправке денег на ро-

дину. По статистике ЦБ, из страны за последний год ушло более $ 20 млрд. 
И это только те деньги, которые проходят через системы официальных пе-
реводов. При этом еще примерно $ 5–6 млрд ежегодно покидает страну 
в виде наличных. В общем, так набирается около 1,5 триллиона рублей. 

Дело в том, что мигранты — это дешевая рабочая сила и предприни-
матели не хотят развивать новые технологии. Это плохо. Та же проблема, 
например, в США. 

Наиболее яркий пример внутренней миграции показывает Китай. По 
планам китайского руководства, за 10 лет должно быть переведено 
300 млн человек «из деревни в город». 

3. Число заключенных в США и России. 
Соединённые Штаты Америки занимают одно из первых мест по 

удельному числу граждан, находящихся за решёткой: по состоянию на 
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2015 год около 700 человек из каждых ста тысяч отбывали срок, были за-
держаны по подозрению в совершении преступления либо находились под 
стражей в ожидании суда. Согласно статистике афро- и латиноамериканцы 
составляют 30 % от населения США и в то же время — 60 % от всех аме-
риканских заключённых. Каждый 35-й афроамериканец находится или на-
ходился за решёткой. Среди латиноамериканцев — каждый 88-й, а среди 
белых — каждый 214-й. 

В России по состоянию на 1 октября 2016 г. в учреждениях уголов-
но-исполнительной системы содержалось около 640 тысяч человек. 

4. Бюджет ФСИН в России. 
В 2015 г. бюджет ФСИН превысил 300 млрд руб. Это означает, что 

при общей численности «тюремного населения» в 650 тысяч человек бюд-
жетные расходы в расчете на 1 заключенного составляют почти полмил-
лиона рублей в год. Рост по сравнению с 2003 г. просто фантастический — 
почти в 10 раз. 

5. Наркомания в России. 
В июне 2005 года начальник управления межведомственного взаимо-

действия в сфере профилактики ФСКН Борис Целинский сообщил, что, по 
экспертной оценке, «в России от 3 до 8 миллионов наркозависимых людей. 
Это очень большая цифра, и она растет». 

6. Дети-сироты в России. 
Сейчас сирот больше, чем сразу после войны. В 1945 году было 

600 тысяч сирот, в то время как сейчас их, по официальным данным, около 
800 тысяч. Большинство экспертов считает, что их не менее двух-четырех 
миллионов. С 1994 года число сирот в России удвоилось. У 90–95 % сирот 
родители живы. Из вновь выявленных в 2007 году 132 тысяч детей-сирот 
77 тыс. оказались детьми родителей, лишенных родительских прав. 

В России 2000 детских домов и 67 000 их воспитанников. Еще 27 ты-
сяч детей учится в 150 школах-интернатах. 10 % детдомов и интернатов не 
имеют элементарных условий. 40 % выпускников детдомов становятся ал-
коголиками, 40 % попадают в тюрьму, 10 % кончают жизнь самоубийст-
вом, и только 10 % могут устроиться в жизни. Ежегодно усыновляется 
30 тыс. детей-сирот. За последние 10 лет число российских семей-усыно-
вителей уменьшилось вдвое, в то время как число усыновления иностран-
цами увеличилось в 5 раз. 

7. Алкоголизм в России. 
Последние шокирующие данные опубликовал Роспотребнадзор на 

1.09.2016 г. по количеству алкоголиков в России. Отметка превысила пять 
миллионов человек, это почти 4 % населения, а на учёте состоит всего 
лишь 2 % больных алкоголизмом. 

Алкоголизм — причина смертности ¼ среди мужчин и почти 20 % 
среди женщин. В цифрах это почти полмиллиона в год. Столько людей не 
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погибало в войнах, эпидемиях или стихийных бедствиях. С алкоголизмом 
связаны 62 % самоубийств, 73 % убийств, 70 % смертей от цирроза печени 
и 25 % сердечно-сосудистых заболеваний. Ежегодно фиксируется более 
сотни тысяч отравлений некачественным алкоголем. 

8. Психические заболевания в России. 
Во всем мире происходит рост числа психически больных людей. По 

прогнозам Всемирной организации здравоохранения, к 2020 году психи-
ческие расстройства войдут в первую пятерку болезней, ведущих к потере 
трудоспособности. В России показатели хуже, чем среднемировые. Если 
в мире около 15 % нуждаются в психиатрической помощи, то в России их 
число достигает 25 %. 

9. Как влияют наши российские проблемы на ЧП и ЧК? 
Часть из них учитывается в индексе ИРЧП через продолжительность 

жизни, доход на человека. Но этого недостаточно, чтобы осознать всю тя-
жесть наших проблем. Зададимся следующими вопросами. 

1. Какая часть ЧК сосредоточена в серой экономике? 
2. Какая часть ЧП уходит в криминал? 
3. Какая часть ЧП уходит в силовые структуры? Некоторая доля обес-

печивает безопасность, а как учитывать значительный вклад в ар-
мию? На начало 2018 г. у нас 1 млн человек служит и 1 млн граж-
данских лиц, занятых обслуживанием армии. Что поделывают мно-
жество отставников? 

4. Как учесть изменение ЧП и ЧК в результате наплыва мигрантов 
и «утечку мозгов». 

 

Иран: 22

США: 303

Великобри-
тания: 209

Германия: 196
Франция: 173

Китай: 144

Япония: 126

Южная Корея:
82

Индия: 55
Бразилия: 25

Утечка умов из России, 2008‒2013 гг.
(тыс. человек)

 
Рис. 14.12. Диаграмма эмиграции из России 
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10. Как влияет на ЧП и ЧК мировая торговля. Участие в воору-
женных конфликтах. 

С этими проблемами надо разбираться с помощью построения моде-
лей глобальных мировых процессов, так, как это делается, например, в ра-
ботах Плохотникова [11], П. Плата и Э. Хасса [12], Д. Чернавского 
и А. Щербакова [13]. Прежде всего, необходимо учесть потоки мигрантов, 
капиталов, инвестиций и инновации. 

11. Вклад культуры в ЧП. 
Со времен римлян известно, что народу нужно «хлеба и зрелищ». Да 

и психологи утверждают, что любой физический и умственный труд тре-
бует разрядки. «Зрелища» всегда обеспечивались и обеспечиваются все-
возможными народными представлениями, поп-артистами, спортивными 
соревнованиями. Это приводило к возникновению движений болельщиков 
и фанатов. В наше время эти объединения поддерживаются развитием ТВ, 
интернета, мобильной телефонией. Более «продвинутые» сами участвуют 
в художественной самодеятельности и т. п. 

12. Участие в общественных движениях. 
Наряду с фанатами, байкерами существуют объединения волонтеров, 

благотворителей, организации коллекционеров. А также, всевозможные 
секты и даже террористические группы. 

13. О роли высокого искусства. 
Ну а высокое искусство — что дает его развитие на всех этапах чело-

веческой цивилизации? А вот что. Глубоко погружаясь в судьбу не только 
исторических, но и литературных героев, человек способен прожить много 
замечательных жизней. А не в этом ли заложена мечта каждого о бессмер-
тии? Жизнь Иисуса и Жанны д’Арк, да и Татьяны Лариной, глубоко про-
никая в сознание, дает возможность человеку прожить много жизней. Ве-
ликим искусством всегда пользовались все мировые религии. Творцы вы-
сокого искусства это хорошо чувствовали «по себе». 

Я памятник себе воздвиг нерукотворный, 
К нему не зарастет народная тропа, 
Вознесся выше он главою непокорной 
Александрийского столпа. 
Нет, весь я не умру — душа в заветной лире 
Мой прах переживет и тленья убежит — 
И славен буду я, доколь в подлунном мире 
Жив будет хоть один пиит. 
Слух обо мне пройдет по всей Руси великой, 
И назовет меня всяк сущий в ней язык, 
И гордый внук славян, и финн, и ныне дикой 
Тунгус, и друг степей калмык. 
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И долго буду тем любезен я народу, 
Что чувства добрые я лирой пробуждал, 
Что в мой жестокой век восславил я Свободу 
И милость к падшим призывал. 
Веленью божию, о муза, будь послушна, 
Обиды не страшась, не требуя венца; 
Хвалу и клевету приемли равнодушно 
И не оспаривай глупца. 
Александр Пушкин, 21 августа 1836 года 

 
§ 6. Новые вызовы нашего времени 
 

В новую эпоху 6-го цикла Кондратьева человек и формирование ЧП 
и ЧК сталкиваются с новыми вызовами. В монографии [14] ее автор, 
В. Г. Буданов, их формулирует следующим образом. 

«Итак, современный человек распят на кресте между четырьмя жиз-
ненными Umvelt-мирами (окружениями человека): 1) техно-миром машин, 
гаджетов и киберов, 2) нейромиром виртуальной реальности, 3) мифоми-
ром культуры и истории, 4) net-миром сетей и коллективного бессоз-
нательного (краудсорсинг и краудфайндинг). Umwelt-анализ показывает 
гибридное взаимодействие и сплетение жизненных миров через конвер-
гентные технологии, причем виртуальная сетевая реальность все быстрее 
завоевывает антропосферу, и эти процессы самоорганизующегося, стреми-
тельно усложняющегося мира требуют глубокого философского осмысле-
ния сейчас, потом будет поздно». 

Для современников практически важно то, что уже через 20 лет су-
щественно изменится структура занятости [15–17]. 
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Глава 15 
Начала качественной теории 

дифференциальных уравнений 
 

Прежде чем переходить к изложению задач динамической эконофи-
зики, напомним основы качественной теории дифференциальных уравне-
ний и способы редукции систем дифференциальных уравнений (пониже-
ния их порядка). В качестве простых примеров мы будем рассматривать 
модели конкуренции и роста производства. 
 
§1. Качественная теория для систем двух автономных 
дифференциальных уравнений [1, 2] 
 

Многие интересные результаты по качественному моделированию 
свойств экономических и биологических систем получены на моделях из 
двух дифференциальных уравнений, которые допускают качественное ис-
следование с помощью метода фазовой плоскости. Рассмотрим систему 
двух автономных обыкновенных дифференциальных уравнений общего 
вида: 

 ( , ),dx
P x y

dt
    ( , ),dy

Q x y
dt

  (15.1) 

где ( , ),P x y  ( , )Q x y  — непрерывные функции, определенные в некоторой 
области G евклидовой плоскости (x, y — декартовы координаты) и имею-
щие в этой области непрерывные производные порядка не ниже первого. 
Направление вектора /dy dx  в точке ( , )x y  зависит от знака функ-
ций ( , ),P x y  ( , )Q x y  и может быть задано таблицей. 

( , ) 0,P x y   ( , ) 0Q x y   

 

( , ) 0,P x y   ( , ) 0Q x y   
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( , ) 0,P x y   ( , ) 0Q x y   

 

( , ) 0,P x y   ( , ) 0Q x y   

 
 
Задача построения векторного поля упрощается, если получить вы-

ражение для фазовых траекторий в аналитическом виде. Для этого разде-
лим второе из уравнений системы (14.1) на первое: 

 ( , ) .
( , )

dy Q x y

dx P x y
  (15.2) 

Решение этого уравнения ( , )y y x c  или в неявном виде ( , ) ,F x y c  где 
с — постоянная интегрирования, дает семейство интегральных кривых 
уравнения (15.2) — фазовых траекторий системы (15.1) на плоскости x, y. 

Метод изоклин 
Для построения фазового портрета пользуются методом изоклин — 

на фазовой плоскости наносят линии, которые пересекают интегральные 
кривые под одним определенным углом. Уравнение изоклин легко полу-
чить из (15.2). Положим 

,dy
A

dx
  

где А — определенная постоянная величина. Значение А представляет со-
бой тангенс угла наклона касательной к фазовой траектории и может при-
нимать значения от   до .  Подставляя вместо /dy dx  в (15.2) величи-
ну А, получим уравнение изоклин: 

 ( , ) .
( , )

dy Q x y
A

dx P x y
   (15.3) 

Уравнение (15.3) определяет в каждой точке плоскости единственную ка-
сательную к соответствующей интегральной кривой, за исключением точ-
ки, где ( , ) 0,P x y   ( , ) 0,Q x y   в которой направление касательной стано-
вится неопределенным, так как при этом становится неопределенным зна-
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чение производной: 
( , ) .
( , )

dy Q x y

dx P x y
  

Эта точка является точкой пересечения всех изоклин — особой точкой. 
В ней одновременно обращаются в нуль производные по времени пере-
менных x и y: 

,

( , ) 0,
x y

dx
P x y

dt
     

,

( , ) 0.
x y

dy
Q x y

dt
   

Таким образом, в особой точке скорости изменения переменных равны ну-
лю. Следовательно, особая точка дифференциальных уравнений фазовых 
траекторий (15.2) соответствует стационарному состоянию системы (15.1), 
а ее координаты суть стационарные значения переменных x, y. 

Особый интерес представляют главные изоклины: / 0,dy dx   
( , ) 0Q x y   — изоклина горизонтальных касательных и / ,dy dx    
( , ) 0P x y   — изоклина вертикальных касательных. Построив главные изо-

клины и найдя точку их пересечения ( , ),x y  координаты которой удовле-
творяют условиям 

( , ) 0,P x y     ( , ) 0,Q x y   

мы найдем тем самым точку пересечения 
всех изоклин фазовой плоскости, в которой 
направление касательных к фазовым тра-
екториям неопределенно. Это особая точ-
ка, которая соответствует стационарному 
состоянию системы (рис. 15.1). Систе-
ма (15.1) обладает столькими стационар-
ными состояниями, сколько точек пересе-
чения главных изоклин имеется на фазовой 
плоскости. 

Устойчивость стационарного состояния 
Пусть система находится в состоянии равновесия. Тогда изобра-

жающая точка находится в одной из особых точек системы, в которых, по 
определению, 

0,dx

dt
    0.dy

dt
  

Состояние равновесия устойчиво, если для любой заданной области от-
клонений от состояния равновесия ( )  можно указать область ( ),   окру-

 
Рис. 15.1 
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жающую состояние равновесия и обладающую тем свойством, что ни одна 
траектория, которая начинается внутри области , никогда не достигнет 
границы  (15.1). 

Для большого класса так называемых грубых систем, характер по-
ведения которых не меняется при малом изменении вида уравнений, ин-
формацию о типе поведения в окрестности стационарного состояния мож-
но получить, исследуя не исходную, а упрощенную линеаризованную сис-
тему. 

Линейные системы 
Рассмотрим систему двух линейных уравнений: 

 ,dx
ax by

dt
     .dy

cx dy
dt

   (15.4) 

Здесь a, b, c, d — константы, x, y — декартовы координаты на фазовой 
плоскости. Общее решение будем искать в виде 

 ,tx Ae    .ty Be  (15.5) 

Подставим эти выражения в (15.4) и сократим на :te  

 ,
.

A aA bB

B cA dB




 
 

 (15.6) 

Алгебраическая система уравнений (15.6) с неизвестными A, B имеет нену-
левое решение лишь в том случае, если ее определитель, составленный из 
коэффициентов при неизвестных, равен нулю: 

0.
a b

c d








 

Раскрывая этот определитель, получим характеристическое уравнение сис-
темы: 

 2 ( ) ( ) 0.a d ad bc       (15.7) 

Решение этого уравнения дает значения показателя 1,2 ,  при которых воз-
можны ненулевые для A и B решения уравнения (15.6). Эти значения суть 

 
2

1,2
( ) 4( ) .

2 4
a d a d ad bc    

   (15.8) 

Далее мы построим «портреты» разных особых точек и «бифуркационную 
диаграмму». 
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§2. Исследование устойчивости стационарных состояний нелинейных 
систем второго порядка 
 

Пусть система описывается системой двух автономных дифференци-
альных уравнений второго порядка общего вида: 

 
( , ),

( , ).

dx
P x y

dt
dy

Q x y
dt




 (15.9) 

Итак, стационарные значения переменных системы определяются из ал-
гебраических уравнений: 

 
( , ) 0,
( , ) 0.

P x y

Q x y




 (15.10) 

Стационарные состояния соответствуют особым точкам дифференциаль-
ного уравнения первого порядка, определяющего интегральные кривые: 

 ( , ) .
( , )

dy Q x y

dx P x y
  (15.11) 

Рассмотрим характер поведения переменных при некотором небольшом 
отклонении системы от состояния равновесия. Введем вместо перемен-
ных x, y новые независимые переменные , , определив их как смещения 
относительно равновесных значений переменных 

 
,
.

x x

y y




 
 

 (15.12) 

Подставив эти выражения в (15.9), получим 

 
( , ),

( , ).

dx d
P x y

dt dt
dy d

Q x y
dt dt

  

  

   

   
 (15.13) 

0,dx dy

dy dt
   так как ,x  y  — постоянные числа — координаты особой 

точки. 
Предположим, что функции P и Q непрерывны и имеют непрерыв-

ные производные не ниже первого порядка. Тогда мы можем разложить 
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правые части уравнений (15.13) в ряд Тейлора по переменным , : 

 

2 2
11 12 22

2 2
11 12 22

( , ) ( 2 ...) ...,

( , ) ( 2 ...) ...,

d
P x y a b p p p

dt
d

Q x y c d q q q
dt

     

     

       

       
 (15.14) 

где 

( , ), ( , ),
( , ), ( , ).

x y

x y

a P x y b P x y

c Q x y d Q x y

  
  

 

В силу (15.10) отбросим в уравнениях (15.14) нелинейные члены. 
Получим систему линейных уравнений с постоянными коэффициента-
ми — систему первого приближения, которая уже рассматривалась. Опи-
санная процедура называется линеаризацией исходной системы нелиней-
ных уравнений вблизи особой точки. 

Характер поведения решений вблизи особой точки определяется 
комплексными величинами 1,2.  Ниже приводятся картины фазовой плос-
кости вблизи этих особых точек. 
 

Устойчивый фокус
( комплексны,λ λ1 2, 

Re < 0)λ1,2

Неустойчивый фокус
( комплексны,λ λ1 2, 

Re > 0)λ1,2

Центр
( чисто мнимые)λ λ1 2,  

Устойчивый узел
( действительныλ λ1 2, 

и отрицательны)

Неустойчивый узел
( действительныλ λ1 2, 

и положительны)

Седло
( действительныλ λ1 2,  

и разных знаков)

 

Рис. 15.2. Типы фазовых портретов в окрестности стационарного состояния для 
системы линейных уравнений (15.4) 
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Пять типов состояния равновесия грубые, их характер не изменяется 
при достаточно малых изменениях правых частей уравнений (15.4). При 
этом малыми должны быть изменения не только правых частей, но и их 
производных первого порядка. Шестое состояние равновесия — центр — 
негрубое. При малых изменениях параметров правой части уравнений он 
переходит в устойчивый или неустойчивый фокус. 
 
§ 3. Иерархия времен в динамических системах 
 

Биологические системы включают большое число процессов с раз-
ными характерными временами, причем иерархия этих времен такова, что 
они различаются на много порядков. Примером такой иерархической сис-
темы является процесс фотосинтеза, который обеспечивает существование 
жизни на Земле (рис. 15.3). 
 

1. Поглощение
    света
2. Разделение зарядов
    в реакционном центре

3. Электронный
    транспорт

4. Фиксация углерода
    (цикл Кальвина)

5. Транспорт 
    веществ
    в растении

6. Рост растения

10  с15

10  с12

10  с10

10  с2

СO2

секунды–
минуты

минуты–
часы

дни

 
Рис. 15.3. Иерархия времен в жизни растения 

 
Экономические модели также могут описывать процессы с разными 

характерными временами: 1) времена истощения энергетических ресурсов 
(100 лет); 2) время возврата инвестиций (годы); 3) время оборота средств 
предприятия (месяцы); 3) времена производственных циклов (дни) и т. д. 



Глава 15 264

Степень подробности моделирования изучаемых явлений зависит от 
цели моделирования. Однако в любом случае задача моделирования за-
ключается в том, чтобы построить модель явления, содержащую как мож-
но меньшее число переменных и произвольных параметров и в то же время 
правильно отражающую свойства явления. 

Учет временной иерархии процессов позволяет сократить число 
дифференциальных уравнений. «Совсем медленные» переменные не ме-
няются на временах рассматриваемых процессов, и их можно считать по-
стоянными параметрами. Для «быстрых» переменных можно вместо диф-
ференциальных уравнений записать алгебраические уравнения для их ста-
ционарных значений, поскольку «быстрые» переменные достигают своих 
стационарных значений практически мгновенно по сравнению с «медлен-
ными». 
 
§ 4. Теорема Тихонова 
 

Математически строгое обоснование применения метода редукции 
системы в соответствии с иерархией времен и формулировка условий его 
применимости даны в работе А. Н. Тихонова (1952) [3] (см. также [1, 2]). 

Рассмотрим простейший случай этой теоремы для двух дифференци-
альных уравнений 

 ( , ),dx
x y

dt
    ( , ).dy

G x y
dt

  (15.15) 

Пусть y — медленная, а x — быстрая переменная. Это означает, что 
отношение приращений y  и x  за короткий промежуток времени t  
много меньше единицы: / 1.y x    Скорость изменения x значительно 
превосходит скорость изменения y, поэтому правую часть первого уравне-
ния можно записать в виде 

( , ) ( , ),x y AF x y   где 1.A  

Первое уравнение системы можно представить в виде 

( , ).dx
AF x y

dt
  

Разделив левую и правую части уравнения на А и обозначив 1 / ,A   по-
лучим полную систему уравнений, тождественную исходной: 

 ( , ),dx
F x y

dt
     ( , ),dy

G x y
dt

  (15.16) 

где 1   – малый параметр. 
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Рис. 15.4. Фазовый портрет системы (15.15) 

 
Если характер решения не изменится при устремлении малого пара-

метра  к нулю (условия этого обстоятельства и составляют содержание 
теоремы Тихонова), можно устремить  к нулю и получить для «быстрой» 
переменной x вместо дифференциального уравнения алгебраическое: 

 ( , ) 0,F x y     ( , ).dy
G x y

dt
  (15.17) 

В отличие от полной такая система называется вырожденной. Фазовый 
портрет такой системы представлен на рис. 15.4. 

Фазовые траектории в любой точке фазовой плоскости, за исключе-
нием -окрестности кривой ( , ) 0,F x y   имеют наклон, определяемый урав-
нением 

( , ) 1,
( , )

dy G x y

dx F x y
     

т. е. расположены почти горизонтально. Это области быстрых движений, 
при которых вдоль фазовой траектории const,y   а x быстро меняется. 
Достигнув по одной из таких горизонталей -окрестности кривой ( , )F x y   

0,  изображающая точка потом будет двигаться по этой кривой. 
Скорость движения по горизонтальным участкам траекто-

рии / 1 / ,dx dt A   т. е. очень велика по сравнению со скоростью движе-
ния в окрестности кривой ( , ) 0.F x y   Поэтому общее время достижения 
некоего состояния на кривой ( , )F x y  определяется лишь характером дви-
жения вдоль этой кривой, т. е. зависит лишь от начальных значений мед-
ленной переменной y и не зависит от начальных значений быстрой пере-
менной x. 

Отметим, что квазистационарные значения быстрых переменных яв-
ляются функциями не окончательных стационарных значений медленных 
переменных, а лишь их мгновенных значений. В этом смысле говорят 
о том, что быстрая переменная «подчинена» медленной. 

Теорема Тихонова устанавливает условия редукции системы диффе-
ренциальных уравнений с малым параметром (условия замены дифферен-
циальных уравнений для быстрых переменных алгебраическими). 
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Запишем систему N уравнений, часть из которых содержит малый 
параметр  перед производной: 

 1 2 1( , ,..., , ,..., ),p
p r r N

dx
F x x x x x

dt     1,2, , ;p r   (15.18) 

 1 2 1( , ,..., , ,..., ),q
q r r N

dx
F x x x x x

dt     1, , .q r N    (15.19) 

Назовем систему (15.18) присоединенной, а систему (15.19) — вырожден-
ной. Решение полной системы (15.18)–(15.19) стремится к решению выро-
жденной системы (15.19) при 0,   если выполняются следующие ус-
ловия: 

a) решение полной и присоединенной системы единственно, а пра-
вые части непрерывны; 

б) решение 
1 1 1 2 1 2( , ,..., ),..., ( , ,..., )N r r Nx x x x x x x x    

представляет собой изолированный корень алгебраической системы 
1 2 1( , ,..., , ,..., ) 0,p r r NF x x x x x     1,...,p r  

(в окрестности этого корня нет других корней); 
в) решение 1 2, , , rx x x  — устойчивая изолированная особая точка 

присоединенной системы (15.18) при всех значениях 1 2, , , ;r r Nx x x    
г) начальные условия 0 0 0

1 2, , , rx x x  попадают в область влияния ус-
тойчивой особой точки присоединенной системы. 

Число начальных условий вырожденной системы меньше, чем пол-
ной: начальные значения быстрых переменных не используются в вырож-
денной системе. Согласно теореме Тихонова, если выполняется условие в), 
результат не зависит от начальных условий для переменных присоединен-
ной системы. 

Таким образом, необходимым условием редукции является наличие 
малого параметра в уравнениях (15.18). 
 
§5. Проблема автокатализа, или как правильно писать уравнение 
Мальтуса 
 

Начнем с химической аналогии и определим «истинно химическую» 
систему (см. [2]). Она прежде всего должна быть замкнутой, т. е. количест-
во вещества всегда сохраняется. Затем в ней могут быть только взаимодей-
ствия не выше второго: 

 
1 , 1

n n
k kli
i k i l k

k k l

dx
x x x

dt
 

 

      ( 1,2,..., ).i n  (15.20) 
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Она будет называться закрытой химической (в общем случае кинетиче-
ской) системой, если 

а) все величины 0ix   и имеют смысл концентраций, 
б) в системе нет автокаталитических членов, т. е. 0,i

i   0,il
i   

0,ii
i   

в) 
1

const,
n

i i
i

x


  

где i  имеют смысл молекулярных весов веществ .ix  Выражение в) явля-
ется известным законом сохранения масс, в открытых системах оно не-
справедливо. Однако систему всегда можно «доопределить» до закрытой, 
введя в рассмотрение резервуар соответствующих молекул. 

Биосфера является открытой системой. Ее можно «закрыть», допол-
нив Солнцем и «термостатом». Энергия Солнца очень медленно меняется, 
приток фотонов в биосферу можно считать постоянным. Космос-термостат 
тоже практически неизменен и поглощает все фотоны, которые излучает 
Земля. Напомним уравнение Мальтуса (для простоты 1)a   

.dx
x

dt
  

Это не химическая система. Сопоставим ей «закрытую» систему ти-
па (15.21) без автокатализа, но более высокого порядка, так, чтобы одно из 
ее решений достаточно хорошо совпадало с решением уравнения Мальту-
са. Рассмотрим реакцию 

1
1 22 ,kA X X     2

2 1 .kB X X C    

Соответствующая кинетическая система имеет вид 

 
1 1 2 2 2 2

1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

, , ,

, 2 .

dA dB dC
k AX k BX k BX

dt dt dt
dX dX

k AX k BX k AX k BX
dt dt

    

    
 (15.21) 

Легко видеть, что 

1 2 const.A B C X X      

Пусть запасы или начальные концентрации «резервуарных» переменных A 
и B очень велики, так что они практически не расходуются и являются 
константами. Пусть они таковы, что 

1 2/k A k B   

— малый параметр. 
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Введем 1t k At   и 2 / 2,Y X  3 1.X X  Тогда имеем 

 3
3 2 ,dX

X Y
dt

  


   3 .dY
X Y

dt
  


 (15.22) 

Присоединенное уравнение этой системы 

3
dY

X Y
dt

 


 

имеет устойчивую особую точку. В самом деле, 

3 0( ) exp( / ).Y t X c t     

Здесь 3X  — уже не функция времени, а параметр. Таким образом, все ус-
ловия теоремы Тихонова соблюдены, можно положить 0   и написать 
систему 

 3
3 2 ,dX

X Y
dt

  


   3.Y X  (15.23) 

Переходя к переменной 1,X  получим уравнение Мальтуса 

1
1.

dX
X

dt



 

Итак, для автокатализа должны существовать «неисчерпаемые» источники 
строительных материалов для веществ 1X  и 2.X  На самом деле система 
Мальтуса моделирует исходную систему (15.21) лишь на временах t    
(вместе с тем на очень больших временах запасы А и В истощаются!). По-
бочным продуктом всегда будет С. Мы живем сейчас во многом при рас-
ходовании резервуарных переменных: угля, нефти, газа. 
 
§ 6. Модель Мальтуса и экспоненциальный рост компаний 
 

Модель Мальтуса всегда притягивала к себе внимание исследовате-
лей, поскольку описывала «начало роста» самых разных систем, в том чис-
ле и экономических. В то же время ее ограниченность подразумевалась ис-
черпанием ресурса и/или конкурентными лимитами. С другой стороны, 
существование экспоненциального роста некоторой системы в течение 
длительного времени подразумевает вопрос «а почему этот рост не конча-
ется?». 

В (микро)экономике очевидных примеров быстрого, в том числе 
экспоненциального, роста предприятий достаточно много. Исследование 
современного экономического состояния России, проведенное А. Ю. Юда-
новым [4], показало наличие целого класса предприятий и компаний, де-
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монстрирующих экспоненциальный рост: для банков это капитализация, 
для предприятий — объем произведенной продукции и т. д. С разрешения 
А. Ю. Юданова мы приведем только наиболее характерные примеры и ри-
сунки (см. также [11]). 

На рис. 15.5 показан рост совокупных активов банка «Русский стан-
дарт» (млн руб., на конец года) в обычной и на рис. 15.6 — в полулога-
рифмической шкалах за 2001–2005 гг. Коэффициент регрессионной детер-
минации составил 0,999, т. е. кривая — практически точно экспонента. 
Имеются также примеры и более длинных (по времени) экспоненциальных 
увеличений компаний. Экспоненциальный рост 2-го по размеру в России 
сотового оператора «Вымпелком» стартовал в 2000 году — до этого разви-
тие компании шло совершенно другими темпами. На рис. 15.7 приведена 
динамика роста оборота «Вымпелкома» в M$, а на рис. 15.8 — то же в по-
лулогарифмическом масштабе. 

Примеры более длинных экспоненциальных развитий — это обувная 
компания «Ральф Рингер». Здесь экспоненциальный рост продолжается 
уже более 10 лет! На рис. 15.9 этот экспоненциальный рост показан сразу 
в полулогарифмической шкале. Коэффициент детерминации экспоненты 
очень высок — 0,98. 
 

Рис. 15.5. Зависимость совокупных ак-
тивов банка «Русский стандарт». По 
оси абсцисс отложено время в годах 
(на конец года), по оси ординат — со-
вокупные активы в млн руб. Дан-
ные [4], равномерная шкала 

Рис. 15.6. Зависимость совокупных ак-
тивов банка «Русский стандарт». По 
оси абсцисс отложено время в годах 
(на конец года), по оси ординат – сово-
купные активы в млн руб. Данные [4], 
полулогарифмическая шкала 
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Рис. 15.7. Динамика роста оборота 
компании «Вымпелком» в M$ (ось Y)
в зависимости от времени (годы). Рав-
номерная шкала 

Рис. 15.8. Динамика роста оборота 
компании «Вымпелком» в M$ (ось Y)
в зависимости от времени (годы). По-
лулогарифмическая шкала 

 

 
Рис. 15.9. Динамика роста производства «RALF RINGER» (тысяч пар обуви, 
ось Y, полулогарифмический масштаб). Ось X — годы 
 

Таким образом, примеров экспоненциального роста российских ком-
паний и роста экономически различного много. Мы сейчас не будем оста-
навливаться на характере этого роста (конкурентный – неконкурентный, 
см. [2]), а перейдем к «химической» модели такого экономического роста, 
используя только что рассмотренную модель автокатализа, приводящую 
к уравнению Мальтуса. 
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Макроэкономика является открытой системой. Микроэкономика (на 
уровне предприятия) может быть «закрыта», если ее дополнить экономи-
ческим «термостатом». Этот экономический термостат обеспечивает спрос 
и сырье для производства, а также вывод отходов производства. 

Как выше рассмотренная химическая задача может быть переформу-
лирована в (микро)экономическую модель? Коль скоро мы исследуем ди-
намику предприятия, то естественно описать его переменной 1.X  Это и бу-
дут оборот (для фирмы) или активы (для банка). Естественно все перемен-
ные A, B, C, 1X  и 2X  измерять в денежных единицах. Тогда переменной A 
естественно приписать значение спроса, переменной B — (внешних) ре-
сурсов — материалов, технологий, которые закупаются на рынке. Пере-
менная С — это результаты производства. Самое интересное — что такое 
переменная 2,X  которая не изменяется в процессе производства (в размер-
ных переменных 
 2 12 ,X X  (15.24) 
то есть она гораздо меньше 1).X  В такой редуцированной системе (пере-
менные 0,A A  0B B  не меняются со временем) она выполняет функции 
катализатора. Предложение А. Ю. Юданова — считать 2X  предпринима-
телем (или «штабом-командой» предприятия). Экономическое основание 
этого соображения в модели самое простое — предприниматель (должен 
быть) намного дешевле самого предприятия (см. (15.21) и (15.22)). 

Экономическую модель можно сформулировать теперь следующим 
образом. Предприятие 1,X  ориентируясь на спрос A (первое уравнение 
системы (15.21)), закупает на рынке материалы и технологии B (это делает 
сам предприниматель 2,X  второе уравнение (15.21)). Уже здесь, при срав-
нимости величин спроса и материалов + технологий, малость параметра ε 
определяется отношением скоростей реакций 1 2/k k  — скорость 2k  (это 
фактически скорость принятия верных решений предпринимателем) долж-
на быть гораздо больше скорости реакции предприятия на спрос (ввод но-
вых мощностей/переобучение персонала?) 1.k  Доступность рыночных ре-
сурсов ( )B A  только улучшает ситуацию. Четвертое уравнение систе-
мы (15.21) и описывает динамику предприятия — амортизацию (первый 
член в правой части) и ввод новых мощностей (по команде предпринима-
теля). Присоединенное уравнение редуцированной системы (15.22) пока-
зывает, в частности, что «стоимость» предпринимателя должна быть го-
раздо меньше оборота предприятия. Действительно, в приближении Маль-
туса выполняется условие (15.24). 

Безусловно, данная экономическая модель дает экспоненциальный 
рост, только пока существует неизменный спрос на продукцию 0A  и неис-
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черпаемый ресурс B. Однако считать ее тривиальной нет никаких основа-
ний: во-первых, она дает четкое ограничение на время существования экс-
поненциального роста .t    Во-вторых, она дает ответ, когда происходит 
этот экспоненциальный рост ( 1).   В-третьих, она накладывает ограни-
чения на «аппетиты» предпринимателя или «штаба» предприятия (уравне-
ние (15.24)). При всем этом нужно помнить, что предполагается неисчер-
паемость ресурсов А и В. 

 
§ 7. Простейшая модель конкуренции 
 

Конкуренция двух равноправных видов в биологии описывается 
уравнением 

 
,

.

dX
aX XY

dt
dY

aY XY
dt





 

 
 (15.25) 

В экономике Х и Y — одинаковая продукция двух разных фирм. Вве-
дем ,t at   / ,x X a  / .y Y a  Тогда 

,dx
x xy

dt
 


   .dy
y xy

dt
 


 

Особые точки этой системы: 1) 1 0,x   1 0;y   2) 2 1,x   2 1.y   При этом 
1) — неустойчивый узел, 2) — седло. В зависимости от начальных условий 
побеждает один из конкурентов: 

, 0X Y     или   0, .Y X   

Действительно, два интеграла системы: 

2 exp ,y x C t     1ln ln ,y
y x C

x
    
 

 

так как (1 ) .
(1 )

dy y x

dx x y





 

Если (0) (0),y x  то при 1t   

( ) (0)exp ,y t y t     ( ) (0)exp( (0)exp ).x t x y t    
 
§ 8. Модель конкуренции с ограниченным ростом производства 
 

Рассмотренная модель простейшей конкуренции имеет ряд недос-
татков. 
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1. Рост выпуска продуктов ничем не ограничен. 
2. Не ясно, откуда берутся ресурсы для производства. 
3. Нет убыли произведенного продукта. 

Поэтому построим модель, лишенную этих недостатков. Пусть имеется 
общий для обеих фирм потребляемый ими «сырьевой субстрат» S. И пусть 
модель конкуренции имеет вид 

 
( ) ,

( ) .

dX
a S X X XY

dt
dY

a S Y Y XY
dt

 

 

  

  
 (15.26) 

Коэффициент «автокатализа» ( )a S  зависит от величины S: 

0 .
S

a S
a

K S



 

При малых S он линейно возрастает, а при больших S равен константе 0.a  
Убыль описывается членом .XY  Пусть S расходуется согласно уравне-
нию 

  0 ,
S

dS S
a X Y

dt K S
    


 (15.27) 

т. е. он «потребляется» обеими фирмами и пополняется за счет постоянно-
го притока извне ν. Уравнения (15.26) можно переписать в виде 

 
0

0

,

.

S

S

dX S
a X X XY

dt K S

dY S
a Y Y XY

dt K S

 

 

  


  


 (15.28) 

Итак, уравнения (15.27)–(15.28) составляют систему третьего порядка. 
Вводя безразмерные величины 

,t t     ,X
x

B


    ,Y

y
B


    ,S

z
B


    2




   

и обозначая 
0( ) ,

z

a z
f z

K z



 

где 

,s
z

K
K
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перепишем систему в виде 

 

( ) ,

( ) ,

( )( ) .

dx
f z x x xy

dt
dy

f z y y xy
dt
dz

f z x y
dt

 

  


  


   


 (15.29) 

Примем далее, что процессы расходования начального продукта и его по-
полнение значительно более быстрые, чем выработка новых изделий X и Y. 
Это значит, что 1   и 1.   Легко убедиться, что теорема Тихонова вы-
полняется и в этом случае. Поэтому можно положить / 0.dz dt   То-
гда ( ) / ( ),f z x y    и получается система 2-го порядка: 

 0 (1 ) ,dx
x y

dt x y

 
     

   0 (1 ) .dy
y x

dt x y

 
     

 (15.30) 

Фазовый портрет системы изображен на рис. 15.10. Легко определить (это 
может сделать читатель), что прямая OO  — сепаратриса, главные изокли-
ны проходят через особые точки 2 и 1, а также через 3 и 1. Точка О — не-
устойчивый узел, точки 2 и 3 — устойчивые узлы, а точка 1 — седло. По-
прежнему в зависимости от начальных условий побеждает в конкуренции 
либо первая, либо вторая фирма. Но выпуск продукции ограничивается ис-
черпаемостью ресурсов. 
 

 

Рис. 15.10. Фазовый портрет системы с «ограниченной» конкуренцией 
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§ 9. Трехкомпонентная модель общества «производителей 
и управленцев» (по Ю. И. Неймарку) 
 

До сих пор рассматривались модели с двумя переменными, а если 
обсуждались системы более высокого порядка, то они сводились по теоре-
ме Тихонова к двум уравнениям. Ниже мы приведем систему третьего по-
рядка, которая уже не может быть сведена к более простой модели. 
В трехмерном пространстве нахождение особых точек и анализ их устой-
чивости в малой окрестности производятся аналогично системам второго 
порядка. Однако разнообразие поведения траекторий в таких системах ог-
ромно. Типов особых точек насчитывается до 30. В системах, помимо ко-
лебательных и автоколебательных режимов, о которых пойдет речь в гла-
ве 15, может существовать динамический хаос. О таких моделях в эконо-
мике и социологии идет речь в книгах Д. И. Трубецкова [7, 10] и в [9]. 

Ниже, следуя [3], мы опишем модель Ю. И. Неймарка [5, 6], «взаи-
модействия или сосуществования производителей и управленцев». Струк-
турная схема этой модели представлена на рис. 15.12. На ней x и y — чис-
ленности производителей и управленцев, а z — накопленный обобщенный 
продукт производства. 
 

 

Рис. 15.11. Схема взаимоотношений в обществе «производителей и управлен-
цев» 
 

Составим уравнения со связями согласно схеме рис. 15.11. Стрелки 
соответствуют влияниям и связям в сообществе. Буквы около стрелок — 
параметры, которые используются при написании следующей модели: 

 
( ) , ( ) ,

, 0, 0,
0, 0, 0,

dx dy
a bx ly cz x d ey fz y

dt dt
F z Fdz

z Fdt

       

 
   

 (15.31) 
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Нестабильное Стабильное

 

 
Рис. 15.12. Схема сообщества производителей и управленцев (вверху): фазовое 
пространство для сообщества с низким уровнем производства, состоящее из од-
них производителей с низким уровнем «технологий» (внизу слева) ( ).g h  Про-
изводители существуют при мизерном накопленном продукте. Сообщество со 
средним уровнем технологий (внизу справа). (1 / ).h g h d f    Управленцы 
еще не нужны. Состояние 2O  устойчиво без управленцев 
 
где 

1

2

1 .
1 1

y x
F g hx ky

y z


 

          
 

Первые два уравнения описывают «рождение и убыль» производителей 
и управленцев с учетом насыщения по Ферхюльсту. Скорость прироста 
пропорциональна накопленному продукту и уменьшается с ростом числа 
управленцев («нахлебников»). 

Третье уравнение отражает производство, накопление и потребление 
продукта z, который производится усилиями x и y, потребляется ими же 
и амортизируется. Важный коэффициент g характеризует технологический 
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уровень общества / (1 )x z  учитывает амортизацию продукта и трудно-
сти его накопления, когда его много. При этом 1 2/ 1,    т. е. с ростом 
числа управленцев их влияние увеличивается, но ограничено некоторым 
пределом. 

Рассматриваются три случая: 1) g h  (что сделал, то и съел) — фа-
зовое пространство на рис. 15.12 (нижнем левом); 2) [1 / ]h g h d f    — 
средний уровень производства, возникает сообщество производителей, на-
копившее продукт (рис. 15.12, нижний правый); 3) [1 /  ]g h d f   — 
имеются x, y, z. Могут быть разные варианты в зависимости от других 
параметров: стабильные (рис. 15.13) и нестабильные (рис. 15.14, левый). 
Общая схема сообществ представлена на рис. 15.12 (сверху). 
 

 
Рис. 15.13. Стабильное сообщество «производители–продукт–управленцы». Со-
стояние высокой производительности 3O  устойчиво, а положения 1O  и 2O  (без 
управленцев) неустойчивы ( (1 / ))g h d f   
 

 
Рис. 15.14. Слева: фазовый портрет нестабильного общества с возможными ко-
лебаниями около состояния с высоким уровнем накопления продукта. Справа: 
так зависит накопленный продукт сообществ для случаев с неограниченным (1) 
и ограниченным (2) развитием 
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Конечно, модель может усовершенствоваться — разные продукты, 
разные производители и управленцы и т. д. Например, Ланда и Климов 
предложили модель, в которой производители могут переходить в управ-
ленцы и учтено, что потребление продукта может зависеть от его количе-
ства [8]. 
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Глава 16 
Циклы в развитии экономики 

 
Экономика развивается поступательно «вверх». Однако ей свойст-

венны кризисы всякого рода и цикличность в развитии. Здесь мы рассмот-
рим некоторые модели, описывающие колебания производства в макро-
экономике. Конечно, они будут претендовать лишь на качественное объяс-
нение таких колебаний. 
 
§ 1. Циклы Кондратьева (по [1]) 
 

Ниже в таблицах Кондратьева 16.1 и 16.2 представлены глобальные 
процессы в экономике последних столетий и описание сопутствующих им 
социальных процессов всякого рода. Каждый может сравнить ощущения 
из собственного жизненного опыта, перечисленные в таблицах. Можно 
также попробовать представить следующий цикл развития для ближайше-
го будущего. 
 

Таблица 16.1 

 1–2 2–3 3–4 4–5 
Процветание 1785–1815 1860–1873 1905–1920 1948–1970 
Спад 1815–1825 1873–1886 1920–1929 1970–1990 
Депрессия 1825–1840 1886–1896 1929–1937 1990–2000 
Восстановление 1840–1860 1896–1905 1937–1948 2000 
Длительность 
цикла 65 лет 56 лет 41 год 63 года 

Доминирующие 
технологии и от-
расли производ-
ства 

Энергия пара, 
текстильная 
промышлен-
ность 

Уголь, сталь, 
железные 
дороги 

Нефть, элек-
троэнергия, 
химическая, 
автомобиль-
ная промы-
шенность 

Газ, компью-
теры, авиа-
электронная 
промышлен-
ность 

 
На рис. 16.1 представлены данные наблюдений за колебаниями мак-

роэкономики США в XX веке. Видно, что малые колебания с «высокими» 
частотами зависят от войн и подобных внешних факторов. Они наклады-
ваются на длительные «циклы Кондратьева». Однако выделение тех или 
иных периодов в динамике деловой активности и определение корреляции 
их с «внешними» факторами дело не простое. Во-первых, сами войны 
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часто определяются экономическими причинами. Во-вторых, мир неод-
нороден. Как, например, рассматривать развитие экономики таких колос-
сов, как Китай или Индия? Какую роль играют противоречия между двумя 
мирами, например, какую роль сыграл теракт Аль-Кайеды в Нью-Йорке 
в мировом нефтяном кризисе? Ведь он дал толчок к войне в Ираке и т. д. 
То же можно сказать и о данных по активности экономики США за более 
длительный период (отклонения относительно многолетнего тренда) 
(рис. 16.2). 
 

Таблица 16.2 

 Процветание Спад Депрессия Восстановление 
Восприятие пря-
мой угрозы 

слабое Растет падает от 
максимума 

падает 

Восприятие бла-
гоприятной воз-
можности 

ограничено очень ог-
раничено 

расширяет-
ся 

широкое 

Творческая ак-
тивность 

колеблется низкая увеличива-
ется до мак-
симума 

поддерживается 
на высоком 
уровне 

Обучение падает низкое увеличива-
ется 

высокое 

Тревога низкая достигает 
максимума 

уменьшает-
ся 

низкая 

Стремление 
к риску 

падает низкое растет высокое 

Мотивация, мо-
раль, удовлетво-
рение работой 

падает низкое растет высокое 

Отчуждение 
и падение нравов 

растет наиболь-
шее 

падает низкое 

Ценности космополи-
тические 

консерва-
тивные 

экономи-
ческие 

конфликтные 

 
С другой стороны, не вызывает сомнения, что работает «стандарт-

ный» механизм развития колебаний в экономике. Приведем цитату из [2, 
с. 397]. 

«Согласно принципу акселератора стремительный рост объема про-
изводства стимулирует инвестиции. Высокие инвестиции, в свою очередь, 
способствуют еще большему возрастанию объема производства, и этот 
процесс продолжается так долго, насколько это позволяют экономические 
условия, после чего начинается замедление темпов экономического роста». 
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Депрессия
после
Первой мировой
войны

 
Рис. 16.1. Динамика деловой активности с 1919 г. в экономике США. Колебания 
относительно долгосрочного тренда (по книге [2]) 
 

 
Рис. 16.2. Цикличность развития американской экономики [3] 
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§ 2. О медленных волнах Кондратьева в мировой истории 
 

В последние годы появились работы (см. список перед таблицей), 
в которых говорится, что медленные циклы Кондратьева в мировой эконо-
мике наблюдались с древнейших времен. Вот как выглядят эти циклы по 
П. Плату и Э. Хассу [4]: см. таблицу 16.3. 
 
Таблица 16.3. Связь между циклами Кондратьева и великими державами (источ-
ник с опорой на Modelski G., Thompson W. R. Leading sectors and world powers: 
«The coevoLution of global economics and politics»; цит. в Nefiodow L. A., Ne-
fiodow S. Der sechste Kondratieff) 

Мировые державы Дата Волны Кондратьева Ведущие секторы мировой 
экономики 

Империя Сун (сев.) 930 К 1 Печатное дело и бумага 
 990 К 2 Национальный рынок 
Империя Сун (южн.) 1060 К 3 Фискальная система 
 1120 К 4 Расширение морской тор-

говли 
Генуя 1190 К 5 Шампанские ярмарки 
 1250 Кб Черноморская торговля 
Венеция 1300 К 7 Галерный флот 
 1350 К 8 Перец 
Португалия 1420 К 9 Гвинейское золото 
 1492 К 10 Специи 
Нидерланды 1540 К 11 Балтийская торговля 
 1580 К 12 Азиатская торговля 
Британская империя (I) 1640 К 13 Американские плантации 
 1680 К 14 Американо-азиатская тор-

говля 
Британская империя (II) 1740 К 15 Хлопок/железо 
 1792 К 16 Железные дороги 
США 1850 К 17 Электроэнергия/сталь 
 1914 К 18 Электроника/автомобили 

 1973 К 19 Информационная индустрия
 2020 К 20  
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Если мы вспомним таблицы Богданкевича из главы 13, то увидим, 
что важнейшие этапы, по Богданкевичу, совпадают или накладываются на 
эти медленные циклы Кондратьева. 

По Плату и Хассу, развитие инноваций сначала возникает в виде 
«идеи», затем следует развитие самих инноваций. При этом «идеи» могут 
возникать в одной области знаний, а использоваться в другой. Упомянем 
здесь и другую возможность автоколебаний в экономических системах 
с ростом производства «по Ферхюльсту» и с их торможением из-за устаре-
вающих технологий. (См. параграф 3 настоящей главы.) 

Идея о том, что великим преобразованиям в мировой истории всегда 
предшествует появление новых великих идей или идеологий. По Той-
би [5], появлению великих религий или учений, таких как христианство, 
магометанство, философии в Древней Греции, конфуцианства, предшест-
вует появление великих идей конкретных личностей. А это приводило к соз-
данию великих государств. Впоследствии в эти великие идеи вносились 
изменения. Появились католики, протестанты, коммунизм. Это привело 
к дифференциации человечества по «верам» (см. таблицу из Википедии). 
 

Религия 
Количество 
верующих, 

млн чел. 
Религия 

Количество 
верующих, 

млн чел. 
Мировые религии Национальные религии 

Христианство, в том числе: 2100 Индуизм 850 
   католики 1070 Китайские тради-

ционные религии 400 
   протестанты 780 
   православные 250 Синтоизм 70 
Ислам, в том числе: 1500 Иудаизм 15 
   сунниты 1300 

Местные племен-
ные верования 240    шииты 200 

Буддизм 380 
 

В связи с появлением новых анклавов в ходе мировой истории 
вспомним и учение Л. Гумилева о значении появления «пассионариев» 
в этих территориях [6]. 

В новой монографии К. Плохотникова [7] представлены математиче-
ские модели развития и взаимодействия регионов, которые заселены этими 
человеческими общинами. 

Сведения о синергетических процессах в России можно почерпнуть 
и в части 7 монографии [8]. 
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§ 3. Волновые процессы в текущей экономике 
 

Такое замедление приводит к уменьшению капиталовложений и объ-
ема запасов товарно-материальных ценностей, и в конце концов начинает-
ся рецессия экономики. Противоположный процесс начинается, как только 
достигнута низшая точка (впадина) цикла; экономика стабилизуется и сно-
ва развивается. Рецессия характеризуется снижением потребительских рас-
ходов, снижением спроса на рабочую силу, увеличением инфляции, умень-
шением прибыли предприятий. 

Интересная интерпретация циклов Кондратьева для экономики Рос-
сии на 2010–2050 гг. дана в [9], представлена в таблице 16.4. 
 
Таблица 16.4. Синхронизация экономической и финансовой политики прави-
тельства с фазами большого цикла Кондратьева 

Стадии цикла Понижательная Повышательная Понижательная 
Фазы цикла Депрессия Оживление Подъем Спад 
Годы 2010–2018 2018–2028 2028–2042 2042–2050 
Стратегии Запуска инноваций Роста Роста Экономии 

Риски 
Высокая безработица
и социальная напряжен-
ность 

Сбои в креди-
товании реаль-
ной экономики 

Перегрев эконо-
мики, «финансо-
вые пузыри» 

Стагфляция, безра-
ботица 

Экономиче-
ская и финан-
совая поли-
тика прави-
тельства 

Неокейнсианская поли-
тика поддержки плате-
жеспособного спроса 
Инновационная полити-
ка инвестирования в ба-
зисные технологии
и венчурный капитал 

Неолибераль-
ная политика
с целью дать 
волю рыноч-
ной стихии
и свободной 
конкуренции 

Неолиберальная 
политика в соче-
тании с контро-
лем за финансо-
выми спекуля-
циями на фондо-
вых биржах 

Ограничительная 
монетарная и бюд-
жетная политика 
при поддержке ин-
фраструктурных 
и институциональ-
ных изменений 

 
Из анализа, проделанного в [9], авторы делают вывод, что, несмотря 

на эффективные меры, которые может предпринимать наше правительст-
во, Россию неизбежно ждут взлеты и падения в нашей экономике. 

Такие циклы могут быть смоделированы. Ценность моделирования 
и прогнозов в экономике весьма велика, так как «живой» эксперимент 
весьма дорогостоящ, а иногда и губителен. Ниже мы рассмотрим простей-
шие динамические модели экономических циклов. 
 
§ 4. Модель Гудвина для циклов капиталистической 
экономики (по [2]) 
 

Будем считать, что в любой момент времени t экономика располагает 
основным капиталом K, который включает заводы, оборудование и т. д. 
Его объем меняется со скоростью / .dK dt  Источником роста дохода 
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является объем производства Y минус затраты на потребление C: 

 .dK
Y C

dt
   (16.1) 

В свою очередь, 
 C Y    (16.2) 
( 1,   ).C   

Предположим, что основным капиталом K управляют так, чтобы 
поддерживать его на уровне R, пропорциональном объему производства: 
 .R Y  (16.3) 

Из уравнений (16.1), (16.2) следует, что 

 / .
1
dK dt

Y








 (16.4) 

Периодическое поведение величины Y или K может возникнуть из стрем-
ления уравнять K и R. Пусть проводится экстремальная политика капита-
ловложений: 

 
1

1

0, если ,
0, если ,

0, если .

k K R
dK

K R
dt

k K R

 
 
  

 (16.5) 

Первая строчка означает, что капитал растет (инвестируется) с постоянной 
скоростью 1,k  нижняя строчка означает, что капитал изымается (предпри-
ятия стареют, оборудование изнашивается), капитал «утекает» со скоро-
стью 2.k  Будем считать, что 1 2.k k  Из (16.4) и (16.5) следует, что 

  
1 1

0

2 2

( ) / (1 ), если ,
/ 1 , если ,

( ) / (1 ), если .

R k K R

R R K R

R k K R

  
 
  

   
   
    

 (16.6) 

На фазовой плоскости ( , / )K dK dt  (рис. 16.3) движения изображающей 
точки происходят по прямолинейным отрезкам ВС и DA, где 1/dK dt k  
и 2/  dK dt k   соответственно. Скачки от А к В и от С к D соответствуют 
разрывам функции Y, показанным на рис. 16.4. Конечно, это весьма упро-
щенная схема цикла. Реальные кривые изменяются более плавно, нет об-
щего тренда экономики, не учтены случайные влияния и т. д. 
Ниже мы покажем, что экономический прямоугольный цикл является пре-
дельным случаем более реального «предельного» цикла. Пусть перемен-
ные x и y отсчитываются от центра предельного цикла. Мы хотим, 
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Рис. 16.3. Цикл в модели Гудвина. Скачки величин указаны пунктиром 

 

 
Рис. 16.4. Колебания величин K и Y для экономической политики управления 
скачками: «стой–иди» 
 
чтобы в пределе 

 .dx
Y b

dt
    (16.7) 

Знак плюс берется при движении изображающей точки справа налево по 
верхней стороне цикла. А знак минус — при движении этой точки по ниж-
ней стороне слева направо. Снизу вверх и сверху вниз происходят мгно-
венные скачки, как на рис. 16.4. 

Пусть теперь 

 
1

( , ) ,

( , ) ( ) .

dx
P x y y

dt
dy

Q x y f y x
dt



 

 

  
 (16.8) 
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Главными изоклинами являются 
0,y     1 ( ).x f y  

Первая — изоклина вертикальных касательных, а вторая — горизонталь-
ных. В теории нелинейных колебаний функция ( )f y  часто выбирается 
в виде полинома третьей степени. На фазовой плоскости ,x  y  такая функ-
ция имеет вид N-образной кривой (см. рис. 16.5, а). Если система близка 
к «релаксационному» генератору 1( 1),   то изображающая точка «быст-
ро» движется из начального положения по почти прямым траекториям до 
пересечения с изоклиной горизонтальных касательных и затем более мед-
ленно по этой изоклине и выходит на предельный цикл. Введем новое вре-
мя t  и координату z: 

1 / ,t t     1 ,x z  

тогда (16.8) примет вид 

 ,dz
y

dt



   
1

1 ( ).dy
z f y

dt
  


 (16.9) 

Далее штрихи у t опускаем. Следуя теореме Тихонова, при 1   второе 
дифференциальное уравнение можно заменить алгебраическим 
 ( ).z f y  (16.10) 
На рис. 16.6, а представлена фазовая плоскость для решений систе-

мы (16.9), в которой одна главная изоклина 31 ,
3

z y y   а другая 0.y   

Предельный цикл системы PQMN практически определяется отрезками 
кривых PQ и NM, так как все траектории при любых начальных условиях 
идут параллельно оси OY и очень быстро в силу малости 1

1 ,   подходя 
к отрезкам кривых PQ и NM, «вливаются» в предельный цикл. Далее для 
простоты мы аппроксимируем функцию ( )f y  отрезками прямых. Пре-
дельный цикл PQMN для этого случая показан на рис. 16.5, б. Если теперь 
устремить γ к / 2,  то мы получаем выражение (16.7), а предельный цикл 
превращается из параллелограмма в прямоугольник. 

Соответствующие временные развертки функций ( )z t  и ( )y t  пред-
ставлены на рис. 16.6, а и 16.6, б. 

Если теперь устремить γ к / 2,  то мы получаем выражение (16.7). 
Заметим еще раз, что движения по траекториям изображающей точки 
очень быстрые в вертикальном направлении и медленные в горизонталь-
ном направлении. Другие варианты модели Гудвина можно найти в [1]. 
Подробности о прямоугольном предельном цикле см. в [10]. 
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Рис. 16.5. Предельный цикл в виде параллелограмма. PQOMN — изоклина гори-
зонтальных касательных 
 

 
Рис. 16.6, а. Предельный цикл для слу-

чая 31 ,
3

z y y   0y   

Рис. 16.6, б. Изменения перемен-
ных z и y, соответствующие движе-
ниям изображающей точки по пря-
моугольному предельному циклу 

 
§ 5. Циклы в моделях с запаздыванием 
 

Неограниченный рост производства продукта ( )x t  при неограничен-
ном ресурсе можно представить с помощью уравнения Мальтуса. Рост 
продукта с насыщением представим уравнением Ферхюльста: 

 ( )( ) 1 ,dx x t
ax t

dt K
    

 (16.11) 

где K — равновесное количество продукта. Ограничение роста происходит 
за счет «внутренней конкуренции». Если на предыдущих этапах производ-
ства создается избыток продукта, то конкуренция происходит между но-
вым продуктом ( )x t  и продуктом, выпущенным в момент .t   Тогда при-
рост продукта ( )x t  описывается уравнением Хатчинсона, написанным им 
в 1948 г. применительно к росту популяции живых организмов. При этом 
запаздывание возникает, например, из-за конечности времени, необходи-
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мого особи для достижения возраста половой зрелости (конкуренция меж-
ду старыми и молодыми) (см., например, [1, 10]): 

 ( )( ) 1 .dx x t h
ax t

dt K

    
 (16.12) 

Произведем исследование устойчивости особой точки этого уравне-
ния .x K  Для этого произведем замену 

 ( ) [1 ( )]x t K y t   (16.13) 

и нормировку времени 1 .t ht  Тогда уравнение (16.12) приводится к стан-
дартному виду: 

 [ ( 1) ( ) ( 1)] 0,dy
ah y t y t y t

dt
      (16.14) 

где новое время также обозначено t. После линеаризации получим 

 ( 1) 0.dy
ahy t

dt
    (16.15) 

Характеристическое уравнение для (16.15) имеет вид 

 exp( ) 0.p p ah   (16.16) 

При 0 / 2ah    все корни имеют отрицательную действительную часть, 
т. е. равновесие устойчиво. Теперь положим 

 .
2

ah
    (16.18) 

Здесь ε — малая положительная величина. Выполним замену 

 (1 )t c      (| | 1)c   (16.19) 

и произведем разложения ( ),x t  ε и с по некоторой условной переменной ξ: 

 

2 3
2 3

2 4
2 4

2 4
2 4

( , ) cos ( ) ( ) ...,
2

( ) ...,
( ) ...

y t y y

b b

c c c

     

   

  

     
 

  

  

 (16.20) 

Подставим (16.20) в (16.14). Затем выделим и приравняем нулю коэффици-
енты при степенях 2  и 3  соответственно. В результате получим уравне- 
 

press
Выделение

press
Выделение
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ния для 2( )y   и 3( ):y   

 

2
2

3
3 2 2

2

2 2 2

( ) ( 1) sin( ) 0,
2 4

( ) ( 1) sin
2 2 2

cos ( )sin ( 1)cos 0.
4 2 2 2 2 2

dy
y

d

dy
y b c

d

c y y

   

    


         

         
   

       

    

 (16.21) 

Решение 2( )y   имеет вид 

 2
1( ) (sin 2cos ).

10
y      (16.22) 

Используя (16.22) и условие разрешимости уравнения (16.21) в классе три-
гонометрических многочленов, получим, что 
 2 (1 /10 ),c     2 (3 2) / 40.b    (16.23) 

Уравнение (16.14) имеет при 0,   2 0b   единственное (с точностью до 
сдвигов по времени) устойчивое периодическое решение. Тем самым 
и уравнение Хатчинсона (16.12) имеет при / 2ah   периодическое реше-
ние. Приближенное решение приобретает вид 

( ) 1 2,32 1,57 cos 0,54( 1,57)(sin 2cos ) .
2

x t K ah ah
              

 

(16.24) 
Здесь 

 .
[1 0,17( 1,57)]

t

a ah
 

 
 (16.25) 

Таким образом, период цикла в основном обратно пропорционален коэф-
фициенту «автокатализа», а не времени запаздывания h. 

Так как ah лишь немногим больше / 2,  то ~ 1 / .a  Следовательно, 
период и запаздывание приближенно равны 

 4 4 ,T
a a




     .
2

h
a


  (16.25a) 

Если 1a   (производство выросло бы, по Мальтусу, за единицу времени 
в е раз), то 4T   и 1,57.h   Колебания произведенного продукта осущест-
вляются с малой амплитудой около величины K. А K является пределом — 
величиной, определяемой решением уравнения Ферхюльста в случае, если 
запаздывания нет. 
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Рассмотрим гипотетический пример развития компании, у которой 
экспоненциальный рост оборотного капитала по продажам мобильных те-
лефонов сменяется насыщением согласно формуле Ферхюльста (16.11), 
после чего возникает конкуренция старых моделей и моделей с ноу-хау. 
Время, за которое оборот достигает уровня ~ ,K  равно 

0

0

2 ln .K x

a x
 
  

Если 020 ,K x  то 

2ln 20 6 .
a a

    

Согласно формуле Мальтуса для этого случая 
ln 20 3 .

a a
    

Период же автоколебаний при / 2ah   мало зависит от h и равен / 4.T  
Он сравним с временем установления стационарного уровня по Ферхюль-
сту. Однако время установления режима автоколебаний зависит от того, 
насколько произведение ah больше / 2.  Ниже приводятся примеры ком-
пьютерных решений уравнения (16.12) для 0,1a   при разных величинах h. 

Сравнение рис. 16.8, а и рис. 16.8, б показывает, что выполнение ус-
ловия возбуждения автоколебаний «с запасом» — / 2ah   — приводит 
к более быстрому установлению режима автоколебаний и большей ампли-
туде автоколебаний. Период же автоколебаний меняется мало. 

Конечно, эти вопросы требуют более тщательного исследования. 
 

Рис. 16.7, а. Процесс установления
автоколебаний ( )y t  после выхода
системы на стационарный уровень: 

1,7,ah   0,1a   

Рис. 16.7, б. Фазовая плоскость 
( ) / ,dy t dt  ( )y t  
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Рис. 16.8, а. Процесс установления ав-
токолебаний ( )y t  после выхода систе-
мы на стационарный уровень: 2,0,ah   

0,1a   

Рис. 16.8, б. Фазовая плоскость 
( ) / ,dy t dt  ( )y t  

 
§ 6. Взаимная синхронизация автоколебательных систем Хатчинсона 
 

Рассмотрим проблему взаимодействия двух фирм, каждая из кото-
рых благодаря конкуренции «сама с собой» описывается уравнением Хат-
чинсона [13, 14]. Если фирмы работают каждая на свой рынок и произво-
дят однотипную продукцию (например, мобильные телефоны), то прирост 
продаж на каждом рынке будет пропорционален продукции этой фирмы 
и притоку этой продукции с рынка конкурирующей фирмы. В простейшем 
случае такая ситуация описывается системой уравнений (16.26). Заметим 
что в математической экологии это соответствует взаимодействию двух 
популяций одного вида, существующих в двух соседних регионах при 
диффузионной связи между ними (перебеганию особей из одного региона 
в соседний). Конечно, возможны и другие виды связи (смотри § 7 гла-
вы 15), например описываемые членами 1 2~ :x x  

 

1 1
1 1 2 1

2 2
2 2 1 2

( )1 ( ),

( )1 ( ).

dx x t h
ax D x x

dt K

dx x t h
ax D x x

dt K

      
      

 (16.26) 

Пусть 1 2 1,K K   1 2 1,h h   1 2.D D  Введем малый параметр ε: 

1 ,
2

r
      2 ,

2
r

      1 2 ,D D d     1.   

Следовательно, если системы не связаны, каждая из них находится в авто-
колебательном режиме, но их парциальные частоты 0,05,ir   30ih   не-
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много отличаются. На рис 16.9 представлена область (язык) синхрониза-
ции, полученная при моделировании системы (16.27) на ЭВМ. По оси абс-
цисс отложена разность частот 2 1 ( 1),       а по оси ординат — коэф-
фициент связи D. 
 

 
Рис. 16.9. Область взаимной синхронизации автоколебаний производства двух 
фирм 
 

Так как ε мало, автоколебания внутри языка «почти гармонические», 
а вне его наблюдаются биения. Более тщательное исследование, с помо-
щью привлечения аналитических методов, говорит о том, что форма пре-
дельного цикла на фазовой плоскости 1 2( , )x x  (внутри языка синхрониза-
ции) изменяется. При уменьшении D автоколебания 1( ),x t  2 ( )x t  меняются 
от синфазных до колебаний со сдвигом фаз почти в π/2. Именно автоколе-
бания со сдвигом фаз показаны на рис 16.9. Вне языка синхронизации воз-
никают биения, могут быть и другие сложные режимы. 

В приложении к экономической задаче это означает, что на общем 
рынке будут наблюдаться колебания с синхронным периодом. Заметим, 
что если одна из фирм работает менее эффективно, т. е. условия самовоз-
буждения в ней отсутствуют, то фирма, находящаяся в условиях самовоз-
буждения, будет вызывать в ней вынужденные колебания. Для того чтобы 
избавиться от колебаний, фирмы должны либо снижать эффективность, 
либо модернизировать производство — уменьшать «запаздывание» h. 

В релаксационном режиме, когда условия самовозбуждения выпол-
няются с запасом, область синхронизации расширяется. Но практически 
это маловероятно, так как при увеличении r или h сначала возникнут «гар-
монические» режимы, и с ними надо будет бороться. 

Рассмотрим теперь гипотетическую игровую схему мировой эконо-
мики (рис. 16.10). Если в такой системе возникают автоколебания, то 
с большой вероятностью и возникают синхронные экономические кризи-
сы. Можно, например, считать, что в этом случае речь идет о валовом про-
дукте разных регионов, а запаздывание определяет суммарные долги. 
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Рис. 16.10. Здесь при 0,1,ir   16ih   период Т ~ 60 лет; при 0,05;ir   30ih   пе-
риод Т ~ 30 лет 
 

Модели с запаздыванием могут найти применение и в других гло-
бальных проблемах, например в теории Капицы в условиях стабилизации 
численности населения Земли (см. главу 2). 

Заметим, что в настоящем разделе рассматриваются «эвристические 
модели». Действительно, для того, чтобы в реальной системе наблюдались 
бы автоколебания на больших отрезках времени, параметры ее не должны 
меняться, чего на практике не бывает. В реальных системах надо учиты-
вать медленные изменения параметров и случайные воздействия разной 
природы. Примеры таких моделей будут приведены в следующих главах. 
 
§ 7. Вольтерровские системы в экономике 
 

Знаменитые уравнения Вольтерры и их более сложные модификации 
уже около ста лет успешно применяются в математической экологии для 
описания «колебательного» сосуществования различных видов живых су-
ществ, находящихся в отношениях «хищник–жертва». Цель настоящего 
раздела — показать, что: 1) и в простых экономических схемах возможны 
такие отношения и колебательные режимы; 2) меняя параметры таких сис-
тем, можно получить, помимо колебаний, много других режимов поведе-
ния и определить способы переключения из одного режима в другой. 

А. Уравнения Вольтерры (по [11]). 
Пусть ( )x t  — продукт сырьевой отрасли производства, а ( )y t  — 

продукт, получаемый из сырья. Тогда простейшая система уравнений мо-
жет выглядеть таким образом: 

 
( ),

( ).

x xy

y yx

dx
x y

dt
dy

y x
dt

 

 

 

  
 (16.27) 

Скорость добычи сырья пропорциональна ( )x t  (по Мальтусу), его убыль 
пропорциональна произведению :xy  чем больше выпускается продукта y, 
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тем больше потребляется х. Скорость производства у пропорциональна ху, 
его убыль (с рынка) пропорциональна у. 

Система уравнений (16.27) имеет на фазовой плоскости перемен-
ных xy ненулевую особую точку типа «центр». Координаты этой особой 
точки ( , )x y  легко найти, приравняв правые части уравнений (16.27) нулю: 

,y

x

x



    .x

y

y



  

Так как все параметры ,x  ,y  ,x  y  положительны, точка ( , )x y  распо-
ложена в положительном квадранте фазовой плоскости. Линеаризация 
системы вблизи этой точки дает 

 
,

.

y y

x

y x

y

d

dt

d

dt

  


  


 


 (16.28) 

Здесь ,    — отклонения -,x  -y численностей от их стационарных значе-
ний: 

( ) ( ) ,
( ) ( ) .
t x t x

t y t y




 
 

 

Характеристическое уравнение систе-
мы (16.28): 

0,

y y

x

x x

y

 



  


 


 

   2 0.x y     

Корни этого уравнения чисто мнимые: 

1,2 .x yi     

Таким образом, исследование системы 
показывает, что траектории вблизи особой 
точки являются концентрическими эллип-
сами, а сама особая точка — центром. Расcматриваемая модель Вольтерры 
и вдали от особой точки имеет замкнутые траектории, хотя форма этих 
траекторий уже отличается от эллипсоидальной и определяется парамет-
рами системы (рис. 16.11). 

 
Рис. 16.11. Фазовый портрет сис-
темы (16.27). Особая точка типа 
«центр». Параметры системы: 

4,x   0,3,xy   0,4y yx    
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Изменения х и у во времени представляют собой колебания, причем 
колебания ( )y t  отстают по фазе от колебаний ( ).x t  Особая точка типа 
«центр» устойчива по Ляпунову, но не асимптотически. Покажем на дан-
ном примере, в чем это проявляется. Пусть колебания ( )x t  и ( )y t  происхо-
дят таким образом, что изображающая точка движется по фазовой траекто-
рии 1 (рис. 16.11). В момент, когда точка находится в положении 1,M  
в систему добавляется извне некоторое количество y такое, что изобра-
жающая точка переходит скачком из точки 1M  в точку 2.M  Если после 
этого систему предоставить самой себе, колебания ( ),x t  ( )y t  уже будут 
происходить с большими амплитудами, чем прежде, и изображающая точ-
ка будет двигаться по траектории 2. Это и означает, что колебания в сис-
теме неустойчивы: они навсегда изменяют свои характеристики при внеш-
нем воздействии. 

Б. Обобщенная модель Вольтерры (по Бызыкину [11]). 
Рассмотрим обобщенную вольтерровскую систему, в которой учте-

ны ферхюльстовские ограничения роста х и у, а также эффекта «насыще-
ния» производителя у. Если ограничения Ферхюльста связаны скорее с ог-
раничениями рынка, то второй эффект связан с тем, что производитель у 
не может переработать все сырье, если его слишком много. Не будем для 
простоты вводить лишних коэффициентов. Тогда уравнения системы за-
пишутся следующим образом: 
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 (16.29) 

Здесь всего четыре параметра. В [11] приведен параметрический портрет 
этой системы (рис. 16.12) при фиксированных γ и малых ε. Портрет содер-
жит 10 областей с различным типом поведения фазовых траекторий. 

Поведение системы при различных соотношениях параметров может 
быть существенно различным (рис. 16.12). В системе возможны: 

1) одно устойчивое равновесие (области 1 и 5); 
2) один устойчивый предельный цикл (области 3 и 8); 
3) два устойчивых равновесия (область 2); 
4) устойчивый предельный цикл и неустойчивое равновесие внутри не-

го (области 6, 7, 9, 10); 
5) устойчивый предельный цикл и устойчивое равновесие вне его (об-

ласть 4). 
В параметрических областях 7, 9, 10 область притяжения равновесия 

ограничивается неустойчивым предельным циклом, лежащим внутри ус-
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тойчивого. Наиболее интересно устроен фазовый портрет, соответствую-
щий области 6. Для нас здесь важно показать возможное разнообразие по-
ведения системы и сколько у нее разных особых точек. Читателю предла-
гается определить из рис. 16.13 тип всех особых точек системы. 
 

 
Рис. 16.12. Параметрический портрет системы (16.29) 

 

 
Рис. 16.13. Набор фазовых портретов системы (16.29), возможных в конечной 
части первого квадранта фазовой плоскости ,x  ,y  соответствующих 10 областям 
параметрического портрета 
 

В следующих главах мы увидим, что в «базовых» моделях экономи-
ки возможны разные стационарные состояния и разные переходы от одно-
го состояния в другое при изменении параметров системы. 
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В последние годы в эконофизике появилось много новых работ, по-
священных волнам Кондратьева. Прежде всего упомянем книгу, изданную 
в связи со 175-летием Н. Д. Кондратьева [12]. Приведем здесь предисловие 
к этой книге. 

«В 2017 г. исполняется 125 лет со дня рождения выдающегося рус-
ского экономиста Н. Д. Кондратьева. Несмотря на то что Николай Дмит-
риевич прожил короткую жизнь, он оставил большое наследие, которое во 
многом остается актуальным и эвристическим для современных исследо-
вателей. Это и объясняет название данного юбилейного издания, которое 
отнюдь не является академическим. Для мира, уже который год пережи-
вающего кризис, наступил момент истины — упоение «свободной» эконо-
микой прошло, уступив место разочарованию и усталости от радикально-
го, безудержного либерализма. На смену идет система, еще не получившая 
своего «изма». Идеи Н. Д. Кондратьева помогают в этом разобраться. 
В настоящей книге затронут целый комплекс проблем, вполне удачно объ-
единенных под названием «Н. Д. Кондратьев: кризисы и прогнозы в свете 
теории длинных волн. Взгляд из современности». Монография состоит из 
четырех частей. Первая часть («Н. Д. Кондратьев: биография, творчество, 
наследие») посвящена важным или малоизвестным аспектам жизни, твор-
чества и наследия ученого. Вторая часть («Длинные волны, технологиче-
ская и инновационная динамика») описывает различные аспекты создания 
длинноволновой теории и ее применения для анализа исторических и со-
временных экономических и иных процессов. Авторы глав третьей части 
(«Циклы, кризисы, прогнозы») рассматривают различные аспекты измене-
ния в развитии длинного цикла начала XXI в., характеризуют перспективы 
мирового развития в ближайшие десятилетия, прогнозируя наиболее веро-
ятные точки перелома в экономической и политической динамике. Они 
используют весь спектр идей Н. Д. Кондратьева, в том числе методологи-
ческие подходы к анализу сущего и должного; соотношение телеологиче-
ского и генетического метода исследования и другие его разработки, осно-
вы которых он заложил или намеревался заложить в теорию прогнозиро-
вания. В четвертой части («Центр – периферия. Процессы модернизации 
и кризисы») дается анализ современных мир-системных процессов и того, 
как эти процессы будут преломляться в будущем. Завершает монографию 
заключение («Приближающийся кризис в свете теории длинных волн»). 
В нем дан конкретный пример использования прогнозирования кризисов 
при помощи теории длинных волн». 
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Глава 17 
Поведенческие функции в экономике 

 
В последующих главах мы переходим к рассмотрению базовых мо-

делей замкнутой экономики и упрощенных моделей экономики современ-
ной России. Изложение будем вести в основном, следуя работам Д. С. Чер-
навского с соавторами [1, 2, 3]. Эти модели строятся с помощью «поведен-
ческих функций», о которых пойдет речь в первую очередь. 
 
§ 1. Функция спроса 
 

В экономическом аспекте поведенческие реакции в первую очередь 
отражаются так называемой функцией спроса ( , ).Q U p  Она представляет 
собой зависимость количества товара Q, приобретаемого в единицу време-
ни, от имеющихся средств U и цены р. Средства U, предназначенные для 
приобретения товаров, либо совпадают с полными накоплениями потреби-
теля, либо определяются его доходами у в единицу времени (если накоп-
ления почему-либо отсутствуют). Во втором случае функция спроса зави-
сит от дохода и цены р. В обоих случаях качественные свойства функции 
потребления одинаковы. Важно, что функция ( , )Q U p  не изменяется при 
пропорциональном изменении цены р, средств U и доходов у, что, в част-
ности, используется при деноминации денег (т. е. ( , )Q U p  — функция ну-
левого ранга). Поэтому она зависит от одной переменной — покупатель-
ной способности r, которая равна отношению 

.U
r

p
  

Различают функции спроса на товары и услуги первой необходимо-
сти I ,Q  товары долговременного пользования IIQ  и элитные товары III.Q  
К первым относятся пища, одежда и жилище, тепло и транспорт. Ко вто-
рым — большинство промышленных товаров народного потребления. Гра-
ница между товарами 1-й, 2-й и 3-й категории условна и в разных странах 
различна. К элитным товарам и услугам относятся предметы роскоши, 
а также предметы и услуги, символизирующие авторитет и власть 
(имидж). 

Функция спроса на товары первой необходимости I ( )Q r  приведена 
на рис. 17.1. Величина I,0 ( )Q r  представляет собой прожиточный минимум, 
обеспечивающий существование. Он определяется скорее физиологиче-
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скими потребностями, но не «человеческим фактором». Отказаться от 
приобретения товаров первой категории, при наличии даже малых средств, 
люди не могут. При достижении значения I0 ( )Q r  функция спроса растет 
медленно. Этот рост связан с изменением ассортимента, престижем и т. п., 
т. е. с тем, что называется человеческим фактором. Отсюда следует, что 
при 0r   функция II ( ) 0Q r   и далее растет, но медленнее, чем линейно, 
т. е. является всюду выпуклой (что и показано на рис. 17.2, а). Ее удобно 
представить в аналитической форме: 

 I I,0 I
I,0

( ) .r
Q r Q r

r r


 
   

 (17.1) 

Параметр I  отражает наличие товаров одного вида, отличающихся по ка-
честву и цене. Он мал и при небольших r мало влияет на вид I ( ).Q r  
 

 
Рис. 17.1. Зависимость функции спроса на товары первой необходимости 
(I категории) IQ  от покупательной способности накоплений /r U p  (U — 
имеющиеся денежные средства, р — цена) 
 

Функция спроса на товары второй категории II ( ),Q r  график которой 
приведен на рис. 17.2, а, аналитически описывается формулой вида 

   min
II min II,0 2 min

min II,0

( ) ( ) ,
( )

r r
Q r r r Q r r

r r r


 
       

 (17.2) 

где функция IIQ  обладает следующими свойствами. 
1. Она имеет пороговый характер. Это значит, что при недостатке 

средств (или высокой цене, т. е. при min )r r  люди отказываются 
приобретать товары второй категории. 
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Рис. 17.2. (а) Зависимость функции спроса на товары II категории и элитные то-
вары II категории IIQ  от покупательной способности r (современная Россия). 
(б) Зависимость функции спроса от условной цены 1/ .p r  Прямая линия отра-
жает пороговый характер функции спроса II категории. Штриховая — отступле-
ние от линейной формы, соответствующее ненасыщаемости 
 

2. функция практически не насыщаема. Это свойство в эволюционной 
экономике играет важную роль. Поэтому обсудим его детальнее. 
Товары всех категорий (и особенно второй) разнообразны. Спрос на 

определенный товар насыщаем и даже может падать с ростом покупатель-
ной способности за счет вытеснения его товарами той же категории. Это 
происходит при появлении новых товаров, функционально тождественных 
уже имеющимся. Как правило, качество новых товаров выше. Часто, одна-
ко, вытеснение происходит без повышения качества, за счет рекламы 
и моды. Функция спроса на агрегированный продукт включает все товары, 
в том числе и новые. 

Ненасыщаемость этой функции — следствие обновления ассорти-
мента или, что то же, эволюции техники и экономики. Без этого ненасы-
щаемость может и отсутствовать. При больших значениях r потребление 
товаров и услуг II категории плавно переходит в элитарное потребление. 

Важная характеристика функции II ( )Q r  — крутизна подъема, т. е. ее 
поведение вблизи значения min.r r  Этот параметр отражает чувствитель-
ность спроса к изменению цены и/или накоплений. Мерой чувствительно-
сти в экономике считается специальная величина — эластичность спроса 
по покупательной способности .rE  В данном случае 

 ln .
lnr

r dQ d Q
E

Q dr d r
   (17.3) 
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Величина rE  согласно (17.2) при minr r  формально бесконечна. 
При min2r r  

 min II,0 II,0
min

min min II,0 min II,0

2
( 2 ) .

( )( )r

r r r
E r r

r r r r r r r
 

   
  (17.4) 

Таким образом, эластичность функции II ( )Q r  определяется парамет-
ром II,0.r  Часто используют представление функции спроса как зависи-
мость Q от условной цены p  (которая обратно пропорциональна покупа-
тельной способности: / 1 / )p p U r   в простейшей линейной форме. 
Этой форме соответствует зависимость II ( )Q p  в виде 

 II II,0 min(1 ),Q Q r p    (17.5) 

приведенная на рис. 17.2, б. Важно, что выражение (17.5) не описывает 
свойство ненасыщаемости, поэтому его можно использовать лишь в огра-
ниченном интервале значений .p  Для сравнения на этом рисунке штрихом 
представлено выражение, учитывающее ненасыщаемость. 
 

 
Рис. 17.3. Суммарная функция спроса I II( ) ( ) ( )Q r Q r Q r   

 
Параметры функции II ( )Q r  отражают разные стороны «человеческо-

го фактора», т. е. зависят от обычаев, сложившихся в обществе, рекламы, 
моды, пропаганды и т. п. Параметр minr  отражает границу между потребле-
нием товаров I-й и II-й категорий. Величина II,0r  характеризует поведение 
среднего класса. Люди этого слоя довольствуются товарами II-й категории 
среднего достоинства и не стремятся подражать элите. Это значит, что 
функция II ( )Q r  ведет себя сравнительно плавно и полого. В России сред-
ний слой практически отсутствует. Люди, едва добившиеся экономическо-
го успеха, стараются вести себя как «новые русские», подражая элите, 
и тратят средства на «имидж». Это значит, что функция II ( )Q r  поднимает-
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ся достаточно круто. Такому поведению способствует пропагандистский 
лозунг, брошенный в начале реформ: «стыдно быть бедным». Как упоми-
налось, такое поведение является коллективным. От него не может отка-
заться даже человек, в личном плане достаточно скромный. 

Параметр II,0r  описывает уровень жизни состоятельных людей 
в стране. 

Функцию спроса (и/или ее параметры) можно определить несколь-
кими методами. 

1. В социологии применяются методы опроса. Они дают прямую, но 
часто искаженную информацию и весьма трудоемки. В настоящее 
время в России функцию спроса невозможно получить только мето-
дами опроса. 

2. Метод косвенных оценок основан на использовании статистических 
данных о доходах, ценах на разные товары и об объемах их произ-
водства. Эта информация более доступна и позволяет оценить неко-
торые параметры функций спроса. 

3. Метод экспертных оценок широко применяется и в экономике, 
и в социологии. Он аналогичен консилиуму врачей при постановке 
диагноза. Собирается консилиум экономистов и социологов, и им 
предлагается оценить параметры функций спроса в данной стране, 
опираясь на свой опыт и интуицию. Часто эксперты делают оценки 
независимо друг от друга. Если большинство оценок совпадает, то ее 
можно признать реальной. 

(О связи функций «спроса» и «полезности» см. «Добавление редактора».) 
 
§ 2. Производственная функция 
 

Производственная функция ( , , )F n r  определяется как количество 
продукта F, произведенного за единицу времени τ в зависимости от числа 
людей ,n  занятых в производстве, и от вложенных средств .r  За единицу 
времени принимают длительность производственного цикла (ее называют 
временем оборота τ). Вложенные средства, идущие на погашение произ-
водственных затрат, называются оборотными и исчисляются в денежных 
единицах. 

В экономике принято разделять средства Т, вложенные в труд (т. е. 
зарплату), и капитал K. Под последним понимаются средства, вложенные 
в новое оборудование. Такое разделение удобно при решении вопроса, что 
выгоднее: увеличивать производительность труда за счет новых техноло-
гий или за счет интенсификации труда и/или увеличения числа работаю-
щих. Традиционные затраты на исходный продукт (сырье), энергообеспе-
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чение и транспорт (не связанные с инновациями) при таком подходе сле-
дует отнести к «труду», поскольку эти затраты преследуют цель не заме-
щения труда, а обеспечения его необходимыми условиями. 

В начале XX века была предложена эмпирическая формула Кобба–
Дугласа: 

 1( , , ) ,F r n T K T   (17.6) 

где 1   — эмпирический параметр, а величина 

 *( ).T n P P   (17.7) 

Здесь Р — зарплата, а *P  — традиционные издержки в расчете на одного 
работающего. Т — общие затраты на n работников, K — капитал (вложен 
в новое оборудование). Из (17.6) следует, что производственная функция 
возрастает с увеличением Т медленнее, чем линейно, так, что отноше-
ние /F T  падает. Смысл этого прост: при наличии производственных 
мощностей (т. е. при Т порядка K) количество произведенного продукта 
пропорционально вкладываемым средствам. Однако при заданной и посто-
янной технологии и увеличении традиционных затрат рост производитель-
ности замедляется. 

В действительности рост количества продукта, производимого од-
ним работающим, не только замедляется, но и имеет верхний предел, ко-
торый определяется уровнем технологии и организации производства. 
Формулой Кобба–Дугласа этот эффект не описывается. В дальнейшем мы 
будем использовать другую, более простую форму производственной 
функции: 

 
max

max max

, если ,
( , , ) ,

, если ,

V r r
n F

V pn n
F V n nF

n r
nF F

n

   



      
   

  (17.8) 

где maxF  — максимальное количество продукта, производимого одним ра-
ботающим, V — оборотные средства и /V n  — оборотные средства в рас-
чете на одного работающего. Здесь / ,r V p  p — цена. 

В (17.8) принято, что при малых оборотных средствах и неполном 
использовании производственных мощностей функция ( )F r  растет про-
порционально r, но до некоторого предела, определяемого уровнем техно-
логии, организацией производства и физическими способностями рабо-
тающих. Производственная функция ( )F r  (17.8) представлена на рис. 17.4. 
Роль человеческого фактора в производственной функции тоже сущест-
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венна. Она проявляется в отношении к труду, его организации и рабочей 
дисциплине. Эти факторы отражаются параметрами maxF  и τ. 
 

F

Fmax

r0

Рис. 17.4. Зависимость производственной 
функции от вложенных (оборотных) 
средств r при увеличении вкладываемых 
средств. Наклонный участок отражает рост 
производства. Этот рост ограничен сверху. 
Величина maxF  — максимально возможный 
уровень производства (при данном уровне 
технологии), когда производственные мощ-
ности задействованы полностью 
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Глава 18 
Экономическая структура общества (ЭСО) 

 
§ 1. Функции распределения по накоплениям и доходам ( ) U  
 

Под экономической структурой общества понимается плотность 
распределения элементов общества (т. е. семей) по ликвидным накопле-
ниям ( ).U  Здесь U — накопления в условных единицах. (Величи-
на ( )U dU  — чиcло семей, имеющих накопления в пределах от U 
до ).U dU  Ликвидными считаются накопления в денежных единицах 
и ценных бумагах, которые могут быстро и без потерь конвертироваться 
в деньги. Используется также другая, близкая по смыслу характеристи-
ка — распределение семей по доходам ( ),y  где у — доходы семей в еди-
ницу времени. Распределения ( )U  и ( )y  различны, хотя и связаны друг 
с другом. 

Функции ( )U  и ( )y  можно найти, используя упомянутые выше 
методы (опрос, анализ данных и экспертные оценки). В развитых странах, 
где налоговая система хорошо организована, распределение по доходам 
непосредственно определяется по налоговым декларациям. Распределение 
по накоплениям можно получить из анализа вкладов. В России эти методы 
дают заведомо неверные результаты и более эффективны методы реконст-
рукции ЭСО по косвенным данным и экспертные оценки. 

В социологии вместо распределений ( )U  и ( )y  используется так 
называемая кривая Лоренца (см. также главу 3). Она представлена на 
рис. 18.1 и построена следующим образом. Общество разбивается на ряд 
частей, содержащих одинаковое количество элементов (семей или людей). 
Принято разбивать на 5 частей (тогда каждая часть называется квинтили-
ей) или на 10 частей (децилий). Отрезок абсциссы разбивается на соответ-
ствующее число интервалов. В каждой части помещаются элементы, нако-
пления которых больше минимального и меньше максимального (для дан-
ной части). Эти накопления откладываются по оси ординат. В результате 
получается ломаная линия. Соответствующая ей непрерывная линия пред-
ставляет собой кривую Лоренца (рис. 18.1). В социологии кривая Лоренца 
используется для характеристики экономической поляризации общества. 
Для этого вводится индекс поляризации, равный отношению средних на-
коплений в наиболее богатой децилии к накоплениям в наиболее бедной. 
Принято, что если это отношение больше 15, то в обществе возникает со-
циальная напряженность (см. также индекс Джини в главе 3). 
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Рис. 18.1. Кривая Лоренца (1–5 — квинтилии): 1 — линия абсолютного равенст-
ва, 2 — отклонение от абсолютного равенства, 3 — фактическое распределение 
дохода в США (1959 г.), 4 — линия абсолютного неравенства 
 
§ 2. Математическая модель реконструкции ( ) U  
 

Д. С. Чернавским с соавторами предложена математическая модель, 
позволяющая реконструировать ( )U  по косвенным данным [1, 2]. Эта 
модель, будучи динамической, может давать тренд эволюции экономиче-
ской структуры общества (ЭСО), однако основное ее назначение — слу-
жить инструментом реконструкции ЭСО. В модели использовано уравне-
ние баланса доходов и расходов семей с учетом случайных факторов: 

 I II( ) ( ) ( ) ( ),dU
P U Q U Q U g t

dt
     (18.1) 

где I ( )Q U  и II ( )Q U  — функции спроса, ( )P U  — доходы семьи, ( )t  — 
случайная функция единичной интенсивности, g — коэффициент, отра-
жающий величину случайных потерь (или приобретений). Функция дохо-
дов ( )P U  зависит от рода деятельности и потому различна для разных 
групп общества. 

Для рабочих и служащих, получающих фиксированную зарплату, 
величина Р постоянна и от U не зависит. Зарплата разных групп населения 
различна. Условно можно выделить две группы: низко- и высокооплачи-
ваемые. Информация о распределении по зарплате доступна, и она исполь-
зуется в модели в качестве косвенных данных. 

Доход предпринимателей зависит от вложенных средств в их пред-
приятие и в первом приближении пропорционален им: 
 0( ) [1 ( )] .P U A a t U P    (18.2) 
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Здесь AU — разность между выручкой и издержками, т. е. прибавочная 
стоимость. Параметр А — коэффициент добавочной стоимости. Значе-
ния А, вообще говоря, различаются для разных людей (т. е. А тоже являет-
ся распределенным параметром), но эти различия невелики (т. е. это рас-
пределение достаточно узкое). Характерное значение А играет роль 
косвенного признака, и информация об этой величине тоже доступна. 

0P  — малый постоянный доход. До реформ все люди, в том числе и зани-
мавшиеся активной деятельностью, числились на службе и получали зар-
плату 0 ,P  малую по сравнению с их реальными доходами. Величина ( )a t  
отражает случайные процессы при производстве и/или реализации товара. 

Прежде чем исследовать влияние случайных факторов на искомое 
распределение по доходам для различных групп населения, выясним, ка-
кие случаи «баланса» между доходами и расходами являются устойчивы-
ми, а какие неустойчивыми. Для этого положим в уравнениях (18.1) 
и (18.2) величины, характеризующие интенсивности «потерь и приобрете-
ний»: 0g   и 0.a   Судить о том, какие устойчивые состояния получают-
ся в разных случаях, можно по точкам пересечения графиков функций по-
требления и спроса ( )P U  и ( ),Q U  представленных на рис. 18.2. Они были 
введены в предыдущей главе. 

В качестве первого шага анализа решений уравнения нужно опреде-
лить координаты точек, определяющих стационарные состояния, произве-
сти линеаризацию уравнения (18.1) в окрестностях этих особых точек 
и исследовать их устойчивость по методике, описанной в главе 15. 

Для низкооплачиваемых групп населения, где 1 1,0 ,P P Q   эта точка 
соответствует пересечению 1 constP   и функции потребления ( ).Q U  Люди 
этих групп тратят все доходы на товары первой необходимости. Для высо-
кооплачиваемых 2 1,0( )P P Q   это точка пересечения линии 2 constP   

с функцией 1 II( ) ( ) ( ).Q U Q U Q U   Люди этих групп тратят доходы не 
только на повседневные нужды, но и на приобретение товаров второй ка-
тегории. 

Для групп, занимающихся предпринимательской деятельностью, 
особые точки — это точки пересечения функции iP  ( 0,1,2,3)i   и функции 
спроса ( ).Q U  Из рис. 18.2 видно, что точек пересечения может быть не-
сколько (* и +). В состоянии (*) удачливые бизнесмены живут устойчиво 
и хорошо и тратятся на товары всех категорий. Так как точка (+) неустой-
чива, то может существовать и третья группа, у которой доходы неограни-
ченно в рамках модели возрастают. 

Теперь «включим шумы» в уравнениях (18.1) и (18.2). В этом реаль-
ном случае следует ожидать, что появятся функции распределения по до-
ходам для людей каждой категории. Для реконструкции ( )U  достаточно 
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Рис. 18.2. Функции доходов ( )P U  и спроса ( )Q U  для разных групп людей, 
имеющих малый постоянный доход 1 1,0P Q  (низкооплачиваемые), высокий по-
стоянный доход 1 1,0P Q  (высокооплачиваемые) и малый постоянный доход 0P  

плюс доход от активной деятельности, пропорциональный вложенным сред-
ствам .U  Здесь обозначены: ,A  ,C  ,E  F  — устойчивые стационарные состоя-
ния (жирные точки );  ,B  D  — неустойчивые стационарные состояния (точки 
с крестом )  
 
решить уравнение (18.1) для каждой группы населения и затем получен-
ные результаты усреднить по группам. Уравнение (18.1) является ланже-
веновским и эквивалентно уравнению Колмогорова–Фоккера–Планка 
(см. [3, 4]). 

Для простоты будем считать, что для людей с постоянными дохода-
ми действуют аддитивные «шумы» 1( ),g t  а для предпринимателей — па-
раметрические «шумы» 2.a  При этом случайные функции ( )t  обладают 
свойствами белого шума или являются дельта-коррелированными: 

( ) ( ) ( ).t t         Здесь ...   — знак усреднения по времени t, а ( )   — 
дельта-функция. 

Итак, рассмотрим более сложный случай присутствия и параметри-
ческих шумов 2( ),t  и аддитивных шумов 1( )t  в уравнении баланса дохо-
дов и расходов для предпринимателей. Из (18.1) и (18.2) следует 

 2 0 1 2 1[1 ( )] ( ) ( ) ( ).dU
A a t U P Q U Q U g t

dt
        (18.3) 
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Уравнению (18.3) можно сопоставить уравнение Колмогорова–Фоккера–
Планка плотности распределения вероятностей ( , )i t U  для доходов i-й 
группы населения (см., например, [3, 4]): 

 2( ) ( ) 1 ( )( ) .
2

i i
i i

U V U U
U G

t U U U U

                   
 (18.4) 

Здесь 

  I II
0

( ) ( ( ) ( ) .
U

V U P U Q U Q U dU       (18.5) 

Величину ( ),V U  как и в статистической физике, называют потенциалом, 
хотя в данном случае никакого отношения к энергии она не имеет. 

2
iG AaU g   — аналог коэффициента диффузии. Информацию о коэф-

фициентах а и g удается получить преимущественно методом экспертных 
оценок. 

Стационарное решение уравнения (18.4) имеет вид 

 ,0 2
2 ( )( ) exp ,i i

V U
U

G
      

 (18.6) 

где ,0i  — нормировочный коэффициент такой, что 

( )i iU dU   

( i  — доля данной группы в обществе). Заметим, что точки B и D на 
рис. 18.2 соответствуют минимумам потенциала  V U  (18.5), а точки ,A  

,C  ,E  F  — максимумам потенциала. Для групп населения, у которых до-
ходы iP  постоянны (например, 1P  и 2 ),P  распределения  i U  имеют уни-
модальные формы (один максимум) и близки к нормальному. Их макси-
мумы соответствуют минимуму потенциала (18.5). 

Для групп предпринимателей функция ( )U  имеет два максимума. 
Первый относится к предпринимателям, которые не смогли получить стар-
товый капитал (их образ жизни соответствует низкооплачиваемым слоям 
населения). Второй максимум — к удачливым бизнесменам (их образ жиз-
ни такой же, как и у высокооплачиваемых слоев населения). 

Из рисунка видно, что может возникнуть третья группа активного 
населения, где накопления превышают величину 3.U  В рамках модели 
в этой группе вообще не существует стационарного состояния, поскольку 
доходы всегда превышают расходы, учитываемые функцией потребле-
ния 11( ).Q U  Эту группу можно условно назвать «убегающий хвост» по 
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аналогии с похожим явлением в физике. Реально доходы и накопления 
этой группы либо ограничиваются государством, либо переводятся в дру-
гие страны (с чем и связан отток капитала), либо переводятся в другие 
формы накоплений (драгоценности, предметы роскоши и т. п.). С учетом 
этих факторов распределение в области «хвоста» можно рассматривать как 
стационарное. Однако выражением (18.16) оно уже не описывается. В эко-
номике с этим явлением столкнулись уже сравнительно давно. Известный 
экономист Парето на основании эмпирических данных предложил в облас-
ти хвоста пользоваться распределением 

( ) ,i U
U

   

где 1 2.    Распределения типа Парето имеют место не только в эконо-
мике, но и в биологии и физике в неравновесных процессах. 
 
§ 3. Примеры реконструкции ЭСО в СССР и России 
(по данным 1980–2000 гг.) 
 

В Советском Союзе до распада и реформ частное предприниматель-
ство было формально запрещено. Во время перестройки часть запретов 
была снята, но на ЭСО это не успело серьезно повлиять. Реально группа 
низкооплачиваемых, но активных людей существовала. В нее входили ра-

ботники торговли и снабжения, а так-
же «владельцы» теневых предпри-
ятий. Дело в том, что торговля и снаб-
жение требуют наличия нерегламен-
тированного резерва средств. Такие 
запасы были запрещены законом. Тем 
не менее страна жила, и, следователь-
но, резервы порядка 30–40 тыс. руб. 
у торговых работников были. Торгов-
ля во всех странах сопряжена с рис-
ком. В Советском Союзе риск имел 
криминальный характер. Поэтому до-
ля людей, занятых торговлей, была 
меньше, чем в развитых странах и чем 
в России в настоящее время. 

В условиях плановой экономики цены р были относительно стабиль-
ны, поэтому покупательная способность /r U p  была пропорциональна 
накоплениям. Поскольку ЭСО в Советском Союзе формировалась много 
лет, мы приняли ее стационарной. Структура приведена на рис. 18.3 (см. 

Рис. 18.3. Экономическая структура 
общества в Советском Союзе до ре-
форм 1987 г. 
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также главу 3). Видно, что она бимодальна и горбы раздвинуты достаточно 
сильно. Ниже мы покажем, что бимодальность ЭСО имеет очень важное 
значение в переходных процессах. Главную роль в бимодальной ЭСО иг-
рали два параметра: зарплата (для большинства людей она была ниже 1,0 )Q  
и порог приобретения товаров II-й категории minr  (он был достаточно вы-
соким). Группы, входящие в первый и второй горб, отличались по соци-
альному составу и функциям: в группу «богатых» преимущественно вхо-
дили работники торговли, науки, культуры, а также офицеры. Средний 
класс практически отсутствовал. До реформ «убегающий хвост» тоже от-
сутствовал. 

Для сравнения на рис. 18.4 приведена ЭСО в развитых странах, рас-
считанная по той же методике. Она унимодальна, иными словами, основ-
ная часть общества (независимо от характера доходов) входит в так назы-
ваемый средний слой. Этот результат связан с тем, что зарплата в развитых 
странах выше, чем 1,0 ,Q  пороговое значение minr  ниже, чем в Советском 
Союзе. ЭСО в Японии (см. рис. 18.4) получена на основе анализа банков-
ских вкладов. ЭСО в России в 1993 и 1995 гг. (рис. 18.5) рассчитаны по 
модели. По оси абсцисс отложены накопления в условных единицах, за 
единицу принята стоимость продовольственной корзины. В этих единицах 
накопления U фактически совпадают с покупательной способностью r. 
 

 
Рис. 18.4. Экономическая структура общества в развитых странах, реконструи-
рованная с помощью модели (сплошная кривая). Распределение по ликвидным 
накоплениям в Японии по данным статистики (штриховая линия) 
 

Поляризация общества увеличилась, и, кроме того, начиная с 1992–
1993 гг. в ЭСО появился «убегающий хвост». Согласно нашим оценкам, 
в «хвост» входит очень небольшая группа людей, которой принадлежит 
более половины всех ликвидных средств страны. Наиболее богатую часть 
этих людей сейчас называют олигархами. Были оценены доходы этой 
группы и сделан вывод: основная часть доходов утекает за рубеж. 
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Рис. 18.5. Экономическая структура общества в России в 1993 и 1995 гг. 

 
В современной России 1 300U   тыс. долл., 2 max 300U U   млн долл. 

В области 2U U  распределение теряет смысл, поскольку за этим преде-
лом остается небольшое число людей (порядка 100 семей), накопления ко-
торых порядка миллиарда долларов. 

Заметим, что двугорбое распределение можно получить из других 
предпосылок, рассматривая накопления разных групп населения в рублях 
и в валюте (см. главу 3). Интересно проследить связь между двумя этими 
подходами и соответствующими моделями. 

Как используются полученные экспериментально и на моделях рас-
пределения по накоплениям или доходам? В социологии они, наряду с кри-
вой Лоренца и коэффициентом Джини, нужны для оценки «неравенства» 
в обществе и всех проблем, вытекающих отсюда. 

В экономике такие данные важны для проведения правильной поли-
тики налогообложения юридических и физических лиц. Цель налоговой 
системы — обеспечить максимальные поступления в бюджет при допол-
нительном условии: сохранении высокой рентабельности производства, 
платежеспособного спроса, уровня жизни людей и социальной стабильно-
сти. Налогообложению подлежат юридические лица (организации, занятые 
в производстве, торговле и других видах деятельности) и физические лица. 

Налогообложение юридических лиц непосредственно влияет на рен-
табельность производства, но от ЭСО зависит лишь косвенно. Налогооб-
ложение физических лиц (налог на личное имущество, подоходный налог 
и т. п.) прямо зависит от экономической структуры общества. Смысл зави-
симости прост: налог нужно взимать с людей, у которых есть деньги, 
и нельзя взимать с тех, у кого их нет. Во всех странах (за исключением со-
временной России) налогообложение прогрессивно. Это значит, что доля 
доходов (у), изымаемая в форме подоходного налога, увеличивается с их 
ростом. То же относится и к налогам на имущество и капитал. Оптималь-
ное (в упомянутом выше смысле) налогообложение зависит от распределе-
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ний ( ),y  ( ).U  Это значит, что обложение должно быть более прогрес-
сивным при высокой поляризации общества. Ясно, что налоговая система 
должна отслеживать изменения функций распределения ( ),y  ( ),U  т. е. 
изменяться вместе с ними. 

Обычно в спокойные периоды развития эти распределения изменя-
ются медленно и налоговая система практически стабильна. Это важно, 
поскольку стабильность налоговой системы позволяет людям планировать 
свое экономическое поведение на достаточно длительный срок. Однако 
в кризисные периоды ситуация меняется быстро, и налоговая система 
должна реагировать на эти изменения. Особенно важно вовремя отследить 
ситуацию в правой части распределения, т. е. в области «хвоста». 

Возникает вопрос: какая система налогообложения разумна в совре-
менной России? В первую очередь речь идет о подоходном налоге с физи-
ческих лиц. Предельный вариант — конфискация сверхбольших накопле-
ний — возможен и разумен, но может вызвать социальную напряженность. 
Вариант, в котором высшая ставка обложения порядка 80 %, уже был оп-
робован в США во время выхода из Великой депрессии и там не привел 
к дестабилизации. По нашим оценкам, в этом случае обложение «хвоста» 
могло бы дать в бюджет России в 2001 г. дополнительно порядка 
7–10 млрд долл. Эта величина составляет лишь часть оттока капитала 
и, следовательно, не должна вызвать ни социального напряжения, ни отри-
цательных последствий для экономики. Однако для России весьма важна 
проблема: а сможет ли чиновничество правильно распорядиться конфиска-
том? Как на него среагируют потенциальные инвесторы и т. д. Далее в по-
строении модели макроэкономики России мы увидим, как входят в урав-
нения налоги для разных групп населения. 

Экономическая структура общества, которая представлена кривыми 
распределения доходов или накоплений, чрезвычайно важна для понима-
ния процесса образования цен как на товары первой необходимости, так 
и на «элитные» товары. В ряде исследований показано, что свободный ры-
нок при бимодальном распределении населения по доходам приводит 
к росту цен на дешевые товары и возникает ценовая инфляция. В связи 
с этим законен вопрос: если зарплата повышается, например, у бюджетни-
ков, как это сказывается на покупательной способности представителей 
других слоев общества? Как вообще государство может и должно влиять 
на ценообразование? 

Все эти проблемы могут проигрываться на математических моделях. 
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Глава 19 
Базовая модель рыночной экономики в закрытом обществе 

 
§ 1. Формулировка базовой модели 
 

В данном случае цель модели — выяснить, в каких состояниях мо-
жет функционировать самодостаточная страна в условиях рыночной эко-
номики и в отсутствие влияния других стран, сколько таких состояний 
и каковы переходы между ними. Слово «самодостаточная» означает, что 
страна располагает достаточными ресурсами и не нуждается в импорте 
и экспорте. Это, конечно, упрощенная, эвристическая модель. 

Базовая модель претендует на описание критических (кризисных) 
явлений, таких как исчезновение одного из стационарных состояний и пе-
реход в другие. Последнее может происходить, в частности, в результате 
изменения параметров. Процессы, обусловленные медленными измене-
ниями параметров (за счет технических инноваций), рассматриваемая ба-
зовая модель не описывает. Этот вопрос остается прерогативой эволюци-
онной экономики. Такая постановка задачи в физике аналогична исследо-
ванию фазовых состояний и фазовых переходов в изолированной системе. 

Слова «рыночная экономика» означают следующее. Во-первых, цена 
продукта определяется балансом спроса и предложения. Во-вторых, сред-
ства производства находятся в частных руках «владельцев». Эта группа 
людей получает доходы от продажи произведенной продукции. Их расхо-
ды включают траты на личные нужды и производственные издержки. Дру-
гая группа людей — «трудящиеся» — получает доходы в виде зарплаты 
и тратит их на личные нужды. Роль «владельцев» и «трудящихся» в обще-
стве различна: первые активны, т. е. они могут подбирать некоторые пара-
метры для максимизации либо прибыли, либо своих накоплений; вторые 
пассивны, т. е. на параметры не влияют. Траты на личные нужды опреде-
ляются функцией спроса, издержки владельцев — производственной 
функцией, накопления как «владельцев», так и «трудящихся» — балансом 
доходов и расходов. 

В-третьих, государство не участвует непосредственно в управлении 
экономическими процессами. Будем строить модель в так называемом од-
нопродуктовом приближении, которое часто используется в теоретической 
экономике. Оно означает, что сырье, а также продукты всех категорий 
и услуги (транспорт, связь и т. д.) объединяются в один агрегированный 
продукт. Спрос на этот единый продукт определяется суммарной функци-
ей спроса ( ).Q r  Производственные издержки в такой модели сводятся 
к выплате зарплаты. 
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Будем считать, что количество денег в обществе фиксировано и рав-
но М. Это значит, что имеет место закон сохранения суммы накоплений 
«владельцев» ,mU  «трудящихся» :nU  

 ,n mnU mU M     ,n m N   (19.1) 

где N — число экономически активных людей, n — число «трудящихся», 
m — число «владельцев». 

Параметр М обладает следующими свойствами. При медленном 
(адиабатическом) изменении М таком, что цена р и накопления успевают 
отследить эти изменения, состояние общества не меняется. Такое измене-
ние фактически равносильно деноминации. Быстрое изменение М может 
существенно повлиять на состояние общества, особенно если эмитирован-
ные средства адресуются определенной группе (адресная эмиссия). 

С учетом этих замечаний базовую модель можно представить 
в форме 
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Здесь   — коэффициент, отражающий скорость установления рыночной 
цены. 1( / )mP U p  — зарплата в натуральных единицах, которую выплачи-
вают «трудящимся» «владельцы». При сдельной оплате труда зарплата 
пропорциональна количеству произведенного продукта: 

   1 1 .mnP hmF g r   (19.3) 

Коэффициент h меньше единицы, и величина (1 )h  представляет собой 
добавочный продукт, g — доля накоплений владельцев, которую они тра-
тят на личные нужды, F — производственная функция, зависящая от обо-
ротных средств согласно выражению 
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где maxF  — максимальное количество продукта, производимого одним ра-
ботающим, V — оборотные средства и /V n  — оборотные средства в рас-
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чете на одного работающего, а / .r V p  В данном случае оборотные сред-
ства 
 ( ) / ( ) .m mr l g U p l g r     (19.5) 

Переменная nU  не является независимой и согласно (19.1) равна 

( ) / .n mU M mU n   

Введем безразмерные переменные 
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где /U M N  — средние накопления, 0 0/ ,p U r  0r  — параметр функции 
спроса ( )Q r  (см. главу 16). Далее примем 0 1,r   т. е. будем измерять поку-
пательную способность в единицах, обеспечивающих прожиточный мини-
мум. 

Для качественных исследований модели (19.2) удобно перейти к пе-
ременным 

1, ( ) .mx U y p     
Здесь y обратно пропорционален цене производимого продукта. Тогда 
в новых переменных (1 ) /nU m x n     (далее штрихи опустим) 
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 (19.6) 

 
§ 2. Фазовый портрет модели 
 

Фазовый портрет системы (19.6) представлен на рис. 19.1. Сплошные 
жирные линии — главные изоклины, где / 0dx dt   и / 0.dy dt   Изломы на 
них соответствуют значениям, при которых производственная функция 
максимальна. Видно, что при использованных параметрах ( 0,3,m   0,7,n   

0,1,h   5,   0 8)F   имеется несколько устойчивых стационарных состоя-
ний. Первое расположено при значениях 1,x x  1,y y  лежащих выше то-
чек излома. В этом состоянии производственные мощности загружены 
полностью, и его можно назвать высокопродуктивным (ВП). 
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Рис. 19.1. Фазовый портрет базовой модели (19.6): жирные линии — главные 
изоклины, тонкие линии — траектории, штрихпунктирная линия — сепаратриса, 
штриховые линии — траектории смещения изображающей точки при эмиссии, 
адресованной «владельцам» (а) и «трудящимся» (b) 
 

Стационарное состояние при 2,x x  2y y  неустойчиво, и через него 
проходит сепаратриса (штрихпунктирная линия). Состояние 3,x x  3y y  
устойчиво. Оно расположено ниже точки излома, и, следовательно, произ-
водственная функция в нем не максимальна. Его можно назвать низкопро-
дуктивным (НП). В этом состоянии производственные мощности не за-
гружены, оборотные средства «владельцев» ниже, чем в ВП-состоянии, 
и цены продукта ( 1 / )p y  выше. Таким образом, уровень как производст-
ва, так и потребления всех слоев общества в НП-состоянии ниже, чем 
в ВП. 

При низких значениях х и у имеется еще два состояния (на фазовом 
портрете они сливаются): неустойчивое при IV ,x x  IVy y  и устойчивое 
при V 0,x x   V 0.y y   Последнее соответствует натуральному хозяйст-
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ву, при котором товарное производство отсутствует. Модель не претендует 
на детальное описание натурального хозяйства, однако описать возмож-
ный переход в него она может. 

Тонкими сплошными линиями на рис. 19.1 представлены траектории 
движения изображающей точки системы (19.6) на плоскости ,x  y  при раз-
ных начальных состояниях. Видно, что динамика достижения того или 
иного стационарного состояния не всегда монотонна. Так, при движении 
точки из начального состояния (1) (1)( , ),x y  где имеется избыток оборотных 
средств, величина у сперва (на участке до (2) (2)( , )x y ) возрастает (це-
на 1 /p y  падает), но затем (на участке от (2) (2)( , )x y  до точки I) цена сно-
ва увеличивается. Смысл этого эффекта прост: сначала оборотные средства 
вкладываются в производство, образуется избыток продукта, и его цена 
падает. Затем, по достижении баланса спроса и предложения (т. е. на изо-
клине / 0),dy dt   первый по инерции растет, а второе падает. Цена снова 
возрастает, вплоть до достижения равновесия в точке I. 

Подчеркнем, что главные изоклины и точки их пересечения не зави-
сят от параметра .  Наклоны траекторий (в том числе и сепартрисы) зави-
сят от параметра   существенно. При увеличении   траектории распола-
гаются более круто, при уменьшении — более полого. Вместе с тем знак 
угла наклона траектории от   не зависит. Параметр   определяет скорость 
установления равновесных цен. Он зависит от скорости сбора и обработки 
информации об объемах спроса, предложения, о распределении средств 
в обществе и т. п. В данном случае (на рис. 19.1) принято 1.   Это значит, 
что скорость установления цен — того же порядка, что и скорость уста-
новления баланса доходов и расходов. В действительности характерные 
параметры этих процессов могут отличаться в несколько раз. На рис. 19.1 
жирным пунктиром проведены две линии — (а) и (b). Они важны для 
оценки эффекта адресной эмиссии, что мы обсудим позже. 
 
§ 3. Параметрический анализ модели 
 

Рассмотрим более подробно, как находятся особые точки модели, 
определяется их устойчивость и как, меняя параметры, можно переходить 
из одного состояния системы в другое. Полагая в (19.6) 

0,dx dy

dt dt
   

получим 

 ( ) (1 ) [(1 ) ] ( ).m m mQ gr h F g r R r     (19.7) 
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В (19.7) входит только одна комбинация переменных x и y, а имен-
но .mr xy  Левая часть представляет собой расходы «владельцев» на лич-
ные нужды, а правая часть ( )mR r  — доходы владельцев (или прибыль). Та-
ким образом, уравнение (19.7) представляет собой баланс «желаемого» 
и «возможного». Учитывая свойства производственной функции, уравне-
ние (19.7) можно записать в виде 

 

max

max
max max

, если ,
1

( )
(1 ) , если ,

1

m m

m

m

F
gr r

g
Q gr

F
h F R r

g

   
   
 

 (19.8) 

где параметр (1 )(1 ) / .h g g     
Графическое решение уравнения (19.7) представлено на рис. 19.2. По 

оси абсцисс отложена величина ,mgr xy  а по оси ординат отложены 
функции спроса и дохода. Параметр μ представляет собой тангенс угла на-
клона линейного участка функции дохода. 
 

 
Рис. 19.2. Балансовая диаграмма 

 
Из рис. 19.2 видно, что при определенных соотношениях параметров 

возможно существование пяти особых точек системы. При этом три из них 
могут быть устойчивыми: 1 — ВП — состояние высокой производитель-
ности, 3 — НП — состояние низкой производительности, 5 — «натураль-
ное хозяйство». Состояния 2 и 4 неустойчивы. (Подробное описание воз-
можных состояний смотри в [1].) Заметим, что параметры функции спроса 
здесь были фиксированы, и, вообще говоря, возможны и другие виды ба-
лансовой диаграммы. 
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Обсудим варианты переходных процессов — «силового» и «пара-
метрического». Силовое переключение возможно, если динамическая пе-
ременная изменяется «извне» либо за счет появления дополнительных на-
коплений владельцев x, либо за счет изменения цен 1 / .p y  На фазовой 
плоскости (рис. 19.1) это означает, что движение изображающей точки на-
чинается из некоторого начального положения, задаваемого «извне». 

Обсудим возможный переход из НП-состояния в ВП-состояние в ре-
зультате, например, адресной эмиссии денег. В случае безадресной эмис-
сии денег увеличивается параметр M и пропорционально меняются накоп-
ления и цены. Однако безразмерные переменные и структура фазового 
портрета при этом не меняются. Если средства адресуются «владельцам», 
то изображающая точка по x смещается вправо вдоль линии (а), представ-
ленной жирной штриховой линией на рис. 19.1. При достаточно большом 
смещении, таком, что точка переходит через сепаратрису (через критиче-
скую точку ),crx  система сама устремляется к ВП-состоянию. В экономике 
это явление производит впечатление «экономического» чуда. Если адрес-
ная эмиссия недостаточна, то после некоторого оживления система снова 
возвращается в НП-состояние. (Адресная эмиссия в пользу «трудящихся» 
и изъятие у владельцев оборотных средств обсуждаются в [1].) 

Параметрическое переключение происходит при изменении управ-
ляющих параметров μ и max.F  Изображающая точка ( , )x y  при этом остает-
ся на месте, но попадает в область притяжения другого устойчивого со-
стояния. Что означает на практике изменение параметров — обсуждается 
в [1, 2]. Отметим, что это означает возможное изменение зарплаты, вложе-
ние средств в новые технологии и т. п. То есть за параметрическое пере-
ключение тоже надо «платить». 

В заключение скажем, что с изменением устойчивых состояний в за-
крытом обществе изменяется и его ЭСО. 
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Глава 20 
Динамическая модель макроэкономики современной России 

 
§ 1. Цели моделирования и построение динамической модели 
макроэкономики современной России [1, 2, 3, 6, 7] 
 

Эта модель еще не является детальной (имитационной), но уже мо-
жет отвечать на наиболее актуальные вопросы макроэкономики. 

1. Какие стационарные состояния возможны в современной России? 
2. В каком из них находится российская экономика в настоящее время? 
3. В каком состоянии находилась экономика России до реформ и каков 

был процесс перехода? 
4. Каковы возможные варианты дальнейшей эволюции экономики Рос-

сии? 
5. Каковы могут быть последствия того или иного решения на государ-

ственном уровне? 
Рассматриваемое общество включает N человек и разбито на восемь 

групп (кластеров): 
– неработающие пенсионеры (их количество 0 ),n N  
– работники реального сектора 1( ),n N  
– работники бюджетных предприятий 2( ),n N  
– пенсионеры, работающие в бюджетных организациях 3( ),n N  
– пенсионеры, работающие на частных предприятиях 4( ),n N  
– работники сырьевой сферы 5( ),n N  
– собственники частных предприятий («владельцы») ( ),mn N  
– элита — владельцы и лица, доход которых зависит от финансовых 

операций и реализации сырья, крупные чиновники и руководящие 
работники (lN). 
Величины in  ( 0,1, ,5),i    m  и l  представляют собой относитель-

ные численности групп. Их сумма равна 1. 
Члены каждой группы имеют денежные накопления iU  

( 0 5, , ),i m l   которые являются динамическими переменными модели 
и определяются балансом доходов и расходов. Денежным накоплениям со-
ответствуют их покупательные способности: 

.i
i

U
r

p
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Принято, что доходы внутри группы одинаковы, а доходы разных 
групп могут различаться. Доходы пенсионеров, бюджетников и работни-
ков сырьевых предприятий фиксированы и равны 1,P  2P  И 5P  соответствен-
но. Работающие пенсионеры получают зарплату и пенсию. Доходы работ-
ников частных предприятий не сырьевой сферы зависят от объема выпус-
каемой продукции, а доходы собственников определяются прибылью от 
продажи произведенного продукта. 

Величины iP  ( 1,2,5)i   представляют собой начисленные зарплаты. 
Доход работников равен iP  за вычетом подоходного налога, равного 0 .ik P  
Пенсии 0P  налогом не облагаются. «Владельцы» часть своих средств 
( 1)g   тратят на личные нужды ( ),mgr  а объем потребления собственни-
ков описывается функцией спроса  .mQ gr  Другую часть  1 mg r  «вла-
дельцы» используют в качестве оборотных средств. Из них затраты на зар-
плату равны  1 11 ,P  где 1  — налог на фонд зарплаты. Заработная плата 
работников частных предприятий пропорциональна объему произведенно-
го продукта (h — коэффициент пропорциональности). При этом 
       1 4 1 1 .n n P r hF g r    (20.1) 

Помимо затрат на зарплату, владельцы несут производственные расходы 
(на сырье, энергию, транспорт) и платят налоги. В модели они объединены 
в единую группу затрат, пропорциональных объему произведенной про-
дукции, и равны 

    2 1 .F g r    

Здесь коэффициент   отражает производственные затраты, а 2  — уро-
вень налогообложения, пропорционального объему выпущенной продук-
ции. Полная величина затрат владельцев в единицу времени будет 

    1 21 1 ,mh F g r         

а рентабельность вложений — 

   1
1 21 .h   


       (20.2) 

Доходы «владельцев» равны выручке от реализации произведенной про-
дукции за вычетом производственных издержек. Динамика оборотных 
средств определяется балансом доходов и расходов «владельцев», а дина-
мика цен — балансом спроса и предложения. Количество денег М посто-
янно: 

 
5

0
const.i i m l

i

N nU mU lU M


 
     

  (20.3) 
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В результате только семь из восьми динамических переменных iU  незави-
симы. Еще одной динамической переменной является цена произведенного 
продукта р, динамика которой определяется балансом спроса и предложе-
ния товара на рынке. 

Модель представляет собой систему из восьми простых дифферен-
циальных уравнений, которые описывают как возможные стационарные 
состояния экономики общества, так и переходы между ними: 
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  (20.4) 
Параметр   в последнем уравнении (20.4) системы определяет относи-
тельную скорость установления цены, параметр bQ  — госзаказ на рассмат-
риваемый продукт, 0  — коэффициент, учитывающий подоходный налог 
на зарплату. Средние доходы элиты получаются из уравнения (20.3) путем 
вычитания из M  доходов всех остальных групп. 

Фазовое пространство модели содержит восемь измерений, и поэто-
му представить ее портрет наглядно невозможно. Однако уравнение ба-
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ланса доходов ( )mR gr  и расходов ( )mQ gr  «владельцев» имеет ту же форму, 
что и раньше: 

   1 2

( ) ( ),
1 1 (1 ) .

m mR gr Q gr

g
h

g
   






    

 (20.5) 

Коэффициент ,  как и на балансовой диаграмме (рис. 18.2), является 
управляющим параметром. Эта модель еще не является детальной (имита-
ционной), но уже может отвечать на наиболее актуальные вопросы макро-
экономики. 
 
§ 2. Выбор параметров модели (см. [2]) 
 

Параметры, характеризующие относительный состав населения, бы-
ли определены на конец 90-х годов (см. [1–3]) и были приняты следующи-
ми: 

0 1 2 3

4 5

0,13, 0,25, 0,18, 0,08,
0,15, 0,05, 0,15, 0,01.

n n n n

n n m l

   
   

 

При этом торговцы были включены в число владельцев m. 
Элита, вообще говоря, неоднородна по накоплениям, которые рас-

пределены по закону Парето (1.1) с показателем 2.   
1. Модель (19.4) написана для агрегированного продукта (см. «Допол-

нение редактора»), и параметры функции потребления выбирались 
соответствующим образом и равнялись 

01 1,Q     01 1,r     02 5,Q     02 3,r     2min 5,r     0,12.   

2. Параметры, характеризующие производственную сферу, выбирались 
на основании экспертных оценок и равны 

0,3,     max 32.F   

3. Налоговые отчисления были взяты из официальных источников и из 
экспертных оценок (см. [2]). 

4. Зарплаты и пенсии были приняты таковыми: 

0 0,25,P     2 0,8,P     5 1,5.P   

Зарплата в реальном секторе является динамической переменной. 
Зависит от произведенного продукта. Величина 0,18h   (см. (20.1)). 
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§ 3. Некоторые результаты моделирования 
 

Модель позволяет ответить на вопрос: в каком состоянии находится 
современная Россия и как она туда попала? На основании данных Госком-
стата оценены параметры, входящие в модель, и сделан вывод: Россия сей-
час находится в НП-состоянии. Переход из него в ВП-состояние требует 
преодоления барьера [1, 2]. 

До начала реформ уровень обрабатывающей промышленности в Рос-
сии был примерно в 3 раза выше, чем в настоящее время. В рамках модели 
это значит, что страна находилась в ВП-состоянии. (Оценки сделаны при-
менительно к середине 90-х годов.) Продукция обрабатывающей промыш-
ленности почти мгновенно (в течение месяца) сократились в 3,5 раза. Это 
равносильно силовому переключению, обратному адресной эмиссии. В ре-
зультате такого сдвига система попала в область притяжения НП. 
 

 
Рис. 20.1. Динамика падения объема производства в обрабатывающей промыш-
ленности: сплошная линия — расчеты по модели, • — уровень ВВП в долях от 
уровня 1992 г., + — уровень машиностроения, о — обрабатывающая промыш-
ленность (по данным Госкомстата) 
 

Балансовая диаграмма позволяет получить ответ на вопрос о том, 
можно ли перейти из НП-состояния в ВП за счет сокращения налогов 2  —
снижения транспортных тарифов и цен на сырье λ. Эти меры в совокупно-
сти ведут к увеличению параметра   и в результате к параметрическому 
переключению. Напомним, что для перехода на траекторию развития не-
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обходимо преодолеть водораздел (т. е. сепаратрису). Это значит, что толь-
ко достаточно большое увеличение параметра μ может вывести страну из 
стагнации экономики. 

Ниже на рис. 20.3 представлены результаты моделирования развития 
обрабатывающей промышленности при адресной эмиссии средств в коли-
честве, обеспечивающем переход через сепаратрису. По оси абсцисс — 
время в годах с момента эмиссии. Видно, что переход при этом совершает-
ся гораздо быстрее, чем в предыдущем случае, т. е. за годы. Некоторое 
увеличение цен (т. е. инфляция) при этом неизбежно, но затем оно компен-
сируется ростом предложения в результате роста производства. Эффект 
адресной эмиссии также носит пороговый характер, поскольку и в этом 
случае необходимо преодолеть водораздел. При недостаточной эмиссии 
изображающая точка не доходит до сепаратрисы, и страна после некоторо-
го оживления экономики снова возвращается в НП-состояние. Увеличение 
цен при этом остается и не компенсируется ростом производства. 

Такое поведение системы в НП-состоянии показывает условность 
противопоставления кейнсианской и монетаристской концепций. При дос-
таточном объеме и адресной эмиссии модель ведет себя в соответствии 
с кейнсианской концепцией, а при недостаточном — в соответствии с мо-
нетаристской. 

За последние годы модель макроэкономики России была усовершен-
ствована (см. [6, 7]). 
 

 
Рис. 20.2. Модель развития обрабатывающей промышленности в результате 
снижения издержек производства на сырье и транспорт (параметр λ) и налогов 
(параметр κ). Кривая 1 — динамика развития в случае снижения 2   в 1,5 раза 
(что соответствует бифуркации), кривые 2 и 3 — в случае снижения издержек 
в 1,75 и в 2,3 раза 
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ВП-состояние

 
Рис. 20.3. По оси абсцисс отложены годы от начала реформ 

 
Так, система уравнений (20.4) была расширена за счет более подроб-

ной градации, представленной в таблице 20.1. 
 

Таблица 20.1 

№ п/п Группа Численность ni, млн 
1 Пенсионеры 31 
2 Работники промышленности 24 
3 Бюджетники 23 
4 Работники сферы услуг 12 
5 Работники сырьевой промышленности 3 
6 Владельцы 5 
7 Элита 0,3 

 
С помощью теоремы Тихонова уравнение для изменения цены уда-

лось заменить алгебраическим, что упростило дальнейший анализ. 
Результаты решения системы по данным на 2007 г. сведены в табли-

цу 20.2. 
Здесь р = 12 000 — цена условной единицы (штуки) товара. 
Эти данные сравнивались с данными расчетов за 2003 г. 
По официальным данным, в 2003–2007 гг. прирост ВВП в России со-

ставлял примерно 6 % в год. Детальный анализ модели показал, что этот 
рост в основном связан со сферой услуг и с производством элитных това-
ров (дорогого жилья в крупных городах и их окрестностях). Реальный сек-
тор (машиностроение, производство сельскохозяйственной продукции) рос 
существенно меньше, и рентабельность его падала. 
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Таблица 20.2. Результаты решения системы уравнений для состояния низкой 
производительности 

№ Группа 

Чис-
лен., 
млн 
чел. 

Доходы в месяц Накопления 
Индиви-
дуаль-
ные, 
103 

руб./мес. 

Группы,
109 

руб./мес.

Индиви-
дуальные 
шт./мес. 

Группы,
106 

шт./мес.

Индиви-
дуаль-
ные, 

103 руб. 

Груп-
пы, 
109 
руб. 

Инди-
ви-

дуаль-
ные, 
шт. 

Груп-
пы, 
106 
шт. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 Пенсионе-

ры 
31 2,5 77,5 0,2 6,2 4,06 124 0,338 10.4 

2 Работники 
промыш-
ленности 

24 10 240 0,8 19,2 36,1 864 3,01 72 

3 Бюджет-
ники 

23 12 276 1,0 23 37,2 655 3,1 71.3 

4 Работники 
сферы ус-
луг 

12 10 120 0,8 8,6 36,1 432 3,01 36 

5 Работники 
сырьевой 
сферы 

3 20 60 1,7 5,1 41,4 124 3,45 10.35

6 Владельцы 5 21,6 65 1,8 9 840 
gr = 42 

4200 70 
gr = 3,5 

350 

 
В целом разброс параметров, наличие банкротов и «газелей» свиде-

тельствуют о том, что наша экономика работала очень нестабильно. Здесь 
уместна другая аналогия (предложенная А. Ю. Юдановым): наша эконо-
мика — кипящий котел, в котором одни части бурлящей жидкости подни-
маются, а другие падают. 

Отметим, что подобная ситуация имеет место не только в России, но 
и в мире в целом: мировую экономику тоже лихорадит. 

На основании изложенного был сделан вывод: упомянутые тенден-
ции ведут к кризису реального сектора экономики или значительной его 
части. Сказать определенно, когда именно он начнется, было трудно из-за 
хаотичности поведения экономики и непредсказуемости поведения прави-
тельства. Обсуждался период 2008–2010 гг. Как сейчас известно, кризис 
начался в августе 2008 г. 

В работах [1, 2] приведены различные интересные примеры развития 
экономики при разных способах ее регулирования государством. 

В заключение авторы приходят к следующим выводам. 
Предлагаемая базовая модель экономики России предназначена для 

оценки и прогноза реакции экономической системы на изменяющиеся 
внешние условия и для анализа последствий различных мер государствен-
ного регулирования. Модель позволяет описать динамику системы при от-
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сутствии экономического равновесия, что является необходимым условием 
моделирования в условиях кризиса. 

Модель может быть использована как инструмент макроэкономиче-
ского анализа и поддержки принятия решений. 

Модель проста, прозрачна, ее результаты легко интерпретируются 
как в экономических понятиях, так и в физических (фазовый переход, гис-
терезис и т. п.). Может возникнуть впечатление, что приведенные выше 
результаты расчетов можно получить и без модели, просто «крепко поду-
мав». Это почти правильно. Качественные результаты действительно часто 
можно получить «крепко подумав». Однако при принятии решений требу-
ются количественные оценки необходимых средств и ожидаемых послед-
ствий. Они могут быть получены только в результате расчётов. Если же 
система находится вблизи точки бифуркации, то прогнозы на основе ин-
туиции очень часто обманывают, что подтверждается неожиданностью на-
ступления почти всех кризисов. 

Современная ситуация не проста. Чтобы разобраться в ней, надо 
«очень крепко подумать». Математическая модель дисциплинирует мысли 
и помогает думать. Иными словами, модель выступает здесь как средство 
мышления (как, впрочем, и в других науках). 

Уместно сделать несколько замечаний. 
1. В данной работе приведены лишь некоторые результаты (в основ-

ном объем производства и цена). В действительности каждый расчет дает 
одновременно богатую информацию о доходах, накоплениях, распределе-
ниях доходов и накоплений и т. д. Мы не приводили эту информацию 
вследствие ее большого объема. 

2. Модель может быть расширена за счет включения других групп 
населения. Частично это уже сделано (для решения отдельных вопросов 
в модель была включена группа работников оборонно-промышленного 
комплекса (ОПК). При необходимости можно включить и другие. Важно, 
что при этом в модели сохраняются основные бифуркационные свойства. 

3. В модели не обсуждается финансовая сфера российской экономи-
ки. Точнее, обсуждается лишь та её часть, которая пересекается с реаль-
ным сектором. Есть, однако, другая часть, которая не пересекается с ре-
альным сектором, но играет в экономике важную роль. Она является 
предметом специальных исследований, но в предлагаемой модели не рас-
сматривается. 

4. Из приведенных примеров следует, что более эффективны не до-
тационные меры, например субсидии или кредитование реального сектора 
(с точки зрения модели — скачкообразное изменение значения перемен-
ных), а меры, увеличивающие рентабельность (фиксация цен продукции 
СТЕМ, снижение налогов и т. п. — параметрическое воздействие). Кроме 
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того, наиболее эффективны не отдельные меры, а комплекс мер, согласо-
ванных друг с другом во времени. Подобный комплекс может быть иссле-
дован в рамках модели, но для этого нужно четко поставить вопрос и пере-
числить доступные меры. Эта задача уже выходит за рамки модели. 

5. Из модели следует, что для выхода из кризиса необходимы меры, 
каждая из которых требует крупных государственных (бюджетных) затрат 
(порядка 1–2 триллиона руб.). В модели не обсуждается вопрос о том, от-
куда их взять. Тому есть причины. Разумеется, во время кризиса бюджет 
будет дефицитным. Восполняться он может только за счет эмиссии рубле-
вых средств. Эмиссия порядка двух-трех триллионов вполне реальна 
(в докризисные времена она была больше). Важно потратить их с пользой 
для экономики — в решении этого вопроса модель может быть полезной. 

В целом преодолеть кризис можно, и даже сравнительно быстро. 
Однако для этого необходима смена не только финансово-экономической 
стратегии, но и самой концепции развития России. 

До сих пор главенствовала следующая концепция: Россия должна 
войти в мировую экономику как развитая и конкурентоспособная страна. 
Сейчас уже ясно, что эта концепция нереалистична. 

Другая концепция может быть сформулирована так: Россия должна 
стать экономически суверенной, самодостаточной страной с развитым 
реальным сектором. Это не значит, что внешние связи должны отсутство-
вать. Это значит, что они должны быть подчинены не самим себе, а глав-
ной цели — развитию самодостаточной экономики страны в целом. 
 
§ 4. Модель современной экономики России, построенная 
на принципе межвременного равновесия 
 

Целью настоящего параграфа является информация о макромоделях 
экономики и, в частности, модели современной экономики России, кото-
рые последние годы строятся и исследуются в Вычислительном центре 
РАН большим коллективом авторов во главе с И. Г. Поспеловым. Наибо-
лее полно эти модели представлены в монографии [4]. 

Модели строятся на принципах «рациональных ожиданий» и «меж-
временного конкурентного равновесия». Последний исходит из модели 
равновесия Эрроу–Дебре (см., например, [5]). В этой модели рассматрива-
ется взаимодействие двух групп «агентов»: потребителей-собственников 
и производителей. Потребители-собственники получают доходы от прода-
жи ресурсов (труда и капитала ) производителям, а также дивиденды — 
долю прибыли производителей. Каждый потребитель тратит свой доход на 
покупку потребительских благ, стараясь максимизировать полезность сво-
его потребления. Производители располагают технологиями, позволяю-
щими преобразовывать ресурсы и продукты в другие продукты. Каждый 
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производитель строит производство так, чтобы максимизировать свою 
прибыль, которую он потом без остатка распределяет между потребителя-
ми по праву их собственности. Производители и потребители действуют 
в условиях заданных цен (информационных переменных). Цены устанав-
ливаются из условия сбалансированности совокупного спроса и предложе-
ния по каждому продукту и ресурсу. 

Такая идеальная схема хорошо действует в условиях статического 
равновесия. Если же требуется построить динамическую модель, то необ-
ходимо прогнозировать цену продуктов и ресурсов в будущем, которая 
точно не известна! Если же известны значения информационных перемен-
ных в будущем, то для построения модели можно воспользоваться прин-
ципом повременного равновесия. При этом надо рассматривать один и тот 
же продукт, произведенный или потребленный в разные периоды времени, 
как разные продукты, а хранение продуктов — как производственный про-
цесс, превращающий сегодняшний продукт в завтрашний. Соответствую-
щий баланс для каждого момента времени и дает модель «повременного 
равновесия». Сразу скажем, что такая модель есть попытка поиска опти-
мальной траектории для решений, исходящих из данных начальных усло-
вий и приходящих к заданным информационным переменным в будущем. 
Конечно, такая модель не дает однозначных решений, но вполне может 
послужить для оценок стратегий поведения для получения разных конеч-
ных ожидаемых результатов. Ее можно «проигрывать» также для прошлых 
отрезков времени, что дает возможность «настраивать» ее параметры. 

Заметим, что работа с такой моделью требует развития специальных 
математических приемов для поиска оптимальных траекторий, что и дела-
ется в монографии [4]. Работа с динамическими моделями, представлен-
ными выше в предыдущих параграфах, производится методами решения 
задачи Коши с полным набором начальных условий по всем переменным. 

Теперь кратко характеризуем модель экономики России, построен-
ную согласно описанным принципам. Эта весьма общая модель включает 
в себя описание движений макроэкономических показателей в результате 
деятельности семи «обобщенных» агентов: 

1) инвестора (производителя) J, представляющего совокупность нефи-
нансовых коммерческих организаций; 

2) банка B, представляющего совокупность финансовых коммерческих 
организаций; 

3) населения Н, представляющего физических лиц, выступающих в ка-
честве потребителей и наемных работников; 

4) собственника С, представляющего физических и юридических лиц, 
осуществляющих движение капитала между секторами националь-
ной экономики и за пределы страны; 
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5) государства G, осуществляющего агрегированную деятельность: 
планирование и исполнение бюджета и (неявно) установление раз-
личных параметров экономической политики (ставки налогов, норм 
резервов и т. п.); 

6) центрального банка СВ — эмиттера национальной валюты, держате-
ля валютных резервов и расчетного центра; 

7) внешней торговли F. 
Взаимодействие агентов описывается с помощью 10 блоков: 1) ры-

нок кредитов; 2) рынок депозитов; 3) рынок продуктов; 4) рынок труда; 
5) рынок валюты; 6) кредитование государства; 7) уплата налогов и полу-
чение субсидий; 8) ведение расчетов; 9) управление банковским капита-
лом; 10) управление капиталом производителя. Все эти блоки описывают 
отношения обмена, отношения собственности и отношения власти. 

Общая математическая модель экономики России (ЭКОМОД) вклю-
чает в себя 10 дифференциальных уравнений и 7 алгебраических соотно-
шений. В модель также входят несколько экзогенных переменных. Так, 
например, изменение технического прогресса задается экспоненциальной 
функцией времени, а курс доллара считается постоянным. 
 

Реальный ВВП, млрд руб.
2000 г. в квартал

Реальные инвестиции,
млрд руб. 2000 г. в квартал

Объем ссуд производителям,
млрд руб.

Подоходный налог,
млрд руб. в квартал

Вклады населения,
млрд руб.Золотовалютные резервы,

млрд долл.

 
Рис. 20.4 



Глава 20 336

В качестве примера интересного результата применения МАКРО-
МОД приведем, с разрешения И. Г. Поспелова, ретропрогноз длительно-
стью 16 кварталов за 2000–2005 гг. (рис. 20.4). Черные линии на рисунках 
соответствуют решениям модели, а серые — статистическим данным. 
 
§ 5. Итог. Возможно ли «экономическое чудо»? 
 

В целом «экономическое чудо» за счет адресной эмиссии авто-
ры [1, 2] считают возможным, хотя и не столь быстрым, как в данном мо-
дельном варианте. Одна из основных трудностей в реализации этой воз-
можности — определение «адреса» и доведение до него необходимых 
средств. 

Переход в ВП-состояние возможен и за счет изменения функции 
спроса при неизменных экономических параметрах. При этом главную 
роль играет человеческий фактор. Меры изменения функции спроса имеют 
скорее политический и социальный характер, а не чисто экономический. 
Так, лозунги типа «Стыдно быть бедным» или «Стремись жить как на За-
паде» способствовали увеличению крутизны функции. Напротив, лозунги 
типа «Стыдно быть богатым, когда страна в беде» или «Не пытайся под-
ражать Западу — помоги России встать на ноги», а также «Поддержи оте-
чественного производителя» способствуют сокращению потребления и де-
лают функцию ( )Q r  более пологой. Страна при этом оказывается в облас-
ти притяжения ВП-состояния и переходит на траекторию устойчивого 
развития. 

Безусловно, и базовая модель замкнутой экономики, и более полная 
модель «экономики России» могут служить лишь ориентирами развития 
в желаемом направлении. Однако последняя позволяет строить модель 
бюджета (см. [2]), может быть учтена теневая экономика и другое. 

В уравнении для бюджета, дополняющем систему (20.4), в качестве 
функций, описывающих его пополнение, выступают налоги на прибыли 
и НДС, подоходный налог, акцизы, эмиссия денежных средств. Расходная 
часть бюджета определяется выплатами пенсий, зарплатами бюджетникам, 
расходами на приобретение продукции для госпредприятий (госзаказ), за-
купкой сырья и энергии для бюджетных организаций. Кроме того, в рас-
ходную часть входят выплаты на покрытие государственного долга, могут 
быть также учтены отчисления в стабилизационный фонд. 

Могут также строиться динамические уравнения отдельно для пен-
сионного фонда, для бюджета военно-промышленного комплекса (ВПК) 
(см. [2, 3]). Может быть учтена и теневая экономика. Во всех случаях мож-
но понять, какие параметры являются «инструментами государственного 
влияния» на динамику экономики страны «в целом». 
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Остается не до конца решенной задача о степени влияния переход-
ных процессов, описывающих изменение доходов или накоплений трудя-
щихся, на процессы переключения всей системы (19.4) из одного устойчи-
вого состояния в другое в случае, если пользоваться лишь балансными 
диаграммами (19.5). 

Для того чтобы объснить, какой вклад в «эконофизику» предлагают 
внести Д. С. Чернавcкий и А. В. Щербаков в их новых работах 2015 
и 2016 гг. [8, 9], приведем содержание [8]. 
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Глава 21 
Модель банковской системы России 

 
В настоящей главе представлено авторское резюме работ И. Г. По-

спелова с сотрудниками по моделированию российской банковской сис-
темы [1, 2], в которых используются подходы, кратко описанные в преды-
дущем разделе. Модель банковской системы, которая разрабатывалась 
и использовалась, как блок макроэкономической динамической модели 
экономики России [4, 5] лучше всего иллюстрирует как проблемы, возни-
кающие при применении принципа рациональных ожиданий, так и неожи-
данные возможности их решения. 
 
§ 1. Функции банковской системы в экономике 
 

Согласно экономической теории, основная функция банков состоит 
в трансформации сбережений в инвестиции. Банки одалживают (привле-
кают) сбережения в форме текущих и срочных вкладов и инвестируют 
(отвлекают) их в форме ссуд другим агентам1. 

Источником средств для ссуд могут быть не только привлеченные, 
но и собственные средства. Банк получает прибыль в виде разницы про-
центов по выданным и взятым ссудам. Из этой прибыли он покрывает те-
кущие расходы (зарплата персоналу, коммунальные платежи, расходы на 
рекламу и т. д.), капитальные затраты (строительство зданий, покупка обо-
рудования), выплачивает налоги и дивиденды собственникам. Оставшиеся 
доходы скапливаются в виде нераспределенной прибыли и служат кре-
дитным ресурсом, а также резервом для списания невозвращенных ссуд. 
Положительность собственного капитала служит основным критерием фи-
нансовой состоятельности банка. 

Банк может действовать на фондовом рынке, выпуская свои акции 
и облигации и приобретая бумаги, выпущенные другими агентами. Эта 
деятельность не относится к кругу собственно банковских операций, 
и в модели мы ее рассматривать не будем. Однако при эмпирическом ана-
лизе операции с ценными бумагами учитываются. 

Наконец, часть средств банк оставляет в виде ликвидности (налич-
ной, а в основном безналичной), так что в каждый момент времени выпол-
няется баланс активов (вложений) и пассивов2 (ресурсов): 

                                                 
1 С основами теории кредитования можно, например, познакомиться по книге [13]. 
2 Математически пассивы можно трактовать как отрицательные запасы. 
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Ликвидные 
средства: 
наличные 
рубли, налич-
ная валюта, 
золото, корр. 
счет в ЦБ 

+ 

Отвлеченные 
средства: 
выданные 
ссуды, резер-
вы в ЦБ, куп-
ленные цен-
ные бумаги 

= 

Привлеченные 
средства: 
депозиты, те-
кущие счета, 
займы у ЦБ
и др. банков 

+ 

Собственные 
средства: 
нераспреде-
ленная при-
быль и акцио-
нерный капи-
тал 

(21.1) 
Банк существенно отличается от ростовщика тем, что он не только 

выдает ссуды, но и ведет расчеты. Это позволяет, во-первых, привлекать 
средства безвозмездно в форме остатков текущих и расчетных счетов 
и, во-вторых, создавать новые денежные средства. 

Например, вы можете взять в российском банке валютный кредит. 
Банк запишет эту сумму как ваш долг (актив банка) и одновременно поло-
жит ее на ваш расчетный счет (пассив банка). Со своего расчетного счета 
вы оплатите товар или услугу, и эти новые доллары на вполне законных 
основаниях начнут циркулировать по миру. Федеральная резервная систе-
ма США узнает о них лишь постольку, поскольку их захотят обналичить, 
и тогда она вынуждена будет выпустить бумажные доллары. За счет кре-
дита, конечно, можно создать и новые рубли, причем, пока кредит исполь-
зуется для безналичных платежей между клиентами данного банка, эти но-
вые деньги вообще никто другой не заметит. 

Этот процесс называется кредитной эмиссией, и в рамках мировой 
финансовой системы он в настоящее время служит единственным спосо-
бом увеличения массы платежных средств. 

Когда мы ограничиваемся Россией, возникает другой способ измене-
ния денежной массы — за счет перетока денег через границу. При покупке 
валюты для пополнения валютных резервов Центральный банк (ЦБ) вы-
пускает новые рубли. Источником валюты служат либо экспортная выруч-
ка, либо иностранные займы банков и корпораций. (Российской государст-
во в настоящее время деньги за границей практически не занимает.) 
В логике мировой финансовой системы эти рубли, в отличие от рублей, 
выпущенных в порядке внутренней кредитной эмиссии, служат просто 
сертификатами (обозначениями) замороженной в резервах валюты3. 

Кредитная эмиссия придает системе денежного обращения большую 
гибкость, но её безответственное проведение отдельными банками чревато 
крахом всей системы. Решающую роль в регулировании этого процесса 
играет ЦБ. Закон требует от банков фиксированную часть   привлеченных 

                                                 
3 При изменении курса валют эмиссия происходит при распределении ЦБ прибыли от 
переоценки валютных резервов. 
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средств одалживать бесплатно Центробанку в виде обязательных резер-
вов. В этих условиях нельзя уже просто увеличить расчетный и ссудный 
счета клиента. Необходимо одновременно пополнить резервы. Для этого 
нужно заранее собрать определенную сумму на корреспондентском сче-
те (далее — корсчете) в ЦБ. Эту сумму можно либо накопить за счет соб-
ственных средств, либо занять у других банков по системе межбанковско-
го кредита (МБК), либо, что, в принципе, проще всего, занять ее у самого 
ЦБ. Однако эти займы уже не бесплатны. ЦБ дает коммерческим банкам 
кредит под учетную ставку. К займам у ЦБ банки  обращаются также, ко-
гда им не хватает кассовых остатков для обналичивания расчетных сче-
тов по требованиям клиентов. Именно поэтому учетная ставка, например, 
в экономике США служит основным регулятором размера денежной массы 
и всей экономической активности. В России это, однако, оказывается со-
всем не так [6]. 

Корсчет в ЦБ служит не только для накопления резервов, но и для 
проведения расчетов между банками. Остатки этих счетов фактически 
представляют собой основные платежные средства в экономике: средства 
даже более универсальные и ликвидные, чем наличность4. 

Для ЦБ резервы банков служат беспроцентными депозитами. Их ЦБ 
вкладывает в надежные активы, которые невозможно создать в процессе 
кредитной эмиссии: золото, валюту или (чаще всего в настоящее время) 
в государственные облигации. Поэтому в нулевом приближении деятель-
ность банков сводится к созданию денежной массы, пропорциональной ре-
зервам ЦБ (модель денежного мультипликатора [13]). Таким схематичным 
описанием обычно и ограничиваются не только в учебниках, но и (с неко-
торыми феноменологическими поправками) в прикладных западных мак-
роэкономических моделях. Однако  некоторые специфические особенно-
сти функционирования российской банковской системы побудили авто-
ров [1, 2] использовать в своей макромодели более детальное описание 
деятельности банков. 
 
§ 2. Единство банковской системы 
 

Банковская система России состоит из более чем тысячи формально 
равноправных банков. Об индивидуализированном их описании в макро-
модели не может быть и речи5: встает самый трудный вопрос моделирова-

                                                 
4 Сумма выпущенной ЦБ наличности и остатков корсчетов банков называется денеж-
ной базой. 
5 Банков все же меньше, чем промышленных предприятий (на порядок), предприятий 
торговли (на два порядка) и домашних хозяйств (на три порядка). Поэтому для анализа 
деятельности банков, в отличие от агентов других типов, можно использовать полную 
индивидуальную статистику (см. § 3). 
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ния экономики — вопрос агрегирования описания поведения отдельных 
субъектов, в данном случае банков. 

Экономическая теория обычно апеллирует к «репрезентативному 
агенту», который представляет группу в том смысле, что описание дейст-
вий группы получается простым масштабированием экстенсивных пере-
менных (потоков и запасов), характеризующих такого агента. Математиче-
ски корректно такое сложение моделей однотипных агентов удается про-
вести в исключительных случаях. Но дело даже не в этом. Множество 
наблюдений показывают, что коллективное поведение группы субъектов, 
выполняющих сходные функции в экономике, часто оказывается более ре-
гулярным и понятным («более рациональным»), чем поведение каждого 
отдельного члена группы. Поэтому И. Г. Поспелов предпочитает говорить, 
не о репрезентативном, а об агрегированном агенте [5, 6]. 

Вот характерный и важный для дальнейшего пример. На рис. 21.1, 
21.2 показано помесячное изменение отношения привлеченных и отвле-
ченных средств для всей банковской системы и для крупнейших банков. 
 

Рис. 21.1 Рис. 21.2 
 

Видно, что отклонения этого показателя от единицы для всей бан-
ковской системы на порядок меньше, чем для отдельных крупных банков, 
в том числе и для Сбербанка. Проявлением закона больших чисел это счи-
тать нельзя, поскольку Сбербанк привлекает около трети всех средств рос-
сийской банковской системы. Чтобы из рис. 21.2 получился рис. 21.1, все 
банки должны компенсировать своими действиями политику Сбербанка. 
Это показывает, что банковская система ведет себя как единое целое6, 
и результатом этих действий оказывается простое правило приближенного 
равенства привлеченных и отвлеченных средств (см. (21.1)). 

                                                 
6 Дополнительным подтверждением служит удивительная стабильность рангового рас-
пределения банков по величине их активов, хотя почти все банки со временем сильно 
изменяют свое положение в этом распределении [7]. 
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По этим причинам в модели банковская система не делится на какие-
либо сегменты, а рассматривается как единый экономический агент — 
Банк. 
 
§ 3. Банковская статистика и переменные модели 
 

Эмпирической основой модельного описания Банка в [1, 2] служат 
помесячные данные ЦБ о балансах вида (21.1) по всем банкам в разрезе 
примерно 1200 активных и пассивных счетов7. Эта статистика весьма на-
дежна, поскольку все действия банков адекватно описываются в денежных 
показателях, которые только и измеряются в экономике полно и система-
тически. Для остальных агентов приходится обращаться к косвенно оцени-
ваемым показателям «реальных» производства и потребления8. 

Переменные состояния, с помощью которых в модели описывается 
динамика Банка, получаются суммированием указанных 1200 балансовых 
счетов по банкам и последующим объединением их в следующие 6 групп 
(денежные агрегаты): 

1) W  — ликвидность: наличные средства, корсчета в ЦБ и заграничные 
корсчета9; 

2) Lc  — депозиты в ЦБ: разница вкладов и займов банков в ЦБ на все 
сроки (от одного дня до трех и более лет)10; 

3) Rc  — обязательные резервы в ЦБ (ФОР) по обязательствам как 
в рублях, так и валюте; 

4) N  — расчетные счета: остатки расчетных счетов фирм, депозиты 
населения до востребования, остатки расчетных счетов и депозиты 
государства; 

5) L  — ссуды: кредиты домохозяйствам, фирмам и нерезидентам; 
6) S  — депозиты домохозяйств, фирм и нерезидентов; 

                                                 
7 Каждый счет еще разделен по клиентам, но это разделение уже коммерческая тайна. 
8 Хотя и эта статистика, по крайней мере на макроуровне, на поверку оказывается го-
раздо более органичной и последовательной, чем принято считать [3]. 
9 Официальная классификация относит к ликвидным активам еще обязательные резер-
вы и кредиты банков друг другу (МБК), но функции обязательных резервов в модели 
нужно выделить особо, а МБК при суммировании по банковской системе взаимно 
уничтожаются. 
10 Систематическая положительность этой величины за все время, кроме нескольких 
месяцев в период мирового финансового кризиса, означает наличие у банков «лишних» 
денег, которые они не знают, куда девать, и вкладывают в ЦБ под ничтожный процент. 
Это уникальная особенность российской банковской системы, которая делает непри-
годными для ее описания стандартные западные модели. 
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7)   — собственный капитал банка в модели для соблюдения баланса 
включает все счета, не попавшие в остальные агрегаты: собственные 
средства, выпущенные акции, выпущенные облигации и векселя, 
вложения в ценные бумаги и др. 
Указанные переменные не являются независимыми. Они удовлетво-

ряют балансовому тождеству вида (21.1): 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( .) ) ( )(W t L t Rc t Lc t N tt S t       (21.2) 

Предварительный анализ статистических данных выявил две ста-
бильные приближенные эмпирические зависимости между указанными пе-
ременными. Первая из них — это уже обсуждавшееся выше равенство 
привлеченных и отвлеченных средств: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L t Lc t Rc t S t N t     (21.3) 

(кривая на рис. 21.1 показывает динамику величины11 ( ( ) ( )L t Lc t   
( )) / ( ) ( )).Rc t S t N t   

Вторая зависимость описывает потребность банков в ликвидности. 
Ликвидные активы дохода не приносят, но служат для поддержания спо-
собности банка отвечать по всем своим обязательствам в обусловленный 
срок. После перебора множества вариантов было обнаружено следующее 
авторегрессионное соотношение: 

  ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ),s swW t W t W t t S t      (21.4) 

где коэффициенты 0,92,w   5,29s   определены стандартными эконо-
метрическими методами, а ( )s t  — среднее значение обратной величины 
срока, на который вложены депозиты. Эта величина, как и среднее значе-
ние обратной величины срока, на который выданы кредиты ( ),l t  может 
быть оценена по банковской статистике. Оказывается, что обе эти величи-
ны медленно падают со временем, и это изменение необходимо учитывать 
в модели. 

Второй член в правой части (21.4), таким образом, показывает объем 
ликвидности, потребный для возврата депозитов. Тогда первый член мо-
жет быть интерпретирован как адаптация объема ликвидности к ожидае-
мой в близком будущем потребности в деньгах. 

                                                 
11 Как показано в [1], тот факт, что в это соотношение следует включать обязательные 
резервы ( ),Rc t  означает, что российские банки почти не проводят кредитной эмиссии. 
Выпуск денег за счет накопления валютных резервов оказывается более чем достаточ-
ным для создания необходимой денежной массы внутри страны. 

press
Выделение
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§ 4. Динамическая модель рационального поведения Банка 
 

Модель представляет собой детерминированное описание рацио-
нального поведения Банка, выбирающего на будущее оптимальную для се-
бя траекторию изменения переменных состояния в рамках технологиче-
ских и институциональных ограничений. Во всех соотношениях ниже 
переменные без индексов обозначают величины, которыми банк может 
распоряжаться (планируемые переменные), а переменные с индексами 
обозначают экзогенные (информационные) переменные, которыми Банк 
распоряжаться не может, и изменения, которые он должен прогнозировать. 
Согласно принципу рациональных ожиданий считается, что Банк знает 
наперед правильный прогноз всех информационных переменных мо-
дели на весь горизонт планирования, который в модели составляет один-
два года помесячно. 

Начнем с описания ограничений на планируемые переменные Банка. 
Пусть Банк к моменту t  привлек депозиты ( )S t  и выдал ссуды ( ).L t  Сред-
ние сроки, на которые привлекаются депозиты и выдаются кредиты, мож-
но оценить как 1 ( )s t  и 1 ( )l t  и можно описать процесс изменения остат-
ков ссуд и депозитов уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( ),l

d
L t K t t L t

dt
     ( ) ( ) ( ) ( ),s

d
S t V t t S t

dt
   

где 
 ( ) 0,K t     ( ) 0V t   (21.6) 
— потоки вновь выданных ссуд и вновь привлеченных вкладов. 

Считаем, что по выданным ссудам Банк получает процентные пла-
тежи ( ) ( ),l t L tr  где ( )lr t  — эффективная ставка процентов по ссудам, а за 
привлеченные средства банк платит проценты ( ) ( ),s t S tr  где ( )sr t  — эф-
фективная ставка процента по депозитам. 

Кроме депозитов ( )S t  Банк привлекает еще средства в виде беспро-
центных остатков расчетных счетов ( ).N t  Для величины этих остатков нет 
регулирующей величины типа процента, и Банк должен просто ориентиро-
ваться на предложение со стороны клиентов. Банк, правда, может отка-
заться вести расчетные счета: 
 ( ) ( ),nN t N t  (21.7) 
где ( )nN t  — известное Банку предложение остатков расчетных счетов. 

Привлеченные средства ( ) ( )S t N t  Банк должен резервировать в ЦБ. 
Обозначая через ( )l t  норму резервирования, получаем, что 

  ( ) ( ) ( ) ( ) .lRc t t S t N t   (21.8) 

press
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Сверх обязательных бесплатных резервов ( )Rc t  Банк вкладывает 
в ЦБ еще и средства ( )Lc t  под процент ( )cr t  на небольшие сроки, длитель-
ностью которых модель пренебрегает: 
 ( ) 0.Lc t   (21.9) 

Установленное выше соотношение (21.3) рассматриваем как некото-
рый сложившийся институт, ограничивающий предложение ссуд Банком: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).L t Lc t Rc t S t N t     (21.10) 

Ликвидные активы Банка ( )W t  увеличиваются при получении 
процентов ( ) ( ),l t L tr  ( ) ( ),c t Lc tr  вкладов ( ),V t  росте остатков ( )N t  и возвра-
те ссуд ( )( ,)l L tt  а уменьшаются при выдаче кредитов ( ),K t  выплате 
процентов ( ) ( ),s t S tr  возврате депозитов ( )( ,)s S tt  вложении средств 

в ЦБ ( ),d
Lc t

dt
 а также за счет средств ( ),Z t  выводимых из круга собствен-

но банковской деятельности. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).( )

l l s s

c

t L t t t S t t
d

W t r L t K t V t r S t
dt

d d
N t Lc t r Lc Z t

dt dt
t t

     

   

 
(21.11) 

Поток ( )Z t  включает дивиденды собственникам, налоговые платежи, 
инвестиции в основные фонды (включая участие в собственности), а также 
операционные расходы. Эти потоки (кроме, может быть, налогов) не свя-
заны напрямую с активами и пассивами Банка, и модель не описывает 
структуры этого потока. Поток ( )Z t  трактуется как извлекаемая прибыль, 
которую Банк стремится максимизировать. 

Дифференциальный аналог эконометрического соотношения (21.4) 
считается описанием потребности Банка в ликвидности: 

 ( ) ( )( ) ) .(s s

w

d W t t

dt

t S
W t

 



  (21.12) 

Соотношения (21.5)–(21.12) представляют собой ограничения, нало-
женные в рамках модели на возможности Банка выбирать значения своих 
планируемых переменных: 
 ( ),S t  ( ),L t  ( ),W t  ( ),K t  ( ),V t  ( ),Z t  ( ),N t  ( ).Lc t  (21.13) 

Еще раз повторим, что, согласно принципу рациональных ожиданий, при 
планировании Банк может рассчитывать на точный прогноз информацион- 
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ных переменных: 
 ( ),l t  ( ),lr t  ( ),sr t  ( ),cr t  ( ),s t  ( ),l t  ( ).nN t  (21.14) 

Выбор Банком планируемых переменных (21.13) фактически задает 
предложение им кредитов, а также его спрос на привлеченные и ликвид-
ные средства как функцию от текущих и будущих значений информацион-
ных переменных (в первую очередь процентов). Впрочем, как будет пока-
зано ниже, рассматриваемая оптимизационная задача обладает сильным 
магистральным свойством, в силу чего зависимость спроса и предложения 
от прогнозов на будущее фактически пропадает. 

При определении критериев выбора планируемых переменных ис-
пользуются здесь результаты недавно развитой теории равновесия с уп-
равлением капиталом [9, 5]. Согласно ее результатам весьма универсаль-
ным описанием интересов экономического агента можно считать стремле-
ние к максимизации собственной капитализации, которое в свою очередь 
может быть сведено к задаче максимизации потока полезных расходов 
(в данном случае ( ))Z t  в заданной временной пропорции ( ):bd t  
 ( ) ( ),bZ t d t    max,   (21.15) 
по переменным (21.13) при ограничениях (21.5)–(21.15) на некотором ин-
тервале  0 , ,t T  при заданных в начальный момент значениях фазовых пе-
ременных 0( ),S t  0( ),L t  0( )W t  и заданных траекториях изменения экзоген-
ных величин (21.14). 

Для разрешимости задачи (21.16) ограничения (21.5)–(21.14) надо 
дополнить терминальными условиями, которые, как показано в [10], есте-
ственно задавать как условия роста некоторой линейной формы фазовых 
переменных: 

 
   0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

T tL S Lc N

L S Lc N
T T T T

a L t a tS Lc

S L

a t a N t W

c

t e

a L T a T a T a N T W T

     

    
 (21.16) 

коэффициенты которой уточняются в процессе решения задачи. 
 
§ 5. Метод решения и особенности задачи 
 

Итак, чтобы получить описание поведения Банка, нужно найти ре-
шение задачи оптимального управления, (21.15), (21.5), (21.16). Формально 
эта задача относится к весьма сложному классу, и необходимые условия 
оптимальности, которые обычно обсуждаются в учебниках, для нее необо-
зримо сложны. Однако по причинам, изложенным в [9], в реалистичных 
моделях экономики можно ожидать выполнения простых достаточных 
условий оптимальности. 
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Для оптимизационной задачи любой природы — статической или 
динамической, дискретной или непрерывной, детерминированной или сто-
хастической — достаточными условиями оптимальности будут условия 
седловой точки функционала Лагранжа [9, 11]. В модели есть два типа 
ограничений: ограничения-равенства, например дифференциальные урав-
нения балансов (21.5), и ограничения-неравенства, например условия не-
отрицательности вкладов и кредитов (21.6). Чтобы составить функционал 
Лагранжа нужно перенести все члены в ограничениях в правую часть, так 
чтобы равенства приняли вид 0 = …, а неравенства — вид 0 ≤ … . После 
этого надо взять взвешенную сумму правых частей получившихся соотно-
шений, причем при правых частях неравенств взвешивающие коэффици-
енты должны быть неотрицательными, а при правых частях равенств могут 
иметь любой знак. В динамических ограничениях типа (21.5)–(21.12) вре-
мя t  служит «номером» ограничения, поэтому взвешивающий коэффици-
ент оказывается функцией времени, а суммы превращаются в интегралы. 
Эти новые функции времени называются двойственными переменными 
по отношению к прямым — планируемым — переменным. В процессе 
решения задачи оптимального управления определяются как прямые, так 
и двойственные переменные. А именно, «правильные» (оптимальные) тра-
ектории прямых и двойственных переменных доставляют функционалу 
Лагранжа максимум по траекториям прямых переменных без учета приве-
денных выше ограничений и одновременно минимум по траекториям 
двойственных переменных с единственным условием, чтобы двойственные 
переменные к неравенствам оставались неотрицательными. 

Таким образом, процедура получения условий оптимальности 
в принципе проста и единообразна, но для конкретной модели она может 
оказаться весьма трудоемкой и громоздкой. Авторы [1, 2] использовали 
ранее разработанную под руководством И. Г. Поспелова в среде компью-
терной алгебры Maple систему поддержки моделирования ЭКОМОД [9], 
которая, в частности, автоматически выводит указанные достаточные ус-
ловия оптимальности по соотношениям (21.5)–(21.16). Результат полно-
стью приведен в [2]. Следует отметить, что система условий оптимально-
сти представляет собой гамильтонову систему: 

 ( , , ),d H
t

dt





q p q
p

   ( , , ),d H
t

dt


 


p p q

q
 (21.17) 

где ( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( )t S t L t W t N t Lc tq  — вектор фазовых планируемых пе-
ременных (аналог физических координат), а p  — вектор двойственных пе-
ременных к динамическим ограничениям (21.5), (21.15) (аналог физиче-
ских импульсов). Планируемые переменные ( ),K t  ( ),V t  ( )Z t  аналогичны 
физическим скоростям. Однако, хотя система (21.17) и гамильтонова, она 
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не обладает многими из тех свойств, которые физики привыкли ждать от 
гамильтоновых систем, полученных как условия оптимальности в задаче 
минимизации функционала действия. 

Во-первых, связь импульсов и скоростей нестандартна. Во-вторых, 
движение системы (21.17) необратимо ввиду наличия «неголономных свя-
зей» (21.6), (21.7) и т. д. Аналогов сохранения энергии, момента и импуль-
са нет, поскольку присутствуют зависящие от времени экзогенные пере-
менные (21.14) и отсутствуют симметрии поворота и сдвига12. 

Однако имеется редко встречающаяся в физике, но типичная для 
экономики несколько нарушенная масштабная симметрия: если бы не 
неравенство (21.5), допустимую траекторию планируемых переменных 
можно было бы умножать на любую положительную постоянную, не на-
рушая ограничений (21.5)–(21.12). Из этой нарушенной симметрии по тео-
реме Нётер на оптимальной траектории получается простое уравнение ди-
намики собственного капитала ( ),t  определяемого соотношением (21.2): 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
( ) n

d t
t t t Z t N

dt
t

t




      (21.18) 

Здесь 1( ) ( ) 0
( )

d
t t

t dt
 


    — темп падения положительной и убываю-

щей со временам двойственной переменной ( )t  к ограничению финансо-
вого баланса (21.20), а ( ) 0t   — двойственная переменная к ограниче-
нию (21.7). Уравнение (21.18) имеет прозрачный экономический смысл: 
капитал растет с доходностью ( ),t  а убывает за счет распределения при-
были ( ).Z t  Последний член в правой части (21.18) описывает косвенный 
доход Банка от возможности пользоваться бесплатным кредитным ресур-
сом в виде остатков расчетных счетов13 ( ).nN t  

Интересно, что задача оптимального управления Банка (21.15), 
(21.5)–(21.6), имеет решение, только если линейная форма граничного ус-
ловия (21.16) совпадает с ( ).t  Таким образом, естественным терминаль-
ным условием задачи оказывается условие роста капитала [10] 

  0( 0) ( ),T tet T     (21.19) 

где средний темп роста капитала   остается настроечным параметром мо-
дели. 

                                                 
12 «Сдвиги» и «повороты» в пространстве финансовых показателей уголовно нака-
зуемы. 
13 Владельцы этих счетов несут косвенные убытки за замораживание средств в бездо-
ходной форме. 



Модель банковской системы России 

 

351

Но самое важное качественное отличие системы (21.17) от физиче-
ских гамильтоновых систем лежит еще глубже — в ее топологических 
свойствах. В типичных физических моделях функция Гамильтона ( , )H p q  
выпукла вниз и по координатам, и по импульсам. Соответственно, типич-
ные движения по поверхности постоянной энергии — это вращения и ко-
лебания в окрестности (локальных) минимумов энергии. Эти движения 
в целом нейтрально устойчивы и существенно зависят от начальных ус-
ловий. 

В типичных экономических моделях функция Гамильтона имеет 
разный знак выпуклости по координатам и импульсам. В результате все 
положения равновесия14 оказываются не минимумами, а седловыми точ-
ками функции Гамильтона (энергии). Траектория импульсов оказывается, 
как правило, неустойчивой, да и начальные значения импульсов неизвест-
ны. Импульсы нужно считать с конца, исходя из терминального усло-
вия (21.19). Таким образом, мы получаем для системы (21.17) не задачу 
Коши, а краевую задачу, что, впрочем, не удивительно, поскольку стави-
лась задача планирования наперед, с учетом ожидаемых в будущем изме-
нений конъюнктуры. Удивительно то, что эта зависимость от будущего 
при больших горизонтах планирования оказывается сравнительно сла-
бой15. В этом состоит отсутствующее в вариационных принципах физики 
магистральное свойство, открытое еще в 1920-х Дж. фон Нейманом, за 
дальнейшее исследование которого было присуждено несколько Нобелев-
ских премий. 

Еще одна характерная особенность системы (21.17) состоит в при-
сутствии в ней так называемых условий дополнительности (дополняющей 
нежесткости). Например, первое ограничение в (21.6) дает в функционале 
Лагранжа слагаемое 

 
0

... ( ) ( ) ...,
T

t

k t K t dt    (21.20) 

где ( )k t  — двойственная переменная к этому ограничению, которая боль-
ше нигде в функционале Лагранжа не встречается. Минимизация выраже-
ния (21.20) по ( ) 0,k t   очевидно, дает следующий результат: минимума не 
существует, если ( ) 0;K t   минимум достигается при ( ) 0,k t   ес-

                                                 
14 Если для простоты считать все экзогенные переменные константами. 
15 Суть в том, что при неустойчивых импульсах единственным экономически осмыс-
ленным движением при большом горизонте планирования оказывается движение вдоль 
сепаратрисы седла, а сепаратриса однозначно определяется самими уравнениями без 
граничных условий. 
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ли ( ) 0;K t   и минимум достигается при любом ( ) 0,k t   если ( ) 0.K t   Та-
ким образом, в качестве одного из условий оптимальности получается сле-
дующая система соотношений: 

 ( ) 0,K t     ( ) 0,k t     ( ) ( ) 0,k t K t   (21.21) 

которая и называется условием дополнительности (УД). Величина ( )k t  
подобна реакции опоры в механике: она нулевая, пока тело не коснулось 
опоры, а когда коснется, реакция сразу становится такой, какой нужно, 
чтобы не пустить тело дальше. С экономической точки зрения ( ),k t  точнее 

 ( )( ) ( ) 0k t k t t   (21.22) 
(см. комментарий к (21.18)), показывает цену (точнее, разницу убытков 
и прибылей), которую Банк готов заплатить за возможность на единицу 
нарушить ограничение ( ) 0.K t   Эта линия рассуждений приводит к ин-
терпретации УД как вырожденной (бесконечно эластичной) убывающей 
функции предложения новых кредитов ( )K t  Банком в зависимости от 
эффективной убыточности кредитов ( ).k t  

 
0, если 0,
любое 0, если 0,

, если 0.

k

K K k

k


  
 

 (21.23) 

Здесь следует заметить, что экономические теории не спорят между 
собой о форме функций спроса и предложения. Они различаются предпо-
ложениями о том, что служит аргументом этой функции. Идеализирован-
ная модель Банка дала ответ на вопрос об аргументе функции предложения 
на кредит, а форму этой функции уже, как считают авторы модели, можно 
подбирать эмпирически. Поэтому «угол», задаваемый формулой (21.23), 
был заменен падающей ветвью параболы, коэффициенты которой подби-
рались при идентификации модели. Связь ( )k t  с другими переменными, 
в первую очередь с процентными ставками, получается при минимизации 
функционала Лагранжа по ( )K t  (см. (20.27)). 

В результате применения указанной процедуры ограничения-нера-
венства в модели становятся «мягкими». Их нарушения в модели тракту-
ются согласно известной максиме: «если нельзя, но очень хочется, то мож-
но». 

Наконец, отметим, что среди экзогенных переменных модели есть 
одна ненаблюдаемая чисто гипотетическая величина временной пропор-
ции дивидендов ( ),bd t  (21.15). В макромодели экономики России согласно 
конструкции равновесия с управлением капиталом [9] эта величина опре-
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деляется из решения задачи макроагента Собственника, который переме-
щает (к своей выгоде) капитал между секторами экономики и за границу. 
В рамках изолированной модели Банка эту величину взять неоткуда, 
и, чтобы исследовать модель Банка отдельно, величину ( )bd t  исключили, 
а вместо этого считали экзогенно заданной по статистике величину при-
влеченных средств  ( ) ( ) .S t N t  
 
§ 6. Окончательный вид модели и некоторые результаты расчетов 
 

В конце концов после упрощения системы и смягчения УД для вы-
числения выходных показателей модели оказывается достаточным решить 
систему из четырех дифференциальных уравнений: 

   2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),l l l l

d
L t a k t b k t c S t N t t L t

dt
      (21.24) 

 
  2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,( )w w w s s

w w
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  (21.27) 

для объема ссуд ( ),L t  объема ликвидности ( ),W t  доходности капита-
ла ( )t  (см. (21.18)) и убыточности кредитов ( )k t  (21.22). Траектория при-
влеченных средств  ( ) ( )S t N t  здесь берется из статистики, наряду с нор-
мой резервирования ( ),t  ставками процентов ( ),sr t  ( ),lr t  ( )cr t  и средними 
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обратными величинами срока депозитов и кредитов ( ),s t  ( ).l t  Если со-
поставить с общим видом условий оптимальности (21.17), то уравне-
ния (21.24), (21.25) —– это то, что осталось от первой части гамильтоновой 
системы. 

Как показано в [1], при подходящем выборе 12 постоянных парамет-
ров модель хорошо воспроизводит примерно 150 наблюдаемых величин, 
составляющих помесячную динамику банковских активов за 4 года, пред-
шествовавших мировому финансовому кризису. Приведем здесь только 
два результата. Жирная линия на рис. 21.3, 21.4 показывает статистические 
данные, тонкая — результат расчета16. 
 

 
Рис. 21.3. Депозиты банков в ЦБ ( ),Lc t  тыс. руб. 

 

 
Рис. 21.4. Отношение отвлеченных и привлеченных средств 

 
Рис. 21.3 показывает, что модель воспроизводит упомянутый выше 

специфический для российской экономики феномен «лишних денег» — 
вложений банков в ЦБ под ничтожный процент. В период кризиса 2008 г. 

                                                 
16 При расчетах дифференциальные уравнения заменялись их дискретными аналогами 
по неявной схеме с шагом в один месяц. 



Модель банковской системы России 

 

355

банки взяли кредиты, и величина ( )Lc t  на несколько месяцев приобрела 
очень большие отрицательные значения. Описание этого процесса потре-
бовало модификации модели. 

Жирная линия на рис. 21.4 изображает то же, что и кривая на 
рис. 21.1, — наблюдавшиеся значения отношения правой и левой частей 
неравенства (21.10). Тонкая линия изображает расчетные значения. Вслед-
ствие смягчения УД неравенство (2.10) может слегка нарушаться, и рас-
четная кривая неплохо повторяет флуктуации статистических данных око-
ло 1. Интересно здесь то, что согласно эконометрическим тестам [8] эти 
флуктуации однозначно следует считать гауссовским белым шумом. Воз-
никает непростой вопрос: что же понимать под случайностью в экономике, 
если якобы случайные колебания могут хорошо воспроизводиться детер-
минированной моделью? Возникает также вопрос: что понимать под слу-
чайностью в макроэкономике17? 
 
§ 7. Сильный магистральный эффект 
 

В заключение обратимся к наиболее интересному результату иссле-
дования модели — необычайно сильному проявлению упомянутого выше 
магистрального свойства. Рассмотрим уравнение (21.26). Это уравнение 
типа Риккати, которое определяет ненаблюдаемую величину доходности 
капитала ( ),t  (21.18), через наблюдаемые показатели конъюнктуры ( ),t  

( ),cr t  ( ),sr t  ( )s t  и наблюдаемые показатели состояния банка ( ),L t  ( ),S t  
( )N t  и которое в данном случае приводится к виду 

    ( ,) ( )tP P t
d

dt

        (21.28) 

где ( ), ( ) 0P t P t   — довольно громоздкие нелинейные комбинации на-
блюдаемых показателей. Решения уравнения (21.28) при произвольно за-
данных параметрах модели и при взятых из статистики переменных ( ),t  

( ),cr t  ( ),sr t  ( ),s t  ( ),L t  ( ),S t  ( )N t  изображены на рис. 21.5 штриховыми ли-
ниями. На том же рисунке жирной линией изображен график функ-
ции ( ),P t  при этих параметрах. Видно, что все решения неустойчивы 
в прямом времени, что и отмечалось выше. Зато при счете в обратном вре-
мени, т. е. при решении краевой задачи с заданным терминальным услови-

                                                 
17 Надо отдавать себе отчет в том, что, в отличие от технических систем, в макроэконо-
мике мы можем наблюдать только одну-единственную реализацию (историческую тра-
екторию) явно нестационарного процесса. Поэтому гипотеза о том, что отклонения от 
модельных трендов носят случайный характер, экспериментально доказана быть не 
может. 
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ем ( ),T  мы при большом интервале времени расчета на большей части 
этого интервала фактически имеем единственное решение18 0 ( ),t  не зави-
сящее от выбора ( ).T  В этом, собственно, и состоит магистральное свой-
ство задачи. Решение 0 ( )t  в общем следует за наблюдаемой величи-
ной ( ).P t  Точнее, оно представляет собой некоторую нелинейную свертку 
будущих значений ( )P t  и тем самым несет Банку правильно агрегирован-
ную информацию об ожидаемых в будущем значениях конъюнктуры. 
 

 
Рис. 21.5. Решение уравнения (21.28) при произвольно заданных значениях па-
раметров 
 

 
Рис. 21.6. Решение уравнения (21.28) при идентифицированных значениях пара-
метров 
 

Картина, однако, радикально меняется, когда мы ведем расчет при 
«правильных» значениях параметров, при которых модель воспроизводит 
статистику (см. рис. 21.3, 21.4). Решение уравнения (21.28) в этом случае 
приведено на рис. 21.6. Видно, что не только все решения (21.28) очень 

                                                 
18 Единственное ограниченное при t   решение уравнения (21.28). 

( )P t  

0 ( )( )P tt    



Модель банковской системы России 

 

357

быстро стягиваются в обратном времени к 0( ),t  но и само 0( )t  практиче-
ски совпадает с наблюдаемой величиной19 ( )!P t  А это означает, что диф-
ференциальное уравнение (21.26) из дифференциального превращается 
в конечное. Аналогичный сильный магистральный эффект имеет место 
и для уравнения (21.27). В результате гамильтонова система (21.17) пре-
вращается в систему квазистационарную по импульсам 

( , , ),d H
t

dt





q p q
p

   0 ( , , ),H
t


 


p q

q
 

а краевая задача превращается в куда более простую задачу Коши! Под-
черкнем, что это происходит только при «правильных» значениях пара-
метров. 

Обнаруженный сильный магистральный эффект не только сильно 
упрощает расчет, но и имеет большое содержательное значение. Наличие 
сильного магистрального эффекта снимает все возражения против приме-
нения принципа рациональных ожиданий. Хотя при постановке задачи 
о рациональном поведении Банка ему разрешалось знать будущее, при 
правильном задании значений параметров институциональной среды 
это знание оказывается ему не нужным: оптимальное поведение можно 
определить по текущим значениям показателей конъюнктуры! 

Авторы в последних своих моделях постоянно наблюдают сильное 
магистральное свойство (см., например, [12]). В то же время в работах дру-
гих исследователей моделей рационального поведения экономических 
агентов это явление не упоминается, однако он фактически обнаружива-
лось в более ранних работах школы акад. А. А. Петрова [13]. Авторы дан-
ной модели предполагают, что это происходит вследствие того, что инсти-
туциональные ограничения в работах А. А. Петрова, в отличие от подав-
ляющего большинства моделей рациональных ожиданий, записываются не 
по учебнику, а на основе анализа эмпирических данных, как, напри-
мер, (21.9), (21.10). 

Надо помнить, что экономика, как управляющая система, должна не 
просто скоординировать действия миллиардов людей, но сделать это так, 
чтобы люди в большинстве случаев могли делать разумный выбор без 
сложных расчетов. Поэтому даже известные всем экономические механиз-
мы могут не работать из-за своей сложности и риска. Например, в России 
все с 1994 г. знали, что можно брать потребительские кредиты в банке, но 
почти не просили, а банки почти не давали. К 2003 г. кредитно-денежная 
система и доходы стабилизировались, потребительское кредитование пе-

                                                 
19 При переходе от рис. 21.5 к рис. 21.6 траектории экзогенных переменных, из которых 
комбинируется величина ( ),P t  не меняются, но меняются параметры этой комбинации. 
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рестало требовать детальных расчетов и строгих гарантий и стало расти 
лавинообразно. 

Обобщая этот пример, можно предположить, что в каждый момент 
времени в экономике отбирается и действует такой комплекс механизмов, 
который не требует детальных расчетов для разумных решений. Поэтому, 
описывая в модели механизмы «по жизни», а не по учебникам, мы получа-
ем модель с сильным магистральным свойством. Все это несколько напо-
минает известный в физике антропный принцип: Вселенная представляет-
ся наблюдателю гармоничной и «приспособленной» к нему потому, что во 
Вселенной с иным устройством наблюдатель не возникнет. 

Указанный комплекс механизмов является продуктом естественной 
эволюции, и в разных странах он устроен, скорее всего, по-разному. По-
этому модели, подобные описанной выше, вряд ли могут быть универсаль-
ными. Наконец, подчеркнем, что мы выше рассматривали только систему 
коммерческих банков. В модели экономики России, блоком которой слу-
жит описанная выше модель, кроме этого описывается еще и деятельность 
Центрального банка, изложение которой выходит за рамки данной работы. 
Отметим лишь, что ЦБ — единая организация, дающая отчет в своих дей-
ствиях и планах. Поэтому, согласно нашим представлениям, ее поведение, 
как и, скажем, поведение отдельной личности, не следует описывать ка-
ким-либо принципом оптимальности. Нужно просто спрашивать у таких 
индивидуальных агентов, что они собираются делать, и моделировать эти 
действия сценариями. 

Заметим, что предложенная модель с некоторыми модификациями 
описывает действия независимых покупателей так, что они будут высту-
пать как единый экономический агент, преследующий цель максимизации 
эффективной функции полезности [14]. Также может быть рассмотрена 
классическая задача максимизации дисконтированной полезности при ус-
ловии, что момент следующей покупки и получения кредита — случайный 
(пуассоновский) [15]. 
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