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Рассматривается некоторый класс гиперболических систем линейных неодно-
родных уравнений с частными производными с одной пространственной пере-
менной. Как правило, в случае систем уравнений с частными производными при
решении задач сразу используются дополнительные условия, обеспечивающие
единственность задачи. Однако это сильно затрудняет построение решения в
случае дополнительных условий нестандартного вида. Для аналогичной ситу-
ации в случае обыкновенных дифференциальных уравнений стараются найти
общее решение, для которого затем можно попытаться использовать задан-
ные дополнительные условия. Однако для систем уравнений с частными произ-
водными такой подход затруднителен, поскольку, как правило, в этом случае
не удается построить общее решение. Для рассмотренного в статье класса
систем линейных неоднородных уравнений с частными производными удалось
найти алгоритм построения общего решения. Отличительной особенностью
рассмотренных систем уравнений является кратность соответствующих ха-
рактеристик. В качестве применения предложенного алгоритма получено об-
щее решение системы уравнений Колмогорова для вероятностей состояний
процесса, описывающего поведение популярной в приложениях модели стоха-
стической системы типа k-из-n: F с общим распределение времени ремонта
отказывающих компонент. Указанная система уравнений Колмогорова явля-
ется системой дифференциальных уравнений в частных производных упомяну-
того класса. Поэтому для нее удается построить общее решение.
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1. Введение

Как известно, (см., например, [3]) система уравнений

(1) 𝑅(𝑥, 𝑡, �̄�)
𝜕

𝜕𝑡
�̄�+ 𝑆(𝑥, 𝑡, �̄�)

𝜕

𝜕𝑥
�̄� = 𝑞(𝑥, 𝑡, �̄�),

где �̄� = (𝑢1, ..., 𝑢𝑚)⊤, 𝑞 = (𝑞1, ..., 𝑞𝑚)⊤, а 𝑅, 𝑆 – квадратные
матрицы 𝑚-го порядка (матрица 𝑅 предполагается невырожден-
ной), называется гиперболической, если все собственные значе-
ния матрицы 𝑅−1𝑆 вещественны, а сама матрица 𝑅−1𝑆 приво-
дима к диагональному виду. Достаточным условием диагонали-
зируемости матрицы является различие всех ее собственных зна-
чений 𝜇1(𝑥, 𝑡, �̄�), ..., 𝜇𝑚(𝑥, 𝑡, �̄�). Как правило, именно этот слу-
чай чаще всего и рассматривается, поскольку наличие кратных
собственных значений (даже при диагонализируемости матрицы)
может приводить к определенным осложнениям (см, например,
[3]), поскольку уравнения характеристик определяются собствен-
ными значениями: 𝑑𝑥

𝑑𝑡 = 𝜇𝑖(𝑥, 𝑡, �̄�).
Тем не менее, случай кратных собственных значений также

может представлять определенный интерес с точки зрения прило-
жений, так как при некоторых предположениях дает возможность
построения общего решения системы.

Обычно для систем уравнений с частными производными
первого порядка (как и для уравнений с частными производ-
ными высших порядков) ставятся дополнительные (начальные,
краевые, или какие-либо иные) дополнительные условия, обес-
печивающие единственность решения задачи. При этом частное
решение сразу строится с учетом этих дополнительных усло-
вий. В случае обыкновенных дифференциальных уравнений 𝑛-го
порядка обычно сначала пытаются найти общее решение, зави-
сящее от 𝑛 произвольных постоянных, а затем получить част-
ное решение, удовлетворяющее заданным условиям. Для одного
уравнения с частными производными первого порядка, вообще
говоря, можно построить общее решение, зависящее от одной
произвольной функции, а затем, используя дополнительные усло-
вия, строить частные решения. В ряде случаев подход, использу-
ющий общее решение, оказывается предпочтительней, особенно
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в случаях, когда дополнительные условия имеют «нестандартный
вид». Конечно, в случае систем уравнений с частными производ-
ными общего вида (1) вряд ли можно надеяться найти способ
построения общего решения. Однако для некоторого, достаточ-
но широкого класса систем (в том числе для некоторых систем,
встречающихся в приложениях) такое построение оказывается
возможным.

В качестве приложения предложенного метода решения
уравнений указанного типа рассматривается широко используе-
мая в приложениях стохастическая модель системы типа 𝑘-из-𝑛
(1 6 𝑘 6 𝑛). Такая система представляет собой стохастическую
систему, предназначенную для выполнения различных операций
и может рассматриваться в двух вариантах: как (𝑘-из-𝑛 : 𝐹 )-
система или (𝑘-из-𝑛 : 𝐺)-система. Различие состоит в трактовке
параметра 𝑘: для 𝐹 -систем параметр 𝑘 означает количество от-
казавших компонент, ведущих к отказу системы, а для 𝐺-систем
параметр 𝑘 означает число компонент, работоспособность кото-
рых обеспечивает работу системы, т.е. система отказывает при
отказе 𝑛− 𝑘 + 1 компоненты [9].

Обзор различных результатов исследования таких моделей и
их возможных приложений можно найти, например, в [4, 7, 10].
Некоторые обобщения содержатся в [6]. Обзор исследований дру-
гих стохастических моделей, допускающих применение рассмот-
ренного класса дифференциальных уравнений, можно найти так-
же в [8].

2. Построение общего решения для некоторого
класса гиперболических систем

Для линейных однородных гиперболических систем вида

(2) 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑔𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥

= 0, 𝑖 = 1,𝑚,

в принципе, возможно построение общего решения, поскольку
такие системы по своей структуре изначально являются записан-
ными в каноническом виде (см., например, [1]), т.е. когда матрица
𝑅−1𝑆 системы (1) диагональна. Поэтому каждое уравнение мож-
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но записать в виде полной производной вдоль соответствующей
характеристики и затем проинтегрировать вдоль этой характери-
стики. В самом деле, пусть 𝑥 = 𝜙𝑖(𝑡) – решение уравнения ха-
рактеристик

(3)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜇𝑖(𝑥, 𝑡) =

𝑔𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)
, 𝑖 = 1,𝑚.

Тогда каждое уравнение системы (2) можно переписать так:

(4)
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

|𝑥=𝜙𝑖(𝑡)= 0, 𝑖 = 1,𝑚,

а так как правые части системы (2) нулевые, то каждая функция
𝑢𝑖 постоянна вдоль 𝑖-й характеристики, так что
(5) 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) = Φ𝑖(𝑥− 𝜙𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1,𝑚,

где Φ𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚, – произвольные гладкие функции. Таким об-
разом, получается общее решение системы (2).

Если же система неоднородна, причем правые части зависят
от неизвестных функций:

(6) 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑔𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥

= 𝑞𝑖(𝑥, 𝑡, �̄�), 𝑖 = 1,𝑚,

то при интегрировании вдоль характеристик возникнет система
интегральных уравнений вольтерровского типа, которая нисколь-
ко не проще исходной системы.

Примечание. Для того чтобы избежать терминологической
неточности, отметим следующее. Для одного уравнения с част-
ными производными

𝑎(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑞(𝑥, 𝑡, 𝑢)

характеристиками обычно (см., например, [2]) называются ли-
нии в пространстве R3, удовлетворяющие системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, обычно записываемой в симмет-
рической форме

𝑑𝑡

𝑎(𝑥, 𝑡)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥, 𝑡)
=

𝑑𝑢

𝑞(𝑥, 𝑡, 𝑢)
,

а для систем уравнений (6) характеристиками принято называть
линии в плоскости R2, удовлетворяющие системе (3), которые
в случае одного уравнения являются проекциями решений выше
упомянутой симметрической системы на плоскость R2.
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В настоящей работе мы рассматриваем неоднородные систе-
мы вида

(7) 𝑎(𝑡)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑔(𝑥)
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥

=
𝑖∑︁

𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥)𝑢𝑗 , 𝑖 = 1,𝑚,

где 𝑎, 𝑔, 𝑓𝑗 – заданные гладкие функции, причем 𝑎(𝑡) ̸= 0. Все
соответствующие собственные значения – кратные и имеют вид
𝜇1 = 𝜇2 = ... = 𝜇𝑚 = 𝑎−1(𝑡)𝑔(𝑥). То, что собственные значе-
ния, а значит, и характеристики, являются кратными, имеет су-
щественное значение для построения общего решения.

Символ � обозначает конец доказательства.
Теорема 1. Для системы (7) возможно явное построение

общего решения, зависящего от 𝑚 произвольных гладких функ-
ций.

Доказательство. В качестве доказательства можно исполь-
зовать предлагаемый далее алгоритм построения соответствую-
щего решения. Укажем последовательность шагов для реализа-
ции этого алгоритма.

Шаг 1. Полагая 𝑖 = 1, рассмотрим уравнение

(8) 𝑎(𝑡)
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑔(𝑥)
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

= 𝑓1(𝑥)𝑢1.

Это одно уравнение первого порядка. Поэтому можно (см.,
например, [2]), записать соответствующую характеристическую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений в симмет-
рической форме:

(9)
𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=

𝑑𝑢1
𝑓1(𝑥)𝑢1

.

Ищем первые интегралы этой системы:

(10)
𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=⇒ 𝐴(𝑡) − 𝐺(𝑥) = 𝐶, 𝐴(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡,

𝐺(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥.

Далее,

(11)
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=

𝑑𝑢1
𝑓1(𝑥)𝑢1

=⇒ 𝑢1 = 𝐷e𝐹1(𝑥), 𝐹1(𝑥) =

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥.
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Полагая, в соответствии с общим методом (см., например,
[2]), 𝐷 = Φ1(𝐶), где Φ1 – произвольная гладкая функция, полу-
чаем, что общее решение первого уравнения системы (7) имеет
вид:
(12) 𝑢1(𝑥, 𝑡) = Φ1(𝐴(𝑡)−𝐺(𝑥))e𝐹1(𝑥).

Шаг 2. Теперь полагаем 𝑖 = 2. Рассмотрим уравнение

(13) 𝑎(𝑡)
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

+ 𝑔(𝑥)
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

= 𝑓1(𝑥)𝑢1 + 𝑓2(𝑥)𝑢2.

Это уравнение также можно рассматривать как одно урав-
нение первого порядка, в правой части которого стоит не только
неизвестная функция 𝑢2, но и функция 𝑢1, найденная на предыду-
щем шаге. Записываем соответствующую систему обыкновенных
дифференциальных уравнений в симметрической форме:

(14)
𝑑𝑡

𝑎(𝑥)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=

𝑑𝑢2
𝑓1(𝑥)𝑢1 + 𝑓2(𝑥)𝑢2

.

Ищем первые интегралы этой системы:

(15)
𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=⇒ 𝐴(𝑡)−𝐺(𝑥) = 𝐶,

𝐴(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡, 𝐺(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥.

Ввиду кратности собственных значений, один из первых интегра-
лов (15) совпадает с первым интегралом (10). Для следующего
первого интеграла получаем соотношение

(16)
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
=

𝑑𝑢2
𝑓1(𝑥)𝑢1 + 𝑓2(𝑥)𝑢2

.

Здесь 𝑢1 имеет вид (12), так что пользуясь ранее найденным пер-
вым интегралом (15), получаем что 𝑢1 = Φ1(𝐶) exp(𝐹1(𝑥). По-
этому уравнение для нахождения следующего первого интеграла
системы (14) принимает вид

(17)
𝑑𝑢2
𝑑𝑥

=
𝑓2(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑢2 +

𝑓1(𝑥)

𝑔(𝑥)
Φ1(𝐶)e𝐹1(𝑥).

Это обыкновенное линейное неоднородное уравнение. Пользуясь
результатом (11), можно сразу написать общее решение �̆�2 соот-
ветствующего (17) однородного уравнения:

(18) �̆�2 = 𝐷e𝐹2(𝑥), 𝐹2(𝑥) =

∫︁
𝑓2(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥.
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Частное решение �̂�2 соответствующего неоднородного обыкно-
венного уравнения ищем методом вариации произвольной посто-
янной в виде
(19) �̂�2 = 𝑉 (𝑥)e𝐹2(𝑥).
В последнем уравнении для избежания путаницы в обозначениях
мы обозначили неизвестную функцию не 𝐷(𝑥), а 𝑉 (𝑥).

Подставляя (19) в (17), получаем уравнение для 𝑉 (𝑥):

𝑉 ′(𝑥) = e−𝐹2(𝑥) 𝑓1(𝑥)

𝑔(𝑥)
Φ1(𝐶),

так что

𝑉 (𝑥) = Φ1(𝐶)𝑄2(𝑥), 𝑄2(𝑥) =

∫︁
e𝐹1(𝑥)−𝐹2(𝑥) 𝑓1(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥.

Поэтому частное решение �̂�2 уравнения (17) имеет вид:
�̂�2 = Φ1(𝐶)𝑄2(𝑥)e

𝐹2(𝑥).
Таким образом, общее решение обыкновенного уравнения (17)
имеет вид
(20) 𝑢2 = 𝐷e𝐹2(𝑥) +Φ1(𝐶)𝑄2(𝑥)e

𝐹2(𝑥).
Поэтому, полагая 𝐷 = Φ2(𝐶) (см., например, [3]), где Φ2 – произ-
вольная гладкая функция, получаем общее решение второго урав-
нения системы (7):
𝑢2 = (Φ2(𝐴(𝑡)−𝐺(𝑥))e𝐹2(𝑥) +Φ1(𝐴(𝑡)−𝐺(𝑥))𝑄2(𝑥))e

𝐹2(𝑥).
Поступая последовательно указанным образом, будем полу-

чать 𝑢3, ..., 𝑢𝑚. При этом каждое решение 𝑢𝑘 будет зависеть от 𝑘
произвольных функций, так что 𝑢𝑚 будет зависеть от 𝑚 произ-
вольных функций Φ1, ...,Φ𝑚, что и завершает построение реше-
ния в соответствии с алгоритмом. �

Примечание. Мы не выписываем окончательных формул для
всех 𝑢𝑘 ввиду их громоздкости. При решении конкретной задачи
целесообразнее воспроизводить схему доказательства как алго-
ритм последовательного построения решений.

3. Пример. Система 𝑘-из-𝑛 : 𝐹

В качестве примера применения исследования предложенно-
го класса уравнений рассмотрим модель однородной восстанав-
ливаемой системы типа 𝑘-из-𝑛 : 𝐹 с общим законом распреде-
ления времени восстановления отказывающих компонент. Такая
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система состоит из 𝑛 компонент и отказывает когда откажут 𝑘 из
её компонент.

Предположим, что

∙ компоненты отказывают в соответствии с пуассоновским
потоком интенсивности 𝛼;

∙ случайные длительности восстановления отказавших ком-
понент – независимые одинаково распределённые (н.о.р.)
случайные величины (с.в.) с абсолютно непрерывной функ-
цией распределения (ф.р.) 𝐵(𝑡), плотность распределения
(п.р.) которой обозначим через 𝑏(𝑡) = 𝐵′(𝑡);

∙ после отказа системы восстанавливается только одна из от-
казавших компонент и система переходит в состояние 𝑘−1.

Обозначим через

∙ 𝑗 – число отказавших компонент;;

∙ 𝐸 = {𝑗 : 𝑗 = {0, 1, . . . 𝑘}} – множество состояний систе-
мы, при этом 𝑘 означает состояние отказа системы;

∙ 𝐽 = {𝐽(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅} случайный процесс, где 𝐽(𝑡) = 𝑗, если
в момент 𝑡 система находится в состоянии 𝑗 ∈ 𝐸;

∙ 𝜆𝑗 = (𝑛 − 𝑗)𝛼 – интенсивность отказа системы в её 𝑗-м
состоянии;

∙ 𝛽(𝑥) = 𝐵′(𝑥)
1−𝐵(𝑥)– условная плотность восстановления (окон-

чания ремонта) компоненты при условии, что на её ремонт
было затрачено время 𝑥;

∙ �̃�(𝑠) – преобразование Лапласа (ПЛ) п.р. 𝑏(𝑡) (производящая
функция времени восстановления);

∙ 𝑏 =
∞∫︀
0

(1−𝐵(𝑥))𝑑𝑥 – среднее время ремонта компонент.
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Для исследования рассматриваемой системы используется
метод марковизации, который состоит в расширении простран-
ства состояний процесса путём введения дополнительной пере-
менной [5] с целью превращения процесса в марковский. В дан-
ном случае в качестве дополнительной переменной 𝑋(𝑡) исполь-
зуется время, затраченное к моменту 𝑡 на восстановление ремон-
тируемой компоненты системы. При этом процесс

𝑍 = {𝑍(𝑡) = (𝐽(𝑡), 𝑋(𝑡)), 𝑡 > 0}
в пространстве состояний

ℰ = {0, (𝑗,R+) : 𝑗 = 1, 𝑘}
становится марковским. Обозначим через 𝜋𝑗(𝑡;𝑥) п.р. относи-
тельно дополнительной переменной вероятности его микросо-
стояний в области 0 6 𝑥 6 𝑡 < ∞ их определения,

𝜋𝑗(𝑡;𝑥)𝑑𝑥 = P{𝐽(𝑡) = 𝑗, 𝑥 < 𝑋(𝑡) 6 𝑥+ 𝑑𝑥} (𝑗 = 1, 𝑘).

При этом соответствующие вероятности макросостояний для 𝑡>0
принимают вид

𝜋𝑗(𝑡) = P{𝐽(𝑡) = 𝑗} =

𝑡∫︁
0

𝜋𝑗(𝑡;𝑥)𝑑𝑥.

Принимая во внимание вероятностное происхождение этих
функций, они предполагаются неотрицательными, 𝜋𝑗(𝑡;𝑥) > 0,
𝜋𝑗(𝑡) > 0.

На рис. 1 представлен граф переходов соответствующего
процесса 𝑍.
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Рис. 1. Граф переходов процесса 𝑍
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Теорема 2. Вероятности микросостояний 𝜋𝑗(𝑡;𝑥) удовле-
творяют системе прямых уравнений Колмогорова,

(21)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑
𝑑𝑡𝜋0(𝑡) =

⊤∫︀
0

𝜋1(𝑡, 𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥,

( 𝜕
𝜕𝑡 +

𝜕
𝜕𝑥 )𝜋1(𝑡, 𝑥) = −(𝜆1 + 𝛽(𝑥))𝜋1(𝑡, 𝑥) (𝑖 = 2, 𝑘 − 1),

( 𝜕
𝜕𝑡 +

𝜕
𝜕𝑥 )𝜋𝑖(𝑡, 𝑥) = −(𝜆𝑖 + 𝛽(𝑥))𝜋𝑖(𝑡, 𝑥) + 𝜆𝑖−1𝜋𝑖−1(𝑡, 𝑥),

( 𝜕
𝜕𝑡 +

𝜕
𝜕𝑥 )𝜋𝑘(𝑡) = −(𝜆𝑘 + 𝛽(𝑥))𝜋𝑘(𝑡, 𝑥) + 𝜆𝑘−1𝜋𝑘−1,

где 𝑖 = 2, 𝑘 − 1 с начальным
𝜋0(0) = 1

и краевыми условиями⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜋1(𝑡, 0) = 𝜆0𝜋0(𝑡) +

⊤∫︀
0

𝜋2(𝑡, 𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥,

𝜋𝑖(𝑡, 0) =
⊤∫︀
0

𝜋𝑖+1(𝑡, 𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥 (𝑖 = 2, 𝑘 − 1),

𝜋𝑘(𝑡, 0) = 0.
Доказательство. Опираясь на приведённый граф переходов,

обычным методом сравнения вероятностей состояний процесса
в близкие моменты времени 𝑡 и 𝑡+Δ с последующим переходом
к пределу при Δ → 0 для вероятностей состояний процесса полу-
чим систему дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (21), которая представляет собой систему гиперболических
дифференциальных уравнений рассмотренного ранее вида. Рас-
сматривая в соответствии с графом переходов изменения состо-
яний процесса в момента окончания восстановления компонент
получаем краевые условия. Отметим, что они имеют «нестан-
дартный вид». Начальное условие соответствует полностью ра-
ботоспособной системе в начальный (нулевой) момент времени. �

Для построения общего решения полученной системы урав-
нений воспользуемся предложенным выше алгоритмом. В соот-
ветствии с этим алгоритмом, для построения общего решения
второго из уравнений системы (21) выпишем соответствующую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений в симмет-
рической форме

(22)
𝑑𝑡

1
=

𝑑𝑥

1
=

𝑑𝜋1
−(𝜆1 + 𝛽(𝑥))𝜋1

.
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Находим первые интегралы этой системы:
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 =⇒ 𝑡− 𝑥 = 𝐶,

𝑑𝜋1 = −(𝜆1 + 𝛽(𝑥))𝜋1𝑑𝑥 =⇒ 𝜋1 = 𝐷e−𝜆1𝑥𝑔(𝑥).

Здесь введено обозначение

(23) 𝑔(𝑥) = e
−

𝑥∫︀
0

𝛽(𝑥)𝑑𝑥
=⇒ 𝑔(0) = 1.

Поэтому, в соответствии с алгоритмом, изложенным при до-
казательстве теоремы, полагаем
(24) 𝐷 = Φ1(𝐶) ⇒ 𝜋1(𝑡, 𝑥) = e−𝜆1𝑥𝑔(𝑥)Φ1(𝑡− 𝑥),

где Φ1 – произвольная гладкая функция.
Перейдем к построению общего решения 𝜋2(𝑥, 𝑡). Выписы-

ваем соответствующую систему обыкновенных уравнений в сим-
метрической форме

(25)
𝑑𝑡

1
=

𝑑𝑥

1
=

𝑑𝜋2
−(𝜆2 + 𝛽(𝑥))𝜋2 + 𝜆1𝜋1(𝑥, 𝑡)

.

Один первый интеграл системы (25), очевидно, имеет вид
(26) 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 ⇒ 𝑡− 𝑥 = 𝐶.

Воспользовавшись выражением для 𝜋1(𝑥, 𝑡) из (24), для отыска-
ния другого первого интеграла этой системы получаем
(27) 𝑑𝜋2 = (−(𝜆2 + 𝛽(𝑥))𝜋2 + 𝜆1e

−𝜆1𝑥𝑔(𝑥)Φ1(𝑡− 𝑥))𝑑𝑥.

С учетом (27), получаем уравнение

𝑑𝜋2
𝑑𝑥

= −(𝜆2 + 𝛽(𝑥))𝜋2 + 𝜆1e
−𝜆1𝑥𝑔(𝑥)Φ1(𝐶).

Общее решение �̌�2 соответствующего однородного уравне-
ния

𝑑�̌�2
𝑑𝑥

= −(𝜆2 + 𝛽(𝑥))�̌�2
имеет вид

�̌�2 = 𝐷e−𝜆2𝑥𝑔(𝑥).

Частное решение �̂�2 неоднородного уравнения будем искать
методом вариации произвольной постоянной в виде (как и вы-
ше, чтобы избежать путаницы в обозначениях, пишем не 𝐷(𝑥),
а 𝑉 (𝑥)):

�̂�2 = 𝑉 (𝑥)e−𝜆2𝑥𝑔(𝑥).
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Поэтому для неизвестной функции 𝑉 (𝑥) получаем
𝑉 ′ = 𝜆1Φ1(𝐶)e−(𝜆1−𝜆2)𝑥.

Таким образом,

𝑉 (𝑥) =
−𝜆1

𝜆1 − 𝜆2
Φ1(𝐶)e−(𝜆1−𝜆2)𝑥.

Поэтому общее решение соответствующего неоднородного урав-
нения имеет вид

𝜋2 = 𝐷e−𝜆2𝑥𝑔(𝑥)− 𝜆1

𝜆1 − 𝜆2
Φ1(𝐶)e−(𝜆1−𝜆2)𝑥e−𝜆2𝑥𝑔(𝑥) =

= 𝑔(𝑥)(𝐷e−𝜆2𝑥 − 𝜆1

𝜆1 − 𝜆2
Φ1(𝐶)e−𝜆1𝑥).

Полагая
𝐷 = Φ2(𝐶),

где Φ2 – произвольная гладкая функция, получаем общее решение
соответствующего уравнения с частными производными

𝜋2(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑥)(Φ2(𝑡− 𝑥)e−𝜆2𝑥 − 𝜆1

𝜆1 − 𝜆2
Φ1(𝑡− 𝑥)e−𝜆1𝑥).

Совершенно аналогично строим общие решения последую-
щих уравнений, а именно,

𝜋𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑥)

(︃
Φ𝑖(𝑡− 𝑥)e−𝜆𝑖𝑥+

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
𝜆𝑖−1 · · ·𝜆𝑖−𝑗

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑗+1) · · · (𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)
Φ𝑗(𝑡− 𝑥)e−𝜆𝑗𝑥

)︃
,

где Φ1, . . . ,Φ𝑖 – произвольные гладкие функции.
Полагая

Ψ𝑗 = (−1)𝑗
𝜆𝑖−1 · · ·𝜆𝑖−𝑗

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑗+1) · · · (𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)
Φ𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑖− 1, Ψ𝑖 = Φ𝑖,

получаем общее решение в виде

𝜋𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑥)

⎛⎝ 𝑖∑︁
𝑗=1

Ψ𝑗(𝑡− 𝑥)e−𝜆𝑗𝑥

⎞⎠ .

Примечание. Специфика уравнений (достаточно простые ха-
рактеристики) позволяет вычислить вероятности состояний си-
стемы в терминах преобразования Лапласа через преобразования
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Лапласа Ψ̃𝑗(𝑠) функций Ψ𝑗(𝑡). А именно, переходя к преобразо-
ванию Лапласа для вероятностей макросостояний, из последнего
выражения найдём

�̃�𝑗(𝑠) =

∞∫︁
0

e−𝑠𝑡𝜋𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

e−𝑠𝑡

𝑇∫︁
0

𝑗∑︁
𝑖=1

Ψ𝑖(𝑡− 𝑥)e−𝜆𝑖𝑥 =

𝑗∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

e−𝑠𝑥e−𝜆𝑖𝑥𝑑𝑥

∞∫︁
𝑥

Ψ𝑖(𝑡− 𝑥)e−(𝑡−𝑥) =

𝑗∑︁
𝑖=1

Ψ̃𝑖(𝑠)𝑔(𝑠+ 𝜆𝑖).

Далее с помощью краевых условий и первого из уравнений
(21) можно надеяться вычислить преобразования Лапласа неиз-
вестных функций Ψ𝑗(𝑡). Но это отдельная задача, заслуживающая
специального исследования.

4. Заключение

В работе изучен специальный класс дифференциальных
уравнений в частных производных гиперболического типа, для
которых разработан алгоритм вычисления общего решения. Ал-
горитм опробован при решении системы прямых дифференци-
альных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний мар-
ковского процесса, описывающего поведение популярной в при-
ложениях модели стохастической системы типа 𝑘-из-𝑛 : 𝐹 с об-
щим распределением времени ремонта отказывающих компо-
нент.
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HYPERBOLIC SYSTEMS WITH MULTIPLE
CHARACTERISTIC AND APPLICATIONS
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Abstract: The article considers a certain class of hyperbolic systems of linear partial
differential equations with one spatial variable. As a rule, in the case of systems
of partial differential equations, when solving problems, additional conditions are
immediately used that ensure the uniqueness of the problem. However, this greatly
complicates the construction of the solution in the case of additional conditions of
a non-standard form. For a similar situation, in the case of ordinary differential
equations, they try to find a general solution, for which you can then try to use the
given additional conditions. However, for systems of partial differential equations
this approach is difficult, since, as a rule, in this case it is not possible to construct
a general solution. For the class of systems of linear inhomogeneous partial
differential equations considered in the article, we managed to find an algorithm
for constructing a general solution. A distinctive feature of the considered systems of
equations is the multiplicity of the corresponding characteristics. As an application
of the proposed algorithm, a general solution of the Kolmogorov system of equations
for the probabilities of the states of a process that describes the behavior of the
popular in applications of a model of a stochastic system of type k-fromn: F with
a common distribution of repair time of failed components. The specified system of
Kolmogorov equations is a system of differential equations in partial derivatives of
the mentioned class. Therefore, for her it is possible to build a common solution.
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