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Рассмотрена задача управления синхронизацией между двумя связанными
неидентичными системами Хиндмарш–Роуз, каждая из которых описывает
поведение отдельного биологического нейрона. Важность решения данной за-
дачи обусловлена множеством медико-биологических исследований, которые
напрямую связывают появление некоторых заболеваний нервной системы (та-
ких как эпилепсия) c наличием патологической синхронизации между нейрона-
ми в отдельных участках головного мозга. Таким образом, возможность управ-
ления синхронизацией между нейронами является перспективным методом ле-
чения эпилепсии и активно применяется в медицинской практике. Очевидно,
что разработка такого метода лечения требует использования качественных
математических инструментов. В качестве таких инструментов в данной ра-
боте используются инструменты теории управления. Кроме того, необходимо
учитывать наличие неточности современных моделей биологических нейронов.
Для этого в настоящей работе предлагается рассматривать эту неточность
как непрерывные, равномерно ограниченные функции, описывающие некоторые
возмущения. Таким образом, используя предлагаемый в работе закон управле-
ния и соблюдая выполнение сформулированных теорем, можно гарантирован-
но достичь синхронизированного поведения между исследуемыми системами в
условиях отсутствия и наличия модельных возмущений в системах. Получен-
ные результаты доказаны и подтверждены численными экспериментами.
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Введение

Благодаря огромному количеству исследований, посвящён-
ных синхронизации в биологических системах, можно с уверен-
ностью сказать, что явление синхронизации играет ключевую
роль в функционировании биологических систем и их взаимодей-
ствии между собой [1, 2, 13, 14]. В качестве примеров можно при-
вести популяции светлячков, синхронно вспыхивающих в ночном
небе, или синхронную активность сердечных клеток, позволя-
ющую сердцу сокращаться [20]. Кроме того, к таким системам
относится мозг человека или животного. На настоящий момент
известно, что синхронизация больших популяций нейронов явля-
ется основным механизмом образования макроколебаний в мозге
[14, 21, 24]. Также было установлено, что ряд патологических со-
стояний и заболеваний центральной нервной системы, например
таких, как эссенциальный тремор, эпилепсия, болезни Паркин-
сона и Альцгеймера, напрямую связаны с аномальной синхрони-
зацией отдельных нейронных популяций [5, 12, 22]. Сейчас ак-
тивно ведётся разработка методов лечения данных заболеваний
путём подавления патологической синхронизации в мозге. При-
чём особый интерес представляют собой неинвазивные методы,
основанные на биологической обратной связи [3, 4, 9]. Очевидно,
что разработка таких методов требует качественного математиче-
ского описания как моделей нейронов, так и условий их синхро-
низации в сетях.

На сегодняшний день существует множество исследований,
посвящённых поиску условий синхронизации сетей, узлами кото-
рых являются математические модели биологических нейронов.
При этом до недавнего времени практически все исследования
ограничивались лишь поиском условий синхронизации для слу-
чая идентичных узлов в сети и отсутствия модельных возмуще-
ний в каждом отдельном узле [6, 10, 11, 18, 23]. Но поскольку по-
пуляции нейронов в мозге представляют собой гетерогенные сети
(т.е. сети, состоящие из неидентичных узлов), возник интерес пе-
ренесения накопленного опыта на случай синхронизации в дан-
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ных сетях. Например, продемонстрирована возможность синхро-
низации гетерогенной сети, узлы которой описываются динами-
ческой системой ФитцХью–Нагумо [15, 16, 17]. Настоящая рабо-
та продолжает исследования гетерогенных сетей и рассматривает
синхронизацию простейшей сети, состоящей из двух связанных
неидентичных динамических систем Хиндмарш-Роуз, причём как
в условиях отсутствия, так и в условиях наличия возмущений в
системах.

Статья организована следующим образом: в разделе 1 рас-
сматривается динамическая система Хиндмарш–Роуз как модель
биологического нейрона; в разделе 2.1 формулируется понятие
синхронизации и приводятся её основные виды; в разделах 2.2 и
2.3 представлены доказательства синхронизации двух взаимосвя-
занных неидентичных систем Хиндмарш-Роуз в условиях отсут-
ствия и наличия возмущений; результаты численного моделиро-
вания, подтверждающие теоретические результаты, приведены в
разделе 3.

1. Cистема Хиндмарш–Роуз

Система Хиндмарш–Роуз представляет собой модель биоло-
гического нейрона и описывается нелинейной системой диффе-
ренциальных уравнений 3-го порядка:

(1)

�̇�(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡) + 𝑢(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝜀[𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟) − 𝑧(𝑡)].
Здесь переменная 𝑥(𝑡) описывает динамику мембранного по-
тенциала нейрона, а переменные 𝑦(𝑡) и 𝑧(𝑡) описывают калий-
натриевый насос. Поскольку скорость изменения переменной
𝑧(𝑡) определяется малым параметром 0 < 𝜀 ≪ 1, то 𝑧(𝑡) опи-
сывает динамику медленного калиевого тока, а 𝑦(𝑡) – быстрого
натриевого тока. Внешнее воздействие на нейрон определяется
переменной 𝑢(𝑡).

Изначально система Хиндмарш–Роуз описывалась нелиней-
ной системой дифференциальных уравнений 2-го порядка и явля-
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лась упрощённым вариантом модели Ходжкина–Хаксли [7]. Од-
нако после ряда экспериментов, проведённых над клетками мозга
пресноводной улитки Lymnaea stagnalis, были обнаружены новые
режимы функционирования нейронов, которые не учитывались в
модели [8]. Потому авторы модели, Джеймс Хиндмарш и Маль-
ком Роуз, приняли решение о включении в модель третьего урав-
нения, что позволило учесть большинство новых режимов пове-
дения биологического нейрона. В частности, модель (1) способна
демонстрировать пачечную активность и посттормозную отдачу,
а также адаптироваться к воздействию внешней среды [8, 19].

2. Синхронизация систем Хиндмарш–Роуз

2.1. ПОНЯТИЕ СИНХРОНИЗАЦИИ
Настоящая работа в значительной степени посвящена явле-

нию синхронизации. Потому важно определить, что в дальней-
шем понимается под термином «синхронизация». Синхронизаци-
ей будем называть согласованное во времени функционирование
двух или нескольких объектов или процессов [2]. Также опреде-
ление синхронизации может быть сформулировано математиче-
ски.

Определение 1 [2, c. 78]. Будем говорить, что имеет место
синхронизация процессов или объектов 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝒳 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘,
относительно характеристики 𝐶𝑡(·) и вектор-функции 𝐹𝑖(·), ес-
ли существуют числа 𝜏𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, такие, что ∀𝑡 > 0
выполняются соотношения
(2) 𝐹1 (𝐶𝑡+𝜏1(𝑥1)) = 𝐹2 (𝐶𝑡+𝜏2(𝑥2)) = . . . = 𝐹𝑘 (𝐶𝑡+𝜏𝑘(𝑥𝑘)) .

Здесь характеристика 𝐶𝑡(·) называется показателем (индексом)
синхронизации и определяется как отображение 𝐶𝑡 : 𝒳 → 𝒞,
где 𝒞 есть множество возможных значений 𝐶𝑡(·). Необходимо
отметить, что характеристика 𝐶𝑡(·) предполагается одинаковой
для всех объектов или процессов. Принимаемое характеристикой
𝐶𝑡(·) значение может быть скаляром, вектором, матрицей и да-
же функцией. Cравнивать характеристики различных процессов
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между собой позволяют вектор-функции 𝐹𝑖 : 𝒞 → R𝑚, называе-
мые функциями сравнения.

Под приближённой синхронизацией (𝜀-синхронизацией) по-
нимается случай, когда соотношения (2) выполняются прибли-
жённо:
(3)

⃦⃦
𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖)) − 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 (𝑥𝑗)

)︀⃦⃦
2
6 𝜀 ∀𝑖, 𝑗, 𝑡 > 0,

а под асимптотической синхронизацией – случай, когда погреш-
ность соотношений (2) со временем исчезает:
(4) lim

𝑡→∞

⃦⃦
𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖)) − 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 (𝑥𝑗)

)︀⃦⃦
2

= 0 ∀𝑖, 𝑗, 𝑡 > 0.

Представленное выше определение является достаточно об-
щим и охватывает большинство из основных видов синхрони-
зации. В данной работе же рассматривается вид синхрониза-
ции, называемый координатной синхронизацией. Под коорди-
натной синхронизацией взаимосвязанных подсистем понимает-
ся совпадения координат векторов состояний этих подсистем.
Координатная сихронизация согласуется с приведённым выше
определением, если определить показатель синхронизации как
𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, а функции сравнения взять
тождественными своему аргументу: 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘.

2.2. СИНХРОНИЗАЦИЯ СИСТЕМ БЕЗ ВОЗМУЩЕНИЙ
Рассмотрим гетерогенную сеть нейронов, представленную

двумя связанными системами Хиндмарш-Роуз:

(5)

{︃
ẋ1(𝑡) = 𝐹1(x1(𝑡)) +𝐵 [𝜎 (𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)) + 𝑢(𝑡)] ,

ẋ2(𝑡) = 𝐹2(x2(𝑡)) +𝐵𝜎 (𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡)) ,
где

𝐹𝑖(x(𝑡)) =

⎛⎝ 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡)
𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡)

𝜀 [𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟𝑖) − 𝑧(𝑡)]

⎞⎠ , 𝑖 = 1, 2.

Здесь x𝑖(𝑡) = col (𝑥𝑖(𝑡), 𝑦𝑖(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, – вектора состояний
связанных систем (5); 𝐵 = col (1, 0, 0); 𝑢(𝑡) – управляющее воз-
действие; 𝜎 – сила связи между нейронами; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜀, 𝑠, 𝑟1 и
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𝑟2 – известные параметры нейронов. Будем проводить синхрони-
зацию систем, предполагая известность параметров. Последова-
тельно вычетая уравнения второй системы из первой и положив
𝜓(𝑡) = 𝑥21(𝑡) + 𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) + 𝑥22(𝑡), 𝜙(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡), получим
систему
(6) �̇�(𝑡) = ̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝛿𝑥(𝑡) + 𝛿𝑦(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡)
−𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑦(𝑡)

𝜀 (𝑠𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡) − 𝑠𝑟)

⎞⎠ .

Здесь 𝛿(𝑡) = col (𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑦(𝑡), 𝛿𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (6); 𝛿𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡), 𝛿𝑦(𝑡) = 𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡), 𝛿𝑧(𝑡) =
= 𝑧1(𝑡)−𝑧2(𝑡) и 𝑟 = 𝑟1−𝑟2. Теперь, чтобы гарантировать синхро-
низацию систем (5), необходимо обеспечить устойчивость систе-
мы (6). Это достигается посредством управления, определяемого
функцией 𝑢(𝑡). Очевидно, что выбор конкретного вида синхро-
низации определяет конкретный вид цели управления, а значит и
функции 𝑢(𝑡). В настоящей работе цель управления сформулиро-
вана следующим образом:
(7) |𝛿𝑥(𝑡)| → 0, |𝛿𝑦(𝑡)| → 0, |𝛿𝑧(𝑡)| → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, при 𝑡→ ∞.

Далее перейдем к новым координатам: 𝑒𝑥 = 𝛿𝑥, 𝑒𝑦 = 𝛿𝑦, 𝑒𝑧 =
= 𝛿𝑧 + 𝑠𝑟. Система (6) примет следующий вид:
(8) �̇�(𝑡) = ̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒𝑥(𝑡) + 𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟
−𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡)
𝜀 (𝑠𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡))

⎞⎠ .

Здесь 𝑒(𝑡) = col (𝑒𝑥(𝑡), 𝑒𝑦(𝑡), 𝑒𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (8).

Введем функцию Ляпунова:

(9) 𝑉 (𝑒(𝑡)) =
1

2

(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝜀𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
.
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Найдем производную �̇� (𝑒(𝑡)) в силу системы (8). Получим сле-
дующее:

�̇� (𝑒(𝑡)) = −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡).
(10)

В виду того, что функция 𝜓(𝑡) неотрицательна ∀𝑡 > 0, производ-
ную (10) можно оценить сверху:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −(2𝜎 − 𝑏𝜙(𝑡))𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡).
(11)

Зададим следующий закон управления:
(12) 𝑢(𝑡) = − (𝛾 + 𝑏𝜙(𝑡)) 𝛿𝑥(𝑡) + 𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑦(𝑡) − 𝑠𝑟, 𝛾 > 0.

Переходя к новым координатам 𝑒𝑥, 𝑒𝑦 и 𝑒𝑧 , управление (12) при-
мет вид
(13) 𝑢(𝑡) = − (𝛾 + 𝑏𝜙(𝑡)) 𝑒𝑥(𝑡) + 𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑠𝑟, 𝛾 > 0.

Подставляя закон управления (13) в оценку (11), получаем

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡).(14)

Перепишем правую часть неравенства (14) в следующем виде:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) −

1

2

(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
.

(15)

Для правой части неравенства (15) имеет место оценка сверху:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) − 𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)).

(16)

Далее в неравенстве (16) выделим квадратичную форму и пере-
пишем её в матричном виде.
(17) �̇� (𝑒(𝑡)) 6 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) − 𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)),

гдe

𝑊 =

⎡⎣ −(𝛾 + 2𝜎 − 1/2) 1/2 0
1/2 −1/2 0

0 0 −1/2𝑠

⎤⎦ .
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Теперь найдем такие 𝛾 и 𝜎, при которых квадратичная форма в
неравенстве (17) является отрицательно определённой. Исполь-
зуя критерий Сильвестра, получим следующее условие:
(18) 𝛾 + 2𝜎 − 1 > 0.
Если условие (18) выполнено, тогда квадратичная форма в нера-
венстве (16) является отрицательно определённой, а значит, её
можно оценить сверху нулём. Получим следующее неравенство:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)).(19)

В силу неравенства (19), траектории системы (8) стремятся к ну-
левому решению. А это означает, что нулевое решение систе-
мы (8) является асимптотически устойчивым. Переходя к исход-
ным координатам, получаем:
(20) lim

𝑡→∞
|𝛿𝑥(𝑡)| = 0, lim

𝑡→∞
|𝛿𝑦(𝑡)| = 0, lim

𝑡→∞
|𝛿𝑧(𝑡)| = 𝑠|𝑟|.

Полученный результат можно сформулировать в виде теоремы.
Теорема 1. Пусть 𝜎 – сила связи между системами (5),

а 𝛾 – коэффициент усиления в законе управления 𝑢(𝑡). Тогда
∀ x𝑖(0), 𝑖 = 1, 2, систем, закон управления 𝑢(𝑡) в форме (13)
обеспечивает достижение цели управления (7), если выполнено
условие (18).

Таким образом, выполнение условий теоремы 1 является до-
статочным условием для синхронизации систем (5). Причем от-
носительно переменных 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, синхронизация яв-
ляется асимптотической. А из неравенства (19) следует, что ско-
рость синхронизации подчиняется экспоненциальному закону.

2.3. СИНХРОНИЗАЦИЯ СИСТЕМ С ВОЗМУЩЕНИЯМИ
Несмотря на всю схожесть поведения системы Хиндмарш-

Роуз с поведением биологических нейронов, её универсальность
не позволяет учесть все физиологические особенности отдельно-
го нейрона. Учесть данные особенности возможно, если известна
некоторая априорная информация о них. Например известно, что
они описываются возмущениями, которые представляют собой
равномерно ограниченные функции от времени. Таким образом,
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сеть (5), cостоящая из двух неидентичных систем Хиндмарш-Ро-
уз, может быть переписана в следующем виде:

(21)

{︃
ẋ1(𝑡) = 𝐹1(x1(𝑡)) + 𝜉1(𝑡) +𝐵 [𝜎 (𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)) + 𝑢(𝑡)] ,

ẋ2(𝑡) = 𝐹2(x2(𝑡)) + 𝜉2(𝑡) +𝐵𝜎 (𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡)) ,
где

𝐹𝑖(x(𝑡)) =

⎛⎝ 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡)
𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡)

𝜀 [𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟𝑖) − 𝑧(𝑡)]

⎞⎠ , 𝑖 = 1, 2.

Здесь 𝜉𝑖(𝑡) = col (𝜉𝑥,𝑖(𝑡), 𝜉𝑦,𝑖(𝑡), 𝜉𝑧,𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, – вектор-
функции возмущений связанных систем (21), причём

|𝜉𝑥,𝑖(𝑡)| 6
∆𝑥

2
, |𝜉𝑦,𝑖(𝑡)| 6

∆𝑦

2
, |𝜉𝑧,𝑖(𝑡)| 6

∆𝑧

2
, 𝑖 = 1, 2, ∀𝑡 > 0.

Наличие возмущений системах (21) требует такого управле-
ния, которое бы смогло обеспечить синхронизацию систем даже
при их наличии. Далее покажем, что полученный закон управле-
ния (12) обладает данным свойством и обеспечивает cинхрониза-
цию систем (21). Для этого вычтем уравнения первой системы из
второй и используем ранее введенные обозначения 𝜓(𝑡) и 𝜙(𝑡):
(22) �̇�(𝑡) = ̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) + 𝜂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝛿𝑥(𝑡) + 𝛿𝑦(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡)
−𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑦(𝑡)

𝜀 (𝑠𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡) − 𝑠𝑟)

⎞⎠ .

Здесь 𝜂(𝑡) = col (𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡), 𝜂𝑧(𝑡)) – вектор-функция возмуще-
ний системы (22), такая, что

|𝜂𝑥(𝑡)| 6 ∆𝑥, |𝜂𝑦(𝑡)| 6 ∆𝑦, |𝜂𝑧(𝑡)| 6 ∆𝑧 ∀𝑡 > 0.

Переходя к координатам 𝑒𝑥 = 𝛿𝑥, 𝑒𝑦 = 𝛿𝑦, 𝑒𝑧 = 𝛿𝑧 + 𝑠𝑟, получим
следующую систему:
(23) �̇�(𝑡) = ̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) + 𝜂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),
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где

̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒𝑥(𝑡) + 𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟
−𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡)
𝜀 (𝑠𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡))

⎞⎠ .

Здесь 𝑒(𝑡) = col (𝑒𝑥(𝑡), 𝑒𝑦(𝑡), 𝑒𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (23).

Теперь покажем, что управление (12) обеспечивает синхро-
низацию системы (21). Для доказательства этого факта найдем
производную функции Ляпунова (9) в силу системы (23). Полу-
чим следующее выражение:

�̇� (𝑒(𝑡)) = −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡)+

+ 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +
1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒(𝑡).

(24)

Подставим закон управления (13) в выражение (24):
�̇� (𝑒(𝑡)) = − (𝑎𝜓(𝑡) + 𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) + 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +

1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡).

(25)

Далее выражение (25) будем оценивать сверху. Исключим слага-
емое, содержащее функцию 𝜓(𝑡):

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +
1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡).

(26)

Значения слагаемых, содержащих функции 𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡) и 𝜂𝑧(𝑡),
можно оценить сверху значениями модулей этих слагаемых. То-
гда получим оценку:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ |𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡)| + |𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡)| +
1

𝜀𝑠
|𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡)|.

(27)

Рассмотрим вспомогательное неравенство

(︂
√
𝜈𝛼+

1√
𝜈
𝛽

)︂2

> 0,

оно равносильно неравенству |𝛼𝛽| 6 𝜈

2
𝛼2 +

1

2𝜈
𝛽2. А значит, име-
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ет место следующее выражение:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+
𝜈𝑥
2
𝑒2𝑥(𝑡) +

1

2𝜈𝑥
𝜂2𝑥(𝑡) +

𝜈𝑦
2
𝑒2𝑦(𝑡)+

+
1

2𝜈𝑦
𝜂2𝑦(𝑡) +

𝜈𝑧
2𝜀𝑠

𝑒2𝑧(𝑡) +
1

2𝜀𝑠𝜈𝑧
𝜂2𝑧(𝑡).

(28)

Представим правую часть неравенства (28) в следующем виде:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) −

1

2

[︂(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
+ 𝜈𝑥𝑒

2
𝑥(𝑡) +

+
1

𝜈𝑥
𝜂2𝑥(𝑡) + 𝜈𝑦𝑒

2
𝑦(𝑡) +

1

𝜈𝑦
𝜂2𝑦(𝑡) +

𝜈𝑧
𝜀𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) +

1

𝜀𝑠𝜈𝑧
𝜂2𝑧(𝑡)

]︂
.

(29)

Как и ранее, выделим квадратичную форму в неравенстве (29),
а 𝜈𝑥, 𝜈𝑦 и 𝜈𝑧 положим равными 1/2, 1/2 и 𝜀/2 соответственно.
Отсюда получаем следующую оценку:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) − 𝜀

2
𝑉 (𝑒(𝑡))+

+

(︂
𝜂2𝑥(𝑡) + 𝜂2𝑦(𝑡) +

1

𝜀2𝑠
𝜂2𝑧(𝑡)

)︂
,

(30)

гдe

𝑊 =

⎡⎣ −(𝛾 + 2𝜎 − 1/2) 1/2 0
1/2 −1/2 0

0 0 −1/2𝑠

⎤⎦ .
Ранее показано, что при выполнении условий (18), квадратичная
форма 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) является отрицательно определённой. Кроме
того, функции 𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡) и 𝜂𝑧(𝑡) являются равномерно ограни-
ченными. Поэтому правую часть неравенства (30) можно вновь
оценить сверху:

�̇� (𝑒(𝑡)) 6 −𝜀
2
𝑉 (𝑒(𝑡)) + ℎ,(31)

где

ℎ =

(︂
∆2

𝑥 + ∆2
𝑦 +

1

𝜀2𝑠
∆2

𝑧

)︂
.
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Разрешая неравенство (31) и устремляя 𝑡 к бесконечности, полу-
чаем верхний предел:

(32) lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑒(𝑡)) =
2ℎ

𝜀
.

Следовательно, траектории системы (22) ограничены эллипсои-
дом:

(33)
𝛿2𝑥(𝑡)(︃√︂

4ℎ

𝜀

)︃2 +
𝛿2𝑦(𝑡)(︃√︂

4ℎ

𝜀

)︃2 +
(𝛿𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟)2(︁√

4𝑠ℎ
)︁2 = 1.

Ограниченность траекторий в системе (22) свидетельству-
ет о наличии приближённой синхронизации между связанными
системами (21). Следует отметить, что точность такой синхрони-
зации прямо пропорциональна величинам ∆𝑥, ∆𝑦 и ∆𝑧 . Как и
ранее, сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 2. Пусть 𝜉𝑥,𝑖(𝑡), 𝜉𝑦,𝑖(𝑡) и 𝜉𝑧,𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, – равно-
мерно ограниченные функции возмущений в системе (21). Тогда
∀ x𝑖(0), 𝑖 = 1, 2, системы, закон управления 𝑢(𝑡) в форме (13)
обеспечивает достижение приближённой синхронизации, если
выполнены условия теоремы 1.

Таким образом, результат, полученный в пункте 3.2, удается
расширить на случай наличия модельных возмущений, описывае-
мых детерминированными, равномерно ограниченными функци-
ями.

3. Численные эксперименты

В рамках данной работы было проведено два численных
эксперимента, целью которых являлось подтверждение адекват-
ности полученных теорем, а следовательно и подтвержение су-
ществования такого закона управления 𝑢(𝑡), который обеспечит
синхронизацию между двумя связанными системами Хиндмарш-
Роуз как при отсутствии возмущений в этих системах (5), так
и при их наличии (21). Далее рассмотрим каждый из экспери-
ментов в отдельности, но прежде определим априорные данные
эксперимента: начальные значения векторов состояния систем
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x1(0) = col (−1,81;−1; 1,6008) и x2(0) = col (−1,8;−1,005; 0,8),
а также их параметры 𝑎 = 1, 𝑏 = 3, 𝑐 = 1, 𝑑 = 5, 𝜀 = 3 · 10−3,
𝑠 = 4, 𝑟1 = −1, 𝑟2 = −0,8, 𝛾 = 4, 𝜎 = 0,4.

Теперь перейдем к рассмотрению результатов первого экспе-
римента. Поскольку значения 𝛾 и 𝜎 заранее известны и удовле-
творяют условиям теоремы 1, то для выбранных начальных зна-
чений переменных состояния систем (5) закон управления (12)
гарантирует достижение цели управления (7). Другими слова-
ми, системы (5) под воздействием управления (7) переходят в
синхронный режим функционирования за конечное время, что
проиллюстрировано на рис. 1. Причём относительно переменных
𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, синхронизация является асимптотической
(рис. 1б и 1г). Отсюда можно заключить верность теоремы 1.

Как отмечалось ранее, модели Хиндмарш-Роуз свойствен-
на некоторая неопределённость. В данном эксперименте будем
предполагать, что эта неопределённость представляет собой воз-
мущения, описываемые непрерывными и равномерно ограничен-
ными функциями от времени. Основываясь на данных предпо-
ложениях, для проведения второго эксперимента были выбраны
следующие функции, моделирующие возмущения:

𝜉𝑥,1(𝑡) = 0,02𝜀2 sin(100𝑡), 𝜉𝑥,2(𝑡) = 0,01𝜀2 sin(100𝑡),
𝜉𝑦,1(𝑡) = 0,02𝜀2 sin(𝑡), 𝜉𝑦,2(𝑡) = 0,01𝜀2 sin(𝑡),
𝜉𝑧,1(𝑡) = 0,2𝜀2 sin(0,01𝑡), 𝜉𝑧,2(𝑡) = 0,1𝜀2 sin(0,01𝑡).

Из равномерной ограниченности функций-возмущений и выпол-
нения условий теоремы 1 следует выполнение теоремы 2. А зна-
чит, закон управления (12) обеспечивает достижение приближён-
ной синхронизации систем в сети (21), что показано на рис. 2.
Как можно видеть, область допустимой разницы между траек-
ториями систем ограничена эллипсоидом (рис. 2б, 2г, 2e и 2ж),
который, в свою очередь, описывается уравнением (33). А следо-
вательно, теорема 2 верна.
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4. Заключение

В статье рассмотрена задача управления синхронизацией
двух неидентичных взаимосвязанных систем Хиндмарш-Роуз в
условиях отсутствия и наличия модельных возмущений, описы-
ваемых непрерывными, равномерно ограниченными функциями.
Математически доказана достижимость такой синхронизации по-
средством управления, предложенного в данной работе. Причём в
случае отсутствия модельных возмущений наблюдается асимпто-
тическая синхронизация систем относительно переменных 𝑥1(𝑡),
𝑥2(𝑡) и 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡). Кроме того, для случая присутствия возмуще-
ний в системах была получена множественная оценка области до-
пустимой разницы между траекториями синхронизируемых си-
стем, представляющая собой эллипсоид.

Проведённые численные эксперименты подтвердили адек-
ватность полученных теоретических результатов для обоих ис-
следуемых случаев.
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Рис. 1: Синхронизация двух связанных систем Хиндмарш-Роуз без
возмущений: (а) поведение переменных 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (б) разница
между 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (в) поведение переменных 𝑦1 и 𝑦2; (г) разни-
ца между 𝑦1 и 𝑦2; (д) поведение переменных 𝑧1 и 𝑧2; (е) разница
между 𝑧1 и 𝑧2; (ж) разница между траекториями
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Рис. 2: Синхронизация двух связанных систем Хиндмарш-Роуз с
возмущениями: (а) поведение переменных 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (б) разни-
ца между 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (в) поведение переменных 𝑦1 и 𝑦2; (г) раз-
ница между 𝑦1 и 𝑦2; (д) поведение переменных 𝑧1 и 𝑧2; (е) разница
между 𝑧1 и 𝑧2; (ж) разница между траекториями
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SCHÖLL E. Adaptive сontrol of synchronization in delay-
coupled heterogeneous networks of FitzHugh–Nagumo nodes //
Int. Journal Bifurcation and Chaos. – 2016. – Vol. 26, Issue 4. –
1650058.

17. PLOTNIKOV S.A., LEHNERT J., FRADKOV A.L.,
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SYNCHRONIZATION CONTROL OF TWO COUPLED
NON-IDENTICAL HINDMARSH–ROSE SYSTEMS

Danila Semenov, Saint Petersburg State University, student;
Institute for Problems of Mechanical Engineering of RAS,
Saint Petersburg, trainee reseacher (semenovdm90@gmail.com).

Abstract: The problem of controlled synchronization between two coupled non-
identical Hindmarsh-Rose systems, each of which describes the behavior of a
biological neuron, was considered. The importance of solving this problem is
caused by a variety of medical and biological research that determines the
correlation between the certain diseases of the nervous system (such as epilepsy) and
pathological synchronization between neurons in the brain areas. Thus, the ability
to control synchronization between neurons is a promising method for the therapy of
epilepsy and has been actively used in medical practice. Obviously, the development
of this method of therapy requires the usage of qualitative mathematical tools. Our
approach is based on the applying of the tools of control theory. In addition, it is
necessary to take into account an inaccuracy of the modern neural models. In order
to do this, we propose to consider this inaccuracy in the form of the continuous
functions which describe the disturbances. Thus, using the control law, which was
suggested in this article, and abiding by the theorems, which were formulated here,
it is possible to achieve synchronized behavior of the systems in the conditions of
absence and presence of the disturbances. The results were proved and confirmed by
simulations.

Keywords: synchronization, coupled oscillators, Hindmarsh–Rose system.
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