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Рассмотрена задача определения функции издержек фирмы 

на предотвращение промышленных рисков (добровольных 

рисковых издержек), оптимальной по критерию общих издер-

жек. Для степенной функции производственных издержек и 

экспоненциально убывающей функции промышленного ущерба 

определен вид функции добровольных рисковых издержек. 

Проанализировано влияние параметров функции промышленно-

го ущерба на область существования решения задачи максими-

зации прибыли фирмы при оптимальной функции добровольных 

рисковых издержек. 
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1. Введение   

Промышленные риски, трактуемые как возникающие в 

коммерческой деятельности промышленных фирм, всесторонне 

рассматривались в экономической теории. Иерархия задач 

управления промышленными рисками охватывает различные 

уровни рисков: от рисков, связанных с выходом фирм на миро-

вой рынок (risk of globalization) [42] и рисков воздействия ком-
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мерческой деятельности фирм на региональные экономические 

системы [45, 47, 48] до рисков, обусловленных невыполнением 

отдельных технологических операций. В контексте дальнейшего 

анализа будут рассматриваться риски на уровне фирмы. В этом 

аспекте сопоставлялись традиционный реактивный экологиче-

ский менеджмент и активный риск-менеджмент предприятия 

(ERM)
1
 [51] как варианты поведения руководства фирмы в 

условиях неопределенности. Анализировалось  влияние перио-

дичности ремонта оборудования и организационной среды 

(organizational environment) фирмы на промышленный ущерб 

[39]: анализ риска проводился в рамках моделей UML
2
 [38] и 

MADS
3
, затем моделировался риск-менеджмент в целях обеспе-

чения безопасности персонала от вероятных промышленных 

угроз. Эффективность применения системы ERM исследована 

на материалах девяти фирм различных отраслей промышленно-

сти [36]. Исследовались риски возникновения разрывов в цепях 

поставок товаров и ресурсов как в рамках технологического 

процесса внутри фирмы [50], так и в цепях внешних поставок 

[45]. Исследования моделей принятия решений в условиях 

неопределенности [46] обосновали применимость системного 

подхода к моделированию сложных задач анализа рисков несо-

вершенства технического обслуживания промышленного обо-

рудования на основе модели UML и метода MOSAR
4
 [41]. От-

метим, что если в конце XX века необходимость управления 

промышленными рисками фирм требовала доказательства 

[36, 37], то сейчас актуальность этой проблемы не вызывает 

сомнений. 

Среди отечественных исследователей вопросов риска в 

экономике спектр интересов довольно широк: от международ-

ных аспектов до отдельно взятых фирм. Рассматриваются меж-
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дународные финансовые риски [8], риски операций с ценными 

бумагами на международном рынке [2], логистические риски 

[18, 26]. Ряд авторов исследуют риски регионального уров-

ня [35]. Например, Шелков А.Б. значительное внимание в своих 

работах уделяет проблемам региональной безопасности и ее 

анализу с помощью сценарного подхода [23, 34, 43]. Риски на 

промышленных предприятиях анализируются с учетом челове-

ческого фактора [1], с помощью деловых игр [6] и механизмов 

штрафов [15], с точки зрения внедрения инноваций [3, 16]. В 

целом показано, что производственная деятельность в любой 

сфере экономики в той или иной степени связана с неопреде-

ленностью и риском [37, 51].  

Следует отдельно отметить ряд работ отечественных уче-

ных, посвященных вопросам промышленного или производ-

ственного риска. Р.М. Качалов в своих работах [19-24] детально 

рассматривает вопросы управления рисками на различных 

уровнях, в том числе на региональном и отдельного предприя-

тия. В соавторстве с Ю.А. Слепцовой [21-23] анализ риска 

социально-экономических систем рассматривается через призму 

декомпозиции и структурирования экономического простран-

ства предприятия. Рассмотрено выделение «подцелей деятель-

ности» подсистем и выявление присущих им факторов риска 

[18]. О.Н. Гримашевич уделяет в своих работах [10-15] значи-

тельное внимание промышленным рискам и рассматривает все 

этапы управления данным риском от идентификации до разра-

ботки программы управления рисками. О.П. Черникова предла-

гает использовать операционный рычаг, учитывающий измене-

ние факторов (объема продаж, цены, удельных переменных 

затрат, суммы постоянных затрат), влияющих на прибыль пред-

приятия, а также на производственный риск предприятия [25]. 

Затраты в данной статье рассматриваются в целом без выделе-

ния затрат на управление риском. 

В дальнейшем промышленный риск трактуется как некото-

рый техногенный фактор вероятностного характера, приводя-

щий к потере активов фирмы
1
 [27, 33, 49]. Следовательно, про-
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мышленный риск, в отличие от коммерческого, приводит 

к дополнительным издержкам фирмы (далее «рисковым из-

держкам»), но не приводит к снижению доходов. С учетом 

вероятностной природы фактора риска будем считать мерой 

риска математическое ожидание ущерба от фактора риска как 

некоторого случайного события (аварии, инцидента, остановки 

оборудования, сбоя производственного процесса и т.д.), измеря-

емое в денежных единицах издержек фирмы; степень риска 

представляет собой вероятность этого события.  

Рисковые издержки фирмы (ущерб) декомпозируются на 

два компонента [40]:  1) непредвиденные расходы, обусловлен-

ными указанными событиями, в том числе штрафы за превыше-

ние размера ущерба окружающей среде над существующими 

нормами;  2) планируемые расходы, обусловленные необходи-

мостью предотвращения рисковой ситуации или снижения 

риска ее возникновения.  

Кроме того, классифицируем ущерб от риска на внутренний 

и внешний по отношению к фирме. Внутренний ущерб фирмы 

от фактора риска включает в себя утраченные активы, а также 

расходы на ликвидацию последствий и восстановительные 

работы. Размер возможного внутреннего ущерба, очевидно, 

пропорционален объему производства фирмы, с ростом которо-

го увеличиваются производственные мощности фирмы (произ-

водственные площади, оборудование, персонал), т.е. растет 

объем активов, которые могут потенциально пострадать. По-

этому снижение возможного внутреннего ущерба может быть 

достигнуто за счет дополнительных расходов на мероприятия по 

снижению риска, которые в дальнейшем будем называть добро-

вольными рисковыми издержками (ДРИ). Структура ДРИ вклю-

чает в себя расходы на мероприятия по обучению персонала, 

установке более нового и совершенного оборудования, установ-

ке очистных сооружений, систем контроля и сигнализации и пр. 

Внешний ущерб фирмы, называемый далее обязательными 

рисковыми издержками, примем равным сумме штрафов, нала-

гаемых на фирму за превышение уровня ущерба окружающей 

среде над установленными государством нормами. Таким обра-

зом, общие издержки промышленной фирмы, наряду с затрата-

ми на производство продукции, также включают в себя добро-
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вольные и обязательные рисковые издержки и внутренний 

ущерб.  

Выбор величины ДРИ предопределен следующими проти-

воречивыми факторами. С одной стороны, снижение этих из-

держек приводит к сокращению общих издержек фирмы, что 

способствует росту прибыли и дальнейшему расширению про-

изводства; однако при этом могут возрасти внутренний ущерб и 

обязательные рисковые издержки, что, наоборот, повышает 

общие издержки. С другой стороны, увеличение ДРИ приводит 

к снижению внутреннего ущерба и обязательных рисковых 

издержек, однако общие издержки фирмы могут вследствие 

этого возрасти. В дальнейшем рассматривается модель фирмы 

без учета обязательных рисковых издержек. 

Таким образом, актуальной задачей управления промыш-

ленными рисками является выбор функции ДРИ фирмы, опти-

мальной по критерию общих издержек фирмы. При оптималь-

ной функции ДРИ решение основной задачи фирмы, 

заключающейся в оптимизации объема производства по крите-

рию прибыли, представляет собой модель управления фирмой 

с учетом промышленных рисков. Эта проблема является пред-

метом данной статьи. 

2. Постановка задачи  

Рассмотрим задачу определения неотрицательной веще-

ственной ограниченной сверху функции ДРИ фирмы, миними-

зирующей функцию общих издержек фирмы: 

(1) 
)},,0(,)(:)({

)),(,(minarg)(

maxmax

)(

*











CfffRfA

fQCQf

f

Af f  

(2) ,)(),,()()(),( max  CfQXQfQCfQC   

где Q – объём производства; CΣ(Q, f) – функция общих издержек 

фирмы; C(Q) – функция издержек на производство продукции; 

f(Q) – функция ДРИ; X(Q, f) – функция внутреннего ущерба;  

f
 max 

– максимально возможная сумма ДРИ; С
max

– максимально 

возможная сумма общих издержек исходя из производственной 
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мощности фирмы; символом «
*
» обозначены оптимальные 

значения. 

Основную задачу фирмы сформулируем как задачу выбора 

ограниченного сверху объема производства, максимизирующего 

прибыль с учетом оптимальной по (1) функции ДРИ: 

(3) 
},0,:{

)),(,П(maxarg

maxmax

**









QQQRQA

QfQQ

Q

AQ Q  

(4) П(Q, f) = R(Q) – CΣ(Q, f
*
(Q)),  

(5) R(Q) = p Q, 

где П, R – прибыль и доход фирмы; p– цена продукции;  

Q
max 

– максимально возможный объем производства с учетом 

производственной мощности фирмы. 

Следует отметить математические модели оптимального 

управления промышленной безопасностью [4], разработанные 

для регионального уровня и для отдельного предприятия. Реше-

ние задачи происходит в два этапа: на первом этапе определяет-

ся стратегия повышения уровня промышленной безопасности на 

региональном уровне, на втором этапе – определяется уровень 

промышленной безопасности каждого предприятия региона, 

сумма которых равна полученному на предыдущем шаге регио-

нальному уровню. Для решения задачи применяются аддитивно-

мультипликативные модели, использующие показатели затрат 

на достижение и поддержание определенного уровня промыш-

ленной безопасности и показатели уровня промышленной без-

опасности. 

Также в [7] рассмотрены математические модели механиз-

мов снижения рисков возникновения чрезвычайных ситуаций, 

применяемые для решения задач управления экологической 

безопасностью. Проанализированы как уровень безопасности, 

так и уровень риска, представлены различные механизмы 

управления риском, произведена оценка их экономической 

эффективности. 

Поскольку вопросы управления рисками тесно связаны со 

сферой страхования, математические модели, используемые для 

анализа снижения ущерба от непредвиденных ситуаций, встре-

чаются при моделирования механизмов страхования. Например, 

с точки зрения теоретико-игрового моделирования при решении 
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задач определения страховых тарифов, взаимного и смешанного 

страхования [5].  

Введем следующие предположения, определяющие грани-

цы применимости моделей (1), (3). 

1. Гипотеза совершенной конкуренции на рынке товаров 

фирмы: цена товара для фирмы является экзогенной перемен-

ной, т.е. фирма не влияет на рыночную цену: 

p'Q = 0. 

2. Гипотеза убывающей отдачи от расширения масштаба 

производства соответствует относительно крупной фирме: 

С''Q(Q) > 0. 

3. Гипотеза влияния параметров управления на внутренний 

ущерб: с увеличением объема производства растут производ-

ственные фонды, что приводит к росту возможного ущерба от 

фактора риска; с увеличением ДРИ снижается внутренний 

ущерб; функция внутреннего ущерба ограничена сверху вслед-

ствие особенностей технологии и ограниченности объема про-

изводства:  

X'Q(Q, f) > 0,  Xf'(Q, f) < 0,  X(Q, f)  [0, X
max

],  X
max

 > 0, 

где X
max

 – максимально возможный внутренний ущерб. 

Функция производственных издержек и функция ущерба, 

удовлетворяющие гипотезам 2,3, имеют вид 

(6) С(Q) = BQ
β
,  β  (1, β

max
],  β

max
  (1, 2],  В > 0, [28, 29], 

(7) X(Q, f) = χ(Q)e
–ξf

,  ξ  (0, ξ
max

],  ξ
max

  (0, 1],  χ(Q)'Q ≥ 0. 

Будем называть функцию X(Q, f) функцией ожидаемого 

внутреннего ущерба, в которой функция χ(Q) есть детерминиро-

ванный компонент («функция ущерба»), а множитель e
–ξf

 – 

плотность экспоненциального распределения вероятности зна-

чений f как случайной величины затрат на возмещение потерь от 

рисковых ситуаций в том случае, если бы систематические 

затраты на предупреждение риска не осуществлялись. Показа-

тельное распределение в приложении к моделированию соци-

ально-экономических показателей чаще всего используется в 

теории надежности. Величина ξ описывает время ожидания при 

техническом обслуживании, срок службы оборудования. Требо-

вание гипотезы 3 (X'Q(Q, f) > 0) обусловлено увеличением ожи-

даемого ущерба при наступлении неблагоприятного события 
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в связи с увеличением стоимости имущества, подверженного 

данному риску [17, 30, 32]. Другими словами, это функция 

плотности вероятности наступления рисковых ситуаций, изме-

ренных в стоимостном выражении. 

Рассмотрим задачу оптимального управления: найти пару 

<f
 *
(∙), Q

*
>, оптимальную по критериям (1), (3) на соответству-

ющих допустимых множествах для функций издержек и ущерба 

вида (6), (7). 

3. Результаты  

На первом этапе определим функцию ДРИ f
 *
(∙) по усло-

вию (1) в виде следующего утверждения, доказательство кото-

рого приведено в приложении. 

Утверждение 1.  Для непрерывно дифференцируемых 

функций С(∙), f(∙) и функции X(∙) вида (7) функция 

(8) )](ln[
1

)(* QQf 


   

является решением задачи (1) Q  AQ при (Q) ≥ 1 и  

'' –'
2
 > 0. 

Логарифмическая функция от объема выпуска фирмы (8) 

минимизирует общие издержки фирмы при экспоненциально 

убывающей функции промышленного ущерба. 

На втором этапе определим объем производства, при кото-

ром прибыль фирмы будет максимальной с учетом функции (8). 

Утверждение 2.  Для непрерывно дифференцируемых 

функций С(∙), f(∙), χ(∙) уравнение 

(9) f
Q

Q
e

Q
QBp  




  




)(

1   

является решением задачи (3), если выполняется 

(10) 0
)(

)1(
2

2

2 


 

Q
QB

Q




   для Q  AQ. 

Таким образом, при Q
*
, удовлетворяющем (9) и (10), функ-

ция прибыли (1) будет иметь максимальное значение. 

Исследуем влияние вида функции χ(∙) на границы области 

допустимых значений параметров функций издержек В, β, ξ, 
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в пределах которых уравнение (9) имеет неотрицательное реше-

ние. Рассмотрим степенную и экспоненциальную функции χ(∙): 

χ(Q) = Q
n
,  χ(Q) = e

Q
. 

Утверждение 3.  Для функции χ(Q) вида χ(Q) = Q
n
 утвер-

ждение 2 имеет силу, если выполняются условия: 

(11) 

 )1(

2




B

n
Q  при n ≥ 2 для Q  AQ, 

(12) 

 )1(

2




B

n
Q  при n < 2 для Q  AQ. 

Нетрудно заметить, что при n < 2, наиболее строгим из двух 

неравенств является второе, а при n ≥ 2 нижнюю границу задает 

первое неравенство. 

Утверждение 4.  Для функции χ(Q) вида χ(Q) = e
Q
 утвер-

ждение 2 имеет силу, если выполняется условие: 

(13) 2

)1(2



 

B

p
Q  для Q  AQ. 

4. Анализ результатов моделирования 

Рассмотрим некоторые возможные виды нелинейной функ-

ции ущерба, удовлетворяющие гипотезе роста ущерба с увели-

чением масштаба производства, такой, чтобы в эти виды, как 

частный случай, входила линейная функция. Рассмотрим два 

варианта функции χ(Q) – степенную и экспоненциальную. Если 

χ(Q) = Q
n
, тогда в силу (8) 

(8') 
* 1 ln
( ) ln( ) lnn n

f Q Q Q



  

   . 

Получили функцию вида f
 *
(Q) = K1 + K2 ln(Q), где K1 и K2 – 

константы. 

Рассмотрим влияние параметра ξ на вид функции (8'). В си-

лу (7), ξ может принимать значения из диапазона (0, 1].  

*

0

ln
( ) lnlim

n
f Q Q





 

 
    

 
, 

*

1( ) | lnf Q n Q   . 
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То есть с уменьшением параметра ξ функция (8') неограни-

ченно возрастает, а при увеличении параметра ξ до значений, 

близких к 1, функция (8') принимает вид логарифмической 

функции. В данном случае значение объема производства Q ≥ 1. 

Рассмотрим χ(Q) = e
Q
, тогда в силу (8) 

(8") * 1 ln
( ) ln( )Q Q

f Q e



  

   . 

Получили линейную функцию вида f
 *
(Q) = K1 + K2 Q, где  

K1 и K2 – константы. 

При бесконечно малом значении параметра ξ получаем: 

*

0

ln
( ) lim

Q
f Q





 

 
    

 
, 

*

1( ) |f Q Q   . 

Как и в случае (8'), при уменьшении ξ, функция (8'') беско-

нечно возрастает, а при ξ, близком к 1, принимает вид линейной 

функции, а именно, биссектрисы угла первой четверти. Выбор в 

качестве функции χ(Q) степенной функции накладывает некото-

рые ограничения на возможные значения объема производства, 

в то время как экспоненциальная функция χ(Q) позволяет ис-

пользовать в качестве значения Q любое действительное число. 

Рассмотрим моделирование оптимальных механизмов (8), 

(9) на примере реальной промышленной фирмы (Самарского 

подшипникового завода) при различных значениях параметров 

объекта управления p, B, β, ξ. 

В результате моделирования были получены значения, 

представленные в таблицах 1 и 2. Для функции χ(Q) = Q
3
 при 

всех значениях параметров β и ξ, удовлетворяющих (6) и (7) 

соответственно, задача (1) не имеет решения при достаточно 

малых значениях цены p и параметра B (модель 1). То есть при 

низкой рыночной цене и малом коэффициенте функции произ-

водственных издержек фирма выпускает настолько низкий 

объем продукции, что не имеет дохода, достаточного для со-

вершения ДРИ. С увеличением цены доход фирмы возрастает, и 

в результате решения (9) получаем два возможных значения Q
*
, 

из которых только Q
*
 < 1 удовлетворяет (10) и (11) (модель 2). 

Об этом говорилось выше при обсуждении утверждения 3. При 
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более высоких значениях параметра B производственные из-

держки фирмы становятся больше, поэтому задача (1) не имеет 

решения (модели 3-5) при более высоких уровнях внутреннего 

ущерба и ДРИ. То есть производственные издержки настолько 

высоки, что доход, получаемый фирмой, не покрывает расходов 

на управление рисками. 

Таблица 1. Результаты моделирования для χ(Q) = Q
3
 

№  

модели 
p B ξ β Q

*
 

1 1 1 (0; 1] (1; 2] Q
*
  R 

2 100 1 0,7 1,2 
Q

*
1 = 0,08  

Q
*

2 = 4018775720 

3 100 [80; +∞) 0,7 1,2 Q
*
  R 

4 1000 1000 0,7 1,2 
Q

*
1 = 0,018  

Q
*

2 = 0,3557 

5 1000 (1257; +∞) 0,7 1,2 Q
*
  R 

Таблица 2. Результаты моделирования для χ(Q) = e
Q
 

№  

мо-дели 
p B ξ β Q

*
 

6 (0; 2) 1 (0; 1] 2 Q
*
 < 0 

7 10 1 1 1,3 8 

8 10 1 1 (1,8; 2]  

9 10 [6; +∞) 0,7 1,2  

10 100 3 0,7 1,2 14,306·10
6
 

 

Для функции χ(Q) = e
Q
 при малых значениях цены p (мо-

дель 6) задача (1) не имеет решения по причине, описанной 

выше для модели 1. С увеличением цены задача (1) имеет реше-

ние, что говорит о возросшем доходе, который позволяет осу-

ществлять ДРИ (модель 7). Увеличение параметров β и В ведет к 

возрастанию производственных издержек, что также не оставля-

ет фирме дохода для совершения ДРИ, поэтому задача (1) не 

имеет решения (модели 8, 9). Модель 10 иллюстрирует соотно-

шение параметров состояния, при которых цена достаточно 
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высока, чтобы принести фирме доход, способный покрыть 

расходы на управление рисками. 

Графическая иллюстрация результатов моделирования поз-

воляет наглядно показать исследуемые функции. 

 

Рис. 1. Зависимость дохода и общих затрат  

от объема производства и параметра В 

На графике (рис. 1) видно, что с увеличением параметра B 

при возрастающем объеме производства увеличиваются общие 

затраты. Причем дальнейшее их увеличение ведет к превыше-

нию дохода. Таким образом, увеличение общих издержек при 

постоянной цене не является целесообразным. 

Изменение параметра ξ незначительно влияет на значения 

дохода и общих издержек (рис. 2). Его изменение практически 

не отражается на графиках функций.  

Увеличение параметра β совместно с возрастающим объе-

мом производства приводит к стремительно возрастающим 

общим издержкам. На графике (рис. 3) видна линия, в каждой 

точке которой выполняется равенство дохода и общих издер-

жек. Таким образом, фирма может определить границы для 
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объема производства и параметра β, при которых фирма работа-

ет с прибылью. 

 

Рис. 2. Зависимость дохода и общих издержек  

от объема производства и параметра ξ 

 

Рис. 3. Зависимость дохода и общих издержек  

от объема производства и параметра β 
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5. Выводы 

Рассмотрена проблема управления издержками фирмы 

с учетом промышленного ущерба от непредвиденных производ-

ственных ситуаций. Классификация вероятных в этих ситуациях 

издержек фирмы (рисковых издержек) на добровольные и обя-

зательные позволила выделить задачу оптимизации ДРИ как 

самостоятельный компонент общей задачи управления издерж-

ками фирмы, которая, в свою очередь,  является компонентом 

задачи максимизации прибыли фирмы. 

Оптимальная по критерию общих издержек функция ДРИ 

определена для степенной функции производственных издержек 

и экспоненциально убывающей функции промышленного ущер-

ба. Оптимальная функция ДРИ представляет собой логарифми-

ческую зависимость от некоторой монотонной функции объема 

выпуска фирмы. Следовательно, с ростом объема производства 

рациональная стратегия управления промышленными рисками 

фирмы заключается в плавном увеличении издержек на предот-

вращение рисковых ситуаций. Также следует отметить, что 

данное увеличение целесообразно производить до определен-

ных границ, как показано на рис. 1-3.  

Анализ влияния параметров функции издержек и функции 

промышленного ущерба на область существования решения 

задачи максимизации прибыли фирмы при оптимальной функ-

ции ДРИ позволил сделать следующие выводы. Низкая рыноч-

ная цена на товар фирмы приводит к низкому доходу, что в 

совокупности с высокими значениями параметров функции 

издержек, во-первых, не позволяет фирме осуществлять ДРИ; 

во-вторых, вследствие высоких уровней оптимального выпуска 

при этом значительны размеры внутреннего ущерба. При доста-

точно высокой рыночной цене, наоборот, показано существова-

ние максимизирущей прибыль стратегии (выпуска) фирмы, 

имеющей возможность осуществлять ДРИ, т.е. наличие дохода 

фирмы, достаточного для проведения мероприятий по сниже-

нию риска. Таким образом, полученная модель позволяет для 

каждого конкретного случая, описывающего производственный 

процесс предприятия, установить границы рыночной цены и 

параметров функции издержек, при которых управление про-
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мышленным риском является критическим для существования 

фирмы. 

6. Приложение  

Доказательство утверждения 1.  Решим задачу (1) мето-

дом подстановки в целевую функцию CΣ(Q, f) функции X(Q, f). 

Целевая функция непрерывно дифференцируема и функция  

X(Q, f) = χ(Q) e
–ξf

 непрерывно дифференцируема с частными 

производными, не равными нулю одновременно (уравнение 

X(Q, f) – χ(Q) e
–ξf

 = 0 задает гладкую кривую). 

Запишем полученную в результате подстановки функцию 

CΣ(Q, f) = C(Q) + f + χ(Q) e
–ξf

  

и продифференцируем её 

(14) 0)(1),(  



f

f eQfQC  . 

Решив (14), получим функцию ДРИ при условии миними-

зации общих издержек:  

* 1
( ) ln( ( ))f Q Q


 . 

Проверим выполнение достаточного условия минимума 

функции CΣ(Q, f) при f = f*. Для этого определим знак  

ffQf

QfQQ

СС

СС








  при f = f

*
. 












 

























2

*

*

)1( QB

СС

СС

ff

ff
ffQf

QfQQ
= 

= .)1(

2
2








 



 








 QB  

Так как 2)1(   QB >0 в силу (6) и 

2








 










>0 по 

условию утверждения 1, то 
*ff 

 > 0. 
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Данное условие действительно Q  AQ. Тогда функция 

f
*
(Q) в случае (Q) ≥ 1 является решением задачи  

( , )min
ff A

C X f


. █ 

Доказательство утверждения 2.  Определим значение 

объема производства Q
*
, при котором целевая функция достига-

ет максимального значения. Для этого найдем частную произ-

водную (4) по Q: 

П'Q(Q, f) = R'Q(Q) – CΣ'Q(Q, f) = 0, 

R'Q(Q) = CΣ'Q(Q, f). 

То есть прибыль будет максимальной, если темп роста из-

держек будет равен темпу роста дохода, т.е. рыночной цене.  
* *( ) ( ) ( , ) ,Q Q Qp C Q f Q X Q f      

1 .
( )

Q f

Qp B Q e
Q

 


 


 


    

С учетом f = f
*
 по (8), получим: 

)(

2
1

Q
QBp

Q




 


  . 

Проверим выполнение достаточного условия максимума 

функции П(Q, f): 

0),()(),( 



 fQCQRfQП QQQQQQ . 

f
QQ

QQQ

QQ e
Q

Q
QBfQП  




  




2

2

2

))((

)(
)1(),( . 

f
QQ

QQQ

QQ e
QQ

QBfQП  







  







2

2

2

)()(
)1(),( . 

С учетом (8) получим: 

2

2

2

)(
)1(),(

Q
QBfQП

Q

QQ



 


  . 

Достаточное условие максимума функции действует при Q, 

удовлетворяющих (10): 

0
)(

)1(
2

2

2 


 

Q
QB

Q




  . █ 
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Доказательство утверждения 3.  Если χ(Q) = Q
n
, тогда (9) 

примет вид 

n

n

Q

nQ
QBp


 

1
1 2


  . 

Преобразуем полученное уравнение 

Q

n

Q

QB
p



 

2 , 

Q

nQB
p



  2
 . 

Рассмотрим решение полученного уравнения графическим 

способом как отыскание точки пересечения горизонтальной 

прямой y1 = p с графиком функции 
Q

nQB
y



  2
2


 . Исследу-

ем функцию y2: 




 Q

nQB

Q 

  2
lim

0
. 

Графики y1 и y2 будут иметь точку пересечения, если y2 бу-

дет убывать, т.е. должно выполняться условие y'2 < 0: 

02)1(
2

2
2  

Q

n
QBy


  . 

После преобразования, получим: 

0
2)1(

2




Q

nQB



 

 

или в силу (6), (7) 

nQB 2)1(   , 

)1(

2








B

n
Q .  

Поскольку с учетом (6), (7) 0
)1(

2


B

n
, то можно запи-

сать: 



 

Управление большими системами. Выпуск 70 

104 



 )1(

2
0




B

n
Q . 

Получили условие существования решения уравнения (9). 

Рассмотрим далее условие (10) для χ(Q) = Q
n
: 

0)1(
2

222
2 




n

n

Q

Qn
QB


  . 

Преобразуем: 

0
)1(
2

2




Q

nQB



 

. 

или 

0)1( 2  nQB  , 

)1(

2








B

n
Q , 



 )1(
0

2




B

n
Q . 

Таким образом, для функции χ(Q) = Q
n
 утверждение 2 имеет 

силу, если выполняются два условия  

2

2
при 2,

( 1)

при 2.
( 1)

n
Q n

B

n
Q n

B





  

  


 





  

█ 

Доказательство утверждения 4.  Для χ(Q) = e
Q
 уравне-

ние (9) принимает вид 

.
21


   QBp  

Рассмотрим опять решение данного уравнения с помощью 

графического метода. Пусть y1 = p задает горизонтальную пря-

мую и 


  21
2  QBy . Точка пересечения графиков функций 

y1 и y2 соответствует решению (9). Проанализируем функцию y2: 
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2
| 02 Qy . 

Определим характер монотонности функции y2. 

QAQQBy   0)1( 2
2

 . 

То есть функция y2 возрастает при Q  AQ. Значит, если 

y2(0) > p, то графики функций y1 и y2 не пересекаются и (9) не 

имеет решения. Если y2(0) ≤ p, т.е. выполняется условие p


2
, 

тогда графики функций y1 и y2 пересекаются в единственной 

точке, которая является решением (9).  

Рассмотрим далее условие (10) применительно к функции 

χ(Q) = e
Q
: 

0
1

)1( 2  


 QB  

или 


  1

)1( 2  QB . 

Объединим условие существования решения уравнения (9) 

и (10): 

pQB  


  2

)1(2 2 . █ 
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Abstract: The problem of determining the cost function of the firm to 

prevent industrial risks (voluntary risk costs), the optimal by the 

criterion of total costs. For the exponential function of production 

costs and exponentially decreasing functions of the industrial dam-

age is determined as a function of voluntary risk costs. The analysis 

of influence of parameters of the function of industrial damage to 

the area of existence of the solution of the profit maximization 

problem of the firm under optimal functions of voluntary risk costs. 

Produced by testing the theoretical results on numerical examples, 

provides a graphic illustration of simulation results. Analyzed the 

impact of the market price of commodities, production costs of firms 

in the voluntary risk costs. The resulting model allows for each case, 

describing the production process of the enterprise, to establish the 

boundaries of market prices and parameters of the cost function, in 

which the management of industrial risk is critical for the existence 

of the company. 
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