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Формализован класс аффинных нелинейных систем с одним 

входом и одним выходом, для которых относительный порядок 

эквивалентной формы «вход–выход» инвариантен по отноше-

нию к наличию внешних несогласованных возмущений. Для 

данного класса систем разработаны методы синтеза мно-

гофункциональной системы слежения в условиях параметриче-

ской неопределенности модели объекта управления и неполных 

измерений. Для информационного обеспечения разрывного 

управления разработан оригинальный метод синтеза наблю-

дателя пониженного порядка для оценивания смешанных 

переменных (комбинаций переменных состояния, внешних 

воздействий и их производных) по измерениям только ошибки 

слежения. В данном наблюдателе с помощью линейных кор-

ректирующих воздействий с насыщением реализуется метод 

разделения движений ошибок наблюдения. 
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1. Введение 

Объектом исследования являются нелинейные системы ав-

томатического управления с одним входом и одним выходом 

(SISO-системы) при действии внешних несогласованных (т.е. не 

принадлежащих пространству управления) возмущений и пара-

метрической неопределенности модели объекта управления. 

Рассматривается задача слежения выходной переменной за 

заданным сигналом в предположении, что только ошибка сле-

жения подлежит прямым измерениям. Синтез инвариантной 

системы слежения в указанных условиях нетривиален и требует 

привлечения и разработки специальных методов. Стандартные 

методы компенсации или подавления неопределенностей здесь 

непосредственно не применимы, так как требуют выполнения 

условий согласования [3, 4, 10, 11, 13, 18], поэтому первосте-

пенная роль в решении данной задачи отводится методам ин-

формационного обеспечения базового закона управления. В 

условиях неполных измерений этим целям служат наблюдатели 

состояния и возмущений. В классической постановке для реали-

зации наблюдателей требуются параметрически определенные 

модели объекта управления и внешних возмущений [1, 12]. 

Однако адекватное моделирование возмущений в условиях 

постоянно меняющихся внешних факторов представляется 

практически неразрешимой проблемой.  

В рассматриваемой нелинейной SISO-системе с несогласо-

ванными возмущениями задача оценивания по отдельности 

неизмеряемых переменных вектора состояния и внешних воз-

мущений не имеет решения без расширения пространства со-

стояния за счет ввода динамических моделей, имитирующих 

внешние воздействия. В предположении, что внешние воздей-

ствия являются достаточно гладкими, ограниченными функци-

ями времени, в данной работе в качестве основы для построения 

принят метод, в котором математическая модель объекта управ-

ления представляется в канонической форме «вход–выход» 

относительно смешанных переменных (комбинаций перемен-

ных состояния, внешних воздействий и их производных) [2, 6, 7, 

8, 14]. Такой подход не требует выполнения в реальном времени 
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прямых и обратных замен переменных, так как задачи управле-

ния и наблюдения решаются относительно одних и тех же 

переменных нового координатного базиса. 

В разделе 2 формализован класс аффинных систем, обла-

дающих инвариантностью канонической формы «вход–выход», 

и, как следствие, сохраняющий свойства полной управляемости 

и наблюдаемости, присущие невозмущенной системе, при 

переходе к новому координатному базису смешанных перемен-

ных. Смешанные переменные формируются путем диф-

феоморфных замен переменных состояния с аффинным вхож-

дением внешних воздействий и их производных, возникающих в 

процессе получения эквивалентной системы «вход–выход» при 

многократном дифференцировании ошибки слежения. Суще-

ственно, что в полученной канонической форме «вход–выход» 

условия согласования выполняются. Это позволило синтезиро-

вать базовый закон разрывного управления относительно сме-

шанных переменных, обеспечивающий стабилизацию ошибки 

слежения инвариантно по отношению к наличию внешних 

возмущений и неопределенности множителя перед управляю-

щим воздействием.  

Основной результат представлен в разделе 3, где вводится 

наблюдатель пониженного порядка смешанных переменных. 

Формализована процедура синтеза линейных корректирующих 

воздействий с насыщением, в которой реализован метод разде-

ления движений в пространстве ошибок наблюдения. В разде-

ле 4 приведены результаты моделирования разработанных 

алгоритмов для системы управления перевернутым маятником. 

2. Класс рассматриваемых систем.  

Базовый закон управления  

Рассматривается класс нелинейных SISO-систем, матема-

тическая модель которых представима в так называемом тре-

угольном виде [8]: 
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где x = (x1, …, xn)
T
  X  R

n
 – вектор состояния; u  R – управ-

ление, x1(t)  X1  R – выходная (измеряемая и регулируемая) 

переменная; (t) = (1(t), …, s(t))
T
  R

s
 – вектор внешних воз-

мущений, компоненты которого полагаются неизвестными 

гладкими ограниченными функциями времени с ограниченными 

производными в общем случае до (n – 1)-го порядка:  

(2) 0const)()(  ij
i
j Ntη , 0t , 1,0  ni , sj ,1 . 

Функции fi(x1, …, xi+1) и элементы вектор-строк 

qi
T
(x1, …, xi)  R

1s
, i = 1, …, n – 1, являются непрерывно диффе-

ренцируемыми по всем своим аргументам не менее n – 1 раз и  

(3) 0
)...,,(

1

11 
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ii

x

xxf
, 1,1  ni , 

(4) 0)( xb . 

Условия (3), (4) и аналогичные им ниже имеют локальный 

характер и выполняются в некоторой открытой ограниченной 

рабочей области изменения переменных x(t)  X  R
n
 t  0, 

которая определяется технологией процесса. Вместе с тем 

допускается, что в системе (1) все функции fi, qi
T
, i = 1, …, n, 

b(x) могут содержать неопределенные параметры, но при этом 

для всех допустимых диапазонов изменения параметров струк-

турные свойства (3)–(4) остаются неизменными. 

Ставится задача синтеза обратной связи по состоянию и 

внешним воздействиям, обеспечивающей слежение выходной 

переменной x1(t)  за заданным сигналом g(t)  X1  R, который 

полагается гладкой, ограниченной функцией времени с ограни-

ченными производными: 

(5) 0const)()(  i
i Gtg , 0t , ni ,0 . 

Как правило, в большинстве исследований по синтезу сле-

дящих систем в качестве объекта управления рассматриваются 

системы (1) с согласованными возмущениями, а именно 

(6) 0)...,,( 1
T


ii xxq , 1,1  ni ,  

для которых выражения (3) являются условиями локальной 

наблюдаемости переменных вектора состояния относительно 

выхода x1(t), а выражения (3)–(4) – условиями управляемо-
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сти [16]. Благодаря специальному составу аргументов функций 

fi(x1, …, xi+1), i = 1, …, n – 1, такая система является носителем 

структуры «вход u – выход x1» с относительной степенью n, т.е. 

для данной системы существует диффеоморфная замена ло-

кальных переменных, приводящая к каноническому виду, в 

котором выход x1 от входа u с ненулевым коэффициентом уси-

ления будет отделен n интеграторами: 
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Каноническая форма (7) является стандартной основой для 

синтеза систем слежения и наблюдения, где проблемы обеспе-

чения инвариантности по отношению к согласованным возму-

щениям решаются в рамках тех или иных методов в зависимо-

сти от типа неопределенностей путем их подавления или 

компенсации. 

Если общий порядок исходной системы больше, чем ее от-

носительный порядок, равный n, то входо-выходное отображе-

ние такой системы включает подсистемы внешней и внутренней 

динамики [1, 10]. Если решения подсистемы внутренней дина-

мики ограничены, то уравнения (7) можно трактовать как под-

систему внешней динамики минимально фазовой системы, а 

часть внешних возмущений – как переменные внутренней ди-

намики. 
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В качестве основы для синтеза базового закона управления 

выходной переменной системы (1) с несогласованными возму-

щениями целесообразно использовать каноническое представ-

ление относительно смешанных переменных – комбинаций 

переменных состояния, внешних воздействий и их производных 

[2, 6, 7, 8, 14]. Данный подход к задаче синтеза диктует требо-

вания к классу допустимых систем (1), которые обоснуем в 

следующей лемме. 

Лемма 1.  Если в системе (1) выполняются условия (3), (4) и 

элементы вектор-строк qi
T
  R

1s
, i = 1, …, n – 1, постоянные 

(в том числе равны нулю) и/или не содержат иных аргументов, 

кроме указанных 

(8) )...,,( 1
T

ii xxq , 1,1  ni , 

то тогда система (1), (3), (4), (8) является носителем струк-

туры «вход u – выход 1x » в координатном базисе смешанных 

переменных с относительной степенью n. 

Доказательство.  Для получения канонического вида нуж-

но продифференцировать первое уравнение системы (1)  

(n – 1) раз. В отличие от системы с согласованными возмущени-

ями (6) этот процесс порождает производные внешних возму-

щений до (n – 1)-го порядка. С учетом обозначений системы (7) 

имеем:  
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и система (1), (3), (4), (8) представима в каноническом виде  

(9) ,21 yx   uxbxqxhyniyy nii )(),()(;1,2,1    , 
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где ,)(
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Как видим, наличие внешних, несогласованных возмуще-

ний с входными каналами (8), во-первых, не влияет на выполне-

ние условий 0/ 1  ii xh , i = 2, …, n – 1, следовательно, пере-

ход к смешанным переменным является диффеоморфным. Во-

вторых, в канонической системе (9) управление появляется 

только в последнем, n-м уравнении, коэффициент перед управ-

лением b(x) не равен нулю и не зависит от внешних возмуще-

ний, т.е. относительная степень системы (1) с несогласованны-

ми возмущениями равна n. Лемма 1 доказана. 

Итак, выделен класс нелинейных аффинных систем (1), (3) 

(4), в которых относительная степень, присущая системе с 

согласованными возмущениями (6), не изменится при появле-

нии несогласованных возмущений, если условие (8) выполнено.  

Заметим, что если условия (8) не выполнены, то тогда в 

процессе получения канонического вида возможно «досрочное» 

появление управления в i-м (i = 2, …, n – 1) уравнении с множи-

телем, зависящим от возмущения, что изменяет относительную 

степень, а вопрос об управляемости останется открытым. 

При выполнении условий (8) в новом координатном базисе 

системы (9) смешанные переменные  

 1,1),...,,,,...,,()...,,( )1()1(
1111  

 nixxqxxhy i
iiiii  , 

наблюдаемы относительно выхода x1. Система управляема, 

внешние возмущения и их производные принадлежат простран-

ству управления, что позволяет применить к системе (9) извест-

ные методы обеспечения инвариантности для решения задач 

управления выходной переменной.  

Так, для решения поставленной задачи слежения можно 

получить канонический вид относительно ошибки слежения 

e1 = x1 – g и ее производных. Существенно, что в уравнении 

gxqxxfe   )(),( 1
T
12111  множитель перед внешним воздей-

ствием g  постоянный, т.е. удовлетворяет условиям (8), следо-
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вательно, форма «вход u – выход e1» имеет такой же относи-

тельный порядок n, что и система (9), а для системы относи-

тельно новых смешанных переменных e1 = x1 – g  

(10) 1,1,),...,( )(
111   nigqxxhe i

iiii , 

структурные свойства наблюдаемости и управляемости сохра-

няются. В силу (10) получим систему «вход u – выход e1» вида 

(11) uxbtxeniee nii )(),(;1,1,1    ,  

 )(),()(),( ngxqxhtx   , 

которая служит основой для дальнейших построений. В систе-

ме (11) e = (e1, …, en)
T
  R

n
 – вектор состояния; )(),( ngxq   – 

внешние воздействия. С учетом (2)–(5) будем полагать, что при 

допустимых вариациях параметров и x(t)  X  R
n
, t  0, име-

ют место оценки 

(12) Ftx ),( , bxbb  )( , ii Ete )( , ni ,1 , 

где Ei, F, b , b  – известные константы, полученные исходя из 

технологических ограничений и наихудшего расчетного случая, 

знак b(x) постоянен и известен. 

Базовый закон комбинированного управления, компенси-

рующий действие внешних возмущений [8], в данном случае 

нереализуем из-за неопределенности множителя b(x). Для обес-

печения инвариантности к имеющимся неопределенностям 

воспользуемся «силовыми» методами их подавления.  

Ориентируясь на практически значимый класс электроме-

ханических систем, в которых управляющее воздействие имеет 

заведомо разрывной характер, вводится следующий базовый 

закон разрывного управления  

(13) sxbMu sgn)(sgn  , 









;0,1

,0,1
sgn

s

s
s  

(14) nnn eecececs   1111
T ... ,  

где ci = const > 0 – коэффициенты гурвицева полинома, а имен-

но, корни i уравнения n–1
 + cn–1

n–2
 + … + c2 + c1 = 0 –

действительные и/или комплексно сопряженные и Re i < 0, 

i = 2, …, n – 1. 



 

Математическая теория управления 

37 

Найдем нижнюю оценку для выбора амплитуды разрывного 

управления M = const > 0  из достаточного условия 0ss  [13]. 

В силу (11)–(14) имеем: 

(15) 
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При выбранной на основе (15) амплитуде за конечное время  

 







 








1

1
1

1

/0
n

i
ii

n

i
iis FEcMbEct , 1nc  

на поверхности s = 0 в пространстве R
n
 возникнет скользящий 

режим. При t > ts динамический порядок системы (11), равный n, 

понижается до n – 1. Выразив из равенства s = 0  (14) перемен-

ную en = –c1e1 – … – cn–1en–1 и подставив ее в (11), имеем устой-

чивую систему 

(16) 0)(,...;2,1, 111111   tsececeniee nnnii
 , 

где выбором ci, i = 1, …, n – 1, обеспечиваются желаемые темпы 

сходимости ошибки слежения 0)(lim 1 


te
t

. 

Для реализации базового закона разрывного управле-

ния (13) требуются текущие оценки смешанных перемен-

ных (10). Для решения этой задачи в следующем разделе пред-

ставлен оригинальный метод синтеза наблюдателя пониженного 

порядка смешанных переменных, в котором также реализуется 

метод разделения движений. 

3. Синтез наблюдателя смешанных переменных  

Наша цель состоит в создании многофункциональной си-

стемы слежения, способной поддерживать различные режимы 

работы объекта управления без перенастройки параметров 

обратной связи. В связи с этим аналитический вид задающего 

воздействия не вводится, и считается, что наблюдаются только 

его текущие значения g(t), а производные задающего сигнала 

неизвестны, но ограничены. В неравенствах (5) заложены мак-
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симально допустимые оценки для всех возможных режимов 

работы. Непосредственно измеряется только ошибка слежения 

e1(t) = x1(t) – g(t), шумы в измерениях отсутствуют. 

Для реализации базового закона разрывного управления 

(13)–(14) и оценивания смешанных переменных (10) предлага-

ется построить наблюдатель пониженного порядка n – 1 на 

основе системы (11) в виде 

(17) ,;2,1, 111   nniii vznivzz   

где z = (z1, …, zn–1)
T
  R

n–1
 – вектор состояния;  

i, i = 1, …,  

n – 1, – корректирующие воздействия наблюдателя, которые 

формируются на основе измерений e1(t) так, чтобы обеспечить 

стабилизацию системы относительно ошибок наблюдения 

i = ei – zi, i = 1, …, n – 1, которая в силу (11), (17) имеет вид: 

(18) ,;2,1, 111   nnniii veniv    

где en(t) полагается ограниченным внешним воздействием для 

наблюдателя (12). 

Эффективный метод оценивания неизмеряемых перемен-

ных состояния и внешних воздействий без ввода их динамиче-

ских моделей заключается в построении наблюдателя 

состояния (17) с разрывными корректирующими воздействиями 

и организации скользящих режимов в пространстве ошибок 

наблюдения [5, 8, 13]. Однако в многомерном случае реализация 

таких алгоритмов может привести к возникновению неидеаль-

ных скользящих режимов и, следовательно, к ненадлежащему 

качеству (негладкости) восстановленных сигналов, что, в свою 

очередь, может привести к нежелательным эффектам при реали-

зации разрывного управления (13) на основе восстановленных 

сигналов. 

По указанной причине в системах с разрывным управлени-

ем целесообразно использовать наблюдатели с непрерывными 

корректирующими воздействиями. Преимущества наблюдате-

лей на скользящих режимах, связанные с оцениванием внешних 

возмущений и разделением движений в пространстве ошибок 

наблюдения, можно обеспечить в допредельной ситуации с 

помощью так называемых S-образных корректирующих воздей-

ствий, например, в виде сигма-функций [6, 7].  
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Для упрощения вычислительного аспекта алгоритмов 

управления в данной работе предложен метод синтеза коррек-

тирующих воздействий наблюдателя в виде sat-функций – ку-

сочно-линейных функций с насыщением [19]. Такой подход 

обеспечивает решение задачи наблюдения с некоторой, наперед 

заданной точностью, но, в отличие от линейного наблюдателя с 

большими коэффициентами [17], не требует расширения про-

странства состояния для оценивания внешних возмущений [9]. 

Идея заключается в том, чтобы за конечное время T > 0 обеспе-

чить в системе (18) стабилизацию с заданной точностью ошибок 

наблюдения и их производных. Тогда при T > 0 переменные 

наблюдателя сойдутся в малую окрестность неизмеряемых 

смешанных переменных z1(t) ≈ ei(t), i = 2, …, n – 1, а из уравне-

ния статики 011   nnn ve  будет получена оценка  

 
n–1(t) ≈ en(t). 

Лемма 2.  Если в системе (18) с корректирующими воздей-

ствиями в виде линейных функций с насыщением 

(19) 












;/1,

,/1,sgn
)(sat

11111

1111

1111
llM

lM
lMv




  


















1,2,/1,

,/1,sgn
)(sat

11

11

1
nilvvlM

lvvM
vlMv

iiiii

iiii

iiii  

начальные условия и функция en(t) ограничены известными 

константами  

(20) ii E)0( , 1,1  ni , nnn EFte )( , 

то тогда для любых, сколь угодно малых δ, T > 0, найдутся 

такие положительные действительные числа Mi
*
, li

*
, что M, li: 

Mi > Mi
*
, li > li

*
, i = 1, …, n – 1, выполнятся неравенства 

(21) ,)(  ti  1,1  ni , .)()( 1 Tttvte nn     

Доказательство.  Разделим отрезок времени [0; T] на 2(n – 1) 

отрезков с помощью точек 0 < t1 < t2 < … < t2n–3 < t2n–2 = T. Пред-

полагая, что δ << min {E1, …, En–1}, амплитуды Mi > 0, 

i = 1, …, n – 1, корректирующих воздействий (19) будем выби-

рать так, чтобы обеспечить последовательно (сверху вниз) 
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сходимость корректирующих воздействий в линейные зоны за 

конечное время: 

(22) ,/1)( 111 ttlt   121/1)(   iii ttltv . 

Параметры li > 0, i = 1, …, n – 1, выполняют роль больших 

коэффициентов и выбираются так, чтобы обеспечить (21), а 

также за время [t2i–1; t2i] выполнение неравенств  

(23) .:;1,1,)()()( 2111 nniiiii enittttvt     

Решения системы (18)–(19) ограничены на любом конечном 

интервале времени. Параметры корректирующих воздействий 

выбираются с целью стабилизации переменных состояния, что 

позволяет ввести ограничения 

.1,10,const)(  nitFt ii  

В системе (18)–(19) sgn ν1(t) = sgn ε1(t) t  0 по построе-

нию, а совпадение знаков sgn ν1(t) = sgn ε1(t), i = 2, …, n – 1, 

может не иметь места при 0 ≤ t ≤ t2i–2 и гарантируется только 

при t > t2i–2 вне окрестности |εi| ≤ ∆i (23).  

Если sgn ν1(0) = sgn ε1(0), i = 2, …, n – 1, то система  

(18)–(19) в начальный момент времени представима в виде 

 ,1,1,sgn1   niM iiii   .: nn e  

Ее переменные монотонно устремятся в некоторые окрестности 

нуля при выборе амплитуд корректирующих воздействий на 

основе достаточных условий 

(24) 
,1,1,

0)()sgn(0

1

11









niFM
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iiiiiiiii  
 

где Fi = Ei, i = 1, …, n – 1. В худшем случае области изменений 

ошибок наблюдения можно оценить следующим образом:  

(25) 111 )0( EF   , 2232222 )()( tMFEtF   , 

1,2,)()( 22122   nitMFEtF iiiiiii  , nn EF  . 

Неравенства для выбора амплитуд корректирующих воздей-

ствий Mi, обеспечивающих (22) за указанное время, имеют вид 

(26) .1,1,
)(
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С учетом (25) из (26) последовательно снизу вверх имеем: 

(27) 
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Таким образом, найдены Mi
*
 (27): Mi > Mi

*
, i = 1, …, n – 1, 

неравенства (22) будут выполнены. 

Положим, например ∆t = t2i–1 – 2t2i–2, i = 2, …, n – 1 и  

∆t = t1 = t2 – t1 = t4 – t3 = … = t2n–2 – t2n–3 > 0. Тогда верхняя оценка 

для выбора ∆t > 0, при котором обеспечивается заданное время 

T > 0 сходимости ошибок наблюдения, имеет вид: 

(28) ))12(2/(0)2...222( 1132   nn TttT  . 

Амплитуды Mi последовательно снизу вверх выбираются на 

основе (27), (25) при принятом значении ∆t (28). 

С учетом (22)–(23) система (18)–(19) представима в виде 

(29) 21111   lM ,  11 /1 l  1tt  ; 

 111 )(   iiiiiiiiii lMvlM  , 

 ii lv /11 iii l  /1  12  itt ,  1,2  ni .  

Для переменных системы (29) на интервалах  

[t2i–1; t2i–1 + ∆t = t2] справедливы оценки  

(30) 
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  1,2  ni . 

С учетом ν1 = M1l1ε1 t >t1, νi = Mili (εi – αi), t > t2i–1, 

i = 2, …, n – 1, из (30) следуют нижние оценки для выбора ко-

эффициентов li > 0, при которых обеспечиваются неравен-

ства (23):  

(31) 
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1
11 ln

1
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С учетом (30)–(31) при t2i < t ≤ T для переменных системы (29) 

имеем соответственно 

(32) 
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22

1
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i
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 11

 , 1,2  ni . 

Из двух последних выражений (31), (32) следует, что нера-

венства |en(t) – νn–1(t)| ≤ δ, |en–1(t)| ≤ δ  будут выполнены t ≥ T 

при любом 
  11 nn ll , если  
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Для выбранного ln–1  > ln–1
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 определяем точность 
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которую нужно обеспечить выбором ln–2 (31). Оба неравенства  
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Для выбранного 
  22 nn ll  определяем значение 0 < ∆n–2 ≤  

 δ – (δ + ∆n–1)/(Mn–2 ln–2), которое нужно обеспечить выбором ln–2 

(31) и т.д. Таким образом, оба неравенства 

11 )()(   iii tvt  itt 2 , 
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будут выполнены li > li
*
, которые последовательно выбирают-

ся на основе неравенств 
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где 0 < ∆i+1 ≤ δ − (δ + ∆i+2)/(Mi+1li+1). Лемма 2 доказана. 

Заметим, что оценки (20) справедливы при нулевых 

начальных условиях zi(0) = 0 в наблюдателе (17). По измерени-

ям e1(t) можно сразу установить zi(0) = e1(0)  ε1(0), что не-

сколько ускорит процесс сходимости ошибок наблюдения.  

При использовании наблюдателя смешанных переменных 

(17), (19) базовый закон разрывного управления (13)–(14) будет 

реализован в виде 

 )...sgn()(sgn 1112211   nnn vzczcecxbMu  

и в силу (21) за конечное время ts > T обеспечит попадание 

изображающей точки в (c2 + c3 + … + cn–1 + 1) δ = ∆ – окрест-

ность многообразия s = 0 и при t > ts в замкнутой системе (1),  

(13)–(14), (17), (19) имеет место реальный скользящий режим 

  )(,...;2,1, 111111 tssececeniee nnnii
 , 

что обуславливает решение задачи слежения с некоторой точно-

стью )(1 te  stt  . 

4. Пример 

В качестве иллюстрации разработанного метода рассмот-

рим процедуру синтеза системы слежения для опорной модели 

электромеханического объекта управления – перевернутого 

маятника [15], управляемого двигателем постоянного тока. 

С учетом редуцированной модели электрического исполнитель-

ного устройства, рассматривается система третьего порядка 

вида 

(36) 

,

),(sin

,

3332323

3232221212

21

buxaxax

xaxaxax

xx













  

где x1 [рад] – угловое положение маятника (регулируемая и 

измеряемая переменная); x2 [рад/с]– угловая скорость;  

x3 [Нм] – вращающий момент, приложенный к маятнику на оси 

подвеса, который развивается двигателем постоянного тока 

с разрывным управлением u (напряжение якоря); области изме-

нения переменных состояния имеют конструктивные ограниче-
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ния |xi(t)| ≤ Xi; η(t) – неизвестная функция времени, которая 

характеризует действие внешних ограниченных возмуще-

ний (2); b3 > 0, αij > 0, b3, α32, α33 – известные коэффициенты 

передачи: α21 = g
*
/ l, α22 = k/l, α23 = 1/(ml

2
); g

*
 = 9,8 [м/с

2
] – уско-

рение свободного падения, m [кг]; l [м] – масса и длина маятни-

ка соответственно, k [Паc] – коэффициент вязкого трения, 

параметры m, l, k точно не определены, но известны диапазоны, 

в которых находятся их значения. Решается задача слежения за 

заданной допустимой траекторией g(t) (5) выходной переменной 

x1(t) в предположении, что только ошибка слежения 

e1(t) = x1(t) – g(t) подлежит прямым измерениям. 

В системе (36) внешние возмущения не согласованы, усло-

вия (3), (4), (8) выполняются. С помощью невырожденных замен 

переменных (10) представим систему (36) в каноническом виде 

относительно ошибки слежения (11): 

(37) 21 ee  , 32 ee  , bute  )(3  , 

где  

 323bab  , bbb 0 , gxe  11 , gxe  22 ,  

 gxaxaxae  )(sin 3232221213  , 

,)()(

)(sincos)(

332223233333322

233223223121331221

ggaaaaaeaa

xaaaaxaaxxat

 






 

3,2,1,)(  iEte ii , 2,12,1 2XE  , 0)(  tFt . 

Базовый закон разрывного управления (13) и неравенство 

для выбора амплитуды (15) имеют вид 

 sMu sgn , 32211 eececs  , ./)( 3221 bFEcEcM   

Для информационного обеспечения закона управления (39) 

в контур обратной связи введен наблюдатель пониженного 

порядка смешанных переменных (17) второго порядка с коррек-

тирующими воздействиями в виде sat-функций (19): 

(38) ,121 vzz   )(sat 1111 lMv  ; 

,22 vz   )(sat 1222 vlMv  . 



 

Математическая теория управления 

45 

С учетом (37), (38) система относительно ошибок наблюде-

ния εi = e1 – zi, i = 1, 2 имеет вид: 232121 , vev    . Базо-

вый закон разрывного управления реализуется в виде 

(39) )sgn( 22211 vzcecMu  . 

Моделирование замкнутой системы (36), (38), (39) прово-

дилось в среде Matlab–Simulink при следующих параметрах:  

421  cc , 232 a , 1033 a , 103 b , 21 X , 12 X . 

Рассматривались различные режимы работы при различных 

возмущениях с вариациями параметров  

m  [0,9; 1,1], l  [0,9; 1,1],   [7; 9].  

Для худшего расчетного случая были приняты следующие 

коэффициенты регулятора (38), (39):  

(40) 24M , 100,50 21  ll , 51 M , 102 M . 

На рис. 1 показан процесс слежения выходной переменной 

x1(t) [рад] системы (36) за постоянным сигналом g(t) = 1,5 при 

внешнем возмущении η1(t) = sin t. На рис. 2 показан процесс 

слежения за переменным сигналом g = sin (0,5t) при внешнем 

возмущении η(t) = 0,5 sin 2t  при тех же коэффициентах (40). 

 

 

Рис. 1. Процесс слежения выходной переменной x1(t)  

за постоянным сигналом g(t) = 1,5 рад 
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Рис. 2. Процесс слежения выходной переменной x1(t)  

за переменным сигналом g = sin (0,5t) рад 

Результаты моделирования подтвердили эффективность 

разработанного метода синтеза следящей системы в условиях 

неопределенности. 

5. Заключение 

Для нелинейных аффинных систем с одним входом и од-

ним выходом при действии внешних возмущений, не принадле-

жащих пространству управления и в предположении об их 

гладкости, формализована каноническая форма «вход–выход», 

на основе которой задачи управления и наблюдения решаются 

относительно одних и тех же смешанных переменных нового 

координатного базиса. Основная идея работы, позволяющая 

расширить класс инвариантных систем слежения для динамиче-

ских объектов, функционирующих в условиях неопределенно-

сти, заключается в разработке методов оценивания неизмеряе-

мых смешанных переменных с помощью наблюдателя 

состояния, построенного на основе этой виртуальной модели. 

Предложенный подход существенно упрощает структуру 

регулятора, так как не требует ввода автономных динамических 

моделей внешних воздействий, детализации и реального вычис-

ления нелинейных выражений (что особенно актуально при 

синтезе системы управления на основе полной нелинейной 

модели), а также снижает требования к объему априорной 
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информации об объекте управления и среде его функциониро-

вания. Разработанные алгоритмы синтеза многофункциональ-

ной системы слежения универсальны, просты в реализации 

алгоритмы и не требуют перенастройки при существенном 

изменении параметров и внешних факторов в процессе эксплуа-

тации, а также наличия полного комплекта датчиков в системе 

управления.  
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Abstract: Class of affine nonlinear single-input single-output sys-

tems, where the relative degree of the equivalent form of the input-

output is invariant to the presence of external, unmatched disturb-

ances, is formalized. Methods of synthesis of a multifunctional 

tracking system in the conditions of parametric uncertainty of the 

control plant model and incomplete measurements are designed for 

this class of systems. The original method of synthesis of a low 

dimension observer for estimating mixed variables (these are com-

binations of state variables, external influences and their deriva-

tives) by measuring only tracking error is designed for information 

support of discontinuous control. In this observer, using the linear 

corrective effects with saturation, the method of separating the 

movements of observation errors is realized. As an illustration of the 

developed method, an electromechanical control object is consid-

ered – an inverted pendulum controlled by a DC motor. The simula-

tion results for the worst case of varying parameters are given. 

 

Keywords: nonlinear affine single-input single-output systems, 

tracking, discontinuous control, state observer, invariance, de-
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