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Введено понятие реперной функции. Она оцифровывает все 

элементы конечного упорядоченного множества так, что для 

тех его элементов, которые могут играть роль реперных 

уровней (полезности, ценности, предпочтительности, каче-

ства, эффективности, или, напротив, вредности, опасности и 

т.п.) и, в частности, быть охарактеризованы содержатель-

ными оценками (например, словесными оценками «отлично», 

«хорошо» и т.д.), назначаются соответствующие числовые 

оценки (например, 5, 4 и т.д.). Рассмотрено несколько приме-

ров таких функций, представляющих прикладной интерес. 

 

Ключевые слова: упорядоченное множество, функция пере-

числения, функция полезности (ценности), лексимин, лекси-
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1. Введение 

Функции ценности, или полезности, широко используются 

для моделирования предпочтений, в том числе в задачах управ-

ления (см., например, [3, 6]). Они могут вводиться либо изна-

чально (известный пример – взвешенная сумма частных крите-
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риев в многокритериальных задачах принятия решений [14]), 

либо использоваться для представления полученного упорядо-

чения объектов (управлений, стратегий, планов, вариантов 

решений и т.п.) по предпочтительности. Далее будет рассматри-

ваться второй из указанных случаев. Кроме упорядочения по 

предпочтительности, или полезности
1
, будут рассматриваться и 

упорядочения по обратной предпочтительности, или по вредно-

сти
2
. 

Пусть на непустом множестве A произвольной природы за-

дан строгий порядок P. Он может иметь смысл предпочтения, 

или превосходства в полезности, и тогда aPb означает, что 

элемент a предпочтительнее, или полезнее элемента b. Но мо-

жет иметь и смысл обратного предпочтения, или превосходства 

во вредности, и тогда aPb означает, что элемент a вреднее эле-

мента b, или что элемент a менее предпочтителен, чем эле-

мент b. 

По определению, строгий порядок P – это иррефлексивное 

и транзитивное (а потому и асимметричное) бинарное отноше-

ние: для любых a, b, c  A неверно aPa и из aPb и bPc следует 

aPc (и поэтому если верно aPb, то bPa неверно). Кроме того, 

будем полагать, что строгий порядок P является линейным: для 

любых неравных элементов a, b  A верно либо aPb, либо bPa. 

Таким образом, все множество A оказывается упорядоченным 

(по полезности или же вредности). Упорядоченное множество, 

полученное из A при помощи P, будем обозначать A . 

Определенная на A и принимающая числовые значения 

функция  называется представляющей на A строгий линейный 

порядок P, если (a) > (b) верно тогда и только тогда, когда 

верно aPb. Если P – отношение предпочтения (превосходства в 
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полезности), то  называется функций полезности (или ценно-

сти), или предпочтения, и обозначается буквой u (или v). Для 

этой функции более предпочтительному (более полезному) 

элементу соответствует большее ее значение. Если же P – от-

ношение обратного предпочтения (превосходства во вредности), 

то  назовем функцией вредности и обозначим буквой h. Боль-

шее значение этой функции приписывается менее предпочти-

тельному (более вредному) элементу. 

Далее будем полагать, что конечное множество A содержит 

n  3 элементов. Среди них существует один наибольший a  и 

один наименьший a  элементы: для любого a  a  верно a Pa и 

для любого a  a  верно aPa . Если P – отношение полезности, 

то a  – наихудший, наименее полезной элемент, а a  – наилуч-

ший, наиболее полезный. Если P – отношение вредности, то  

a  –наименее вредный элемент, a  – наиболее вредный. 

Поскольку множество A конечно, то представляющая 

функция  существует. Однако она не является единственной: 

если  – возрастающая числовая функция, то ( ) также явля-

ется представляющей функцией. Используя язык теории изме-

рений [15], можно сказать, что представляющая функция «изме-

ряет» полезность или же вредность в порядковой шкале. 

Среди всех представляющих функций выделяют функцию 

перечисления 
e
, которая приписывает n элементам 

множества A натуральные значения от 1 до n так, что 
e
(a ) = 1 

и 
e
(a ) = n. Значения этой функции получаются в результате 

последовательного перечисления элементов множества от 

наименьшего к наибольшему. Во многих отношениях такая 

функция ценности является достаточно привлекательной. Одна-

ко ей присущи и недостатки. Например, при большом числе 

элементов n ее значения оказываются тоже большими, что не 

всегда удобно, так как, например, затрудняет их содержатель-

ную интерпретацию (см. примеры ниже). С другой стороны, все 

элементы получают номера «на равных основаниях» в соответ-

ствии с их местом в упорядоченном множестве A , хотя среди 

них могут быть такие, которые, с точки зрения выраженности 

полезности или вредности, явно выделяются (или могут быть 
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выделены) среди всех остальных. Для устранения этих недо-

статков предлагается новый класс представляющих функций, 

которые имеют также и свои привлекательные свойства. 

2. Реперные функции 

Пусть среди элементов множества A выделено r < n репер-

ных элементов a
1
 = a*, a

2
, …, a

r
 = a

*
, занумерованных в порядке 

упорядочения согласно строгому линейному порядку P, т.е. 

верно a
2
Pa

1
, a

3
Pa

2
, …, a

r
Pa

r 1
. В конкретных задачах в роли 

реперных могут выступать элементы, полезность или вредность 

которых имеет содержательную интерпретацию, и поэтому им 

можно приписать некоторые характеристические значения 

конструируемой функции . Для упрощения записи далее будем 

полагать, что (a
1
) = 1, (a

2
) = 2, …, (a

r
) = r. Для элементов, 

находящихся в упорядоченном множестве A  между соседними 

реперными элементами a
j
 и a

j+1
 (обозначим их число через tj), 

значения функции  назначим следующим образом: элементам 

приписываются, в порядке возрастания полезности или вредно-

сти, значения, выражаемые простыми дробями 

1
1

jtj , 1
2

jtj , …, 1j

j

t

t
j . 

Эти дроби показывают, на каком «расстоянии», выражаемом 

числом «шагов» длиной 1/(tj + 1), находится полезность или 

вредность рассматриваемого элемента от «реперной» полезно-

сти или вредности j. Назначение указанных дробных значений 

можно считать результатом своеобразной линейной интерполя-

ции. Разумеется, вместо простых дробей можно использовать и 

десятичные (с приемлемым числом значащих цифр), однако при 

этом наглядность, по-видимому, уменьшится. 

Введенные указанным способом представляющие функции 

будем называть реперными и в общем случае обозначать 
r
. 

Значения реперной функции 
r
 называют рейтинговыми индек-

сами элементов. 

Если P – отношение превосходства в полезности, то будем 

говорить о реперной функции полезности и использовать обо-

значение u
r
. А если P – отношение превосходства во вредности, 
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то будем использовать наименование реперная функция вредно-

сти и обозначение h
r
. 

3. Реперные функции в многокритериальных задачах 

В многокритериальных задачах считаются заданными мно-

жество объектов X и определенный на нем векторный критерий 

f = (f1, f2, …, fm), состоящий из m  2 частных критериев fi. Под 

частным критерием fi понимается функция с областью задания X 

и числовой областью значений Zi. Объект x полностью характе-

ризуется его векторной оценкой f(x) = (f1(x), f2(x), …, fm(x)), так 

что сравнение объектов по полезности или вредности сводится к 

сопоставлению их векторных оценок. Множество всех вектор-

ных оценок (область значений векторного критерия) есть  

Z = Z1  Z2  …  Zm. 

На множестве Z задано отношение нестрогого порядка R*, 

которое является квазипорядком (оно рефлексивно и транзитив-

но). Это отношение имеет смысл нестрогого превосходства в 

полезности или же вредности: запись yR*z означает, что вектор-

ная оценка не менее полезна (не менее предпочтительна) или же 

не менее вредна (не более предпочтительна), чем векторная 

оценка z. Отношение R* считается полным: для любых вектор-

ных оценок y, z  Z верно yR*z или zR*y. Это отношение порож-

дает на Z отношения строгого превосходства P* и безразличия I* 

следующим образом: yP*z верно, когда верно yR*z и неверно 

zR*y, а yI*z верно, когда верны оба соотношения yR*z и zR*y. 

Отношение I* есть отношение эквивалентности (оно рефлексив-

но, транзитивно и симметрично). Оно разбивает множество Z на 

классы эквивалентности (классы безразличия), состоящие из 

эквивалентных (связанных отношением I*) векторных оценок. 

Далее множество классов эквивалентности будем обозначать 

буквой A. На множестве A отношение P* порождает отношение 

строгого предпочтения – строгий линейный порядок P – следу-

ющим образом: для разных классов a, b  A верно aPb, когда 

для любых векторных оценок y из a и z из b верно yP*z. 

Будем считать, что множество A конечно и содержит n  3 

элементов. Теперь для введенного множества A с определенным 
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на нем отношением P можно использовать введенные выше 

понятия реперной функции и реперных оценок. Конкретизация 

введенных конструкций для нескольких типов многокритери-

альных задач рассматривается ниже. При этом будем полагать, 

что все критерии имеют общую область определения – конечное 

множество Z0, так что областью значений векторного критерия 

является множество mZ0 . 

Пусть критерии имеют равную важность, причем уменьше-

ние значений одних критериев не компенсируется увеличением 

значений других критериев (точные определения см. в [7]). 

В этом случае возникает семейство отношений предпочтения, 

названных в [7, 9] симметрически-лексикографическими, или 

SL-отношениями. Такие отношения используются для описания 

предпочтений в различных задачах оптимизации и принятия 

решений (см., например, [8, 12, 18, 19]). 

Далее будем рассматривать случай, когда область значений 

критериев – множество Z0 – состоит из первых q натуральных 

чисел: Z0 = {1, 2, …, q}, q  2. Этот случай реализуется, напри-

мер, когда шкала критериев q-балльная. Он возникает и после 

нумерации словесных оценок в порядке возрастания их полез-

ности или вредности. 

4. Реперные функции при лексиминном отношении 

превосходства в полезности 

Будем полагать, что отношение превосходства на Z имеет 

смысл отношения предпочтения, или превосходства в полезно-

сти, и использовать в роли представляющей реперную функцию 

полезности u
r
. Будем считать также, что большие значения 

критериев предпочтительнее меньших. 

Здесь будем рассматривать случай, когда уменьшение 

меньших значений одних критериев не компенсируется увели-

чением больших значений других критериев. Соответствующее 

SL-отношение известно под названием лексиминного. Примеры 

использования лексиминного отношения в прикладных задачах 

можно найти в [1, 4, 5, 16]. 
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Пусть y  = (y(1), y(2), …, y(m)) – вектор, полученный из вектора 

y = (y1, y2, …, ym) упорядочением его компонент по неубыванию: 

y(1)  y(2)  …  y(m). Например, (5, 1, 1, 4)  = (1, 1, 4, 5) и y(3) = 4. 

Лексиминное отношение нестрогого предпочтения – полный 

квазипорядок uR  – определяется так: zyRu  верно, если выпол-

нено одно из следующих m + 1 условий:  1) y(1) > z(1);  2) y(1) = z(1), 

y(2) > z(2);  …;  m) y(i) = z(i), i = 1, 2, …, m  1, y(m) > z(m);  m + 1) 

y(i) = z(i), i = 1, 2, …, m. Соотношение zyPu  верно, если выпол-

нено одно указанных условий, кроме последнего, а zyI u  верно, 

если выполнено условие m + 1, т.е. если y  = z . Поэтому, 

например, при m = 3 один из классов эквивалентности uI  со-

ставляют векторные оценки (2, 1, 1), (1, 2, 1) и (1, 1, 2). Каждый 

такой класс, содержащий векторную оценку y, можно представ-

лять вектором y . Для упорядоченного множества классов экви-

валентности uI  используем обозначение uZ : это упорядочение 

задается отношением uP , которое порождается отношени-

ем 
uP . 

Обозначим количество оценок k  Z0 в векторной оценке y 

через ek(y); понятно, что mye
q

k k1
)( . Пусть e

k
(y) = e1(y) + 

+ e2(y) + … + ek(y). Количество классов эквивалентности  

t
u
 – число элементов множества uZ  – определяется по форму-

ле [16]: 

(1) ])!1(!/[)!1( qmqmtu
. 

Для иллюстрации в таблице 1 перечислены и занумерованы 

элементы множества uZ  при m = 3 и q = 5; число этих элемен-

тов t
u
 = 7!/(3! 4!) = 35. 

Функция перечисления u
e
 в рассматриваемом случае зада-

ется формулой [2]: 

(2) 1)()(
2

1
1)(

yeCyu q

q

k

kq

kqyem

e
k , 
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где k
mC  – биномиальные коэффициенты: согласно определению, 

])!(!/[! kmkmC k
m  при m  k и 0k

mC  при m < k. Так, 

1110)4,3,1( 35
13523

25
12513

15
11513 CCCue . Для m = 3 

и q = 5 значения функции перечисления u
e
 равны номерам эле-

ментов y  множества uZ , указанным в таблице 1. 

Таблица 1. Элементы y  множества uZ , их порядковые номе-

ра и значения реперной функции u
r
 при m = 3, q = 5 

№ y  u
r
 № y  u

r
 № y  u

r
 № y  u

r
 

1 (1, 1, 1) 1 2 (1, 1, 2) 15
11  3 (1, 1, 3) 15

21  4 (1, 1, 4) 15
31  

5 (1, 1, 5) 15
41  6 (1, 2, 2) 15

51  7 (1, 2, 3) 15
61  8 (1, 2, 4) 15

71  

9 (1, 2, 5) 15
81  10 (1, 3, 3) 15

91  11 (1, 3, 4) 15
101  12 (1, 3, 5) 15

111  

13 (1, 4, 4) 15
121  14 (1, 4, 5) 15

131  15 (1, 5, 5) 15
141  16 (2, 2, 2) 2 

17 (2, 2, 3) 10
12  18 (2, 2, 4) 10

22  19 (2, 2, 5) 10
32  20 (2, 3, 3) 10

42  

21 (2, 3, 4) 10
52  22 (2, 3, 5) 10

62  23 (2, 4, 4) 10
72  24 (2, 4, 5) 10

82  

25 (2, 5, 5) 10
92  26 (3, 3, 3) 3 27 (3, 3, 4) 6

13  28 (3, 3, 5) 6
23  

29 (3, 4, 4) 6
33  30 (3, 4, 5) 6

43  31 (3, 5, 5) 6
53  32 (4, 4, 4) 4 

33 (4, 4, 5) 3
14  34 (4, 5, 5) 3

24  35 (5, 5, 5) 5    

 

Среди всех векторных оценок естественно выделяются в 

качестве реперных оценки вида y
j
 = (j, j, …, j). Например, если 

успеваемость школьников оценивается в пятибалльной шкале, 

то векторные оценки y
1
 = (1, 1, …, 1), y

2
 = (2, 2, …, 2), 

y
3
 = (3, 3, …, 3), y

4
 = (4, 4, …, 4), y

5
 = (5, 5, …, 5) можно характе-

ризовать словесными оценками «очень плохо», «плохо», «по-

средственно», «хорошо», «отлично» и поставить им в соответ-

ствие значения реперной функции полезности 1, 2, 3, 4 и 5. 

Чтобы рассчитать значения реперной функции u
r
 для векторных 

оценок, лежащих между соседними реперными оценками, нуж-

но знать их количество. При наличии соответствующих таблиц 

это сделать очень просто. Так, при m = 3 и q = 5 из таблицы 1 



 

Управление большими системами. Выпуск 68 

38 

видно, что между y
1
 и y

2
 находится 14 векторных оценок, между 

y
2
 и y

3
 – 9, между y

3
 и y

4
 – 5 и между y

4
 и y

5
 – 2 векторные оцен-

ки. Значения реперной функции полезности u
r
 приведены в 

таблице 1. 

Число элементов u
jt , находящихся в упорядоченном мно-

жестве uZ  между соседними реперными элементами y
j
 и y

j+1
, 

равно u
r
(j + 1, j + 1, …, j + 1) – u

r
(j, j, …, j) – 1. Используя (2), 

нетрудно получить следующую расчетную формулу: 

(3) 1,...,2,1,11 qjCt jq
jqm

u
j . 

Согласно (3), при m = 3 и q = 5 имеем: 141
ut , 92

ut , 

53
ut , 22

ut , и поэтому знаменатели 1u
jt  дробных частей 

значений реперной функции полезности u
r
 равны соответствен-

но 15, 10, 6 и 3 (см. таблицу 1). 

Обозначим через y  векторную оценку, составленную из 

m чисел, равных минимальной компоненте y  векторной 

оценки y. Для значений функции u
r
(y) можно записать следую-

щую формулу, имеющую смысл смешанной дроби: 

(4) 
1

)()(
)(

u
j

ee
r

t

yuyu
yyu . 

Например, для y = (2, 5, 4) имеем y  = 2,  y  = (2, 2, 2) и, соглас-

но (2) и (3) (см. также таблицу 1), u
e
(y) = 24,  u

e
(y ) = 16, 92

ut . 

Поэтому, согласно (4), 
10
82)(yu r . 

5. Реперные функции при лексимаксном отношении 

превосходства во вредности 

Будем полагать, что отношение превосходства на Z имеет 

смысл отношения превосходства во вредности, и использовать в 

роли представляющей реперную функцию вредности h
r
. Будем 

считать также, что бóльшие значения критериев отражают 

бóльшую вредность. Примем, что уменьшение бóльших значе-

ний одних критериев не компенсируются уменьшением мень-
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ших значений других критериев. Соответствующее  

SL-отношение известно под названием лексимаксного. 

Пусть y  = (y[1], y[2] , …, y[m]) – вектор, полученный из векто-

ра y = (y1, y2, …, ym) упорядочением его компонент по не возрас-

танию: y[1]  y[2]  …  y[m]. Например, (5, 1, 1, 4)  = (5, 4, 1, 1) и 

y[2] = 4. Лексимаксное отношение нестрогого превосходства во 

вредности – полный квазипорядок hR  – определяется так: zyRh  

верно, если выполнено одно из следующих m + 1 условий:  

1) y[1] > z[1];  2) y[1] = z[1], y[2] > z[2];  …;  m) y[i] = z[i], i = 1, 2, …,  

m  1, y(m) > z(m);  m + 1) y[i] = z[i], i = 1, 2, …, m. Соотношение 

zyPh  верно, если выполнено одно из указанных условий, кроме 

последнего, а zyI h  верно, если выполнено условие m + 1, т.е. 

если y  = z . Поэтому, например, при m = 3 один из классов 

эквивалентности составляют векторные оценки (2, 1, 1), (1, 2, 1) 

и (1, 1, 2). Для упорядоченного множества классов эквивалент-

ности hI  используем обозначение hZ : это упорядочение зада-

ется отношением hP , которое порождается отношением 
hP . 

Поскольку, как нетрудно убедиться, отношения эквивалентно-

сти uI  и hI  равны, то и для лексимаксного отношения число 

классов эквивалентности t
h
 = t

u
 можно рассчитать по форму-

ле (1). 

Для иллюстрации в таблице 2 перечислены элементы y  

множества hZ  при m = 3 и q = 5 и указаны соответствующие 

значения реперной функции вредности h
r
; число этих элементов, 

согласно (1), t
h
 = t

u
 = 7!/(3! 4!) = 35. 

Примерами многокритериальных задач, в которых превос-

ходство во вредности можно описывать при помощи лекси-

максного отношения, могут служить задачи, в которых опас-

ность (скажем, радиационная) обстановки оценивается 

словесными оценками «безопасно», «низкая степень опасно-

сти», «средняя степень опасности», «высокая степень опасно-

сти» и «катастрофическая степень опасности» с соответствую-

щими числовыми оценками 1, 2, 3, 4 и 5. Если система состоит 

из m равных по значимости подсистем, то опасность обстановки 
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можно характеризовать вектором y = (y1, y2, …, ym), где  

yi – числовая оценка опасности для i-й подсистемы. 

Таблица 2. Элементы множества hZ , их порядковые номера 

и значения реперной функции h
r
 при m = 3, q = 5 

№ y  h
r 

№ y  h
r
 № y  h

r
 № y  h

r
 

1 (1, 1, 1) 1 2 (2, 1, 1) 3
11  3 (2, 2, 1) 3

21  4 (2, 2, 2) 2 

5 (3, 1, 1) 6
12  6 (3, 2, 1) 6

22  7 (3, 2, 2) 6
32  8 (3, 3, 1) 6

42  

9 (3, 3, 2) 6
52  10 (3, 3, 3) 3 11 (4, 1, 1) 10

13  12 (4, 2, 1) 10
23  

13 (4, 2, 2) 10
33  14 (4, 3, 1) 10

43  15 (4, 3, 2) 10
53  16 (4, 3, 3) 10

63  

17 (4, 4, 1) 10
72  18 (4, 4, 2) 10

83  19 (4, 4, 3) 10
93  20 (4, 4, 4) 4 

21 (5, 1, 1) 15
14  22 (5, 2, 1) 15

24  23 (5, 2, 2) 15
34  24 (5, 3, 1) 15

44  

25 (5, 3, 2) 15
54  26 (5, 3, 3) 15

64  27 (5, 4, 1) 15
74  28 (5, 4, 2) 15

84  

29 (5, 4, 3) 15
94  30 (5, 4, 4) 15

104  31 (5, 5, 1) 15
114  32 (5, 5, 2) 15

124  

33 (5, 5, 3) 15
134  34 (5, 5, 4) 15

144  35 (5, 5, 5) 5    

 

Пусть y


 – векторная оценка, полученная из векторной 

оценки y заменой ее координат yi на 1ii yqy


. Легко видеть, 

что из вектора y  указанным образом сразу получается 

вектор y


. 

Если верно zPy h , то верно и zPy u 
; справедливо и об-

ратное утверждение. Следовательно, упорядочения (одного и 

того же) множества классов эквивалентности (их число равно 

t
h
 = t

u
) порядками P

h
 и P

u
 взаимно обратны. Поэтому 

(5) 1)()( yutyh ehe 
,  1)()( yuqyh rr 

. 

Например, при m = 3, q = 5 имеем (см. таблицы 1 и 2) t
h
 = 35 и 

25111351)4,3,1(35)2,3,5( ee uh , 

15
5

15
10 41151)4,3,1(5)2,3,5( rr uh . 

Расчеты по формулам (5) можно производить с использова-

нием формул (2) и (4). 
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6. Реперные функции в задачах с критериями разной 

важности 

Рассмотрим теперь случай, когда в многокритериальной за-

даче критерии fi имеют разную важность (значимость, весо-

мость), причем для величин их важности i известны соотноше-

ния 1 : 2 : … : m (точные определения понятий, связанных с 

количественной важностью критериев, см. в [10, 11, 13, 18]). 

Полагая, что все числа i рациональные, несложно указать 

натуральные числа ni, для которых верны соотношения: 

1 : 2 : …: m = n1 : n2 : …: nm. 

Теперь, используя предложенный в [10, 11, 18] прием «кло-

нирования», заменим каждую векторную оценку y расширенной 

векторной оценкой ŷ , которая формируется следующим обра-

зом: вначале ставится n1 раз компонента y1, затем n2 раз компо-

нента y2, и т.д. Например, при m = 3, n1 = 2, n2 = 1, n3 = 4 для 

y = (5, 2, 3) получим ŷ  = (5, 5, 2, 3, 3, 3, 3). Векторные оценки 

вида ŷ  можно рассматривать как векторы значений равноваж-

ных критериев (числом n1 + n2 + … + nm), при помощи которых 

оцениваются объекты из множества X. Поэтому далее можно 

применять все полученные выше результаты для случая равно-

важных критериев. 

Рассмотрим простой пример. Пусть m = 2, q = 5, n1 = 2, 

n2 = 1. Тогда каждой векторной оценке y = (y1, y2) будет соответ-

ствовать расширенная векторная оценка )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ
321 yyyy  

),,( 211 yyy . Следовательно, значения реперных функций по-

лезности u
r
(y) и вредности h

r
(y) задаются таблицами 1 и 2 для 

)ˆ(yu r  и )ˆ(yhr соответственно. Например, если y = (2, 4), то 

)4,2,2(ŷ , )4,2,2(ŷ , )2,2,4(ŷ , и поэтому 
10
22)ˆ(yu r  и 

10
33)ˆ(yhr . 

Прием «клонирования» в прикладной задаче с лексимин-

ным отношением предпочтения был использован в [4] для 

построения функции перечисления. 
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7. Реперные функции в задачах с иерархической 

критериальной структурой 

Для задач, в которых критерии образуют иерархию, причем 

все критерии нижнего уровня имеют общую шкалу, можно 

применять развитый выше подход, если для формирования 

реперных функций полезности или вредности для значений 

критериев некоторого уровня использовать значения реперных 

функций для критериев нижележащего уровня. Для пояснения и 

иллюстрации рассмотрим пример небольшой размерности. 

Пусть некоторая система состоит из двух равноважных по 

вредности (например, опасности) подсистем, причем первая 

подсистема состоит из двух равноважных агрегатов, а вторая – 

из трех равноважных агрегатов. Уровень вредности каждого i-го 

агрегата оценивается «своим» критерием второго (нижнего) 

уровня 2
if , причем область значений каждого из этих пяти 

критериев Z0 = {1, 2}. Критериальная структура для рассматри-

ваемой задачи представлена на рис. 1. Уровень вредности под-

систем оценивается соответствующими критериями первого 

уровня 1
1f  и 1

2f . Уровень вредности системы в целом характери-

зуется критерием нулевого (верхнего) уровня f
 0
. 

 

Рис. 1. Критериальная структура 

В таблицах 3 и 4 представлены возможные значения век-

торных оценок состояний подсистем и соответствующие значе-

ния реперных функций первого уровня
r

h1
1

 и 
r

h1
2

. В таблице 5 

1
1f  1

2f  

2
1f

 

2
3f  2

4f

 

2
5f

 

0f  

2
2f
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представлены возможные значения векторных оценок состоя-

ний системы, компонентами которых являются реперные функ-

ции первого уровня, и значения реперной функции нулевого 

(верхнего уровня) h
r
. 

Таблица 3. Векторные оценки состояний первой подсистемы 

и значения реперной функции 
r

h1
1  

2
1y  2

2y  ),( 2
2

2
1 yy  

r

h1
1  

2
1y  2

2y  ),( 2
2

2
1 yy  

r

h1
1  

1 1 (1, 1) 1 2 1 (2, 1) 2
11  

1 2 (2, 1) 2
11  2 2 (2, 2) 2 

Таблица 4. Векторные оценки состояний второй подсистемы 

и значения реперной функции 
r

h1
2  

2
3y  2

4y  2
5y  ),,( 2

5
2
4

2
3 yyy  

r

h1
2  

2
3y  2

4y  2
5y  ),,( 2

5
2
4

2
3 yyy  

r

h1
2  

1 1 1 (1, 1, 1) 1 1 1 2 (2, 1, 1) 3
11  

1 2 1 (2, 1, 1) 3
11  2 1 1 (2, 1, 1) 3

11  

1 2 2 (2, 2, 1) 3
21  2 1 2 (2, 2, 1) 3

21  

2 2 1 (2, 2, 1) 3
21  2 2 2 (2, 2, 2) 2 

Таблица 5. Векторные оценки состояний системы и значения 

реперной функции h
r
 

r

h1
1  

r

h1
2  ),( 1

2
1
1

rr

hh  h
r
 

r

h1
1  

r

h1
2  ),( 1

2
1
1

rr

hh  h
r
 

r

h1
1  

r

h1
2  ),( 1

2
1
1

rr

hh  h
r
 

1 1 (1, 1) 1 1 3
11  )1,1(

3
1  

11
11  

2
11  1 )1,1(

2
1  

11
21  

2
11  

3
11  )1,1(

3
1

2
1  

11
31  1 3

21  )1,1(
3
2  

11
41  

2
11  

3
21  )1,1(

2
1

3
2  

11
51  

1 2 (2, 1) 11
61  2 1 (2, 1) 11

71  2 3
11  )1,2(

3
1  

11
81  

2
11  2 )1,2(

2
1  

11
91  2 3

21  )1,2(
3
2  

11
71  2 2 (2, 2) 2 

В случае критериев разной важности следует применить 

ранее описанный прием «клонирования» соответствующих 

координат векторных оценок. 
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8. Заключение 

Реперные функции являются наглядным средством пред-

ставления объектов в упорядоченных множествах, если некото-

рые из объектов выделяются как реперные своими характерны-

ми свойствами или оценками. Для случаев, когда упорядочение 

векторных оценок в многокритериальных задах осуществляется 

отношениями лексимакса или лексимина, значения реперных 

функций могут быть рассчитаны аналитически. 
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Abstract: After discussing the notion of utility and utility function, 

we introduce a concept of reper value function. It enumerates all 

the elements of the finite ordered set so that for those elements, 

which can play the role of reference levels (of preference, quality, 

efficiency, or, conversely, harm, danger, etc.) and to be character-

ized by meaningful estimates (e.g., verbal assessments "excellent", 

"good", etc.) the appropriate numerical scores (e.g., 5, 4, etc.) will 

be assigned. We give several examples of such functions represent-

ing practical interest. They are associated with leximin and leximax 

relations that are used for modeling of preferences in multicriteria 

problems with criteria of equal importance, when the decrease in 

the low values of some criteria are not compensated by an increase 

in the larger values of other criteria. We show how to build the 

reference functions when the criteria have different importance, and 

also when criterial structure is hierarchical. 

 

Keywords: ordered set, enumeration function, utility (value) 

function, leximin, leximax, rating. 
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