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Рассматривается комплекс последовательно усложняемых 

моделей принятия производственным предприятием много-

критериальных решений относительно объема производства, 

привлечения/размещения заемных средств, инвестиций в повы-

шение эффективности и в развитие производственных мощно-

стей. Приводятся результаты вычислительных эксперимен-

тов, обсуждаются перспективы развития и применения 

методов системной оптимизации к моделированию производ-

ственно-экономической деятельности предприятий. 
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1. Введение 

Большинство современных объектов управления требуют 

использования гетерогенных (иерархических, комплексных, 

гибридных, использующих различные языки описания и т.д.) 

моделей [28, 44]. 

Социально-экономические и производственные системы, 

являясь предметом исследования в том числе математической 
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экономики и исследования операций, могут быть описаны с 

использованием разнообразного математического аппарата. 

Различные классы моделей, отражая различные явления и про-

цессы, как правило, слабо связаны между собой. В этом можно 

убедиться как на примере классических монографий и учебни-

ков – см., например, [7, 12, 13, 18, 20, 23, 31, 41, 49], так и на 

примере многочисленных качественных современных отече-

ственных (см., например, [4, 9, 10, 11, 21, 32, 33]) и зарубежных 

(см., например, [37, 38, 39, 40, 43, 47, 48]) учебных пособий. 

Отсутствие комплексности моделей является, с одной стороны, 

вызовом для соответствующих теорий, а, с другой стороны, 

порождает методические проблемы: отсутствие у студентов 

целостной картины и понимания взаимосвязей различных раз-

делов учебных дисциплин не способствует как восприятию и 

пониманию предмета, так и возможности эффективного исполь-

зования полученных знаний при решении практических задач в 

рамках последующей профессиональной деятельности. 

Настоящая работа посвящена комплексным моделям си-

стемной оптимизации производственно-экономической дея-

тельности предприятий. Обсудим значения двух ключевых 

терминов – «комплексная модель» и «системная оптимизация». 

Комплексное моделирование – параллельное (совместное) 

рассмотрение нескольких моделей, с достаточной полнотой 

отражающих различные свойства моделируемого объекта, или/и 

последовательное наращивание сложности модели за счет 

одновременного учета определенной совокупности его свойств. 

В [27] выделены три основных требования, предъявляемых 

к любым моделям: ингерентность, простота и адекватность - как 

отношения моделей с тремя остальными «участниками» процес-

са моделирования: со средой (ингерентность), с субъектом, 

создающим и/или использующим модель (простота), и с моде-

лируемым объектом (адекватность). 

Соотношения между входящими в комплекс частными, 

быть может, взаимосвязанными моделями и общей (по отноше-

нию к ним, в том числе включающей их в себя) комплексной 

моделью регулируются двумя принципами – принципом эмер-

джентности и принципом соответствия. 
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Принцип эмерджентности – общая модель по сравнению с 

частной или с их семейством должна отражать качественно 

новые (отсутствующие в каждой из частных моделей) свойства 

моделируемого объекта. Принцип эмерджентности включает в 

себя более частные принципы (их список на сегодняшний день 

не канонизирован и открыт): 

-  принцип непротиворечивости (результаты частных моде-

лей или подмоделей общей модели не должны принципиально 

противоречить друг другу, или эти противоречия должны раз-

решаться в рамках более общей модели); 

-  принцип наследования (общая модель должна отражать все 

свойства моделируемого объекта, учитываемые частными моде-

лями); 

-  принцип монотонности (в случае использования единого 

критерия эффективности учет новых свойств моделируемого 

объекта не должен снижать его значение; в противном случае 

необходимо привлечение более общей модели). 

Принцип соответствия традиционен для наук сильной вер-

сии [27], требуя, чтобы в определенных «предельных» случаях 

общая модель превращалась в соответствующую частную. 

Что касается системной оптимизации, то на сегодняшний 

день существуют два значения этого термина. Первое значе-

ние – нестрогое: максимально широкий спектр всевозможных 

целенаправленных изменений в моделируемом объекте рас-

сматривается комплексно, с учетом «системности», т.е. взаимо-

связей элементов объекта. Второе значение - строгое (принад-

лежит академику В.М. Глушкову [3], см. также [6]): 

многокритериальная оптимизационная задача формулируется в 

рамках комплекса иерархических моделей со взаимосвязанными 

и изменяемыми в процессе оптимизации ограничениями. 

Несмотря на очевидную перспективность подходов систем-

ной оптимизации, за прошедшие три с половиной десятилетия 

это направление развивалось не очень интенсивно. Среди ос-

новных «ветвей развития» можно выделить следующие. 

Во-первых, монографии [3, 22, 24, 30] по моделированию 

сложных иерархических систем, отражающие результаты ин-

тенсивного развития этого направления в 60-80-х годах XX века. 

Хотя, справедливости ради, необходимо отметить, что, несмотря 
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на близость концепций, в явном виде термин «системная опти-

мизация» в этих работах почти не встречается. 

Во-вторых, методы программно-целевого планирования и 

управления (научная школа В.А. Ирикова): траекторный подход 

к решению задач программно-целевого управления [34] и си-

стемной оптимизации [16, 35], методы системной оптимизации 

в задачах координации решений [14, 15]. 

В-третьих, работы по теоретико-игровым и оптимизацион-

ным моделям механизмов управления (научная школа 

В.Н. Буркова), в явном виде использующие и развивающие 

концепцию системной оптимизации – см. обзор и ряд результа-

тов в [2]. 

Структура настоящей работы, посвященной достаточно уз-

кому классу задач системной оптимизации и не претендующей 

на принципиально новые теоретические методы и общие алго-

ритмы (а носящей скорее методологический - с точки зрения 

комплексного моделирования – и методический – с точки зре-

ния преподавания соответствующих дисциплин - характер), 

такова: во втором разделе описывается базовая модель деятель-

ности предприятия, в третьем – основные переменные и диапа-

зоны их значений, используемые в других моделях. Четвертый 

раздел содержит расширения базовой модели, пятый раздел – 

комплексные модели. В шестом разделе приведены методиче-

ские рекомендации по анализу моделей. Заключение содержит 

краткое обсуждение перспектив применения методов системной 

оптимизации к моделированию производственно-

экономической деятельности предприятий. 

2. Базовая модель 

Модель 1 (М1, базовая).  Рассмотрим производственное 

предприятие (далее будем называть его «агентом» - «agent» в 

англоязычной литературе), которое осуществляет производство 

одного вида товара. Стоимость сырья - одной «заготовки» 

(необходимой для производства единицы товара), которые он 

закупает, - равна λ0 рублей, рыночная стоимость готовой еди-

ницы товара равна λ рублей. Трудозатраты зависят от действия 
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агента - количества y ≥ 0 производимых единиц товара (объема 

производства) - следующим образом: 

(1) c(y, r) = 

2

2

y

r
, 

где r > 0 – коэффициент, отражающий эффективность произ-

водства (используемых технологий, квалификацию персонала), 

называемый обычно типом агента и имеющий размерность 

«руб.-1». Отметим, что все приведенные ниже результаты (в том 

числе и возможность получения аналитических зависимостей) 

останутся в силе при использовании вместо (1) широко распро-

страненных в экономико-математическом моделировании 

обобщенных производственных функций типа Кобба–Дугласа: 

c(y, r) = 
11

y r 




, ρ > 1 [12, 17, 46]. 

Прибыль агента равна разности между выручкой λy от про-

даж и затратами (равными сумме трудозатрат (1) и затрат λ0y 

на приобретение сырья): 

(2) Φ1(λ, λ0, r, y) = (λ – λ0)y - 

2

2

y

r
. 

Предположим, что постоянные издержки отсутствуют, а 

имеющиеся средства достаточны для закупки любого количе-

ства заготовок. Будем считать, что агент, выбирая объем произ-

водства y, заинтересован в максимизации прибыли (в этом 

проявляется целенаправленность, рациональность его поведе-

ния как экономического агента): 

(3) Φ1(λ, λ0, r, y) → 
0

max
y

, 

которая (см. выражение (2)) достигает максимума при объеме 

производства (с точностью до дискретности числа единиц това-

ра) 

(4) y1
*(λ, λ0, r) = (λ – λ0)r. 

В этом легко убедиться, вычисляя производную выражения 

(2) и приравнивая эту производную к нулю, не забыв при этом 

проверить, что максимизируемая функция (2) вогнутая (имеет в 

рассматриваемом случае отрицательную вторую производную). 

Максимальное значение прибыли равно 
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(5) Φ1(λ, λ0, r, y1
*(λ, λ0, r)) = (λ – λ0)

2r /2. 

Все описываемые в настоящей работе модели были реали-

зованы в программной среде РДС (Расчет Динамических Си-

стем), разработанной в ИПУ РАН [36], с интуитивно понятным 

интерфейсом, и находятся в свободном доступе по адресу 

http://www.mtas.ru/biblio/RDS/M.zip. На рис. 1 приведена зави-

симость прибыли агента от объема производства при λ = 10, 

λ0 = 2, r = 3 (вертикальные линии соответствуют реальному 

(левая линия) и оптимальному – максимизирующему при-

быль - действиям агента). Все рисунки также построены в РДС. 

 

 
Рис. 1. Зависимость прибыли агента  

от объема производства в М1 

 

Далее будем усложнять базовую модель, добавляя к ней 

сначала учет одного из таких эффектов, как возможное наличие: 

- технологических ограничений; 

- постоянных издержек; 

- ограниченности собственных средств; 

- заемных средств; 

- инвестиций в повышение эффективности3; 

                                                      
3 Понятно, что такие решения, как, например, выбор объема произ-

водства и выбор размера инвестиций в повышение его эффективно-

сти, имеют разные временные горизонты. Рассмотрение их в рамках 
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- инвестиций в расширение производства (повышение произ-

водственных мощностей); 

- конкуренции на рынке, 

(см. расширения базовой М1 - М2-М8 в разделе 4 и в таблице 1), 

а затем будем добавлять эти эффекты последовательно (см. 

комплексные М9-М14, таблицу 2 и рис. 3). 

 

Таблица 1. Эффекты, учитываемые в М1-М8 
Эффекты М1 М2 М3 М4 М5 М6 M7 M8 

Рациональное 

поведение (λ0, λ, r) 
+ + + + + + + + 

Технологические 

ограничения (y0) 
 +     +  

Постоянные 

издержки (c0) 
  +      

Ограниченность 

собственных 

средств (Φ0) 

   +     

Заемные средства 

(δ(v)) 
    +    

Повышение 

эффективности 

(r(w)) 

     +   

Расширение произ-

водства (ymax(u)) 
      +  

Конкуренция 

на рынке 
       + 

3. Основные переменные 

Перечислим обозначения основных переменных, использу-

емых ниже, и выбранные условно диапазоны их значений (при-

водятся в скобках), используемых при численном моделирова-

нии. 

Входные параметры: 

1) λ0 ≥ 0 - цена сырья ([0; 10]); 

                                                                                                                
одной модели подразумевает использование приведенных (к единому 

моменту времени) затрат и доходов. 
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2) λ ≥ 0 - цена товара ([0; 15]); 

3) r ≥ 0 - тип агента ([0; 5]), r0 ≥ 0 – начальный тип агента 

([0; 5]); 

4) y0 ≥ 0 – технологическое ограничение ([0; 50]); 

5) c0 ≥ 0 – постоянные издержки ([0; 50]); 

6) Φ0 ≥ 0 – начальные средства ([0; 100]); 

7) δ- ≥ 0 - ставка размещения средств ([0; 2]); 

8) δ+ ≥ 0 - ставка привлечения средств ([0; 2], δ+ ≥ δ-); 

9) D ≥ 0 – параметр функции (31) зависимости рыночной це-

ны от суммарного объема производства; 

10) γ ≥ 0 – параметр функции (31) зависимости рыночной це-

ны от суммарного объема производства; 

11) c(y, r) – функция затрат агента; 

12) r(r0, α, w) – зависимость типа агента от инвестиций в по-

вышение эффективности; 

13) ymax(y0, β, u) – зависимость технологических ограничений 

от инвестиций в расширение производственных мощностей; 

14) α – параметр функции r(∙) ([0; 10]); 

15) β – параметр функции ymax(∙) ([0; 10]). 

Выходные параметры: 

1) y ≥ 0 – объем производства (z = λ0y – инвестиции в приоб-

ретение сырья) ([0; 50]); 

2) v   
1  - объем привлекаемых (v > 0) или размещаемых 

(v < 0) средств ([0; 100]); 

3) w ≥ 0 – объем инвестиций в повышение эффективности 

([0; 100]); 

4) u ≥ 0 – объем инвестиций в расширение производственных 

мощностей ([0; 100]). 

Перейдем к описанию расширений базовой М1. 

4. Расширения базовой модели 

Модель 2 (М2).  Предположим, что в условиях М1 присут-

ствуют ограничения y0 ≥ 0 (например, технологические) на 

объем производства: y [0; y0]. Тогда, решая задачу максимиза-

ции на отрезке вогнутой функции 

(6) Φ1(λ, λ0, r, y) → 
0[0; ]

max
y y

, 
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получим, что оптимальным является объем производства 

(7) y2
*(λ, λ0, r, y0) = min {(λ – λ0)r; y0}. 

М2 превращается в М1 при y0 = +∞, т.е. при отсутствии 

технологических ограничений, следовательно, принцип соответ-

ствия (см. введение) для М2, как и для всех описываемых ниже 

моделей, выполнен. 

Модель 3 (М3).  Предположим, что в условиях М1 агент 

несет постоянные издержки c0 ≥ 0 (например, плата за аренду 

производственных помещений и/или оборудования, оплата 

коммунальных услуг и т.п.). Прибыль (2) примет вид 

(8) Φ3(λ, λ0, r, y) = (λ – λ0)y - 

2

2

y

r
 - c0. 

Очевидно, что учет постоянных издержек со знаком минус 

в выражении (8) не повлияет на вогнутость целевой функции и 

не изменит оптимального значения объема производства (4), но 

приведет к необходимости анализа условия безубыточности 

(прибыль должна быть неотрицательна): 

(9) c0 ≤ (λ – λ0) y1
*(λ, λ0, r) - 0

* 2

1( ,  , ( ))

2

ry

r

 
. 

М3 превращается в М1 при с0 ≡ 0 (т.е. при отсутствии по-

стоянных издержек). 

Модель 4 (М4).  Предположим, что в условиях М1 началь-

ные средства Φ0 ≥ 0, которые агент может потратить на закупку 

заготовок, у агента ограничены. Тогда оптимальный (максими-

зирующий прибыль) объем производства равен 

(10) y4
*(λ, λ0, r, Φ0) = min {(λ – λ0) r; Φ0/λ0}. 

М4 соответствует М2 при y0 = Φ0/λ0 и превращается в М1 

при Φ0 ≡ + ∞ (неограниченности начальных собственных 

средств). 

Модель 5 (М5).  Предположим, что в условиях М1 агент 

имеет возможность привлечь или предложить любой объем v 

средств по ставке 

(11) δ(v) = 



















;0,

,0,0

,0,
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где 0 ≤ δ- ≤ δ+ - ставки соответственно размещения и привлече-

ния заемных средств (далее, если речь идет только о привлекае-

мых средствах, будем использовать для соответствующей став-

ки обозначение δ). 

Обозначим через 

(12) z   Z(v) = [0; v] 

сумму, которую, дополнительно к собственным средствам Φ0 (в 

настоящей модели принято, что Φ0 = 0), агент тратит на приоб-

ретение сырья; при этом он обеспечивает объем производства 

y = z /λ0, что приводит к получению прибыли (с учетом возврата 

суммы (1 + δ)v по кредиту) 

(13) Φ5(λ, λ0, r, δ, v, z) = v – z + λz /λ0 – (1 + δ(v))v - 

2

2

02( )

z

r
. 

Оптимальный объем v5
*(λ, λ0, r, δ) заемных средств и опти-

мальные затраты z5
*
(λ, λ0, r, δ) на сырье должны максимизиро-

вать прибыль (13), а объем привлеченных средств желательно 

минимизировать, т.е. 

(14) Φ5(λ, λ0, r, δ, v, z) → 
1 , ( )
max

v z Z v 

,  v → 
0

min
v

. 

Задача (14) принадлежит классу так называемых задач си-

стемной оптимизации, в которых управляемые переменные 

входят не только в критерии эффективности, но и в ограниче-

ния. 

В рассматриваемом случае задача (14) допускает аналити-

ческое решение. Действительно, отметим, что прибыль (13) 

монотонно убывает по объему v заемных средств и этот объем 

не может быть отрицательным. Поэтому в оптимальном реше-

нии4 v = z. Подставляя это равенство в выражение (13), получим 

задачу максимизации вогнутой функции 

(15) z (λ/λ0 – 1 - δ) - 

2

2

02( )

z

r
 → 

0
max

z
. 

Решение задачи (15): 

                                                      
4 Из этого наблюдения следует также справедливость вывода о том, 

что агенту не выгодно в рамках данной модели предоставлять кре-

диты. 
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(16) z5
*(λ, λ0, r, δ) = λ0 (λ – (1 + δ) λ0) r. 

М5 переходит в М1 при δ = 0. Их различие обусловлено 

тем, что в М1 считается, что агент приобретает сырье «одновре-

менно» с получением выручки от продажи товара. Другими 

словами, в М5 можно выделить три момента времени – «пер-

вый», «второй» и «третий». В первый момент времени агент 

берет кредит и закупает сырье, во второй – производит товар, в 

третий – реализует товар, компенсирует трудозатраты и рассчи-

тывается по кредиту. То есть затраты в момент приобретения 

сырья дисконтируются по ставке δ к моменту получения выруч-

ки – ср. выражения (4) и (16) (в последнем цена закупки сырья, 

«приведенная» к моменту получения выручки равна (1 + δ)λ0. В 

М1 все три момента времени «совмещены», что соответствует 

δ = 0. 

Модель 6 (М6).  Предположим, что в условиях М1 агент 

имеет возможность, вложив сумму w ≥ 0, увеличить эффектив-

ность до величины r(w) (например, в результате техперевоору-

жения или/и повышения квалификации персонала), где r(∙) – 

известная возрастающая функция. Функция прибыли примет 

вид 

(17) Φ6(λ, λ0, r, w, y) = (λ – λ0)y – w - 
2

2 ( )

y

r w
, 

и задача агента будет заключаться в одновременном выборе 

неотрицательных значений y и w, максимизирующих выраже-

ние (17). 

Функция (17) вогнута по y при любых положительнознач-

ных функциях r(w) и вогнута по w при выполнении условия 

(18)  ( ) 2 ln( ( ))r w r w '  . 

В качестве примера функции, удовлетворяющей усло-

вию (18), выберем 

(19) r(w) = r0 + α w , 

где α ≥ 0 - известная константа. Дифференцируя выражение (17) 

по каждой из переменных и приравнивая соответствующие 

производные к нулю, получим систему из двух алгебраических 

уравнений относительно двух переменных - y и w. Решая эту 

систему уравнений, находим: 
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(20) y6
*(λ, λ0, r0, α) = (λ – λ0)(r0 + α2(λ – λ0)

2/4), 

(21) w6
*(λ, λ0, r0, α) = α2(λ – λ0)

4/16. 

Подставляя (20) и (21) в (17), получим 

(22) Φ6(y
*(λ, λ0), w

*(λ, λ0)) = (λ – λ0)
2[r0 + α2(λ – λ0)

2/8]/2. 

Сравнивая выражения (22) и (5), приходим к выводу, что в 

рамках М6 при функции эффективности (19) наличие возмож-

ности вложений в повышение эффективности производства 

никогда не приводит к уменьшению прибыли (принцип моно-

тонности – см. введение). 

М6 переходит в М1 при r0 = r, α = 0. 

Модель 7 (М7).  Предположим, что в условиях М2 агент 

имеет возможность, вложив сумму u ≥ 0, увеличить технологи-

ческие ограничения до величины ymax(u) (например, в результате 

техперевооружения, или/и расширения производственных мощ-

ностей, или/и найма дополнительного персонала и т.д.), где 

ymax(∙) – известная возрастающая вогнутая функция. Функция 

прибыли примет вид 

(23) Φ7(λ, λ0, r, u, y) = (λ – λ0) y – u - 

2

2

y

r
, 

при этом считается, что полная амортизация осуществляется в 

течение рассматриваемого периода времени (т.е. затраты u 

целиком входят в целевую функцию Φ7). Задача агента будет 

заключаться в одновременном выборе неотрицательных значе-

ний y и u: 

(24) (λ – λ0)y – u - 

2

2

y

r
 → 

max0 [0; ( )]
max

u , y y u 
, u → 

0
min
u

. 

Задача (24) является задачей системной оптимизации, одна-

ко она допускает простое решение, основывающееся на следу-

ющей идее: определим минимальные затраты на обеспечение 

допустимости заданного объема производства y ≥ 0: 

(25) u(y) = min {u ≥ 0 | ymax(u) ≥ y}. 

В силу вогнутости функции ymax(u), функция u(y) – выпуклая. С 

учетом выражения (25) задача (24) примет вид: 

(26) (λ – λ0)y – u(y) - 

2

2

y

r
 → 

0
max

y
, 
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т.е. будет заключаться в поиске безусловного максимума вогну-

той функции. 

В качестве примера рассмотрим 

(27) ymax(u) = y0 + β u , 

где β ≥ 0 - известная константа. 

Тогда 

(28) u(y) = 
0

2

0 02

0

1
( )

, y y ,

y y , y y .






 


 

Подставляя выражение (28) в (26) и решая соответствую-

щую задачу максимизации, получим: 

(29) y7
*(λ, λ0, r, y0, β) = 

0 0 0

2

0 0
0 02

( ) ( )

( ) 2
 , ( )

2

r, r y ,

y
r r y .

r

   

  
 



  


 
  

 

М7 переходит в М1 при y0 = ymax, β = 0. 

Модель 8 (М8).  Пусть имеются n агентов, производящих 

однородный товар, с целевыми функциями типа (2): 

(30) Qi(λ, λ0, ri, y) = (λ(y) – λ0)yi - 

2

2

i

i

y

r
, 

где i   N = {1, …, n} – индекс агента, y = (y1, …, yn) – вектор 

действий агентов. Предположим, что рыночная цена линейно 

убывает с ростом суммарного предложения товара (так называ-

емая линейная олигополия Курно): 

(31) λ(y) = D – γ i

i N

y


 , 

а агенты принимают решения об объемах выпускаемых ими 

товаров однократно, одновременно и независимо. Тогда, под-

ставляя выражение (31) в (30), дифференцируя по yi и решая 

соответствующую систему алгебраических уравнений, находим 

равновесие Нэша игры агентов в нормальной форме: 

(32) 
*

iy (λ0, D, γ, r) = 0( )

(1 )(1+ )
1

i

j

i

j N j

D r

r
r

r



 









. 
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r = (r1, …, rn) – вектор типов агентов. 

На рис. 2 приведена «панель управления» реализованной в 

РДС М8 при D = 15, γ = 0,05, λ0 = 2, r1 = 2, r2 = 3, r3 = 4 (агент 1 – 

синяя линия, агент 2 – красная линия, агент 3 – зеленая линия на 

графиках динамики действий агентов и их прибыли). В качестве 

предположения о динамике поведения агентов (каждый из 

которых в каждом периоде наблюдает предыдущие действия 

всех своих оппонентов и принимает решения независимо от них, 

т.е. некооперативно) использована гипотеза индикаторного 

поведения [29, 46] с параметрами gi – см. рис. 2. 

Завершив рассмотрение М2–М8, отличающихся от базовой 

М1 наличием только одного из «дополнительных эффектов» 

(см. Таблица 1), перейдем последовательному наращиванию 

сложности моделей, т.е. к комплексным М9–М14, в которых 

различные «дополнительные эффекты» добавляются последова-

тельно (см. таблицу 2 и рис. 3). 

 

Таблица 2. Эффекты, учитываемые в М9-М14 
Эффекты М9 М10 М11 М12 М13 M14 

Рациональное 

поведение (λ0, λ, r) 
+ + + + + + 

Технологические 

ограничения (y0) 
+ + + + + + 

Постоянные 

издержки (c0) 
+ + + + + + 

Ограниченность 

собственных 

средств (Φ0) 

 + + + + + 

Заемные средства 

(δ(v)) 
  + + + + 

Повышение 

эффективности 

(r(w)) 

   + + + 

Расширение произ-

водства (ymax(u)) 
    + + 

Конкуренция 

на рынке 
     + 
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Рис. 2. «Панель управления» и результаты моделирования для М8 
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Базовая модель 

М1 

Расширения 

базовой модели 
Комплексные модели 

М2 

М3 

М4 

М5 

М6 

М7 

М8 

М9 М10 М11 М12 М13 М14 

 

Рис. 3. Структура комплекса М1-М14 

5. Комплексные модели 

Модель 9 (М9).  Предположим, что в условиях М2 агент 

несет постоянные издержки c0 ≥ 0. Прибыль (2) примет вид (8). 

Как и в М3, учет постоянных издержек со знаком минус в выра-

жении (8) не изменит оптимального значения объема производ-

ства (4), но приведет к необходимости анализа условия безубы-

точности (прибыль должна быть неотрицательна – ср. с (9)): 

(33) c0 ≤ (λ – λ0) y2
*(λ, λ0, r, y0) - 0

* 2

2 0,  ,( )

2

 ( , )r yy

r

 
. 

Модель 10 (М10).  Предположим, что в условиях М9 

начальные собственные средства Φ0 ≥ 0, которые агент может 

потратить на закупку заготовок и покрытие постоянных издер-

жек, ограничены, а возможность привлечения внешних средств 

отсутствует. Тогда оптимальный (максимизирующий прибыль) 

объем производства равен (ср. с (10)) 

(34) y10
*(λ, λ0, r, y0, Φ0, c0) = min {(λ – λ0)r; y0; (Φ0 - c0)/λ0}. 

М10 является «последней» (по сложности) моделью, допус-

кающей аналитическое решение. «Следующие» (по сложности) 
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модели (М11–М14) требуют соответствующего вычислительно-

го эксперимента. 

Модель 11 (М11).  Предположим, что в условиях М10 агент 

имеет возможность привлечь или разместить любой объем v 

средств по ставке δ(v). Обозначим через 

(35) z   Z11(v, y0) = [0; min {λ0y0; Φ0 - c0 + v}] 

сумму, которую агент тратит на приобретение сырья; при этом 

он обеспечивает объем производства y = z /λ0, что приводит к 

получению прибыли (с учетом возврата/получения суммы 

(1 + δ(v)) v по кредиту) 

(36) Φ11(λ, λ0, r, Φ0, c0, δ(∙), v, z) = Φ0 - c0 + v – z + λz /λ0 – 

- (1 + δ(v)) v - 
2

2

02( )

z

r
. 

Оптимальный объем v11
*(λ, λ0, r, y0, Φ0, c0, δ(∙)) заемных 

средств и оптимальные затраты z11
*(λ, λ0, r, y0, Φ0, c0, δ(∙)) на 

сырье должны максимизировать прибыль (36), т.е. 

(37) Φ11(λ, λ0, r, Φ0, c0, δ(v), v, z) → 
1

11 0, ( )
max

v z Z v,y 

. 

Отметим, что в задаче (37) (а также в задачах (40), (43) и 

(46)) агент выбирает не действие y, а объем затрат z на приобре-

тение сырья. Так как при постоянной цене сырья λ0 эти пере-

менные однозначно и монотонно связаны: y = z /λ0, то эти задачи 

могут быть легко переформулированы в терминах действия 

агента. 

Данная модель уже достаточно «богата», для того чтобы 

отразить наличие у агента нескольких стратегий поведения, 

являющихся оптимальными при различных соотношениях 

входных параметров. 

Так, например, при λ = 10, λ0 = 2, r = 3, δ
+
 = δ

-
 = 0,5, y0 = 30, 

c0 = 20, Φ0 = 60, оптимальным для агента является взять кредит в 

размере v* = 2,5 и выбрать объем производства y* = 21. Если 

цена сырья λ0 возрастает до 7 единиц, то производство стано-

вится убыточным (оптимальный объем производства равен 

нулю), и агенту выгодно превратиться из производственной в 

кредитную организацию, одолжив все остающиеся у него после 

покрытия постоянных издержек средства: v* = Φ0 - c0 = –40. 
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«Богатство» данной и последующих моделей (М12-М14) 

также позволяет формулировать в их рамках многокритериаль-

ные задачи, характерные для проблематики системной оптими-

зации. Действительно, наличие достаточного числа «степеней 

свободы» (первичных и производных переменных, описываю-

щих моделируемую систему), функциональных связей между 

ними и нескольких критериев, описывающих состояние систе-

мы, позволяют ставить и решать разнообразные задачи оптими-

зации: выбирая тот или иной критерий в качестве оптимизируе-

мого, а остальные рассматривая в виде ограничений; или 

фиксируя требования к значениям одних критериев, искать 

систему ограничений, оптимизирующую другой критерий и т.д. 

– некоторые примеры приводятся ниже в рамках М12 и М13, где 

считается, что размер кредита должен быть неотрицательным. 

Модель 12 (М12).  Предположим, что в условиях М11 агент 

имеет возможность, вложив сумму w ≥ 0, увеличить эффектив-

ность до величины r(w). Множество допустимых затрат на 

приобретение сырья примет вид 

(38) z   Z12(v, w, y0) = [0; min {λ0 y0; Φ0 - c0 – w + v}]. 

Функция прибыли примет вид 

(39) Φ12(λ, λ0, Φ0, c0, δ(∙), r(∙), v, w, z) = Φ0 - c0 + v – z – w + 

+ λ z /λ0 – (1 + δ(v))v - 
2

2

02 ( )( )

z

r w 
. 

Оптимальный объем v12
*(λ, λ0, r(∙), y0, Φ0, c0, δ(∙)) заемных 

средств, оптимальные затраты z12
*(λ, λ0, r(∙), y0, Φ0, c0, δ(∙)) на 

сырье и оптимальные вложения w12
*(λ, λ0, r(∙), y0, Φ0, c0, δ(∙)) в 

повышение эффективности должны максимизировать прибыль 

(39), т.е. 

(40) Φ12(λ, λ0, Φ0, c0, δ(v), r(w), v, w, z) → 
1

12 0, 0 ( )
max

v w , z Z v,w,y  

. 

Отметим, что даже если δ(∙) ≡ 0, то выполнение условия 

(18) не гарантирует выпуклости задачи (40), так как переменная 

w не только входит непосредственно в целевую функцию, но и 

определяет допустимое множество Z12(v, w, y0). 

Например, при λ = 10, λ0 = 2, r0 = 3, δ+ = δ- = 0,5, y0 = 30, 

c0 = 20, Φ0 = 60, α = 2 (см. выражение (19)), оптимальным для 

агента является взять кредит в размере v* = 32, инвестировать 
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w* = 11 в повышение эффективности и выбрать объем производ-

ства y* = 30. Зависимость прибыли Φ агента от размера кредита 

v и размера инвестиций w для рассматриваемого примера при-

ведена на рис. 4 (здесь и далее при недопустимых значениях 

переменных прибыль считается равной нулю; линия уровня 

Φ12 = 100 и ее проекции выделены на рис. 4 красным цветом). 

В рамках М12 можно находить ответы на множество со-

держательных вопросов, типичных для подхода системной 

оптимизации. Например, каков должен быть минимальный 

объем собственных средств, при которых привлечение заемных 

средств становится нецелесообразным (ответ: 92,4). Или при 

каких минимальных технологических ограничениях инвестиции 

в повышение эффективности не имеют смысла (ответ: 10,6) 

и т.д. 

 
 

Рис. 4. Зависимость прибыли Φ агента от размера кредита v 

и размера инвестиций w в М12 

 

Модель 13 (М13).  Предположим, что в условиях М12 агент 

имеет возможность, вложив сумму u ≥ 0, увеличить технологи-

ческие ограничения до величины ymax(u). Множество допусти-

мых затрат на приобретение сырья примет вид 
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(41) z   Z13(v, w, u) = [0; min {λ0 ymax(u); Φ0 - c0 – w – u + v}]. 

Функция прибыли примет вид 

(42) Φ13(λ, λ0, Φ0, c0, δ(∙), r(∙), ymax(∙), v, w, u, z) =  

= Φ0 - c0 + v – z – w – u + λ z /λ0 – (1 + δ(v))v - 
2

2

02 ( )( )

z

r w 
. 

Оптимальный объем v*(λ, λ0, r(∙), ymax(∙), Φ0, c0, δ(∙)) заемных 

средств, оптимальные затраты z*(λ, λ0, r(∙), ymax(∙), Φ0, c0, δ(∙)) на 

приобретение сырья, оптимальные вложения 

w*(λ, λ0, r(∙), ymax(∙), Φ0, c0, δ(∙)) в повышение эффективности и 

оптимальные вложения u*(λ, λ0, r(∙), ymax(∙), Φ0, c0, δ(∙)) в расши-

рение производственных мощностей должны максимизировать 

прибыль (42), т.е. 

(43) 

Φ13(λ, λ0, Φ0, c0, δ(v), r(w), ymax(u), v, w, u, z) → 
1

13, 0 0 ( )
max

v w ,u ,z Z v,w,u   

. 

Задача (43) является задачей системной оптимизации. От-

метим, что вогнутость зависимости ymax(u) и выполнение усло-

вия (18), в отличие от расширений базовой модели, не гаранти-

руют выпуклости задачи (43), так как переменные u и w 

определяют допустимое множество Z13(v, w, u), а зависимость 

δ(v) разрывна. 

На рис. 5 приведена экранная форма для «панели управле-

ния» М13. 

Например, при λ = 10, λ0 = 2, r = 1, δ+ = δ- = 0,1, y0 = 10, 

c0 = 0, Φ0 = 100, α = 2, β = 10 получаем зависимости прибыли 

агента от выбираемых им параметров, приведенные на рис. 6 и 

рис. 7 (линия уровня Φ13 = 300 и ее проекции выделены на рис. 6 

красным цветом; линия уровня Φ13 = 0 и ее проекции выделены 

на рис. 7 красным цветом). 

Модель 14 (М14).  Пусть деятельность каждого из агентов 

описывается М13, агенты конкурируют на одном и том же 

рынке, причем цена сырья λ0 для них одинакова, а рыночная 

цена на их продукцию определяется выражением (ср. с (31)) 

(44) λ(z1, … zn) = D – 
0

j

j N

z


 

 . 
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Рис. 5. «Панель управления» для М13 
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Рис. 6. Зависимость прибыли Φ агента от размера кредита v 

и размера инвестиций w в М13 

 

 
Рис. 7. Зависимость прибыли Φ агента от объема  

производства y и размера инвестиций u в М13 
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Воспользовавшись выражениями (42) и (44), определим це-

левую функцию i-го агента 

(45) Fi(λ0, Φ0i, c0i, δi(∙), ri(∙), ymaxi(∙), vi, wi, ui, z1, …, zn) =  

= Φ0i - c0i + vi – zi – wi – ui + (D – 

0

j

j N

z


 

  ) zi /λ0 – 

– (1 + δi(vi))vi - 
2

2

02 ( )( )

i

i i

z

r w 
. 

Рассмотрим игру в нормальной форме между агентами, об-

ладающими целевыми функциями (45). Обозначим через 

Нi = 
j

j i

z


  суммарные затраты на приобретение сырья всех 

оппонентов i-го агента и вычислим для каждого агента его 

наилучший ответ на действия оппонентов: 

(46) BRi(Hi) = (vi(Hi), wi(Hi), ui(Hi), zi(Hi)) = 

= arg 
1

13, 0 0 ( )
max

v w ,u ,z Z v,w,u   

 [Φ0i - c0i + vi – zi – wi – 

- ui + (D – γ 
0

j

j N

z


 

  ) zi /λ0 – (1 + δi(vi))vi - 
2

2

02 ( )( )

i

i i

z

r w 
], 

i   N. 

Имея наилучшие ответы (46), можно численно искать рав-

новесие игры агентов или строить и исследовать в рамках вы-

числительного эксперимента итерационные процедуры динами-

ки стратегий, сходящиеся к этому равновесию (см. также М8). 

На рис. 8 приведена «панель управления» и результаты мо-

делирования для М14 для случая двух агентов (D = 15, γ = 0,05, 

λ0 = 1,3, r1 = 1, r2 = 5, для обоих агентов δ = α = β = 0, c0 = 0, 

Φ0 = 100, y0 = 50, т.е. возможность займа и осуществления ка-

ких-либо инвестиций отсутствует). 

Зависимость прибыли Φ и наилучшего ответа BRy(Y) перво-

го агента от его действия y и действия оппонента Y («нелиней-

ность» обусловлена использованным крупным шагом сетки, 

который выбран в силу больших временных затрат на вычисле-

ние наилучших ответов) приведены на рис. 9 и рис. 10 соответ-

ственно. 
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Рис. 8. «Панель управления» и результаты моделирования для М14 
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Рис. 9. Зависимость прибыли Φ от действия агента y 

и действия его оппонента Y в М14 

Равновесные действия агентов в рассматриваемом приме-

ре - (10; 40). Ситуация радикально меняется, если первый агент 

получает доступ к кредитным средствам (δ1 = 0,5) и получает 

возможность инвестировать в повышение эффективности 

(α1 = 1). Графики наилучших ответов первого агента BRv(Y) и 

BRw(Y) приведены на рис. 11 и рис. 12 соответственно. 

В равновесии вектор действий агентов – (46; 40), 1

*v  = 0 

(собственных средств хватает и на закупку сырья и на инвести-

ции в повышение эффективности), 1

*w  = 40. 

Специфика М14 заключается в том, что поведение каждого 

из агентов описывается достаточно сложной моделью – условно 

можно считать, что М14 является «теоретико-игровой надстрой-

кой» над М13 (в то время как М8 – над М1). Соответственно, в 

терминах работы [1] М14 использует последовательно-

параллельное комплексирование – над несколькими «парал-

лельно» функционирующими моделями М13, описывающими 

отдельных агентов, надстраивается модель олигополии Курно, 

отражающая рыночное взаимодействие агентов. 
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(а) 

 

 
(б) 

 

Рис. 10. Зависимость наилучшего ответа BRy(Y) 

первого (а) и второго (б) агентов от действия оппонента Y  

в М14 
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Рис. 11. Зависимость наилучшего ответа BRv(Y) 

первого агента от действия оппонента Y в М14 

 

 
Рис. 12. Зависимость наилучшего ответа BRw(Y) 

первого агента от действия оппонента Y в М14 

6. Анализ моделей: методические рекомендации 

Приведем возможные этапы анализа М1–М14 и им подоб-

ных (в порядке возрастания трудоемкости и сложности для 

начинающего исследователя – например, студента, осваивающе-

го соответствующий профильный учебный курс – моделирова-

ние организаций, математические модели в экономике, исследо-

вание операций и т.п.). 
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1. Проанализируйте сравнительную статику - зависимости 

прибыли агента и других выбираемых им параметров (объема 

производства, размера привлекаемых средств, инвестиций и 

т.д.), а также рыночного равновесия от значений рыночной цены 

λ, цены сырья λ0, типа агента r, а также от значений параметров 

(α, β, γ и δ), свойств и конкретного вида функций (с(∙), r(∙), δ(∙), 

ymax(∙)), и приведите соответствующие содержательные интер-

претации. 

Под «исследованием зависимости» в каждом случае пони-

мается анализ (с построением соответствующих графиков) и 

интерпретация монотонности, точек экстремума и т.д. при 

изменении соответствующих параметров модели, осуществляе-

мые тремя методами со сравнением (констатацией совпадения 

или объяснением наблюдаемых различий) результатов: 

а) аналитическое исследование (если возможно получение 

явного вида соответствующих зависимостей); 

б) имитационное моделирование: например, изменение 

«вручную» входных параметров в соответствующей модели 

РДС (или в другой – самостоятельной - программной реализа-

ции) и фиксация выходных параметров; 

в) автоматизированное моделирование - дополнение соот-

ветствующей компьютерной модели функционалом автоматиче-

ского перебора значений входных параметров и построением 

графиков значений выходных переменных. 

2. Проанализируйте проблемы комплексирования и свойства 

(см. введение) отдельных комплексных моделей. 

3. Проанализируйте проблемы программной реализации со-

ответствующих моделей, в т.ч. точность решения оптимизаци-

онных задач в зависимости от начальных и конечных шагов 

алгоритмов оптимизации и т.п. 
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7. Заключение 

Рассмотрены взаимосвязанные имитационные и оптимиза-

ционные модели производственно-экономической деятельности 

предприятия. Перспективными направлениями их развития 

является отказ от введенных предположений об однократности 

принятия решений, о наличии единственного производимого 

товара, об упрощенном представлении процесса производства в 

виде «производственной функции» типа выражения (1) и др. 

(при этом в явном виде не выделяются накладные расходы, 

налоговые отчисления и др.). То есть целесообразно расширение 

комплекса М1–М14 за счет рассмотрения: 

1) номенклатуры производимых товаров с учетом их ком-

плектности, загрузки производственного оборудования и т.д.; 

2) логистических процессов, учитывающих состояние скла-

дов сырья и готовой продукции, управления запасами; 

3) целенаправленной деятельности персонала и руководства 

предприятия, учитываемых в соответствующих механизмах 

организационного управления [42, 46]. При этом неизбежно 

рассмотрение иерархической организационной структуры; 

4) большого числа взаимодействующих агентов, различаю-

щихся значениями своих параметров (что может привести к 

появлению качественно новых – «подлинно синергетиче-

ских» - эффектов в соответствующей сложной системе); 

5) нескольких последовательных взаимосвязанных периодов 

функционирования. В последнем случае, например, удастся 

рассмотреть задачи распределения прибыли на дивиденды, 

развитие производства и т.д., с учетом дебиторской и кредитор-

ской задолженности (то есть более широко, чем выше, трактуе-

мой «безубыточности»), задержек в оплате отгруженной про-

дукции и т.д., то есть сформулировать и операционально 

исследовать традиционный для финансового анализа [8, 19] 

спектр задач. 

Можно выделить несколько крупных «методологических» 

проблем в построении и исследовании комплексных моделей 

системной оптимизации организационно-технических, социаль-

но-экономических и др. сложных систем. 
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1. Гетерогенность описания моделируемых систем (напри-

мер, производственное предприятие может описываться с точки 

зрения соответствующих материальных, финансовых, информа-

ционных и других потоков с использованием аппарата исследо-

вания операций, непрерывной и дискретной оптимизации и др.) 

[28, 44]. 

2. Необходимость комплексирования отдельных моделей и 

декомпозиции комплексных моделей (см. классификацию дан-

ной проблематики и краткий обзор в [1]). Здесь, в частности, 

возникает задача определения «оптимальной» последователь-

ности учета новых факторов в комплексных моделях. Крите-

рием эффективности при этом может быть максимально про-

должительное (в смысле длины пути в сети, аналогичной 

приведенной на рис. 3) сохранение таких позитивных свойств 

моделей как возможность получения аналитических зависимо-

стей, выпуклость оптимизационных задач и т.п., а методом 

решения – рассмотрение сети всевозможных последовательно-

стей. 

3. Высокая арифметическая сложность (в терминах [26]) чис-

ленного решения задач системной оптимизации. Действительно, 

возможная невыпуклость задач оптимизации, или необходи-

мость использования оракулов только нулевого порядка (в силу 

иерархической структуры моделей и неустойчивости выходов 

подсистем по входным параметрам, характерной для теоретико-

игровых и экономико-математических моделей [25, 45]) зача-

стую вынуждают исследователя ограничиться использованием 

лишь «переборных» методов. Например, в М14, реализованной 

в РДС, расчет на «рядовом» компьютере наилучших ответов по 

четырем переменным для каждого из двух агентов, даже с ис-

пользованием достаточно крупной вычислительной сетки, 

занимает несколько секунд. Увеличение числа переменных (с 

целью учета новых содержательных эффектов и свойств) и/или 

числа агентов, и/или уменьшение шага сетки и т.д. приводят к 

быстрому росту времени вычислений. Возможности распарал-

леливания присутствуют (например, в М14 вычисление 

наилучших ответов каждого из агентов при фиксированных 

значениях входных параметров может производиться независи-

мо), но ограничены (использование теоретико-игровых моделей 
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подразумевает достаточно сильную «взаимосвязь» между про-

цедурами принятия решений агентами). 
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Abstract: A set of models with increasing complexity is considered 

for enterprise multicriteria decision-making. Agents make rational 

decisions on the volume of production, attraction / placement of 

borrowed funds, investments in improving the efficiency and in the 

increasing of productive capacities. These models illustrate the 

approach of integrated modeling and system optimization to eco-

nomic applications. The results of simulations are given, prospects 

for the development and application of the system optimization 

techniques to the modeling of production and economic activities of 

enterprises are discussed. 

 

Keywords: integrated models, system optimization, simulation, 

enterprise production and economic activity. 

 

Статья представлена к публикации  

членом редакционной коллегии В.Н. Бурковым. 

 

Поступила в редакцию 12.07.2016. 

Опубликована 31.01.2017. 

 


