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Предлагается метод решения задачи анализа для линейной си-
стемы управления с возмущением, подаваемым на вход и выход
системы. На примере тестовой задачи из COMPleib демонстри-
руется его более высокая эффективность по сравнению со стан-
дартным подходом.
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Введение

Задачи управления регулируемым выходом системы управ-
ления можно разбить на два класса, которые отличаются по
целям управления: задачи синтеза заданного поведения, когда
требуется обеспечить наличие у замкнутой системы управления
некоторых заданных свойств, и оптимальные задачи, когда требу-
ется оптимизировать некий критерий качества работы замкнутой
системы. Как правило, указанные задачи рассматриваются при
наличии внешних возмущений и помех, которые являются неиз-
меряемыми. При таких условиях требуется выполнение основной
цели системы при компенсации внешних возмущений и помех.

Первой работой, посвященной созданию систем, не завися-
щих от внешних возмущений, является [11]. Такие системы по-
лучили название инвариантных [3]. Данная работа посвящена ре-
шению одной из возможных задач управления первого класса —
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задаче слежения, которая является одной из основных задач как
линейной, так и нелинейной теории управления и не теряет ак-
туальности и сейчас. Наибольшее внимание уделяется решению
различных постановок задач слежения и их приложений в линей-
ных системах. Ключевые аспекты теоретического аппарата дан-
ной теории изложены в [6, 7, 14, 23]. К основным подходам к
решению указанной задачи можно отнести линейное следящее
управление (Linear Tracking Control, [16]); подход, основанный на
применении векторных функций Ляпунова [4, 12]; естественное
следящее управление (Natural Tracking Control, [17]); метод ли-
нейных матричных неравенств (Linear Matrix Inequalities, LMI),
который приобрел значительную популярность в последнее вре-
мя [13, 21, 22, 26, 27]. Предпринимаются попытки исследования
постановок задач слежения при неполной априорной информа-
ции, в частности, при неизвестных верхних границах возмуще-
ний [8]. В данной работе используется метод инвариантных эл-
липсоидов [5], который также основан на технике LMI.

Целью работы является исследование задачи управления ре-
гулируемым выходом линейной системы в одной из разнообраз-
ных постановок задачи анализа для задачи слежения, восходящей
к Р. Калману [18].

В данной работе, в отличие от [2], рассматривается поста-
новка задачи анализа, при этом источником возмущений и помех
является один и тот же векторный сигнал (в частности, анало-
гичная система управления рассматривается в [9]). Стандартным
походом к решению таких задач является предположение, что
возмущения на входе и выходе системы предполагаются разны-
ми (независимыми). Это позволяет оценивать каждую из частей
выхода системы по отдельности и затем суммировать получив-
шиеся оценки. Но если возмущение во входе и выходе системы
имеет одинаковый источник, то такое предположение «огрубля-
ет» оценку, поскольку не учитывает внутреннюю связь системы.
По этой причине решение таких задач без указанного предполо-
жения представляется более сложным, чем решение задач, в ко-
торых возмущения во входе и выходе предполагаются разными
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(независимыми). Стоит отметить, что используемая постановка
задачи (которая будет детально описана ниже) включает в себя
частный случай, когда возмущения и помехи являются независи-
мыми. Существуют разнообразные примеры систем, в которых
возмущение и помехи имеют одинаковый источник. В частности,
при перелетах источником помех является ветер. Он оказывает
влияние как непосредственно на состояние системы, так и на все
измерительные приборы (необязательно с одинаковой интенсив-
ностью).

С технической точки зрения полученные далее задачи сво-
дятся к решению задачи полуопределенного программирования
(Semi-Definite Programming, SDP) и одномерной оптимизации.
Для ее решения существуют эффективные программные сред-
ства, в частности — свободно распространяемые пакеты SDPT3
[24, 25] и YALMIP [20] на базе системы MATLAB.

Для демонстрации эффективности предложенных под-
ходов использовалась задача из стандартной библиотеки
COMPleib [19]. Данная библиотека содержит математические мо-
дели как практических задач, так и их упрощенных учебных вер-
сий. Она широко используется для тестирования и сравнения ал-
горитмов решения различных задач в теории управления.

1. Постановка задачи анализа

В дальнейшем нам потребуются два следующих определе-
ния.

Определение 1. Эллипсоид с центром в начале координат

(1) ℰ𝑃 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥⊤𝑃−1𝑥 6 1}, 𝑃 ⪰ 0,
называется инвариантным для непрерывной системы �̇� = 𝐴𝑥 +
𝐷𝑤, если из условия 𝑥(0) ∈ ℰ𝑃 следует 𝑥(𝑡) ∈ ℰ𝑃 для всех мо-
ментов времени 𝑡 > 0. Это означает, что вектор фазового со-
стояния системы будет находиться внутри эллипсоида ℰ𝑃 , если
он находится в этом эллипсоиде в начальный момент времени.

Определение 2. Эллипсоид с центром в начале координат

ℰ𝐶𝑃𝐶⊤ = {𝑧 ∈ R𝑙 : 𝑧⊤(𝐶𝑃𝐶⊤)−1𝑧 6 1}, 𝑃 ⪰ 0,
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называется ограничивающим по выходу для динамической систе-
мы

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐷𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑧 = 𝐶𝑥,

соответствующим инвариантному эллипсоиду (1). Соответ-
ственно, если состояние 𝑥0 принадлежит инвариантному эллип-
соиду с матрицей 𝑃 , то выход системы 𝑧(𝑡) будет находиться
в эллипсоиде ℰ𝐶𝑃𝐶⊤ для всех 𝑡 > 0.

Теперь сформулируем задачу анализа. Рассмотрим линей-
ную непрерывную систему управления

(2)
�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐷𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐸𝑤,
𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐶 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐸 ∈ R𝑚×𝑝, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 —
это фазовое состояние системы, 𝑤 ∈ R𝑝 — внешнее возмущение,
такое что
(3) �̇� = −𝛿𝑤 + ∆, ‖∆‖ 6 1,

где 𝛿 ∈ R1 > 0 определяется условиями задачи, а ∆ ∈ R𝑝 — неиз-
вестная ограниченная аддитивная компонента. Целью является
нахождение минимального (по критерию следа) ограничивающе-
го эллипсоида, содержащего выход 𝑦.

Здесь и далее ‖ · ‖ — евклидова норма вектора.

2. Решение задачи

2.1. Подход на основе суммирования эллипсоидов
В данном разделе рассматривается стандартный подход к ре-

шению задачи (см., например, [10]), который состоит в следую-
щем. Будем строить грубую оценку, получая искомый эллипсоид
как сумму эллипсоидов для векторов 𝐶𝑥 и 𝐸𝑤. Найдя ограничи-
вающий эллипсоид для каждого из слагаемых, можно получить
минимальный ограничивающий эллипсоид (по критерию следа)
для выхода 𝑦. Нам потребуется следующее утверждение.

Утверждение 1. Если вектор 𝑙 ∈ R𝑛 лежит в эллипсоиде с
матрицей 𝐿 ∈ R𝑛×𝑛, а вектор ℎ ∈ R𝑛 — в эллипсоиде с матрицей
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𝐻 ∈ R𝑛×𝑛, то вектор (𝑙 + ℎ) лежит в эллипсоиде с матрицей

(
1

𝜀
𝐿 +

1

1 − 𝜀
𝐻) ∈ R𝑛×𝑛 при ∀𝜀 ∈ (0, 1).

Доказательство. Если вектор 𝑙 ∈ R𝑛 лежит в эллипсоиде с
матрицей 𝐿 ∈ R𝑛×𝑛, то он удовлетворяет неравенству

𝑙⊤𝐿−1𝑙 6 1,

и если вектор ℎ ∈ R𝑛 — в эллипсоиде с матрицей 𝐻 ∈ R𝑛×𝑛, то
он удовлетворяет неравенству

ℎ⊤𝐻−1ℎ 6 1.

Таким образом, задача состоит в определении матрицы мини-
мального эллипсоида 𝑅 такой, что
(4) (𝑙 + ℎ)⊤𝑅−1(𝑙 + ℎ) 6 1 при 𝑙⊤𝐿−1𝑙 6 1 и ℎ⊤𝐻−1ℎ 6 1.

Вводя в рассмотрение вектор 𝑠 =

(︂
𝑙
ℎ

)︂
∈ R2𝑛, представим усло-

вие (4) в виде

𝑠⊤
(︂
𝑅−1 𝑅−1

𝑅−1 𝑅−1

)︂
𝑠 6 1(5)

при 𝑠⊤
(︂
𝐿−1 0

0 0

)︂
𝑠 6 1 и 𝑠⊤

(︂
0 0
0 𝐻−1

)︂
𝑠 6 1.(6)

В силу 𝑆-процедуры с двумя ограничениями условие (5) эквива-
лентно выполнению линейного матричного неравенства(︂

𝑅−1 𝑅−1

𝑅−1 𝑅−1

)︂
− 𝜀

(︂
𝐿−1 0

0 0

)︂
− 𝛿

(︂
0 0
0 𝐻−1

)︂
⪯ 0(7)

при 𝜀, 𝛿 > 0 таких, что 𝜀 + 𝛿 6 1.(8)

По лемме Шура (7) равносильно

𝑅−1 − 𝜀𝐿−1 ⪯ 𝑅−1(𝑅−1 − 𝛿𝐻−1)−1𝑅−1.

Домножая слева и справа на 𝑅, а затем снова применяя лемму
Шура, получим(︂

𝑅− 𝜀𝑅𝐿−1𝑅 𝐼
𝐼 𝑅−1 − 𝛿𝐻−1

)︂
⪯ 0,

28



Математическая теория управления

что, согласно критерию Сильвестра, равносильно выполнению
следующих неравенств

𝑅− 𝜀𝑅𝐿−1𝑅 ⪯ 0,
(𝑅− 𝜀𝑅𝐿−1𝑅)(𝑅−1 − 𝛿𝐻−1) − 𝐼 ⪰ 0.

Первое из которых равносильно 𝑅 ⪰ 1

𝜀
𝐿, а второе —

𝐼 − 𝜀𝑅𝐿−1 − 𝛿𝑅𝐻−1 − 𝜀𝛿𝑅𝐿−1𝑅𝐻−1 − 𝐼 ⪰ 0 ⇔ 𝑅 ⪰ 1

𝛿
𝐻 +

1

𝜀
𝐿.

Поскольку ищется минимальный эллипсоид, то, полагая
𝛿 = 𝛿𝑚𝑎𝑥 = 1 − 𝜀, приходим к утверждению теоремы.

Нам понадобится определить матрицу минимального инва-
риантного эллипсоида 𝑊 для возмущения 𝑤. Для этого восполь-
зуемся следующим утверждением, установленным в [7].

Лемма 1. Эллипсоид ℰ𝑃 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥⊤𝑃−1𝑥 6 1}, 𝑃 ≻ 0,
является инвариантным для системы

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐷𝑤, ‖𝑤‖ 6 1,

тогда и только тогда, когда его матрица 𝑃 удовлетворяет ли-
нейным матричным неравенствам

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴⊤ + 𝛼𝑃 +
1

𝛼
𝐷𝐷⊤ ⪯ 0, 𝑃 ≻ 0.

Теперь можно сформулировать следующую лемму.
Лемма 2. Возмущение 𝑤, удовлетворяющее (3), содержит-

ся в инвариантном эллипсоиде с матрицей

(9) 𝑊 =
1

𝛿2
𝐼.

Доказательство. Применяя лемму 1 при 𝐴 = −𝛿,𝐷 = 𝐼,
получим, что матрица инвариантного эллипсоида 𝑊 удовлетво-
ряет неравенству

−2𝛿𝑊 + 𝛼𝑊 +
1

𝛼
𝐼 ⪯ 0.
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Откуда получаем

𝑊 >
1

𝛼(2𝛿 − 𝛼)
𝐼.

Исследуя функцию
1

𝛼(2𝛿 − 𝛼)
на минимум, находим, что мини-

мальное значение достигается при 𝛼 = 𝛿. Лемма доказана.
Отметим, что найденный эллипсоид является минимальным

по критерию вложенности. Этот критерий является более «стро-
гим», чем критерий следа. Для формулировки теоремы нам пона-
добится следующая лемма, установленная в [7].

Лемма 3. Образом эллипсоида

ℰ𝑃 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥⊤𝑃−1𝑥 6 1}, 𝑃 ≻ 0,

при линейном отображении 𝑧 = 𝐶𝑥, где 𝐶 — матрица макси-
мального строчного ранга, является эллипсоид

ℰ𝐶𝑃𝐶⊤ = {𝑧 ∈ R𝑙 : 𝑧⊤(𝐶𝑃𝐶⊤)−1𝑧 6 1}, 𝑃 ≻ 0.

Теперь можно сформулировать следующую теорему.
Теорема 1. Решение задачи минимизации

tr
1

𝜀𝛿2
𝐸⊤𝐸 +

1

1 − 𝜀
𝐶⊤𝑆𝐶 → min

при ограничениях

(10) 𝐴𝑆 + 𝑆𝐴⊤ + 𝛽𝑆 +
1

𝛽
𝐷𝐷⊤ ⪯ 0, 𝑆 ≻ 0,

где минимизация проводится по матричным переменным
𝑆 = 𝑆⊤ ∈ R𝑛×𝑛 и числовым параметрам 𝜀 ∈ (0, 1)
и 𝛽 > 0, определяет матрицу ограничивающего эллипсоида̂︀𝑅 =

1

𝜀𝛿2
𝐸⊤𝐸 +

1

1 − 𝜀
𝐶⊤ ̂︀𝑆𝐶.

Доказательство. Применяя леммы 1 и 3 к системе (2), по-
лучаем, что решение задачи минимизации tr 𝐶⊤𝑆𝐶 → min при
ограничениях (10) определяет матрицу ограничивающего эллип-
соида для выхода 𝐶𝑥. Применяя лемму 2 и суммируя полученные
эллипсоиды, при помощи утверждения 1 приходим к утвержде-
нию теоремы.
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2.2. Основной результат
Вводя в рассмотрение вектор

𝑧 =

(︂
𝑥
𝑤

)︂
∈ R(𝑛+𝑝),

перепишем систему (2) в виде

(11)

�̇� =

(︂
𝐴 𝐷
0 −𝛿𝐼

)︂
⏟  ⏞  

𝐴

𝑧 +

(︂
0
∆

)︂
⏟  ⏞  

�̃�

,

𝑦 = (𝐶𝐸)𝑧 = 𝐶𝑧.

Теорема 2. Решение ̂︀𝑄 задачи минимизации
(12) tr 𝐻 → min
при ограничениях

(13)

(︂
𝑄𝐴 + 𝐴⊤𝑄 + 𝛼𝑄 𝑄

𝑄 −𝛼𝐼

)︂
⪯ 0,

(14)

(︂
𝐻 𝐼
𝐼 𝑄

)︂
⪰ 0,

(15) 𝑄 ⪰ 𝛾𝐼, 𝛾 ∈ R1 > 0,
где минимизация проводится по матричным переменным
𝑄 = 𝑄⊤ ∈ R(𝑛+𝑙)×(𝑛+𝑙), 𝐻 = 𝐻⊤ ∈ R(𝑛+𝑙)×(𝑛+𝑙) и числовому
параметру 𝛼 > 0, определяет матрицу ̂︀𝑃 = ̂︀𝑄−1 инвариантного
эллипсоида для системы (11).

Доказательство. Применяя лемму 1 к (11), получим, что
матрица инвариантного эллипсоида 𝑃 должна удовлетворять

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴⊤ + 𝛼𝑃 +
1

𝛼
𝐼 ⪯ 0.

Домножив данное неравенство слева и справа на 𝑄, получаем

𝑄𝐴 + 𝐴⊤𝑄 + 𝛼𝑄 +
1

𝛼
𝑄𝑄 ⪯ 0,

что, согласно лемме Шура, равносильно(︂
𝑄𝐴 + 𝐴⊤𝑄 + 𝛼𝑄 𝑄

𝑄 −𝛼𝐼

)︂
⪯ 0.
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Чтобы свести задачу минимизации tr𝑃 = tr𝑄−1 к линейной,
введем матрицу 𝐻 = 𝐻⊤ такую, что 𝑄−1 6 𝐻 . Последнее нера-
венство эквивалентно линейному матричному неравенству (14).
Нетрудно видеть, что тривиальное решение 𝑄 = 0 удовлетворяет
системе (13), (14). Такое решение хоть и является корректным, но
означает, что инвариантным эллипсоидом с матрицей 𝑄−1 явля-
ется все пространство. Для того чтобы избежать при численном
решении сходимости к решению 𝑄 = 0, в систему добавляется
техническое условие (15). Тогда при выборе достаточно малого 𝛾
система будет иметь решение, отличное от тривиального.

Пример 1. Продемонстрируем предложенный подход на
примере видоизмененной задачи AС5 из библиотеки COMPleib,
где

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
−4,3760 1,0000 −0,1209 0
8,9117 −3,5000 −130,7500 0
1,0000 5,000 −153,5000 1,000
−1,0000 −10,0000 −5,0000 −3,5500

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐷 =

⎛⎜⎜⎝
1
0
1
0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 =

(︂
1 0 0 0
0 0 0 1

)︂
, 𝐸 =

(︂
0
1

)︂
.

При использовании стандартного подхода 1 при 𝛿 = 0,2 получим
следующую матрицу эллипса

̂︁𝑀1 =

(︂
0,8045 −0,8452
−0,8452 37,6434

)︂
,

след которой равен 36,9390.
При использовании предлагаемого подхода получим следу-

ющую матрицу

̂︀𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4,3213 −2,0168 −2,2524 −0,0522 −0,7185
−2,0168 3,8277 −0,6608 0,8856 0,2765
−2,2524 −0,6608 108,7736 −0,0367 −0,5232
−0,0522 0,8856 −0,0367 0,3629 0,0948
−0,7185 0,2765 −0,5232 0,0948 0,2488

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Ей соответствует следующая матрица эллипса

̂︁𝑀2 =

(︂
3,8817 −0,8077
−0,8077 11,0059

)︂
,

след которого равен 14,8875.
Результирующие эллипсы изображены на рис. 1. Синим цве-

том изображен эллипс, полученный при решении задачи стан-
дартным подходом, а красный цветом — эллипс, полученный при
использовании предлагаемого подхода. При этом по критерию
следа второй эллипс (красный) оказался меньше второго эллипса
(синего) на примерно 60%. Таким образом, на рассматриваемом
примере видно, что предлагаемый подход оказался эффективнее
стандартного.

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

Рис. 1. Ограничивающие эллипсы
при использовании двух подходов

∙

3. Выводы и перспективы

В работе предложен новый подход решения задачи анали-
за при одинаковом возмущении, подаваемом на вход и на выход
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системы. В описанном примере на основе задачи AC5 след огра-
ничивающего эллипсоида при использовании предлагаемого под-
хода оказался примерно в полтора раза меньше, чем при исполь-
зовании стандартного подхода. При этом в предлагаемом подходе
требуется минимизация по одному числовому параметру вместо
двух в стандартном подходе. В дальнейшем планируется приме-
нение предлагаемого подхода для синтезирования оптимального
управления в задаче слежения.
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17. GRUJIĆ L. T., MOUNFIELD W. P. Natural tracking PID
process control for exponential tracking // AIChE journal. –
1992. – Vol. 38, №4. – P. 555–562.

18. KALMAN R. E. Contributions to the theory of optimal
control // Bol. Soc. Mat. Mexicana. – 1960. – Vol. 5, №2. –
P. 102–119.

19. LEIBFRITZ F. COMP𝑙𝑒ib: COnstrained Matrix-optimization

35



Управление большими системами. Выпуск 63

Problem library. Version 1.1 // Univ. Trier, Germany. URL:
www.compleib.de.
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ANALYSIS PROBLEM SOLUTION WITH
DISTURBANCE BOTH IN INPUT AND OUTPUT

Kirill Zheleznov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow,
Ph.D. candidate (kirill.zheleznov@phystech.edu).

Abstract: The conventional approach to disturbances suggests that
input and output disturbances are independent. This assumption can
lead to inaccurate estimation when input and output disturbances
originates from a common source. New tracking problem solution
method for linear systems with identical disturbance in both system’s
input and output is suggested. Our technique is based on semi-definite
programming and scalar optimixation. Its higher effectiveness in
comparison with conventional method is shown on example task from
COMPleib.

Keywords: linear matrix inequalities, invariant ellipsoid techniques,
tracking problem.
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