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Модели в виде повторяющихся процессов являются базовыми
при проектировании систем управления с итеративным обуче-
нием, получивших широкое распространение в различных обла-
стях техники. Они представляют собой одну из разновидно-
стей так называемых 2D-систем. В данной работе для нелиней-
ных повторяющихся процессов предлагается обобщение понятия
пассивности и новое понятие векторной функции накопления, ко-
торые затем используются для решения задачи стабилизации.
Результаты обобщаются на случай повторяющихся процессов
с возможными нарушениями, моделируемыми марковской цепью
с конечным числом состояний. Эти новые результаты применя-
ются к синтезу управления с итеративным обучением в условиях
информационных нарушений. Приводится пример.
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Введение

Функционирование многих технических систем управления
сводится к выполнению последовательности циклов, называемых
повторениями, каждый из которых протекает в течение опреде-
лённого ограниченного отрезка времени, называемого длитель-
ностью повторения [17]. После окончания каждого цикла систе-
ма возвращается в начальное состояние и начинает выполнять
новый цикл. Выходная переменная в таких системах называет-
ся профилем повторения. Эти системы относятся к классу так
называемых 2D-систем, в которых динамические процессы зави-
сят от двух переменных, в рассматриваемом случае – от време-
ни на текущем цикле повторения и от номера цикла повторения.
Важным практическим примером может служить система авто-
номного патрулирования территории [7], которая состоит из двух
основных компонент, а именно: беспилотного летательного ап-
парата и автономных наземных датчиков. Эта система использу-
ется для беспилотного патрулирования территории, обнаружения
нарушителей, захвата требуемой цели и быстрой передачи ин-
формации о местонахождении оператору. Здесь профилем повто-
рения является заданная замкнутая траектория патрулирования
и целью является минимизация общего расстояния, пройденно-
го беспилотным летательным аппаратом за цикл патрулирования.
В течение каждого цикла патрулирования летательный аппарат
проходит каждый из автономных наземных датчиков и для фор-
мирования траектории использует как текущую информацию, так
и информацию с предыдущего пролета (цикла патрулирования).
Однoй из основных задач в данном случае является уменьшение
возможных отклонений от заданной траектории, размах которых
может возрастать от повторения к повторению. При появлении
подобных отклонений необходимо скорректировать траекторию
с целью восстановления нормального процесса патрулирования.
Решением данной задачи может являться использование управ-
ления с итеративным обучением, т.е управление на текущем про-
лете по траектории должно использовать информацию, получен-
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ную на предыдущем пролете по траектории с целью коррекции
управления, направленной на уменьшение отклонения от желае-
мой траектории. Такая задача не может быть решена стандартны-
ми методами теории управления, поскольку здесь должен учиты-
ваться двумерный характер динамики системы, т.е. зависимость
динамических свойств от двух переменных: времени на текущем
повторении и номера повторения.

Алгоритмы управления с итеративным обучением начали
также получать распространение в мультиагентных системах для
решения задачи управления множеством связанных информаци-
онной сетью динамических систем (агентов), в частности, бес-
пилотных летательных аппаратов [7, 14]. Для исследования та-
ких систем в рамках линейных моделей была разработана стро-
гая теория устойчивости [17], основанная на изучении свойств
некоторого линейного оператора в банаховом пространстве. Эта
теория была применена к синтезу управления с итеративным обу-
чением портальным роботом, где результаты были доведены до
эксперимента, подтвердившего ее высокую эффективность [13].
Существующие алгоритмы построения управления для повторя-
ющихся процессов не могут быть применены в нелинейной по-
становке, следовательно возникает необходимость в разработке
строгой теории устойчивости для нелинейных повторяющихся
процессов. Важные примеры нелинейных повторяющихся про-
цессов представлены в [19], где проводятся исследования отно-
сительно включения смарт-устройств в систему работы ротора
ветрогенератора в сочетании с управлением с итеративным обу-
чением для повышения качественных характеристик ветрогене-
ратора, снижения экстремальных нагрузок на рабочие лопасти и
сохранения максимальной производительности. Другой важный
пример представлен в [18], где управление с итеративным обуче-
нием применяется к конвейерной системе высокоточного лазер-
ного напыления металла.

Задача стабилизации нелинейных 2D-систем мало рассмат-
ривалась в литературе. В случае нелинейных 1D-систем одним
из наиболее мощных методов синтеза управления является тео-
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рия диссипативности [3,20], где частная форма диссипативности,
известная как пассивность (и ее обобщения) [3, 10, 11], играет
важную роль в решении задач глобальной стабилизации для ши-
рокого класса нелинейных систем. В этой статье понятие пассив-
ности обобщается на случай нелинейных дифференциальных по-
вторяющихся процессов, которые являются важным классом 2D-
систем. Результаты получены на основе подхода с использовани-
ем векторной функции накопления, отличающегося от традици-
онного с использованием систем сравнения, см., например [12], и
обеспечивают управление с нелинейной обратной связью по вы-
ходу, которое гарантирует экспоненциальную устойчивость рас-
сматриваемого процесса.

В реальных приложениях могут возникнуть нарушения, и
поэтому в данной статье результаты обобщаются на случай нели-
нейных повторяющихся процессов с возможными нарушениями,
которые моделируются марковской цепью с конечным числом со-
стояний.

Для обычных систем основы теории устойчивости таких си-
стем заложены в работе [1]. Дальнейшее обобщение и развитие
результатов представлено в монографии [2]. В данной работе для
решения задачи стабилизации используется понятие пассивно-
сти, основанное на стохастическом аналоге векторной функции
накопления, для получения управления с нелинейной обратной
связью по выходу, которое гарантирует экспоненциальную устой-
чивость в среднем квадратическом для рассматриваемой системы
с возможными нарушениями. Затем результаты применяются к
решению задачи синтеза управления с итеративным обучением в
условиях информационных нарушений.

1. Пассивность и стабилизация детерминированных
повторяющихся процессов

Рассмотрим нелинейный повторяющийся процесс с длитель-
ностью повторения T , описываемый следующей моделью в про-
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странстве состояний

_xk+1(t) = f1(xk+1(t), yk(t), uk+1(t)),

yk+1(t) = f2(xk+1(t), yk(t), uk+1(t)),(1)

где k – номер повторения (итерации); xk(t) ∈ Rnx – вектор со-
стояния на текущей итерации; yk(t) ∈ Rny – вектор профиля по-
вторения; uk(t) ∈ Rnu – вектор входных переменных; f1, f2 –
нелинейные функции, такие что f1(0, 0, 0) = 0 , f2(0, 0, 0) = 0.
Эти требования нужны для того, чтобы нулевая точка соответ-
ствовала состоянию равновесия.

Граничные условия, т.е. последовательность векторов на-
чального состояния и начальный профиль повторения, считаются
известными и имеют вид

(2)
xk+1(0) = dk+1, k > 0,
y0(t) = f(t), 0 6 t 6 T,

где элементы вектора dk+1 ∈ Rnx – известные постоянные; эле-
менты вектора f(t) ∈ Rny – известные функции t, 0 6 t 6 T .
Кроме того, предполагается, что f(t) и dk+1 удовлетворяют нера-
венствам

(3)
|f(t)|2 6Mf ,

|dk+1|2 6 κdz
k+1
d , k = 0, 1, ...,

где Mf > 0, κd > 0 и 0 < zd < 1. Величина zd определя-
ет скорость сходимости последовательности начальных векторов
состояния. Далее всюду будем считать, что граничные условия
системы удовлетворяют (3). Основой построения стабилизирую-
щих управлений для линейных повторяющихся процессов явля-
ется понятие устойчивости вдоль повторений [13, 17]. Это поня-
тие основано на свойствах линейного оператора в банаховом про-
странстве и, следовательно, не может быть использовано в слу-
чае нелинейных систем. Определения, которые приводятся далее,
позволяют расширить теорию и применить её для случая нели-
нейных процессов.

Предположим, что измерению доступен вектор z ∈ Rnz :
zk+1(t) = g(xk+1(t), yk(t), uk+1(t)),
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где g− нелинейная функция, такая что g(0, 0, 0) = 0. Вектор z
также может формироваться в целях синтеза стабилизирующего
управления в результате процедуры пассификации [3]. Детально
такая процедура будет рассмотрена далее в примере в конце этого
раздела.

Предположим, что входная переменная формируется в виде
(4) uk+1(t) = −ϕ(zk+1(t)),

где ϕ(0) = 0, и при подстановке (4) в (1) функция f1 в правой
части (1) удовлетворяет условию Липшица, т.е.

|f1(x′, y′, ϕ(z′))− f1(x′′, y′′, ϕ(z′′))| 6 L(|x′ − x′′|+ |y′ − y′′|),

x′, x′′ ∈ Rnx , y′, y′′ ∈ Rny , где z′ и z′′ соответствуют значениям
функции ϕ в точках (x′, y′)(x′′, y′′).

Определение 1. Нелинейный дифференциальный повторяю-
щийся процесс (1), (4) называется экспоненциально устойчивым
если для любых граничных условий (2), удовлетворяющих (3), су-
ществуют κ > 0, λ > 0, и 0 < ζ < 1 такие, что
(5) |xk(t)|2 + |yk(t)|2 6 κ exp(−λt)ζk.

Основная цель статьи – найти такой закон управления с об-
ратной связью (4), который обеспечивал бы экспоненциальную
устойчивость системы (1), (3). Последующий анализ основан
на расширении понятия пассивности на класс дискретных нели-
нейных повторяющихся процессов с использованием следующей
векторной функции накопления:

(6) V (x, y) =

[
V1(xk+1(t))
V2(yk(t))

]
,

где V1(x) > 0, x 6= 0, V2(y) > 0, y 6= 0, V1(0) = 0, V2(0) =
0. Оператор дивергенции для данной функции вдоль траекторий
системы (1) будет иметь вид

divV (xk+1(t), yk(t)) =
dV1(xk+1(t))

dt
+´kV2(yk(t)),(7)

где ´kV2(yk(t)) = V2(yk+1(t))− V2(yk(t)).
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Определение 2. Дифференциальный нелинейный повторяю-
щийся процесс (1) с граничными условиями (2) называется экспо-
ненциально G-пассивным, если существует векторная функция
(6) и положительные скаляры c1, c2, c3 такие, что

c1|x|2 6 V1(x) 6 c2|x|2,
c1|y|2 6 V2(y) 6 c2|y|2,

divV (xk+1(t), yk(t)) 6 zTk+1(t)Guk+1(t)−(8)

− c3(|xk+1(t)|2 + |yk(t)|2),

где G – постоянная матрица соответствующего размера.
Это определение является 2D-аналогом определения, данно-

го в [11] для 1D-систем.
Теорема 1. Пусть нелинейный дифференциальный повторя-

ющийся процесс (1) с граничными условиями (2) экспоненциально
G-пассивен и функция V1(x) удовлетворяет условию

(9)

∣∣∣∣∂V1(x)∂x

∣∣∣∣ 6 c4|x|.

Предположим также, что существует функция ϕ(z) вида (4)
такая, что, zTGϕ(z) > 0, если z 6= 0. Тогда система (1) с гра-
ничными условиями (2) и законом управления (4) является экс-
поненциально устойчивой.

Доказательство. Из последнего неравенства (8) следует,
что для —c3 < c3 справедливо неравенство
−c3(|xk+1(t)|2 + |yk(t)|2) 6 −—c3(|xk+1(t)|2 + |yk(t)|2)
и —c3 можно выбрать настолько малым, чтобы выполнялось соот-
ношение

(10) z
1
2
d < 1− —c3

c2
< 1.

Учитывая первые два неравенства из (8), получим

(11) divV (xk+1(t), yk(t)) 6 −zTk+1(t)Gϕ(zk+1(t))−

− —c3(|xk+1(t)|2 + |yk(t)|2) 6
—c3
c2
(V1(xk+1(t) + V2(yk(t))).
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С учетом (7), неравенство (11) может быть переписано как

(12)
dV1(xk+1(t))

dt
+ λV1(xk+1(t))+

+ V2(yk+1(t))− ζV2(yk(t)) 6 0,
где λ = c̄3

c2
, ζ = 1 − c̄3

c2
∈ (0, 1). Решая неравенство (12) относи-

тельно V1(xk+1(t)), получим

(13) V1(xk+1(t)) 6 V1(xk+1(0))e
−λt−

−
∫ t

0
e−λ(t−s)[V2(yk+1(s))− ζV2(yk(s))]ds,

и, обозначив

Wk+1(t) = V1(xk+1(0))e
−λt − V1(xk+1(t)),

Hk(t) =

∫ t

0
e−λ(t−s)V2(yk(s))ds,

запишем (13) в виде
(14) Hk+1(t) 6 ζHk(t) +Wk+1(t).
Решая неравенство (14), имеем

(15) Hn(t) 6 ζnH0(t) +
n∑
k=1

Wk(t)ζ
n−k

или
n∑
k=1

V1(xk(t))ζ
n−k +

∫ t

0
e−λ(t−s)V2(yn(s))ds 6

6 e−λt
n∑
k=1

V1(xk(0))ζ
n−k+

+ ζn
∫ t

0
e−λ(t−s)V2(y0(s))ds.

Последнее неравенство эквивалентно следующему

(16) eλt
n∑
k=1

V1(xk(t))ζ
−k + ζ−n

∫ t

0
eλsV2(yn(s))ds 6

6 ζ−n
n∑
k=1

V1(xk(0))ζ
n−k+

+ eλt
∫ t

0
e−λ(t−s)V2(y0(s))ds.
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Преобразуя правую часть (16) с учетом (2) и (10), можно записать

(17) ζ−n
n∑
k=1

V1(xk(0))ζ
n−k + eλt

∫ t

0
e−λ(t−s)V2(y0(s))ds 6

6
c2Mf (e

λT − 1)

λ
+ c2κd

∞∑
k=0

ζk =

=
c2Mf (e

λT − 1)

λ
+
c2κd
1− ζ

= C.

Из (16) и (17) следует, что

(18) |xn(t)|2 6
C

c1
ζne−λt

для всех t ∈ [0,∞], n = 0, 1, 2, ... В силу условия Липшица и (9)
имеем

(19)
dV1(xk+1(t))

dt
=
∂V1(xk+1(t))

∂xk+1(t)
f1(xk+1(t), yk(t), t) >

> −
∣∣∣∣∂V1(xk+1(t))

∂xk+1(t)

∣∣∣∣ |f1(xk+1(t), yk(t), t)| >

> −c4L(|xk+1(t)|+ ε|yk(t)|)(|xk+1(t)|+ |yk(t)|) >

> −2c4L
(
ε+ 1

2
√
ε
|x|+

√
ε|y|
)2

>

> −2c4L

(
2

(
ε+ 1

2
√
ε
|x|
)2

+ 2(
√
ε|y|)2

)
>

> −αV1(xk+1(t)− βεV2(yk(t)),
где α = c4L(ε+1)2

c2ε
, β = 4c4L

c2
, а ε – произвольное положительное

число. С учетом (19) из (12) следует
(20) V2(yk+1(t))− z0V2(yk(t)) 6 αV1(xk+1(t)),

где z0 = ζ + βε. Выбирая ε настолько малым, что 0 < z0 < 1, и
решая разностное неравенство (20) c учетом (18), имеем

V2(yn(t)) 6 zn0V2(y0(t)) +
αc2
c1

n∑
k=1

zn−k0 ζke−λt.

Из последнего неравенства, принимая во внимание ограничения
(3) на граничные условия (2), для любого ζ0 > z0 получим, что
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функция V2(yn(t))ζ
−n
0 eλt ограничена при t ∈ [0,∞], n = 0, 1, ...

Тогда с учётом второго неравенства (8)
(21) |yn(t)|2 6 —Cζn0 e

−λt,

где —C некоторая положительная константа. Из (18), (21) легко
видеть, что справедливо (5). Теорема доказана.

Рассмотрим случай, когда (1) имеет вид

_xk+1(t) = A11xk+1(t) +A12yk(t) +

+ φ1(xk+1(t), yk(t))uk+1(t),(22)

yk+1(t) = A21xk+1(t) +A22yk(t) +

+ φ2(xk+1(t), yk(t))uk+1(t);

и выберем функцию накопления в виде (6) где V1(xk+1(t)) =
xTk+1(t)P1xk+1(t) и V1(yk(t)) = yTk (t)P2yk(t); P1 и P2 – сим-
метричные положительно определенные матрицы (обозначим это
символом �) соответствующих размерностей P1 = PT

1 > 0 и
P2 = PT

2 > 0, удовлетворяющие неравенству Ляпунова

—ATP 1,0 + P 1,0 —A+ —ATP 0,1 —A− P 0,1 +Q ≺ 0,(23)

где —A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, P = diag[P1 P2], P 1,0 =

diag[P1 0], P 0,1 = diag[0 P2], Q = QT � 0. Обо-
значим —xk+1(t) = [xTk+1(t) yTk (t)]

T и φ(—xk+1x(t)) =

[φT1 (xk+1(t), yk(t)) φT2 (xk+1(t), yk(t))]
T и определим вспомога-

тельный выходной вектор для (22) в виде

(24) zk+1(t) = φT(—xk+1(t))P
1,0—xk+1(t)+

+ φT(—xk+1(t))P
0,1 —A—xk+1(t)+

+
1

2
φT(—xk+1(t))P

0,1φT(—xk+1(t))—uk+1(t).
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Вычисляя дивергенцию векторной функции (6) получим

(25) divV (—xk+1(t)) =

= —xk+1(t)
T[ —ATP 1,0 + P 1,0 —A+ —ATP 0,1 —A− P 0,1]—xk+1(t)+

+ 2—xk+1(t)
TP 1,0φ(—xk+1(t))uk+1(t)+

+ 2—xk+1(t)
T —ATP 0,1φ(—xk+1(t))uk+1(t)+

+ —uk+1(t)
TφT(—xk+1(t))P

0,1φ(—xk+1(t))uk+1(t) 6

6 2zk+1(t)
Tuk+1(t)− —xk+1(t)

TQ—xk+1(t).

Из (25) следует, что система (22), (24) экспоненциально G-
пассивна при G = 2I (где I единичная матрица соответствующей
размерности). Тогда согласно теореме 1 закон управления

(26)

uk+1(t) = −[I+
1

2
φT(—xk+1(t))P

0,1φ(—xk+1(t))]
−1φT(—xk+1(t))[P

1,0+

+ P 0,1 —A]—xk+1(t)

обеспечит экспоненциальную устойчивость системы (22), (26).

2. Пассивность и стабилизация повторяющихся
процессов при случайных нарушениях

В данном разделе полученные результаты распространены
для случая дифференциальных повторяющихся процессов при
наличии нарушений. Нарушения описываются моделью в про-
странстве состояний в виде скачкообразных изменений парамет-
ров или структуры, управляемых однородной марковской цепью
с конечным числом состояний. Такие модели получили название
систем с марковскими скачками, или систем со случайной струк-
турой [1, 15].

Пусть нелинейный дифференциальный повторяющийся про-
цесс описывается следующей моделью в пространстве состояний

(27)
_xk+1(t) = g1(xk+1(t), yk(t), uk+1(t), r(t)),
yk+1(t) = g2(xk+1(t), yk(t), uk+1(t), r(t)),

где r(t) (t > 0) представляет собой марковскую цепь с дискрет-
ным числом состояний N = {1, . . . , ν} и вероятностями перехода,
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допускающими разложение

P(r(t+ τ) = j | r(t) = i) =

=

{
πijτ + o(τ), j 6= i,

1 + πiiτ + o(τ), j = i,
(28)

i, j = 1, . . . , ν, πij > 0, πii = −
ν∑
i 6=j

πij и g1 и g2 – нели-

нейные функции, такие что для всех r ∈ N g1(0, 0, 0, r) =
0, g2(0, 0, 0, r) = 0.

Дальнейшие обозначения аналогичны принятым в (1), гра-
ничные условия по-прежнему задаются в виде (2). Введем опре-
деления экспоненциальной устойчивости и экспоненциальной G-
пассивности для системы (27).

Предположим, что измерению доступен вектор z ∈ Rnz :
(29) zk+1(t) = h(xk+1(t), yk(t), uk+1(t), r(t)),

где h – нелинейная функция такая, что для всех r ∈ N
h(0, 0, 0, r) = 0. Предположим далее, что входная переменная
формируется в виде (4) и при подстановке (29) в (27) функция g2
в правой части (27) удовлетворяет условию Липшица, т.е.

|g1(x′, y′, ϕ(z′), r)− g1(x′′, y′′, ϕ(z′′), r)| 6 L(|x′−x′′|+ |y′− y′′|),

x′, x′′ ∈ Rnx , y′, y′′ ∈ Rny , где z′ и z′′ соответствуют значениям
функции h в точках (x′, y′)(x′′, y′′).

Определение 3. Нелинейный повторяющийся про-
цесс (27), (4) называется экспоненциально устойчивым в
среднем квадратическом, если для любых граничных условий (2),
удовлетворяющих (3), существуют κ > 0, λ > 0, и 0 < ζ < 1,
такие, что
(30) E[|xk(t)|2 + |yk(t)|2] 6 κ exp(−λt)ζk,
где E – оператор математического ожидания.

Выберем векторную функцию накопления в виде

(31) V (xk+1(t), yk(t), r(t)) =

[
V1(xk+1(t), r(t))
V2(yk(t), r(t))

]
,
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где V1(x, r) > 0, x 6= 0, V2(y, r) > 0, y 6= 0, V1(0, r) =
0, V2(0, r) = 0, и введем операторы D1 и D2, определяемые вдоль
траекторий системы (27):

D1V (ξ, η, i) = lim
Δt→0

1

´t
E[V1(xk+1(t+´t), r(t+´t)−

− V1(xk+1(t), r(t)) | xk+1(t) = ξ, yk(t) = η, r(t) = i],

D2V (ξ, η, i) = E[V2(yk+1(t), r(t))−
− V2(yk(t), r(t)) | xk+1(t) = ξ, yk(t) = η, r(t) = i].

Оператор D1 впервые введен в работе [2], где он получил
естественное название усреднённой производной в силу систе-
мы, которое в дальнейшем, к сожалению, было утрачено и вме-
сто него стали использоваться более формализованные названия
(инфинитезимальный оператор, производящий дифференциаль-
ный оператор). Если u определяется соотношением (4) и V1(ξ, i)
дифференцируема по ξ для каждого i ∈ N, то, следуя [1, 2], в
силу (27) и (28) получим, что

(32) D1V (ξ, η, i) =
∂V1(ξ, i)

∂ξ
g1(ξ, η,−ϕ, i)+

+

ν∑
j=1

πi,jV1(ξ, j).

Запишем стохастический аналог оператора дивергенции D:
(33) DV (ξ, η, i) = D1V (ξ, η, i) +D2V (ξ, η, i)).

Определение 4. Нелинейный дифференциальный повторяю-
щийся процесс (27) с граничными условиями (2) называется экс-
поненциально G-пассивным в среднем квадратическом, если су-
ществует векторная функция (31) и положительные скалярные
величины c1, c2, c3 такие, что

c1|ξ|2 6 V1(ξ, i) 6 c2|ξ|2,
c1|η|2 6 V2(η, i) 6 c2|η|2,

DV (ξ, η, i) 6 zTGu− c3(|ξ|2 + |η|2),(34)

где вектор z определяется из (29), G – постоянная матрица со-
ответствующей размерности.
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Теорема 2. Пусть нелинейный повторяющийся процесс (27)
с граничными условиями (2) экспоненциально G-пассивен в сред-
нем квадратическом. Предположим также, что функция V1 удо-
влетворяет условию ∣∣∣∣∂V1(ξ, i)∂ξ

∣∣∣∣ 6 c4|ξ|

и существует функция ϕ(z) вида (4) такая, что ϕ(0) = 0 и
zTGϕ(z) > 0, если z 6= 0. Тогда система (27) с граничными усло-
виями (2) и законом управления (4) экспоненциально устойчива в
среднем квадратическом.

Доказательство. Из последнего неравенства (34) с уче-

том (4) следует, что существует —c3 < c3 такая, что z
1
2
d < 1− c̄3

c2
< 1

и
(35) DV (ξ, η, i) 6 −—c3(|ξ|2 + |η|2).
Применяя к (35) оператор математического ожидания, с уче-
том свойства условных математических ожиданий и первых двух
неравенств (34) получим

(36) E[D1V (xk+1(t), yk(t), r(t))] + λE[V1(xk+1(t), r(t))]+

+ E[V2(yk+1(t), r(t))]− ζE[V2(yk(t), r(t))] 6 0,

где λ = c3
c2
, ζ = 1 − c3

c2
∈ (0, 1). В силу условий регулярности,

гарантированных выполнением условий Липшица по аналогии
с [1] (Теорема 5.2), [2] (теорема 4.1):

E[D1V (xk+1(t), yk(t), r(t))] =
d

dt
E[V1(xk+1(t), yk(t), r(t))].

Решая, с учетом этого, неравенство (36) относительно
V1(xk+1(t)), имеем

(37) E[V1(xk+1(t), r(t))] 6 E[V1(xk+1(0), r(0))]e
−λt−

−
∫ t

0
e−λ(t−s)E[V2(yk+1(s), r(s))− ζV2(yk(s), r(s))]ds.

Обозначим

Wk+1(t) = E[V1(xk+1(0), r(0))e
−λt − V1(xk+1(t), r(t))],

Hk(t) =

∫ t

0
e−λ(t−s)E[V2(yk(s), r(s))]ds.
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и запишем неравенство (37) в следующем виде
(38) Hk+1(t) 6 ζHk(t) +Wk+1(t).

Решая неравенство (38), получим

(39) Hn(t) 6 ζnH0(t) +

n∑
k=1

Wk(t)ζ
n−k

или

(40)
n∑
k=1

E[V1(xk(t), r(t))]ζ
n−k+

+

∫ t

0
e−λ(t−s)E[V2(yn(s), r(s))]ds 6

6 e−λt
n∑
k=1

E[V1(xk(0), r(0))]ζ
n−k+

+ ζn
∫ t

0
e−λ(t−s)E[V2(y0(s), r(s))]ds.

Последнее неравенство эквивалентно следующему:

(41) eλt
n∑
k=1

E[V1(xk(t), r(t))]ζ
−k+

+ ζ−n
∫ t

0
eλsE[V2(yn(s), r(s))]ds 6

6 ζ−n
n∑
k=1

E[V1(xk(0), r(0))]ζ
n−k+

+ eλt
∫ t

0
e−λ(t−s)E[V2(y0(s), r(s))]ds.

Дальнейшее повторяет заключительную часть доказательства
теоремы 1 с очевидными изменениями в обозначениях.

Рассмотрим частный случай системы (27):

_xk+1(t) = A11(r(t))xk+1(t) +A12(r(t))yk(t) +

+φ1(xk+1(t), yk(t), r(t))uk+1(t),(42)

yk+1(t) = A21(r(t))xk+1(t) +A22(r(t))yk(t) +

+φ2(xk+1(t), yk(t), r(t))uk+1(t).

74



Математическая теория управления

Выберем функцию накопления (31) с V1(xk+1(t)) =
xTk+1(t)P1(r(t))xk+1(t) и V2(yk(t)) = yTk (t)P2(r(t))yk(t), где
P1(i) > 0 и P2(i)(i) > 0, i ∈ N, которые удовлетворяют
следующей системе билинейных матричных неравенств

(43) AT
1 (i)P (i) + P (i)A1(i) +AT

2 (i)P (i)A2(i)+

+
ν∑
j=1

πijI
1,0P (i)− I0,1P (i) +Q(i) ≺ 0, i ∈ N,

где A1(i) =

[
A11(i) A12(i)

0 0

]
, I1,0 =

[
I 0
0 0

]
,

A2(i) =

[
0 0

A21(i) A22(i)

]
, I0,1 =

[
0 0
0 I

]
,

P (i) = diag[P1(i) P2(i)] и Q(i) = QT(i) � 0.
Обозначим —ξ = [ξT ηT]T, φ(—xk+1(t), r(t)) =

[φT1 (—xk+1(t), r(t)) φT2 (—xk+1(t), r(t))]
T и определим вспомога-

тельный вектор вида

(44) zk+1(t) = 2[φT(—xk+1(t), r(t))I
1,0P (r(t))—xk+1(t)+

+ 2φT(—xk+1(t), r(t))I
0,1P (r(t))A2(r(t))—xk+1(t)+

+
1

2
φT(—xk+1(t), r(t))I

0,1P (r(t))φ(—xk+1(t), r(t))uk+1(t)].

Вычисляя дивергенцию (31) вдоль траекторий (42), получим

(45) DV (ξ, η, i) = —ξT[AT
1 (i)P (i) + P (i)A1(i)+

+AT
2 (i)P (i)A2(i) +

ν∑
j=1

πijI
1,0P (i)−

− I0,1P (i)]—ξ + zTu 6 zTu− —ξTQ—ξ.

Из (45) следует, что процесс (42) и (44) экспоненциально G-
пассивен в среднем квадратическом при G = I. Тогда согласно
теореме 2 закон управления

(46) uk+1(t) =

− [I + φT(—xk+1(t), i)I
0,1P (i)φ(—xk+1(t), i)]

−1×
× φT(—xk+1(t), i)[I

1,0P (i)+

+ I0,1P (i)A2(i)])—xk+1(t), если r(t) = i,
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обеспечивает экспоненциальную устойчивость системы в сред-
нем квадратическом. Реализация управления (46), как видно из
формулы, предполагает наблюдаемость моментов смены состо-
яний марковской цепи r(t). Если эти моменты не наблюдаемы,
что часто имеет место на практике, можно попытаться постро-
ить алгоритм постоянной структуры или алгоритм оценивания
состояния марковской цепи. Эти вопросы требуют отдельного са-
мостоятельного рассмотрения.

3. Управление с итеративным обучением
при наличии неопределенностей
в информационном канале

В данном разделе полученные результаты применяются для
построения закона управления с итеративным обучением [4, 5,
9] для линейной системы, описываемой следующей моделью в
пространстве состояний:

(47)
_x(t) = Ax(t) +Bu(t),
y(t) = C(r(t))x(t),

где x ∈ Rn – вектор состояния, u ∈ Rm – вектор входных значе-
ний, y ∈ Rp – вектор выходных значений и r(t) – марковская цепь
с конечным числом состояний N = {1, . . . , ν}, соответствующим
числу возможных нарушений и вероятностями перехода, описы-
ваемыми (28). Чтобы сформулировать задачу синтеза управления
с итеративным обучением, введем целочисленную величину k,
определяющую номер повторения, а также uk(t), xk(t) и yk(t) –
входной вектор, вектор состояний и выходной вектор соответ-
ственно, 0 6 t 6 T, где T – длительность повторения. Динамика
системы с учетом повторений будет иметь вид

(48)
_xk(t) = Axk(t) +Buk(t),
yk(t) = C(r(t))xk(t)

с граничными условиями

y0(t) = 0, 0 6 t 6 T, xk(0) = x0, k = 0, 1, ...(49)

Пусть yref (t) – заданный опорный сигнал при 0 6 t 6 T, где
каждый элемент yref (t) дифференцируем. Тогда ek(t) = yref (t)−
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yk(t) – ошибка на текущем шаге k и целью является построение
последовательности входных функций, таких что качество управ-
ляемого процесса будет улучшаться от повторения к повторению.
Для этого достаточно, чтобы выполнялись следующие условия
сходимости:
(50) lim

k→∞
|ek(t)| = 0, lim

k→∞
|uk(t)− u∞(t)| = 0,

где пределы понимаются в среднем квадратическом. Задачей за-
кона управления с итеративным обучением является формирова-
ния входного управления на текущем шаге, используя информа-
цию с предыдущего шага:
(51) uk+1(t) = uk(t) + ´uk+1(t),

где ´uk+1(t) – корректирующая поправка. Важной особенностью
управления с итеративным обучением является использование
информации с пройденного шага для расчёта ´uk+1(t). Это поз-
воляет использовать информацию, которая не является причинно-
следственной в общепринятом смысле, а создается и хранится на
предыдущем шаге. Учитывая стохастический характер наруше-
ний, введем строгое понятие сходимости в соответствии со сле-
дующим определением.

Определение 5. Закон управления (51) системой (48) назы-
вается сходящимся, если для всех 0 6 t 6 T

(52) E[|ek(t)|2] = E[|yref (t)− yk(t)|2]→ 0, k →∞,
и
(53) E[|uk(t)− u∞(t)|2]→ 0, k →∞.
Чтобы описать динамику управления с итеративным обучением
в стандартной форме повторяющегося дифференциального про-
цесса, введем в рассмотрение вспомогательный вектор вида
(54) _υk+1(t) = xk+1(t)− xk(t),
и

(55) ek+1(t)− ek(t) = −C(r(t))A
∫ t

0
(xk+1(τ)− xk(τ))dτ−

− C(r(t))B
∫ t

0
(uk+1(τ)− uk(τ))dτ.

Тогда, с учетом того, что в силу повторяющегося характера функ-
ционирования системы xk+1(0) = xk(0), динамика управления с

77



Управление большими системами. Выпуск 61

итеративным обучением может быть записана в виде линейного
дифференциального повторяющегося процесса с неопределённо-
стями:

_υk+1(t) = Aυk+1(t) +B

∫ t

0
´uk+1(τ)dτ,(56)

ek+1(t) = −C(r(t))Aυk+1(t) + ek(t)−

− C(r(t))B

∫ t

0
´uk+1(τ)dτ.

Эти уравнения справедливы, если C(i)B 6= 0, i ∈ N, т.е., ес-
ли относительный порядок системы равен единице. Для систем
более высокого относительного порядка должны использоваться
производные от ошибки. Техника построения 2D-модели в этом
случае продемонстрирована в разделе 4 при рассмотрении при-
мера.

Представим корректирующую поправку в виде суммы двух
компонент:
(57) ´uk+1(t) = ´1uk+1(t) + ´2uk+1(t).

Компонента ´1uk+1(t) должна обеспечивать экспоненциальную
устойчивость в среднем квадратическом (56) при ´2uk+1(t) ≡ 0.

Предположим также, что вектор состояния x доступен изме-
рению, тогда компоненту ´1 можно сформировать в виде

´1uk+1(t) = F1(i) _υk+1(t) + F2(i) _ek(t), если r(t) = i.(58)

Если (58) гарантирует экспоненциальную устойчивость в сред-
нем квадратическом системы (56) тогда, согласно определению 5,
закон управления с итеративным обучением является сходящим-
ся.

Для нахождения матриц усиления стабилизирующего управ-
ления F1(i) и F2(i), i ∈ N, воспользуемся условиями теоремы 2.

Выберем векторную функцию Ляпунова (6) где
V1(υk+1(t), r(t)) = υTk+1(t)P1(r(t))υk+1(t), V2(ek(t), r(t)) =

eTk (t)P2(r(t))ek(t), при P1 � 0, P2 � 0. Для вычисления

78



Математическая теория управления

стохастического оператора дивергенции D вдоль траектории си-
стемы (56) и (58) запишем, в соответствии с теоремой 2, условия
экспоненциальной устойчивости в среднем квадратическом:

(59) P (i) = diag[P1(i) P2(i)] � 0, AT
c1(i)P (i)+

+ P (i)Ac1(i) +
ν∑
j=1

πijI
1,0P (j)− I0,1P (i)+

+AT
c2(i)P (i)Ac2(i) +Q(i) � 0, i ∈ N,

где

Ac2(i) =

[
0 0

−C(i)A− C(i)BF1(i) I − C(i)BF2(i)

]
,

Ac1(i) =

[
A+BF1(i) BF2(i)

0 0

]
.

Обозначив X1(i) = P−11 (i), X2(i) = P−12 (i), Y1 =
F1(i)X1(i), Y2(i) = F2(i)X2(i), после громоздких, но простых
преобразований с использованием леммы Шура о дополнении [8]
получим набор линейных матричных неравенств относительно
переменных Xl(i), Yl(i), l = 1, 2:

(60)

 S11(i) S12(i) S13(i)
ST
12(i) −X(i) 0
ST
13(i) 0 S33(i)

 ≺ 0, Xl � 0, l = 1, 2, i ∈ N,

где S11(i) =

[
Ac11(i) BY1(i)

(BY1(i))
T −X2(i)

]
, S12(i) =[

0 0
Ac12(i) Ac22(i)

]T
, Ac11(i) = AX(i) +BY1(i) +

+ (AX(i) + BY1(i))
T + πiiX1(i), Ac12(i) = −C(i)AX1(i) −

C(i)BY1(i), Ac22(i) = X2(i) − C(i)BY2(i), S13(i) =

[π
1
2
i1X(i)I1,0 . . . π

1
2
i i−1X(i)I1,0π

1
2
i i+1X(i)I1,0 . . . π

1
2
iνX(i)I1,0 X(i)],

S33(i) = diag[−X(1) . . .−X(i−1) −X(i+1) . . .−X(ν) −Q−1(i)].
Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Рассмотрим систему (56) и предположим, что
соотношения (60) при i ∈ N разрешимы относительно пере-
менных Xl(i), Yl(i), l = 1, 2 и F1(i) = Y1(i)X

−1
1 (i) и F2(i) =
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Y2(i)X
−1
2 (i), i ∈ N. Тогда закон управления с итеративным обу-

чением (51) сходится.
Доказательство. Из разрешимости (60) следует справедли-

вость (59), что гарантирует экспоненциальную устойчивость в
среднем квадратичном системы (56). Отсюда немедленно следует
предельное свойство (52) и, с учетом (51), (54) и (56), предельное
свойство (53), что означает сходимость закона управления (51)
системой (48).

Компонента ´2uk+1(t) в законе управления может быть ис-
пользована для обеспечения пассивности и по теореме 2 это да-
ет робастность управления относительно возможных нелинейно-
стей на входе. Рассмотрим вспомогательный вектор

(61) zk+1(t) = 2 —BT(r(t))I1,0P (r(t))χk+1(t)+

+ 2 —BT(r(t))I0,1P (r(t))Ac2(r(t))χk+1(t)+

+
1

2
—BT(r(t))I0,1P (r(t)) —B(r(t))wk+1(t),

где χk+1(t) = [υk+1(t) ek(t)]
T, wk+1(t) =

∫ t
0 ´2uk+1(τ)dτ,

—B(r(t)) =

[
B

−C(r(t))B

]
, для которого

DV (ξ, η, i) = —ξT[AT
c1(i)P (i) + P (i)Ac1(i)+

+AT
c2(i)P (i)Ac2(i) +

ν∑
j=1

πijI
1,0P (i)−

− I0,1P (i)]—ξ + zTw 6 zTw − —ξTQ(i)—ξ,

где, как и ранее, —ξ = [ξT ηT].T

Тогда, согласно теореме 2, при G = I обеспечивается экспо-
ненциальная G-пассивность в среднем квадратическом и для

(62) ´2uk+1(t) =

− [I + —BT(i)I0,1P (i) —B(i)]−1[ —BT(i)I1,0P (i)+

+ —BT(i)I0,1P (i)A2(i)] _χk+1(t), если r(t) = i,

обеспечивается экспоненциальная устойчивость в среднем квад-
ратическом. Существенно отметить две особенности, которые
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могут создать определенные трудности при практической реа-
лизации алгоритма управления. Первая состоит в необходимо-
сти использования производной от ошибки. Эта принципиальная
особенность управления с итеративным обучением хорошо из-
вестна и широко обсуждается в литературе [4, 5, 9]. Вторая осо-
бенность состоит в том, что моменты смены состояний марков-
ской цепи, моделирующей нарушения, должны наблюдаться.

Эта особенность характерна и для обычных систем с марков-
скими переключениями. В широко распространенном на практи-
ке случае, когда эти моменты не наблюдаются, можно делать по-
пытку построения алгоритма постоянной структуры, а если она
оказывается безуспешной, строить алгоритм оценивания состоя-
ния марковской цепи.

4. Пример

Рассмотрим простейший жесткий однозвенный манипуля-
тор, динамика которого в вертикальной плоскости описывается
уравнением
(63) J θ = −(0, 5mgl +Mgl) sin θ + u,

где θ – угол поворота звена; M – масса груза; m – масса зве-
на; g – ускорение свободного падения; l – длина звена; J – мо-
мент инерции нагруженного звена; u – управляющий крутящий
момент. Введем переменные состояния как x1 = θ, x2 = _θ и за-
пишем уравнения состояния (63) в виде
(64) _x = Ax+Bg(u, y),

где

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0

1/J

]
,

y = Cx, C = [1 0],

g(u, y) = −(0, 5mgl +Mgl) sin y + u.

Предположим, что этот манипулятор выполняет операции
схватывания и перемещения, т.е повторяет циклы движения оди-
наковой продолжительности с возвращением в начальное состо-
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яние по окончанию каждого цикла. В этом случае с целью дости-
жения требуемой точности перемещения, в соответствии с задан-
ной траекторией движения θref (t), можно использовать управле-
ние с итеративным обучением.

Для решения задачи управления с итеративным обучением
заметим, что в силу особенностей динамики манипулятора мож-
но предварительно воспользоваться линеаризацией обратной свя-
зью [3]. С этой целью сформируем управление из двух составля-
ющих
(65) u = û+ —u,

где û – линеаризующая составляющая, —u – составляющая, с по-
мощью которой будет реализоваться итеративное обучение.

Выберем
(66) û = (0,5mgl +Mgl) sin y,

тогда (64) на k-м цикле повторения запишется в виде

_xk = Axk +Buk,

yk = Cxk.(67)

Относительный порядок (67) равен двум, поскольку
CB = 0, CAB 6= 0, поэтому процедура построения 2D-
модели, изложенная в разделе 3, не может быть непосредственно
применена здесь, но ее можно модифицировать за счет ис-
пользования производной ошибки второго порядка. Обозначим
εk = ek = yref−yk, υk+1(t) = xk+1(t)−xk(t), ´uk+1 = —uk+1−—uk,
тогда из (67) легко следует 2D-модель процесса управления с
итеративным обучением:

_υk+1 = Aυk+1 +B´uk+1,

εk+1 = −CA2υk+1 + εk − CAB´uk+1,(68)

Выберем корректирующую поправку в виде

´uk+1(t) = K1υk+1(t) +K2εk(t).(69)
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а) Желаемая траектория б) Выходной сигнал

Рис. 1. Выходной сигнал

Подставляя (69) в (68) получим

_υk+1 = (A+BK1)υk+1 +BK2εk(t),

εk+1 = −(CA2 + CABK1)υk+1 +

+ (I − CABK2)εk(t).(70)

Если управление (69) обеспечивает экспоненциальную устойчи-
вость (70) и выполнены условия

(71) y
(i)
k (0) = y

(i)
ref (0) (i = 0, 1, k = 0, 1, . . .),

то |ek(t)| → 0 при k →∞.
Для расчетов были взяты следующие число-

вые данные [16]. θref (t) = (πt2)/6 − (πt3)/27,
m = 1,5 кг, M = 3 кг, g = 9,8 м/сек2, l =
0,5 м, J = Ml2 + 1

3ml
2 кг м2. Решая линейные матричные

неравенства (60) при соответствующем их упрощении с уче-
том, того, что структура рассматриваемой системы постоянна,
получим K1 = [−0,0001,−0,0106], K2 = 0,8330. Результаты
моделирования представлены на рис. 1–2. Ошибка обучения
e(t) = θref (t)− θ(t) сходится менее чем за 5 шагов.

5. Заключение

В данной статье представлены новые результаты по разви-
тию теории пассивности и стабилизации применительно к зада-
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а) Управление б) Сходимость ошибки обучения

Рис. 2. Управление и ошибка обучения

че синтеза законов управления для нелинейных повторяющихся
процессов, включая случай возможных нарушений. Чтобы про-
демонстрировать эффективность полученных теоретических ре-
зультатов, показано, как они могут быть применены для построе-
ния управления с итеративным обучением при информационных
нарушениях. Эти результаты могут рассматриваться как базовые
для дальнейших исследований нелинейных повторяющихся про-
цессов, с целью более полного раскрытия их потенциала. В част-
ности, результаты примера справедливы при точном выполнении
условий (66) и (70), которые на практике, очевидно будут выпол-
няться с определенными погрешностями, поэтому в дальнейших
исследованиях здесь важную роль приобретает анализ робастно-
сти полученного решения.
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Abstract: Repetitive processes propagate information in two
independent directions. They arise in the modeling of industrial
systems such as metal rolling and can be used as a setting for
control law design. The latter area has seen experimental verification
for designs based on linear dynamic models. This paper addresses
stabilization and disturbance attenuation for differential nonlinear
repetitive processes where vector Lyapunov functions are used
to characterize a physically relevant stability property and the
disturbance attenuation is expressed in terms of an H∞ norm. An
extension to processes with failures modeled by a finite state Markov
chain is also developed and applied to iterative learning control
design in the presence of model uncertainty and information channel
failures. An illustrative example is also given.
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