
 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 362 

УДК 519.8 
ББК 22.18 

МОДЕЛИ РЕФЛЕКСИВНЫХ ИГР 
В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ ЭКОЛОГО-

ЭКОНОМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 

Новиков Д. А.1, Чхартишвили А. Г.2 

(Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Обосновывается возможность и целесообразность использо-
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1. Введение 

Задача управления эколого-экономической системой 

[14, 15], элементы которой способны к целенаправленному 

поведению [3], с теоретико-игровой точки зрения состоит в том, 

чтобы создать для управляемых субъектов (агентов) игру с 

такими правилами [5, 8], чтобы ее исход был как можно более 

благоприятным для управляющего органа (центра) [7, 13]. По-

этому необходимым этапом решения задачи управления являет-

ся теоретико-игровой анализ, позволяющий центру спрогнози-

ровать реакцию управляемой системы на те или иные 

управляющие воздействия. 
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Одним из методов теоретико-игрового моделирования яв-

ляются рефлексивные игры (см. [12]), позволяющие учитывать 

сложную информированность (в том числе взаимную информи-

рованность [1, 2, 6]) агентов. На сегодняшний день рефлексив-

ные игры нашли свое применение для описания информирован-

ности, совместного принятия агентами решений и решения 

соответствующих задач информационного управления (управ-

ления информированностью агентов) в самых разных областях: 

корпоративное управление, экономика, маркетинг, политика и 

пр. [4, 9, 10, 11, 12]. 

Информированность агентов в рефлексивной игре задается 

структурой, которую составляют представления о существен-

ных параметрах ситуации, а также о представлениях оппонентов 

(других агентов). Решением рефлексивной игры является ин-

формационное равновесие – набор действий реальных и фан-

томных (существующих в сознании реальных) агентов, в рамках 

которого каждый агент максимизирует целевую функцию исхо-

дя из своей информированности.  

В данной статье рассмотрено несколько моделей эколого-

экономических систем, в которых исследуется зависимость 

исхода взаимодействия агентов от структуры их информирован-

ности (информационное равновесие). Если информированность 

агента является ложной (т.е. агент заблуждается относительно 

условий игры), то наблюдаемый им результат может как ока-

заться для него неожиданным, так и соответствовать ожидани-

ям. Если второе выполняется для всех агентов, то имеет место 

стабильное информационное равновесие [12], условия суще-

ствования которого также исследуются в рассматриваемых 

далее моделях. 

2. «Число агентов на рынке» 

Пусть имеются n однородных (одинаковых) агентов (зану-

меруем их элементами множества N = {1, …, n}), выбирающих 

неотрицательные объемы производства xi  0 и имеющих целе-

вые функции 
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(1) fi(x) = xi – (xi)2/ 2 – j

j N

x
n





 , 

где x = (x1, x2, …, xn),   0 – коэффициент штрафов. Первое 

слагаемое в выражении (1) соответствует выручке агента от 

продажи произведенной им продукции по единичной цене, 

второе слагаемое – затратам, третье – штрафам за загрязнение 

окружающей среды (будем считать, что штраф за суммарное 

загрязнение, пропорциональное суммарному объему производ-

ства, распределяется поровну между агентами). Пусть выраже-

ние (1) является общим знанием среди агентов, а последова-

тельность функционирования следующая: агенты одновременно 

и независимо выбирают объемы производства, после чего каж-

дому из них сообщается размер наложенного на него штрафа. 

Если число агентов является среди них общим знанием, то 

при такой информированности каждый агент выберет действие 

(2) 
*

ix  = 1 –  / n, 

максимизирующее его целевую функцию (1). 

Рассмотрим возможную информированность агентов отно-

сительно их количества n. Если каждый из агентов считает, что 

их общее число составляет n̂  и это является общим знанием, то 

каждый из агентов рассчитывает на следующий размер своего 

штрафа: 

(3) ˆ(1 ) (1 )
ˆ ˆ ˆ

n
n n n

  
   . 

Наблюдая фактическое значение своего штрафа 

(4) (1 ) (1 )
ˆ ˆ

n
n n n

  
   , 

ни один из агентов не имеет оснований усомниться в правиль-

ности своих представлений (так как правые части выражений (3) 

и (4) совпадают). Следовательно, информационное равновесие 

(2) является стабильным при любом (в том числе ложном) пред-

ставлении агентов n̂  (являющимся среди них общим знанием) 

об их числе n. Это свойство является следствием того, что 

штраф пропорционален среднему действию агентов и, следова-

тельно, влияние их количества «компенсируется» суммарным 

действием. 
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В заключение настоящего раздела отметим, что вывод о 

стабильности в том числе ложных равновесий не зависит от 

параметра  системы штрафов, т.е. в рассмотренной модели 

переход к истинному информационному равновесию за счет 

варьирования системы штрафов невозможен – необходимы 

меры информационного воздействия на агентов, изменяющих 

их индивидуальную и/или взаимную информированность. 

 

3. «Совместное производство» 

Предположим, что в регионе функционируют n предприя-

тий, выпускающих однородную продукцию и имеющих целевые 

функции 

(5) fi(x) =  xi – 
2

2( )

i

i i

x

r X 
 –  xi, 

где X-i = i

j i

x


 , xi  0 – возможные действия агентов; ri > 0 – 

типы (параметры) агентов;  > 0 – цена единицы продукции; 

  0 – коэффициент штрафов;  – неотрицательный параметр. В 

соответствии с выражением (5) затраты каждого агента зависят 

от деятельности других агентов (например, имеет место транс-

фер технологий). 

Предположим, что выражения (5) и все значения всех вхо-

дящих в них параметров являются общим знанием среди аген-

тов. Обозначим  

 X = 
1

n

j

j

x


 , R = 
1

n

j

j

r


 .  

Напомним, что равновесие Нэша – это набор действий агентов, 

в котором действие каждого агента максимизирует его целевую 

функцию (при фиксированных действиях остальных агентов). В 

данном случае для нахождения равновесия Нэша приравняем к 

нулю производную целевой функции (5) агента по его действию 

xi, что после несложных преобразований приводит к следующе-

му выражению:  
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(6) ix  = 
( )( )

1 ( )

ir X  

  

 

 
. 

Суммируя выражения (6) по всем агентам, получаем соот-

ношение, из которого найдем суммарное действие: 

(7) X = 
( )

1 ( )( 1)

R

n

 

  



  
. 

Подставляя (7) в (6), получаем окончательно: 

(8) 
*

ix  = 
( )

1 ( ) 1 ( )( 1)
i

R
r

n

    

     

  
 

     
. 

Видно (см. выражение (7)), что с ростом цены и/или числа 

агентов увеличивается значение суммарного равновесного 

объема производства, а с ростом «силы штрафов»  этот показа-

тель уменьшается. 

Исследуем теперь случай, когда представления агентов от-

носительно величины  n и значений r = {ri} могут быть ложны-

ми. Поскольку i-й агент знает свои тип и действие, он может 

рассчитать (см. (5)) значение выражения 

 ( )
1 1 1 ( 1)

i
i i

r R
X X x

n

 
 

  
     

   
 

(здесь использовано обозначение  = ( – ) для сокращения 

записи). 

Из последнего соотношения видно, что если агент считает 

истинными значениями количества агентов и суммы их типов 

величины n̂ и R̂ соответственно, то равновесие является ста-

бильным [12] при выполнении следующего условия: 

(9) 
ˆ

.
ˆ1 ( 1) 1 ( 1)

R R

n n 


   
 

При выполнении условия (9) значение целевой функции совпа-

дает с ожиданиями агента. 

4. «Пороговые штрафы» 

В настоящем разделе рассматривается модель, которая от-

ражает следующую ситуацию: агенты штрафуются, если резуль-
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тат их суммарных усилий ∑ i  N  xi по охране окружающей среды 

от загрязнения производственными отходами меньше заданного 

порога. Штраф является настолько крупным, что делает произ-

водство нерентабельным, поэтому агентам необходимо избе-

жать его (или отказаться от производственной деятельности). 

При отсутствии штрафа i-й агент получает доход Vi, i  N. 

Результат является возрастающей функцией от суммы уси-

лий, прилагаемых каждым агентом. Будем считать, что агенты 

могут иметь различные представления о параметрах этой функ-

ции и, следовательно, о такой величине порога θ, что штраф не 

платится при выполнении условия ∑ i  N  xi ≥ . 

Пусть реализация действия xi  0 требует от i-го агента за-

трат ci(xi, ri), где ri > 0 – его тип (параметр, описывающий инди-

видуальные характеристики), i  N.  

Относительно функций затрат агентов предположим, что 

ci(xi, ri) – непрерывная возрастающая по xi и убывающая по ri 

функция, причем ci(0, ri) = 0, i  N. 

Обозначим через X' множество всевозможных наборов дей-

ствий (x1, …, xn) и определим множество индивидуально рацио-

нальных действий агентов: 

 IR = {x  X' |  i  N  Vi  ci(xi, ri)}. 

Нетрудно видеть, что IR = [0; ]i

i N

x



 , где 

 ix
 = max {xi  0 | ci(xi, ri)  Vi}, i  N. 

Обозначим 

 X() = {x  X' | i

i N

x


  = }. 

Рассмотрим последовательно различные варианты инфор-

мированности агентов о значении параметра   .  

Вариант I.  Значение    является общим знанием. Тогда 

равновесием игры агентов является параметрическое (т.е. зави-

сящее от параметра ) равновесие Нэша, принадлежащее мно-

жеству EN() = IR  X(). 

Вариант II.  Представления агентов о величине порога по-

парно различны, но при этом набор {i} является общим знани-

ем. Иными словами, имеет место асимметричное общее знание. 
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Не ограничивая общности, занумеруем агентов таким обра-

зом, чтобы их представления возрастали: 1 < … < n. Структура 

возможных равновесий в этой ситуации описывается следую-

щим утверждением. 

Утверждение 1.  Если i  j при i  j, то информационным 

равновесием могут быть (в зависимости от соотношения между 

параметрами) следующие n + 1 исходов: {
*x  | 

*

ix  = 0, i  N}; 

{x* | 
*

kx = k , 
*

ix = 0, i  N, i  k}, k  N. Содержательно это озна-

чает следующее: либо никто из агентов не прикладывает уси-

лий, либо усилия прикладывает один k-й агент, выбирая дей-

ствие k. 

В более общем случае 1 ≤ … ≤ n. (представления агентов 

могут совпадать) может появиться область равновесий анало-

гично варианту I. Содержательно это означает, что в равновесии 

усилия прикладывают те агенты, которые одинаково представ-

ляют себе величину порога. 

Вариант III.  Представления агентов о величине порога раз-

личны, но каждый агент считает, что играет в игру с асиммет-

ричным общим знанием (вообще говоря, будучи ложно инфор-

мированным о представлениях оппонентов). В этом случае 

множество возможных равновесных ситуаций становится мак-

симально возможным: [0; ]i

i N

x



 . Более того, справедливо сле-

дующее утверждение. 

Утверждение 2.  Для любого вектора действий 
* [0; ]i

i N

x x



  существует такая структура информированности 

(при которой каждый агент субъективно играет в игру с асим-

метричным общим знанием), что вектор x* является единствен-

ным равновесием. 

Доказательства утверждений 1 и 2 аналогичны доказатель-

ствам утверждений в [11, раздел 4.10] 
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5. «Согласование интересов управляющих органов» 

Рассмотрим эколого-экономическую систему, состоящую 

из одного предприятия (агента) и двух управляющих орга-

нов - центров. Стратегией агента является выбор объема произ-

водства x  0 и уровня безопасности y  0, что требует от него 

затрат x2 / 2 r и y2 / 2 w соответственно (r > 0, w > 0). Каждый 

центр получает от деятельности агента «доход», описываемый 

функцией Hi(u, y), и выплачивает агенту «стимулирование» 

i(x, y), i = 1, 2. Таким образом, целевая функция i-го центра 

имеет вид 

(10) i(i(), x, y) = Hi(x, y) – i(x, y), 

а целевая функция агента: 

(11) f({i()}, x, y) =  x - x2 / 2 r - y2 / 2 w + 1(x, y) + 2(x, y). 

Порядок функционирования следующий: центры одновре-

менно и независимо выбирают функции стимулирования и 

сообщают их агенту, которое затем выбирает свое действие. 

Ограничимся рассмотрением множества Парето-эффективных 

равновесий Нэша игры центров, в которых, как показано в [13], 

их стратегии имеют вид 

(12) i(x, x, y, y) = 
, , ,

0, иначе;

iV х x y y  



  i = 1, 2. 

Содержательно центры договариваются о том, что будут 

побуждать агента выбирать объем производства x и достигать 

уровня безопасности y, и осуществлять совместное стимулиро-

вание. Такой режим взаимодействия центров называется режи-

мом сотрудничества [13]. 

Из вида целевой функции (11) следует, что в отсутствие 

стимулирования агент будут выбирать нулевой уровень без-

опасности. Найдем оптимальный для агента объем производства 

x* = arg 
0

max
x

 [ x – x2 / 2 r] =  r. Из условий оптимальности по 

Парето следует, что сумма вознаграждений, получаемых аген-

том от центров в случае выполнения их рекомендаций, равна 

(13) V1 + V2 =  (x* – x) – [(x*)2 – (x)2] / 2 r + y2 / 2 w. 

Условие выгодности сотрудничества для каждого из цен-

тров можно сформулировать следующим образом: в режиме 
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сотрудничества каждый центр должен получить полезность не 

меньшую, чем он мог бы получить, осуществляя стимулирова-

ние агента в одиночку. Полезность i-го центра от «самостоя-

тельного» взаимодействия с агентом равна 

(14) *
i = 

, 0
max
x y

 [Hi(x, y) –  (x* – x) + [(x*)2 – (x)2] / 2 r - y2 / 2 w]. 

Обозначим через 

(15) S = {x  0, y  0 |  (V1; V2)  
2

 : Hi(x, y) – Vi  *
i, i = 1, 2; 

V1 + V2 =  (x* – x) – [(x*)2 – (x)2] / 2 r + y2 / 2 w} 

область компромисса – множество таких действий агента, для 

реализации которых сотрудничество выгодно для центров. 

Обозначим 

(16) *
0 = 

, 0
max
x y

 {H1(x, y) + H2(x, y) -  (x* – x) +  

+ [(x*)2 – (x)2] / 2 r - y2 / 2 w}. 

По аналогии с тем, как это делается в [3, 13], можно дока-

зать, что область компромисса непуста тогда и только тогда, 

когда 

(17) *
0  *

1 + *
2. 

Приведем пример: пусть H1(x, y) =  x + (1 - ) y, 

H2(x, y) = (1 - ) x +  y, где   [0; 1] – константа, отражающая 

степень согласованности интересов центров, т.е. «пропорцию», 

в которой учет экономических и экологических показателей 

входит в их функции выигрыша (если  = 0 или  = 1, то один 

из центров заинтересован только в экономических показателях – 

объеме производства, а другой только в экологических – уровне 

безопасности). 

Находим из (14) и (16): 

 *
1 = r  [2  + ] / 2 + w (1 - )2 / 2, 

 *
2 = r [2 + 1 + 2  - 2  - 2  ] / 2 + w 2 / 2, 

 *
0 = r [2  +  1] / 2 + w / 2, 

при этом (17) выполняется как тождество при любых значениях 

параметров модели (, r, w). Следовательно, в рассмотренном 

случае при любой информированности и/или взаимной инфор-

мированности центров они могут быть уверены, что область 

компромисса не пуста! 
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6. Заключение 

В настоящей работе рассмотрен ряд простых моделей, ил-

люстрирующих возможность и целесообразность использования 

аппарата рефлексивных игр для решения задач описания сов-

местного принятия решений участников эколого-экономических 

систем. 

Проведенный анализ свидетельствует, что взаимная инфор-

мированность участников эколого-экономических систем суще-

ственным образом влияет на совместно принимаемые ими ре-

шения, и, оказывая управленческие воздействия (т.е. изменяя 

эту информированность), можно изменять равновесные состоя-

ния подобных систем. 
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