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Предложена методология оценки параметров заболеваемости 

в модели из трех состояний в условиях наличия гетерогенного 

фактора, моделируемого с помощью гамма-распределения. 

Рассмотрены случаи полной и неполной информации, различ-

ные способы моделирования риска. Приводятся результаты 

оценки радиационных рисков заболеваемости для четырёх 

классов болезней, рассчитанные по данным Российского Наци-

онального радиационно-эпидемиологического регистра. Мето-
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дология может применяться при разработке систем радиаци-

онной защиты.  

 

Ключевые слова: Марковская цепь, случайная интенсив-

ность, гетерогенность, гамма-распределение, радиационный 

риск.  

1. Введение 

Оценивание рисков заболевания, а также уровня медицин-

ской помощи проводятся на основе данных статистики стацио-

наров. При этом при подобном оценивании необходимо учиты-

вать различные факторы, влияющие на заболеваемость в ре-

зультате внешнего воздействия: генетическую предрасположен-

ность, наличие сопутствующих заболеваний, историю преды-

дущей заболеваемости и т.п. Чтобы иметь возможность учиты-

вать влияние таких ненаблюдаемых факторов, введено понятие 

ненаблюдаемой гетерогенности [7]. В рамках такой модели за-

болеваемость людей, здоровье которых изучается, считается 

зависящим от дополнительного параметра уязвимости, который 

в рамках этой группы имеет случайный характер и величина 

которого не наблюдается [5]. Учёт распределения параметра 

уязвимости позволяет уточнить роль влияния негативных внеш-

них факторов в заболеваемости и смертности человека, дать бо-

лее достоверную оценку величине радиационного риска. 

Эффект влияния гетерогенности популяции при моделиро-

вании и оценивании смертности был впервые описан и смоде-

лирован в [18], методология анализа гетерогенности развита в 

работах [5, 19]. Применение идей гетерогенности при анализе 

эпидемических процессов дано в [9, 20]. В [6] рассмотрен учёт 

гетерогенности при анализе радиационно-индуцированной он-

кологической смертности. Моделирование гетерогенности при-

менительно к задачам страхования жизни рассмотрено в [17], в 

[12] описываются применения идей гетерогенности в оценива-

нии надёжности технических систем. Модель финансового рын-

ка, в которой действия инвесторов определяются в том числе и 

гетерогенным фактором, представлена в [15]. Немарковское мо-
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делирование гетерогенности предложено в [16]. Общая модель с 

разделением больных на кластеры представлена в [11]. 

В настоящей работе рассматривается проблема учёта гете-

рогенности при оценивании риска развития заболевания. Рас-

сматриваются модели пропорционального риска, с избыточным 

относительным риском, а также модель с избыточным относи-

тельным риском и пропорциональной уязвимостью. Для раз-

личных классов болезней оценивается риск развития заболева-

ния с учётом случайного фактора уязвимости, влияющего на 

заболеваемость при радиационном облучении. Рассмотрены 

случаи полной и неполной информации. 

2. Модель 

Мы предполагаем, что при наличии трех состояний (1 – 

здоров, 2 – болен и 3 – умер) интенсивности смертности из со-

стояний 1 и 2 – константы 1 и 2, а интенсивность заболевае-

мости – случайная функция (t), зависящая от времени. 

В данной работе рассматриваются три типа влияния гетеро-

генности на интенсивность заболеваемости: 

 
0( ) ( )μ t Dξμ t , 

0( ) (1 ) ( )μ t D ξ μ t   и 
0( ) (1 ) ( )μ t Dξ μ t  ,  

где 0(t) – детерминированная функция, D – полученная доза, а 

 – гамма-распределенная случайная величина (далее – с.в.), т.е. 

имеющая плотность распределения 

 

1

( , ; ) , 0,
( )

a a bxb x e
f a b x x

a


 

 


 

с параметрами a > 0 и b > 0. С.в.  имеет смысл уязвимости. 

Используя уравнения Колмогорова, нетрудно получить, что 

условные вероятности находиться в момент времени t от начала 

наблюдений в состояниях 1, 2 и 3 для произвольного наблюдае-

мого есть 
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 

1 1
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0
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Ρ ( | ) exp ( | ) ,

Ρ ( | ) Ρ ( | ) ( | )exp ( ) ,

Ρ ( | ) 1 Ρ ( | ) Ρ ( | ),

t

t ξ α t H t ξ

t ξ s ξ μ s ξ α t s ds

t ξ t ξ t ξ

  

  

  

  

где кумулятивный риск  

 
0

( | ) ( | )

t

H t ξ μ s ξ ds  . 

В случае когда мы обладаем полной статистикой обозначим 

через n1 множество людей, оставшихся в состоянии 1 к концу 

наблюдений; n12 – число перешедших в состояние 2 и оставших-

ся в нем; n13 – число перешедших из состояния 1 в состояние 3 

минуя состояние 2; n123 – число перешедших сначала из состоя-

ния 1 в 2, а потом в 3. Обозначим через si, ti, vi моменты обнару-

жения наблюдаемого с индексом i из одного из множеств в со-

стоянии «здоров», «болен» и «умер» соответственно. Поскольку 

все элементы выборки из распределения с.в.  независимы и 

каждый из наблюдаемых принадлежит только одной из групп 

n1, n12, n13, n123, то, используя формулу полной вероятности, по-

лучаем, что функция правдоподобия в данном случае имеет вид 

(1) 2 2

1 12 13 123

( ) ( )

1 2 1 1 2 2Ρ ( ) ( ) Ρ ( ) ( ) ,i i i iα s t α v t

i i i i

i n i n i n i n

L s p t e α v p t α e
   

   

      

где Р1(t) = EP1(t | ) и p2(t)=Eµ(t|ξ)P1(t|ξ) – плотность заболевае-

мости. 

Предположим, что по данному заболеванию отсутствует 

полный набор данных. Пусть 
1n  – множество людей, оставших-

ся в состоянии 1 к концу наблюдений; 
12n  – множество обнару-

женных в состоянии 2 и оставшихся в нем; 
13n  – множество 

умерших, о которых неизвестно, болели ли они; 
123n  – множе-

ство умерших, о которых известно, что они заболели. По анало-

гии с (1) функция правдоподобия в этом случае имеет вид 

  
1 12 13 123

1 2 1 1 2 2 2 3Ρ ( ) Ρ ( ) Ρ ( ) Ρ ( ) ( ),i i i i i

i n i n i n i n

L s t α v α v p v

   

       

где )|()( 22  tt  и  
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  2 3 2 2 1

0

( ) Ε Ε Ρ ( | ) ( | )Ρ ( | )

t

p t α t τ ξ μ τ ξ τ ξ dτ   . 

3. Случай полной информации 

3.1. МОДЕЛЬ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОЙ УЯЗВИМОСТИ 

В случае когда µ(t) = ξµ0(t) нетрудно получить, что 

 

1

1

1 2

0
1

1

0
2 0

( )

0
2 1

00

( )
Ρ ( ) 1 ,

( )
( ) ( ) 1 ,

( )
Ρ ( ) ,

( ( ))

a

α t

a

α t

t α s α t s
a

a

H t
t e

b

H ta
p t μ t e

b b

μ s e
t ab ds

b H s





 



  



 
  

 

 
  

 




 

где 0 0

0

( ) ( )

t

H t μ s ds  .  

В случае если µ0(t) ≡ 1 и смертность, связанная с состояни-

ем болезни 2, меньше смертности по всем прочим причинам, т.е. 

α2 < α1, то формула для P2(t) принимает вид 

 

 

      

2 12 1 2

2 1

1
( )( ) 1 2

2

1

1 1 1 2

1 2 1 2

( ) Γ( )
Ρ ( )

Γ( )

( ) Γ( )
( )

Γ( )

, ( ) , ,

kn
α α t bb α α α ta

k

a
a ak a k a

α α a
t ab e e

k a

α α a
t b e b

n a

γ n a α α t b γ n a α α b


  



   

  
  

 
     

       



 

где n = min{k принадлежащих Ν: k – a > 0} и γ(x, y) – усечённая 

гамма-функция. 

Логарифм функции правдоподобия (1) вычисляется по 

формуле (12), приведённой в Приложении. Из (9) следует, что 

при заданной функции µ0(t) параметры распределения уязвимо-

сти определяются путём максимизации функции 

(2) 
 12 123 1 13

0

1
{ } { }0

( )
( , ) log log 1 ,

( )

aa

i

a
i n n i n ni

H qab
g a b

bb H t


   

   
        

   
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где в последней сумме через qi обозначены либо моменты si для 

обнаруженных в состоянии «здоров», либо моменты смерти vi. 

Чтобы найти точку максимума функции правдоподобия, необ-

ходимо решить систему уравнений 

 
' ( , ) 0,

' ( , ) 0.

a

b

g a b

g a b





 

Из этой системы следует, что координата b точки экстремума 

удовлетворяет уравнению 

 
1 12 13 123

12 123 1 12 13 123

0
12 123

{ } 0

0

{ } { }0

( )
(| | | |)

( ( ))

( )1
log 1 ,

( )

i

i n n n n i

i

i n n i n n n ni

H u
n n

b b H u

H u

b H t b

   

     

 


 
  

  



 
 

где через ui обозначены моменты обнаружения в состоянии 

«здоров» si, или «умер» νi, или «болен» ti для соответствующих 

групп наблюдаемых, |n12|, |n123| – количества людей в соответ-

ствующих группах. Значение параметра a определяется из ра-

венства 

 12 123

1 12 13 123

{ } 0

0

{ } 0

1

( )

( )

( )

i n n i

i

i n n n n i

b
b H t

a
H u

b H u

 

   









. 

 

3.2. МОДЕЛЬ С ИЗБЫТОЧНЫМ ОТНОСИТЕЛЬНЫМ РИСКОМ 

Используя традиционную модель избыточного относитель-

ного риска (Excess Relative Risk, или ERR) [11], зададим заболе-

ваемость в виде µ(t) = (1 + Dξ)µ0(t), где D – наблюдаемая вели-

чина дозового фактора, влияние которого на заболеваемость 

изучается, произведение D – избыточный относительный (ра-

диационный) риск. Вероятности для изначально здорового че-

ловека находиться в момент времени t в состояниях 1 или 2 и 

плотность распределения вероятности момента перехода из со-

стояния 1 в состояние 2 равны 
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 
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 
  

 
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  
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   


 

Выражение для логарифма функции правдоподобия задаёт-

ся формулой (10) Приложения, из которой следует, что коорди-

наты точки максимума функции правдоподобия находятся как 

точки максимума функции  

(3) 

12 123 1 13

0 0

{ } { }0

1
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( )

1

i
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i i i i

a
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 
 
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  

   

и, соответственно, удовлетворяют уравнениям 

(4) 
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1 13 12 123 12 1230 0
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1
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 

 
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 
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 


 

которые необходимо решать численно. 

3.3. МОДЕЛЬ С ИЗБЫТОЧНЫМ ОТНОСИТЕЛЬНЫМ РИСКОМ 

И ПРОПОРЦИОНАЛЬНОЙ УЯЗВИМОСТЬЮ 

В рамках этой модели заболеваемость задаётся как 

µ(t) = D(1 + ξ)µ0(t) и 
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В случае когда µ0(t) ≡ 1, α2 – 1 < α1, a не принадлежит Ν, имеем, 

что 
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В данном случае из формулы (11) Приложения следует, что ко-

ординаты точки максимума логарифма функции правдоподобия 

(1) находятся как точки максимума функции  
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и, следовательно, удовлетворяют уравнениям для частных про-

изводных по a и b 
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Координата b предполагаемой точки максимума находится пу-

тем подстановки a из равенства (8) в уравнение (7).  

4. Случай неполной информации 

В рамках модели с избыточным относительным риском, для 

которой заболеваемость µ(t) = (1 + Dξ) µ0(t), будем предпола-

гать, что α1 + µ0 > α2. 

Вероятности для изначально здорового человека находить-

ся в момент времени t в состояниях 1 или 2 и плотность распре-

деления вероятности момента перехода из состояния 1 в состоя-

ние 2 равны 
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В рамках данной модели  
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Из формулы (12) Приложения следует, что 
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где n = min{k: k – a > 0} и γ(x, y) – усеченная гамма-функция. 

Кроме того, в Приложении показано, что  
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где I1, I2, I3 определяются (13), (14), (15). 

5. Пример 

Описанная модель с избыточным относительным риском с 

гетерогенностью использовалась для оценки радиационного 

риска возникновения заболевания среди лиц, принимавших уча-

стие в ликвидации последствий аварии на Чернобыльской АЭС 

(ликвидаторов аварии на ЧАЭС) в 1986 году, 43161 человек со 

средней поглощённой дозой гамма-облучения всего тела 

0,16 Гр7 и максимальной дозой 0,5 Гр. При расчётах использо-

вались данные Национального радиационно-эпидемиологи-

ческого регистра (НРЭР) [14] о дозах, диагнозах ликвидаторов и 

причинах их смерти – по 2005 г. включительно. Рассматрива-

лись четыре класса болезней, в соответствии с рубриками Меж-

дународной статистической классификации болезней (МКБ-10) 

[3]: солидные злокачественные «Новообразования» (класс II, 

только рубрики С00–С80); «Болезни системы кровообращения», 

класс IX, рубрики I00–I99; «Болезни органов дыхания», класс X, 

                                           

7 За единицу измерения поглощенной дозы в системе СИ принят грей 

(Гр). 1 Гр — это такая доза, при которой массе 1 кг передается энер-

гия ионизирующего излучения в 1 джоуль. Внесистемной единицей по-

глощенной дозы является рад. 1 Гр = 100 рад. 



 

Управление большими системами. Выпуск 57 

 148 

рубрики J00–J99; «Болезни органов пищеварения», класс XI, 

рубрики K00–K93. 

При расчётах принималось, что заболеваемость может быть 

представлена в виде µ(t) = (1 + dξr)µ0, где µ0 – спонтанная забо-

леваемость, не связанная с радиационым воздействием;  

d – доза радиации, полученная ликвидатором за время работы в 

Чернобыльской зоне; ξ – индивидуальная уязвимость; r – вели-

чина стандартизованного радиационного риска возникновения 

заболевания (избыточного относительного риска на единицу 

поглощённой дозы 1 Гр, или ERR/Гр). Относительно индивиду-

альной уязвимости ξ предполагалось, что это случайная величи-

на, имеющая гамма-распределение с единичным средним значе-

нием. При оценивании стандартизованного радиационного рис-

ка (ERR/Гр) учитывался возраст человека на начало облучения 

(возраст на начало работ в Чернобыльской зоне). Для этого 

оценки проводились раздельно для лиц, въехавших в возрасте 

младше 40 лет (35369 человек) и для лиц, въехавших в более 

старших возрастах (7792 человека). В таблице 1 представлены 

результаты оценивания риска в виде значений ERR/Гр с 95%-ми 

доверительными интервалами (95% ДИ), которые вычислялись 

через профиль логарифма правдоподобия. 

Среди рассмотренных классов болезней наибольшая поло-

жительная оценка радиационного риска заболеваемости была 

получена для солидных злокачественных новообразований 

(Класс II в таблице 1) у ликвидаторов младше 40 лет на начало 

облучения: ERR/Гр = 0,23 c 95% ДИ (–0,80; 1,70). Эта оценка 

хорошо совпадает с оценкой из [2], полученной ранее на анало-

гичной когорте ликвидаторов за период наблюдения 1991–

2001 гг., в рамках традиционной модели ERR [10] без явного 

учёта гетерогенности и с усреднением по возрастам: 

ERR/Гр = 0,33 c 95% ДИ (–0,39; 1,22). Следует также подчерк-

нуть, что величина ERR/Гр = 0,35 для заболеваемости солидны-

ми злокачественными новообразованиями среди мужчин при 

облучении в возрасте 30 лет использовалась Международной 

комиссией по радиационной защите (МКРЗ) [8] для обоснова-

ния современных норм радиационной безопасности. При этом 

использовались радиационно-эпидемиологические данные по 
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японской когорте лиц, переживших атомные бомбардировки. 

Для ликвидаторов младше 40 лет на начало облучения 95%-е 

доверительные интервалы оценок радиационного риска заболе-

ваемости в классах IX и XI («Болезни системы кровообраще-

ния» и «Болезни органов пищеварения») полностью лежат в от-

рицательной области.  

 

Таблица 1. Оценки избыточного относительного радиационно-

го риска на 1 Гр (ERR/Гр) для заболеваемости в различных 

классах болезней и группах по возрасту на начало облучения 

(начало работ в Чернобыльской зоне), с для 95% доверитель-

ных интервалов8  

 

ERR/Гр, 

возраст на начало 

облучения младше 40 

лет 

ERR/Гр, 

возраст на начало 

облучения 40 лет и 

старше 

ERR/Гр, 

все возрастные 

группы 

Класс II 0,23 (–0,80; 1,70) –0,50 (–1,70; 1,30) 0,10 (–0,75; 1,20) 

Класс IX –0,36 (–0,55; –0,20) 0,04 (–0,45; 0,70)  –0,27 (–0,45; –0,05) 

Класс X –0,10 (–0,31; 0,06) –0,17 (–0,53; 0,40) –0,10 (–0,32; 0,05) 

Класс XI –0,63 (–0,80; –0,40) –0,04 (–0,70; 0,80) –0,56 (–0,80; –0,35) 

 

Это означает, что для возрастов младше 40 лет риск разви-

тия болезней системы кровообращения и органов пищеварения 

снижается относительно спонтанного уровня с увеличением до-

зы облучения (ERR/Гр < 0). 

Для ликвидаторов в возрастах 40 лет и старше на начало 

облучения 95% ДИ оценок ERR/Гр включают нулевое значение 

по всем рассмотренным классам болезней. Это может свиде-

тельствовать в пользу увеличения степени гетерогенности ко-

                                           

8 В соответствии с МКБ-10 [3]: Класс II – «Новообразования», только 

рубрики C00–C80 (cолидные злокачественные); Класс IX – «Болезни 

системы кровообращения»; Класс X – «Болезни органов дыхания»; 

Класс XI – «Болезни органов пищеварения». 

 

http://www.medicalib.ru/mkb/klass-ix
http://www.medicalib.ru/mkb/klass-ix
http://www.medicalib.ru/mkb/klass-xi
http://www.medicalib.ru/mkb/klass-xi
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горты ликвидаторов с возрастом: среди ликвидаторов 40 лет и 

старше при облучении присутствуют лица как с повышенной 

чувствительностью, так и с высокой резистентностью к радиа-

ционному воздействию. 

Необходимо отметить, что в данном исследовании гетеро-

генность радиационных рисков определялась на широких клас-

сах болезней, которые содержат множество рубрик [3], соответ-

ствующих заболеваниям различной этиологии, с различной воз-

растной зависимостью, и, вероятно, с существенно различной 

величиной радиационных рисков. Например, в отношении бо-

лезней системы кровообращения (Класс IX) аналогичная когор-

та ликвидаторов изучалась ранее традиционными методами ра-

диационной эпидемиологии [10] за период наблюдения 1986–

2000 гг. [13]. Для всего класса IX статистически значимого ра-

диационного риска обнаружено не было. В то же время для не-

которых его рубрик наблюдались статистически значимые, но 

разнонаправленные эффекты: в частности, для церебро-

васкулярных болезней (в основном инсульты) ERR/Гр = 0,39 с 

95% ДИ (0,004; 0,77), а для болезней вен, лимфатических сосу-

дов и узлов (флебиты, тромбозы, варикозы и т.п.)  

ERR/Гр = –0,57 с 95% ДИ (–1,03; –0,12).  

Очевидно, что для обоснования систем и норм радиацион-

ной защиты, насколько это практически достижимо, должен 

быть учтён радиационный риск каждого конкретного заболева-

ния, даже если он «компенсируется» в среднем значении по 

классу уменьшением риска другого заболевания. 

По результатам проведённого исследования когорта ликви-

даторов 40 лет и старше при облучении представляет наиболь-

ший интерес при планировании дальнейших радиационно-

эпидемиологических исследований по более мелким рубрикам 

заболеваний. В общем случае разработанная в данном исследо-

вании методология идентификации параметров гетерогенности 

радиационных рисков должна применяться итеративно, по мере 

накопления данных: на эпидемиологическом уровне – от широ-

ких классов болезней к более мелким рубрикам, и далее – на 

молекулярно-эпидемиологическом уровне наблюдений много-

факторных заболеваний. 
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6. Приложение 

В модели пропорционального риска логарифм функции 

правдоподобия имеет вид 
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откуда и следует формула (2). 

В модели с избыточным риском  
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Отсюда следует формула (3). 

В модели с избыточным относительным риском и пропор-

циональной уязвимостью  
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Отсюда следует формула (6). 

В случае неполной информации  
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Для того чтобы найти p2→3(t), заметим, что  
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Таким образом, для того чтобы вычислить p2→3(t), необхо-

димо найти 
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Вычисляя математическое ожидание, получаем, что 
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Используя формулу 3.383.10 в [1], находим, что 

(13)
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где Г(x, y) – дополнительная усеченная гамма-функция. 

Аналогично, из формулы 3.383.8 в [1] следует, что 
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где ,  (z) – функция Уиттакера. 
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Abstract: We suggest a methodology to estimate morbidity parame-

ters in a three-state model, which includes the heterogeneity factor 

modeled with a gamma-distributed random variable. Models with 
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the Russian National Radiation Epidemiological Registry. The 
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