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Математическая экология: теоретико-игровые модели

Дается краткий обзор эколого-экономических и социо-эколого-
экономических математических моделей и рассматривается
один из возможных подходов к проблеме реализации страте-
гий устойчивого развития регионов, родственный теоретико-
игровым подходам — нормирование антропогенных воздействий
на природную среду. Предлагается соответствующий матема-
тический аппарат применительно к моделям указанного типа
как системам неоднородной структуры.

Ключевые слова: устойчивое развитие, математическая модель,
динамические системы, антропогенные воздействия.

Введение

Социально-экономическое развитие регионов должно отве-
чать принципам устойчивого развития с учетом экологического
фактора (sustainable development). Это особенно актуально для
такой страны как Россия с ее огромным природно-ресурсным по-
тенциалом, составляющим крупный экологический резерв пла-
неты, за сохранение и рациональное использование которого эта
исторически сложившаяся великая держава несет особую ответ-
ственность перед будущими поколениями.

Даже при самом талантливом государственном руководстве
на всех уровнях (что весьма далеко от реальности) эффектив-
ность принимаемых управленческих решений, особенно в слож-
ных современных геополитических условиях, невозможно обес-
печить без сравнения многочисленных возможных вариантов,
возникающих на практике, с оценкой их долгосрочных послед-
ствий (экономических, социальных, политических, экологиче-
ских), что требует решения сложных междисциплинарных за-
дач системного анализа. Однако соответствующей общеприня-
той практической методологии их решения и необходимых дан-
ных для комплексных оценок по критериям устойчивого разви-
тия на сегодня не существует, что приводит к односторонней на-
правленности важных программ и проектов — преимущественно
социально-экономической (таких, например, как Концепция дол-
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госрочного социально-экономического развития Российской Фе-
дерации на период до 2020 года) либо природоохранной (таких
как ФЦП «Охрана озера Байкал и социально-экономическое раз-
витие природной территории на период до 2020 года»).

Для решения указанных проблем устойчивого развития наи-
более подходящими представляются реализованные на современ-
ных компьютерах динамические модели, которые отражают эво-
люцию экономических, социальных и экологических компонент
во взаимодействии при различных управленческих и внешних
воздействиях, и методы их анализа, характерные для математи-
ческой теории систем и управления. Это показали уже первые
известные модели мировой динамики, содержащиеся в работах
Дж. Форрестера и Д. Медоуза и др. [40, 44], выполненные в на-
чале 1970-х годов под эгидой Римского клуба8 , где была коли-
чественно обоснована возможность наступления в сравнительно
недалеком будущем глобального экологического кризиса при со-
временных тенденциях мирового развития.

Они оказали большое влияние на «пробуждение экологи-
ческого сознания» во всех слоях мирового сообщества вплоть
до правительств, и тем самым на становление современной па-
радигмы устойчивого развития, сформулированной официально
Конференцией ООН по окружающей среде и развитию (Рио-де-
Жанейро, 3-14 июня 1992 года) в известном документе «Повест-
ка дня на XXI век» (Agenda XXI), принятой ООН как програм-
ма действий для предотвращения экологического кризиса. Одна-
ко задолго до этого события необходимость разработки подоб-

8 Римский клуб — международная общественная организация, со-
зданная итальянским промышленником Аурелио Печчеи и генеральным
директором по вопросам науки Организации экономического сотруд-
ничества и развития Александром Кингом в 1968 году, объединяющая
представителей мировой политической, финансовой, культурной и на-
учной элиты. Одной из главных своих задач Римский клуб считал при-
влечение внимания мировой общественности к глобальным проблемам
посредством заказных докладов, отражающих перспективы развития
биосферы и идеи гармонизации отношений человека и природы (Вики-
педия).
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ных программ на различных уровнях была ясно осознана сре-
ди ученых самых разных специальностей, что привело к быстро
нарастающему потоку междисциплинарных исследований в тра-
диционных научных организациях и в новых, таких, например,
как Международный институт прикладного системного анализа в
Вене или Институт системного анализа Академии наук в Москве,
и многих других в разных странах.

В этих исследованиях важную роль играют построение мате-
матических моделей регионов как социо-эколого-экономических
систем и применение разнообразных математических методов,
о чем свидетельствуют многочисленные публикации с середины
1970-х. Отметим лишь наиболее значимые, на наш взгляд, моно-
графии и некоторые статьи последних лет [1, 2, 6, 7, 13, 16, 17,
24–29, 31, 33–38, 46] среди огромного вала работ, инициирован-
ного по существу работами [40, 44] и другими, выполненными
по заказу Римского клуба.

Важным стимулом здесь послужило то обстоятельство, что
модели, представленные в [40, 44], сами по себе уникальны и
не могут быть непосредственно тиражированы и применены к
многочисленным объектам, таким как отдельные страны, реги-
оны, природные и производственные комплексы, изучение ко-
торых требуется для практического применения новых прин-
ципов взаимоотношений человека и природы. Будучи примера-
ми эффективных междисциплинарных исследований, они в то
же время не содержат методических материалов для организа-
ции таких исследований. С самого начала стало очевидным, что
усилия должны быть направлены на развитие соответствующе-
го информационно-компьютерного инструментария, включающе-
го не только модели объектов различной сложности, но и эффек-
тивные методы их многовариантного анализа, соответствующее
информационное и программное обеспечение. Иначе та или иная
конкретная модель, в создание которой вложен большой труд, как
правило, междисциплинарного коллектива, будет использоваться
крайне неэффективно.

На этом пути возникают многие методологические пробле-
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мы, такие как:

• противоречие между растущей специализацией научных
дисциплин и требованиями их интеграции при междисци-
плинарных исследованиях;

• идентификация моделей в условиях острого дефицита дан-
ных междисциплинарного характера и невозможности про-
ведения натурных экспериментов над объектом;

• «антиинтуитивное» поведение сложных систем, препят-
ствующее простому сценарному анализу, с одной стороны,
а с другой — сложность и неоднородность математических
моделей, препятствующая применению классических мето-
дов теории управления;

• отставание процессов создания алгоритмов и программ от
прогресса вычислительной техники.

Эти проблемы и возможные подходы к их решению, апробиро-
ванные в практических приложениях, в полной мере отражены в
представленном списке публикаций.

В частности, в [24, 25] обосновывается целесообразность
эволюционного развития необходимого класса моделей, начиная
от известных классических моделей экономики, допускающих
глубокий теоретический анализ путем их модификации и допол-
нения новыми блоками и описывающих поведение природных
систем, что перекликается с работой группы известного эконо-
миста В. Леонтьева [43], выполненной под эгидой ООН на осно-
ве обобщения соотношений экономического баланса. Однако для
более глубокого анализа этого недостаточно; в [25] были сформу-
лированы аналоги классических вариационных задач экономиче-
ского роста как некоторых замыкающих вариационных принци-
пов. Эти задачи были решены в общем виде, почти аналитически,
с учетом их вырожденности эффективными методами теории вы-
рожденных задач [9].
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В [13] рассматриваются информационные проблемы и пред-
лагаются подходы к идентификации в условиях дефицита инфор-
мации, в частности, схема формирования новой статистики, со-
держащей данные о взаимодействии экономических, природных
и социальных компонент. В [6, 28] содержатся результаты практи-
ческого приложения предложенных моделей и методов к форми-
рованию стратегий устойчивого развития конкретных регионов.
Заметим, что [13, 16] — коллективные монографии участников
проведенных работ, и подобный «жанр», по-видимому, должен
быть типичным для представления результатов междисциплинар-
ных исследований.

Большое значение приобретают исследования, связанные
с разработкой действенных механизмов реализации стратегий
устойчивого развития в различных условиях взаимодействия
агентов с различными интересами [1, 2, 5, 14, 16–18, 20, 21, 29,
31, 33–37, 42, 46], в том числе — с эффективным применением
математических методов.

В [5, 26, 34–37] представлены результаты и иссле-
дования теоретико-игровых механизмов управления эколого-
экономическими системами: комплексного оценивания инте-
грального риска и ущерба, штрафов, платы за риск, финансиро-
вания снижения уровня риска, компенсации затрат на снижение
уровня риска, продажи квот на уровень риска, аудита, снижения
ожидаемого ущерба, экономической мотивации, оптимизации ре-
гиональных программ, согласования интересов органов управле-
ния.

Цель данной статьи — рассмотреть один из подходов к дан-
ной проблеме, близкий к теоретико-игровым, — нормирование
антропогенных воздействий и предложить соответствующий ма-
тематический аппарат применительно к эколого-экономическим
моделям как системам неоднородной структуры.

165



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

1. Постановка и решение задачи нормирования

Рассматривается дискретно-непрерывная модель системы
переменной структуры [15, 32]

ẋ = f(k, t, x, w), k ∈ K = {kI , kI + 1, . . . kF }, t ∈ [tI(k), tF (k)],
(1)

x ∈ Rn(k), w ∈ Rq(k), x(kI) = xI .

Здесь xI — заданное начальное состояние. Функции x(k, t) при
каждом k описывают динамику состояния системы на отрезках
[tI(k), tF (k)], где tF (k) = tI(k +1), и связаны между собой соот-
ношениями
(2) x(tI(k + 1)) = F (u(k + 1))x(tF (k)),
где F (u(k + 1)) — матрица размера n(k + 1) × n(k). Вектор
u(k) ∈ Rm(k)

и функция w(k, t), t ∈ [tI(k), tF (k)], характеризу-
ют внешние воздействия на систему. При этом первое определяет
начальное состояние x(tI) очередного отрезка, а второе изменяет
эволюцию системы на этом отрезке.

Заданы параметрические семейства множеств U(k, ω(k)) ⊂
Rm(k), W(k, ν(k)) ⊂ Rq(k), (ω(k), ν(k)) : ω(k) ∈ Ω(k) ⊂
Rm(k), ν(k) ∈ N(k) ⊂ Rq(k). При каждом k набор парамет-
ров ω(k), ν(k) порождает множество в фазовом пространстве
в момент tF (k), соответствующее всевозможным воздействиям
u(k) ∈ U(k, ω(k)), w(k, t) ∈ W(k, ν(k)), t ∈ [tI(k), tF (k)] на си-
стему (1)–(2), которое обозначим Ξ(k, ω, ν). Пусть заданы мно-
жества X(k) = {x ∈ Rn(k) : Q(k, x) > 0} и скалярная функ-
ция ξ(ω(kI) . . . ω(kF ), ν(kI) . . . ν(kF )) и требуется максимизиро-
вать эту функцию при ограничениях
(3) Ξ(k, ω, ν) ⊂ X(k), (ω(k), ν(k)) ∈ Ω(k)×N(k), k ∈ K.

Содержательный смысл задачи нормирования состоит в
определении управлений w, обеспечивающих попадание состо-
яния социо-эколого-экономической системы в нужную область
X , отвечающую требованиям устойчивого развития, путем оп-
тимального (по экономическим критериям) ограничения мно-
жества антропогенных воздействий U. Это некоторый вариант
теоретико-игровой постановки, где с одной стороны выступают
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субъекты — источники антропогенных воздействий и в то же вре-
мя экономических и иных благ (предприятия, население), а с дру-
гой — административный орган, определяющий нормы (квоты)
отрицательных воздействий.

Эта постановка является обобщением задачи нормирования,
исследованной в [3], где размерности всех величин на протяже-
нии всего дискретно-непрерывного процесса принимались неиз-
менными.

Для решения задачи исключим связи между состояниями на
границах отрезков (2) и введем в соотношение вместо x(tF (k))
дополнительное воздействие y(k+1), удовлетворяющее условиям

y(k) ∈ Y(α(k), β(k)),

Y(α(k), β(k)) = {y(k) ∈ Rn(k) : α(k) 6 y(k) 6 β(k)}, k ∈ K.

Дальнейшее исследование будем вести поэтапно. На пер-
вом этапе, считая k фиксированным, опишем всевозможные зна-
чения параметров α(k), β(k), α(k) 6 β(k) и (ω(k), ν(k)) ∈
Ω(k) × N(k), k ∈ K, при которых выполняется условие:
всякое решение системы (1), соответствующее всевозможным
u(k) ∈ U(k, ω(k)), u(k + 1) ∈ U(k + 1, ω(k + 1)), t ∈
[tI(k), tF (k)], y(k) ∈ Y(α(k), β(k)) с начальным условием
x(k, tI(k)) = F (u(k))y(k) удовлетворяет неравенствам
(4) α(k + 1) 6 x(k, tF (k)) 6 β(k + 1),
(5) Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k))) > 0.

Неравенство (5) получено из (3) с учетом условия (2).
На втором этапе, объединяя эти задачи и исключая дополни-

тельные переменные α(k), β(k), k ∈ K, перейдем к задаче дис-
кретной оптимизации с ограничениями, в которой роль управле-
ний будут играть параметры ω(k), ν(k), k ∈ K. При этом будем
опираться на принцип расширения [11, 22].

Введем в рассмотрение вспомогательные непрерывно диф-
ференцируемые при каждом k функции ϕ(k, t, x) и определим
с их помощью следующие конструкции (аналоги конструкций
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В.Ф. Кротова в соответствующих достаточных условиях опти-
мальности):

Rj(k, t, x, w) = ϕjT
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ(k, t, x)j

t ,

t ∈ [tI(k), tF (k)], j = 1, 2, 3,

G1(tI(k), tF (k), x(k), u(k), y(k)) = x(k)− α(k − 1)+

+ϕ1(k, tF (k), x)− ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

G2(tI(k), tF (k), x(k), u(k), y(k)) = −x(k) + β(k + 1)+

+ϕ2(k, tF (k), x)− ϕ2(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

G3(tI(k), tF (k), x(k), u(k), u(k + 1), y(k)) =
= Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k)))+

+ϕ3(k + 1, tF (k), x(k))− ϕ3(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

µj(k) =

tF (k)∫
tI(k)

sup[ϕjT
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ(k, t, x)j

t ]dt,

x(k) ∈ Rn(k), w(k) ∈ W(k, ν(k)),

m1(k, α(k), β(k), ω(k)) = inf{x(k) + ϕ1(k, tF (k), x)−
−ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)) : x(k) ∈ Rn(k),

u(k) ∈ U(k, ω(k)), α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0},

m2(k, α(k), β(k), ω(k)) = inf{−x(k) + ϕ2(k, tF (k), x)−
−ϕ2(k, tI(k), F (k, u(k))y(k))), x(k) ∈ Rn(k),

u(k) ∈ U(k, ω(k)), α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0},
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m3(k, α(k), β(k), ω(k), ω(k + 1)) = inf Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k)))

+ϕ3(k + 1, tI(k + 1), x(k))− ϕ3(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

x(k) ∈ Rn(k), u(k) ∈ U(k, ω(k)), u(k + 1) ∈ U(k + 1, ω(k + 1)),
α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0.

Теорема 1. Пусть существуют функции ϕj(k, t, x) и векто-
ры α(k), β(k), такие, что при всех k ∈ K функции µj(k) инте-
грируемы на отрезке [tI(k), tF (k)] и справедливы неравенства
(6) m1(k, α(k), β(k), ω(k))− α(k + 1)− µ1(k, ν(k)) > 0,

(7) m2(k, α(k), β(k), ω(k)) + β(k + 1)− µ2(k, ν(k)) > 0,

(8) m3(k, α(k), β(k), ω(k))− µ3(k, ν(k)) > 0,

(9) supQ1(F1(u1))xI > 0 : u1 ∈ U1(ω1), xI = α1 = β1.

Тогда Ξ(k, ω(k), ν(k))⊂ X(k) при всех k ∈ K.

Доказательство. Покажем сначала, что из неравенств (6),
(7), (9) для любого процесса x(k, t) системы (1)–(2), порожден-
ного допустимыми воздействиями u(k), w(k, t), следует выпол-
нение неравенств
(10) α(k + 1) 6 x(k, tF (k)) 6 β(k + 1).
Вдоль данного процесса из определения mj(k) и µj(k) вытекают
неравенства

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k))+

+ϕ1(k, tF (k), x)− ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k))−
tF (k)∫

tI(k)

sup[ϕ1T
x (k, t, x(t))f(k, t, x(k), w(k)) + ϕ1(k, t, x(t))t]dt,

x(k) ∈ Rn(k), w(k) ∈ W(k, ν(k)).

Если x(k − 1, tI(k)) удовлетворяет неравенствам
(11) α(k) 6 x(k − 1) 6 β(k),
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то, положив y(k) = x(k − 1, tI(k)), с учетом соотношения (2),
получаем

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k))+

+ϕ1(k + 1, tF (k), x(k, tF (k)))− ϕ1(k, tI(k), x(k, tI(k)))−
tF (k)∫

tI(k)

sup[ϕ1T
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ1(k, t, x)t]dt,

w(k) ∈ W(k, ν(k)),

где подынтегральное выражение есть полная производная функ-
ции ϕ1(k) в силу системы (1) при данном k. Поэтому из послед-
него неравенства получаем

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k)).

Отсюда и из (6) имеем

x(k, tF (k)) > α(k + 1).

Аналогично из (7) будем иметь x(k, tF (k)) 6 β(k + 1). Ес-
ли же x(k − 1, tI(k)) не удовлетворяет условию (11), а выпол-
няется, например, условие x(k − 1) > β(k), тогда можно по-
казать, что не будут выполнены аналогичные условия и для
x(k− l, tI(k− l) + 1), l = 1, 2, . . . k, что в итоге приведет к нера-
венству xI > β1, которое противоречит условию xI = α1 = β1.
Следовательно, неравенства (10) имеют место. Из (8) аналогич-
ным образом получим Q(k + 1, F (u(k + 1)) x(k, tF (k))) > 0.
Так как параметры u(k) ∈ U(k, ω(k)), w(k, t) ∈ W(k, ν(k)) и
y(k) ∈ Y(k) выбраны из соответствующих множеств произволь-
но, то имеет место включение Ξ(k, ω(k), ν(k))⊂ X(k) при всех
k. Теорема доказана.

Выберем параметры α(k+1), β(k+1) таким образом, чтобы
неравенства (6) – (7) выполнялись как равенства. Тогда
(12) α(k + 1) = m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)),
(13) β(k + 1) = −m2(k, α(k), β(k), ω(k)) + µ2(k, ν(k)),
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(14) α1 = β1 = xI .

Равенства (12)–(14) можно рассматривать как дискретную управ-
ляемую систему, где фазовыми перемеными являются α(k), β(k),
а управлениями — ω(k)), ν(k), k ∈ K. Если подходящий набор
функций ϕj(k) найден, то исходная задача нормирования может
быть заменена дискретной задачей оптимального управления:
на траекториях системы (12)–(14) максимизировать функцию
ξ(ω(kI) . . . ω(kF ), ν(kI) . . . ν(kF )) при наличии фазовых ограни-
чений (8), (9) и ограничений на управление ω(k) ∈ Ω(k), ν(k) ∈
N(k), k ∈ K. В результате решение задачи нормирования распа-
дается на два этапа: поиск подходящих функций ϕj(k) и решение
исходной задачи оптимального управления.

Несколько замечаний о первой задаче. Произвольный набор
функций ϕj(k) и совместность неравенств (6)–(9) гарантирует
непустоту множества управлений, обеспечивающих выполнение
всех ограничений задачи дискретного оптимального управления.
Однако при неудачном выборе функций ϕj(k) в это множество
могут не попасть параметры ω(k), ν(k), k ∈ K, являющиеся
решением задачи нормирования. Используя результаты, получен-
ные в [11, 19], можно найти условие для определения функций
ϕj(k), при которых решение задачи нормирования всегда будет
попадать в множество допустимых решений дискретной задачи
оптимального управления. При этом для поиска таких функций
потребуется решать уравнения в частных производных первого
порядка типа уравнения Беллмана [11, 22].

Второй путь решения задачи связан с построением алгорит-
мов последовательного улучшения, когда на каждом шаге реша-
ются две задачи — улучшение функций ϕj(k), приводящее к рас-
ширению множества допустимых значений в дискретной задаче,
и собственно решение дискретной задачи оптимального управле-
ния при заданных ϕj(k). Для решения первой из них могут при-
меняться алгоритмы, разработанные в [10, 23] для непрерывных
задач оптимального управления.
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2. Задача нормирования для линейных систем

В этом разделе для избежания громоздкости изложения бу-
дем считать размерности всех объектов не зависящими от k. В
случае, когда системы (1)–(2) линейны
(15) ẋ(k) = A(k, t)x(k) + B(k, t)w(k), t ∈ [tI(k), tF (k)],

x(tI(k)) = D(k)x(k − 1, tF (k − 1)) + P (k)u(k),(16)

x(t(kI)) = xI , Q(k, x) = C(k)x(k) + d(k),
возможно построение замкнутых алгоритмов решения задачи
нормирования. При этом условие (5) примет вид
(17) C(k+1)D(k+1)x(k, tF (k))+C(k+1)P (k+1)u(k+1) > 0.

Рассмотрим неравенства (6)–(8) из теоремы, полагая
ϕj(k, x(k)) = Sj(k, t)x(k), j = 1, 2, 3, k ∈ K. Пусть мат-
ричные функции S1(k), S2(k), S3(k) удовлетворяют на отрезках
[tI(k), tF (k)] матричному дифференциальному уравнению

(18)
dSj(k, t)

dt
= −Sj(k, t)A(k, t), j = 1, 2, 3,

с условиями
(19) S1(k, tF (k)) = −E,

(20) S2(k, tF (k)) = E,

(21) S3(k, tF (k)) = −C(tF (k))D(tF (k)).
Тогда неравенства (6)–(8) будут иметь вид:

−α(k + 1)− |S1(k, tI(k))D(k)|+β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|−α(k)−
(22)

−|S1(k, tI(k))P (k)|+ω(k)− n+(k) > 0,

β(k + 1) + |S1(k, tI(k))D(k)|−β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|+α(k)−
(23)

−|S1(k, tI(k))P (k)|−ω(k)− n−(k) > 0
|C(k + 1)P (k + 1)|+ω(k + 1) + d(k + 1)−(24)

−|S3(k, tI(k))P (k)|−α(k)− n+(k) > 0,

(25) D1α1 + P1ω1 > 0.

Здесь через |M |+ обозначена матрица, полученная из матрицы M
заменой отрицательных элементов нулями, через |M |− — заменой
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положительных элементов нулями, через n+(k), n−(k) обозначе-
ны соответственно интегралы

tF (k)∫
tI(k)

|Sj(k, t)B(k)|+ν(k)dt,

tF (k)∫
tI(k)

|Sj(k, t)B(k)|−ν(k)dt,

j = 1, 2, 3. При этом учтено равенство S1(k) = −S2(k), сле-
дующее из условий (18)–(20). Дискретная управляемая система
(12)–(14) преобразуется к виду:

α(k + 1) = |S1(k, tI(k))D(k)|+β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|−α(k)−
(26)

−|S1(k, tI(k))P (k)|+ω(k)− n+(k),

β(k + 1) = −|S1(k, tI(k))D(k)|−β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|+α(k)−
(27)

−|S1(k, tI(k))P (k)|−ω(k)− n−(k).
Таким образом, исходная задача нормирования сведена к

дискретной линейной задаче оптимального управления (24)–(27),
целевая функция которой имеет вид

ξ(ω, ν) → max, (ω, ν) ∈ Ω×N.

При этом матрицы S1(k, tI(k)), S3(k, tI(k)) определяются из со-
отношений (19) и (21). Заметим, что для линейного процесса
условия (6)–(9) являются достаточными и необходимыми усло-
виями выполнения включения Ξ(k, ω(k), ν(k)) ⊂ X(k) при всех
k ∈ K.

3. Задача нормирования выбросов загрязняющих
веществ вдоль русла реки

Пусть имеется K источников выбросов загрязняющих ве-
ществ с интенсивностью u(k), расположенных вдоль русла реки
в точках (k), k = 1, 2, . . . ,K. Требуется определить предельно
допустимые выбросы (ПДВ) (интенсивность ω(k)) каждого ис-
точника при соблюдении предельно допустимых концентраций
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(ПДК) загрязняющих веществ в контрольных створах x(k)k, ко-
торые расположены в зоне неполного перемешивания. Интенсив-
ность ω(k), k = 1, 2, . . . ,K, должна быть такой, чтобы выпол-
нялось условие

K∑
k=1

ξ(k, ω(k)) −→ max,

где ξ(k, ω(k)) — максимальная возможная прибыль, получаемая
предприятием в п. k, если предельные выбросы загрязняющих
веществ равны ω(k).

Распространение неконсервативного вещества вдоль русла
будем описывать системой дифференциальных уравнений на эта-
пе k, k = 1, 2, . . . ,K:

S(k, x) = − 1
Q(x)

dQ(x)
dx

S(k, x)− kSt(k, x)
v(k)

,(28)

x ∈ [x(k) + l(k), x(k + 1)],
связанных между собой отношениями

S(k, x(k)) = S(k − 1, x(k − 1)) +
1

M(k)
·

·
∫∫

M(k)
u(k) exp(f(k, y, z))/l(k)DyDz×(29)

×erf(z1k)× erf(z2k)dydz,

SI(x1) = SΦ,

где
f(k, y, z) = −y2v2/4Dyl(k))− z2v(k)/4Dzl(k)− kl(k)/v(k),

z1k = B(k)
√

v(k)/4
√

Dyl(k), z2k = H(k)
√

v(k)/4
√

Dzl(k),

(30)

erf(z) =
∫ z

0
e−ξ2

dξ

u(k) — интенсивность k-го источника; SΦ — фоновая концентра-
ция вещества для первого источника; Q(x(k)) — расход воды в
точке x(k); S(k, x(k)) — концентрация загрязняющего вещества
в точке x(k); v(k), B(k),H(k) — скорость, ширина и глубина ре-
ки в створе полного перемешивания k-го источника, т. е. в точке
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x(k) + l(k) (l(k) — длина зоны достаточно полного перемешива-
ния k-го источника); Dy,Dz — коэффициенты турбулентной дис-
персии; M(k) — площадь живого сечения реки в створе полного
перемешивания k-го источника; k — коэффициент, характеризу-
ющий деструкцию загрязняющего вещества. Второе слагаемое в
(29) получено из точного решения уравнений турбулентной диф-
фузии [30]. Условие (5) задачи нормирования в данном случае
будет иметь вид

ПДК− S̄(k + 1, xk(k + 1)) > 0,(31)

S̄(k + 1, xk(k + 1)) = S(x(k + 1)) + max
y,z∈M(k,xk(k+1))

u(k + 1)×,

(32)

× exp fk(k + 1, y, z)/erf(zk(k + 1))× erf(z̄k(k + 1)),

fk(k + 1)(y, z) = −y2
√

v(k + 1)/4Dy(xk(k + 1)− x(k + 1))−

−z2
√

v(k + 1)/4Dz(xk(k + 1)− x(k + 1))−

−k(xk(k + 1)− x(k + 1))/v(k),

zk(k + 1) = B(k + 1)
√

v(k + 1)/4
√

Dy(xk(k + 1)− x(k + 1)),

z̄k(k + 1) = H(k + 1)
√

v(k + 1)/4
√

Dz(xk(k + 1)− x(k + 1)).
Дополнительные ограничения (4) перепишем так: α(k + 1) 6
S(k, tF (k)) 6 β(k + 1).

Задача нормирования выбросов загрязняющих веществ сво-
дится к задаче линейного программирования.

В (28) обозначим

− 1
Q(k, x)

dQ(k, x)
dx

− k

v(k)
= A(k, x).

В выражении (29) во втором слагаемом u(k) не зависит от y, z
поэтому u(k) вынесем за знак двойного интеграла и введем обо-
значение

P (k) =
1

M(k)
·
∫∫

M(k)
u(k) exp(f(k, y, z))/l(k)DyDz×

×erf(z1k)× erf(z2k)dydz.
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Тогда выражения (28)–(30) можно записать следующим образом:
dS(k, x)

dx
= A(k, x)S(k, x), x ∈ [x(k), x(k + 1)],(33)

S(k, x(k)) = S(k − 1, x(k)) + P (k)u(k),(34)

SI(x1) = SΦ.(35)
Учитывая, что второе слагаемое в (32) линейно относительно
u(k), обозначим

D(k + 1) = max
y,z∈M(k,xk(k+1))

[
1

(xk(k + 1)− x(k + 1))
√

DyDz

×

× exp(fk(k + 1)(y, z))/erf(zk(k + 1))× erf(z̄k(k + 1))

]

и представим его в виде D(k + 1)u(k + 1). Тогда из (32) получим

S̄(k + 1, xk(k + 1)) = S(k, x(k + 1)) + D(k + 1)u(k + 1),

а из (31) —
Q(k + 1, S(k)) = ПДК− S(k, x(k + 1))−(36)

−D(k + 1)u(k + 1) > 0.

Если задача нормирования выбросов загрязняющих веществ ре-
шается с условием соблюдения ПДК в створе достаточно полного
перемешивания, то условие (31) можно переписать:

Q(k + 1, S(k)) = ПДК− S(k, x(k + 1))− P (k + 1)u(k + 1) > 0,

где

P (k + 1) =
1

M(k + 1, x(k + 1) + l(k + 1))
×∫∫

M(k+1,x(k+1)+l(k+1))
exp(f(k + 1, y, z))/l(k + 1)

√
DyDz×

×erf(z(k + 1))× erf(z̄(k + 1))dydz.

На описанной модели проведены расчеты ПДС для источников
загрязнения на р. Селенге; исходная информация приведена в
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таблице 2 и 3. Результаты расчетов приведены в таблице 4. Рас-
четы проводились с условием соблюдения ПДК в контрольном
створе xk(k) = x(k) + l(k) где l(k) — длина зоны достаточного
перемешивания — принята равной 5 км.

Таблица 1. Гидрологическая информация
Гидрологический
пункт

Расстояние до ис-
точника, км

Расход года
95%-й обеспечен-
ности, м3/с

Наушки 0 18,2
Ново-Селенгинск 116 29,2
Мостовой 252 43,4
Кабанск 396 44,9

Таблица 2. Гидрохимическая информация

Загрязняющее
вещество

ПДК, мг/м3 Коэффициент
деструкции,
1/сут

Начальная
концентрация,
мг/м3

Фенол 0,001 0,5 0,0
СПАВ 0,1 0,6 0,0
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Таблица 3. Значения предельно допустимых веществ (лето)

Пункт сброса Расстояние от п. Наушки, км
ПДВ, кг/ч

Фенол СПАВ
Наушки 0 0,021 2,148

Селендума 100 0,038 3,853
Иволгинск 220 0,0768 7,724
Улан-Удэ 244 0,057 5,84
Татаурово 290 0,073 7,414

Селенгинск 344 0,0702 7,131
Кабанск 396 0,049 5,03

Заключение

Созданные на сегодня многочисленные модели взаимодей-
ствия человеческой деятельности и природной среды позволяют
разрабатывать на их основе математическими методами разнооб-
разные административные и экономические механизмы реализа-
ции стратегий устойчивого развития с учетом отношений различ-
ных агентов, принимающих решения. Среди них важное прак-
тическое значение имеет нормирование антропогенных воздей-
ствий на природные объекты, которое может быть использовано
как самостоятельно, так и в комбинации с другими механизмами
— экономическими (например, торговля квотами) и процедурами
согласования интересов.

Рассмотренный выше метод нормирования для дискретно-
непрерывных динамических систем может быть обобщен на бо-
лее сложные иерархические модели сетевой структуры. Об этом
говорит исследованная в [2] задача нормирования применительно
к модели бассейна реки как дерева операторов.
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Abstract: We briefly survey the mathematical models of ecological-
economical and social-ecological-economical systems and introduce
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