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Предлагается подход к задачам принятия решений, для кото-

рых заданные отношения предпочтения приводят к пустым 

ядрам, состоящий в минимальной коррекции исходной модели. 

Идея реализована на примере кооперативной игры в форме ха-

рактеристической функции c пустым C-ядром как модели не-

устойчивой эколого-экономической системы, для которой кор-

рекция интерпретируется как механизм стабилизации. Опре-

делено понятие Cp-ядра и предложены методы его нахожде-

ния. 
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1. Введение 

При анализе любой математической задачи один из основ-

ных вопросов – это существование решения. Задачи, которые не 

имеют решения в принятом смысле, принято называть несоб-

ственными. Для таких задач обычно вводится понятие обоб-

щенного решения. Как правило, такое решение превращается в 

классическое решение для некоторой аппроксимации исходной 

задачи. Например, если для несовместной системы уравнений 

или неравенств в качестве решения принимается элемент, кото-
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рый минимизирует некоторую норму невязки, то это эквива-

лентно решению совместной системы, получающейся из исход-

ной системы минимальным изменением некоторых параметров 

(исходных данных) в смысле данной нормы. 

Такой подход, состоящий в минимальной коррекции исход-

ной модели, получил в последнее время широкое распростране-

ние (см., например, [1–8, 10]). Естественным является его при-

менение в задачах принятия решений, для которых заданные 

отношения предпочтения приводят к пустым ядрам. В данной 

работе эта идея реализована на примере кооперативной игры, C-

ядро которой является пустым множеством. Если такая игра яв-

ляется моделью некоторой эколого-экономической системы, то 

это можно трактовать как отсутствие свойства устойчивости 

компромиссных решений (дележей), а коррекцию модели – как 

механизм стабилизации системы (например, налоговые платежи 

или льготы, плата за природные ресурсы, штрафы за загрязне-

ние окружающей среды и т.д.). 

2. О подходах к решению проблема пустоты ядра 

В данной работе рассматриваются кооперативные игры с 

побочными платежами (трасферабельной полезностью) в форме 

характеристической функции (супераддитивной). Напомним 

некоторые определения. 

Определение 2.1.  Кооперативной игрой в форме харак-

теристической функции называется пара Г = (N, v), состоящая 

из конечного множества N = {1, 2, …, n}, элементы которого 

называются игроками, и вещественной функции v: 2N  R, 

определенной на множестве всех подмножеств S  N, называ-

емых коалициями.  

Функция v(S) называется характеристической (или коали-

ционной функцией), на нее обычно накладываются условия 

(1) v(∅) = 0,  

(2) v(SТ) ≥ v(S) + v(T), если ST=∅. 

Свойство (1) формальное, а свойство (2), которое называет-

ся супераддитивностью, означает, что при объединении не со-

держащих общих членов коалиций они могут обеспечить себе 
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общий выигрыш не меньше суммы выигрышей объединившихся 

коалиций. При таком условии, вообще говоря, для игроков вы-

годно объединение в «большую коалицию» N. Вопрос состоит в 

том, как они могут разделить общий выигрыш. 

Определение 2.2.  Дележом в кооперативной игре назы-

вается вектор x = (x1,…,xn), удовлетворяющий условиям инди-

видуальной рациональности xi  v({i}) iN и коллективной 

рациональности  

 
1

( )
n

i

i

x v N


 . 

Таким образом, множество дележей есть 

(3)   
1

( ) ( ), ,
n

n

i i

i

X v x E x v N x v i i N


 
     
 

 . 

Определение 2.3.  Говорят, что дележ x доминирует де-

леж y по коалиции S ( )
S

x y , если xi > yi, i  S и ( )i

i S

x v S


 . 

Говорят, что дележ x просто доминирует дележ y ( )x y , 

если найдется такая коалиция S, что x доминирует дележ y по 

коалиции S . 

Определение 2.4.  С-ядром кооперативной игры называ-

ется подмножество таких дележей, для которых не суще-

ствует доминирующих их дележей. 

Далее С-ядро игры будем обозначать просто С. Структура C 

описывается следующей известной теоремой. 

Теорема 1.1.  C есть множество всех таких векторов x, 

что 

(4) 

1
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Иногда систему неравенств и одного равенства (4) прини-

мают в качестве определения C-ядра. К сожалению, эта система 

может быть несовместной, тогда С=. В терминах метода по-

крытий такие кооперативные игры называются несбалансиро-

ванными, а в рамках предлагаемого подхода их можно назвать 

несобственными (конечно, только относительно C-ядра) и при-

менить к ним методы коррекции.  
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В качестве решения проблемы пустоты C-ядра Шепли и 

Шубик [11] предложили следующее понятие C-ядра:  

 
1

( ) ( ), ( ) , ,
n

i i

i i S

C v x x v N x v S S S N 
 

 
      
 

  . 

Очевидно, что C(v)   для достаточно больших . C-ядро 

есть подмножество множества распределений (распределение – 

это вектор, удовлетворяющий только условию коллективной 

рациональности). Оно обладает свойством устойчивости в пред-

положении, что на создание любой коалиции необходимо про-

извести затраты, равные  . Если же исходно С  , но слишком 

широкое, то его можно сузить путем выбора  < 0, которое тогда 

интерпретируется как вознаграждение за создание коалиции. 

Наименьшее C-ядро есть пересечение всех непустых C-ядер. 

Обозначим его LC(v). Очевидно, что 
0 ( )( ) ( )vLС v C v , где 0(v) – 

наименьшее  такое, что ( )С v  . Величина 0(v), которая мо-

жет быть и отрицательной, определяется формулой  

 0
( ) ,

( ) min max ( , )
x X v S N

v e S x
 

 ,  

где ( , ) ( ) i

i S

e S x v S x


   – эксцесс коалиции S для дележа x. 

Введение понятия C-ядра является, по существу, частным 

случаем коррекции исходной игры. Однако при этом возникает 

вопрос, почему   фиксированная для всех коалиций величина, 

а не зависит от размера или состава коалиций. И почему в него 

надо вкладывать смысл именно затрат на создание коалиции, 

ведь эти затраты могли быть уже учтены в исходном значении 

v(S). Использование общих методов коррекции позволяет взгля-

нуть на проблему пустоты C-ядра более широко. 

3. Постановка задачи коррекции игры 

Сформулируем задачу минимальной коррекции коопера-

тивной игры с отсутствием требуемого свойства (например, пу-

стым C-ядром): 

 min   
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(5) ( )i

i S

x v S


 , 

 
1

( )
n

i

i

x v N


 , 

где 
( )( ) ( ) v Sv S v S S N    , v(S) – координаты вектора , 

2N

R , || ||  некоторая векторная норма (далее используется 

норма Гельдера с p = 2 и p = ), причем игра с характеристиче-

ской функцией ( )v S  обладает требуемым свойством.  

На параметры коррекции v(S) могут накладываться допол-

нительные ограничения, в частности, далее в основном рассмат-

ривается коррекция, не предполагающая изменения v(N)). Кроме 

того, при некоторых видах коррекции может нарушаться свой-

ство супераддитивности (2), поэтому возможно введение соот-

ветствующих ограничений на коррекцию, сохраняющих данное 

свойства, а также и любое другое (например, симметрию) или 

их комбинацию. 

Определение 3.1.  Cp-ядром назовем множество 

(6) 








 


NSSvxvXxC Sv

Si

ipp )()(,min:)( , 

где X(v) – множество распределений, получаемое из (3) исклю-

чением условий xi  v({i}) i  N, || ||p – норма Гельдера, Cp  . 

Если C-ядро игры существует, то, очевидно, Cр = C.  

Несовместность системы (4) означает, что либо исходная 

модель плохо отражает действительность и нуждается в дора-

ботке, либо плох описываемый ею реальный механизм взаимо-

действия, либо в рамках концепции C-ядра неустойчивость не-

устранима. Коррекция модели (в данном случае характеристи-

ческой функции, если это допустимо) является, соответственно, 

либо уточнением исходных параметров, либо введением допол-

нительных механизмов, обеспечивающих устойчивость возмож-

ных компромиссных решений. 

Рассмотрим возможные дополнительные условия (ограни-

чения) на коррекцию. 

1.  v(S) =   S  , N. 
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Данное условие похоже на определение C-ядра, однако 

здесь, в соответствии с общей постановкой задачи коррекции 

(5), предполагается минимизация параметров коррекции, поэто-

му для любой нормы получаем следующую задачу: 

 | |  min 

 

1
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i S

n

i
i

x v S S N

x v N






   






 

которая, очевидно, сводится к задаче линейного программиро-

вания (ЗЛП): 

 u  min 

 

1

,

,

( ) ,

( )








 

    










i
i S

n

i
i

u

u

x v S S N

x v N .





  

Свойство супераддитивности автоматически сохраняется. 

Решение этой задачи, вообще говоря, не совпадает с наимень-

шим ядром, так как если С  , то здесь  = 0 и ядро не меняет-

ся, а LC(v) является его максимальным сужением. Такая коррек-

ция в эколого-экономических терминах может интерпретиро-

ваться как единая для всех минимальная плата за использование 

общих природных (например, водных) ресурсов или наоборот, 

как компенсация за природоохранные мероприятия. 

2.  v(S)  0 S  , N. 

Это ограничение на коррекцию (параметры ее не отрица-

тельны) при исходном предположении о пустоте C-ядра есте-

ственно, так как речь о сужении ядра не идет.  

Для нормы Гельдера с параметром p = 2 получаем, очевид-

но, задачу квадратичного программирования: 

 
2
( ) minv S

S N
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(7) 
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Для нормы Гельдера с параметром p =  получаем ЗЛП: 

 u  min 
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n

i
i
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Свойство супераддитивности характеристической функции 

здесь после коррекции может нарушаться, поэтому ограничения 

(7) возможно следует дополнить условиями  

(8) v(ST)  v(S) + v(T), ST=,  

которые в силу их линейности не выводят из класса задач, соот-

ветственно, квадратичного или линейного программирования. 

Такая коррекция в эколого-экономических терминах может ин-

терпретироваться как дифференцированная плата за использо-

вание природных ресурсов. 

3.  v(S) = kv(S) S  , N, 0  k  1. 

Будем называть такой вид коррекции пропорциональным. 

Он может реализовываться как механизм налоговых отчислений 

или рентных платежей. Супераддитивность характеристической 

функции здесь, очевидно, сохраняется. Далее этот вариант кор-

рекции будет рассмотрен более подробно. 

4.  v(S) = kSv(S), S  , N, 0  ks  1. 

Данный вариант коррекции может реализовываться как ме-

ханизм налоговых льгот (или субсидий при ks < 0), предоставля-

емых отдельным группам. Супераддитивность скорректирован-

ной характеристической функции здесь может нарушаться, по-

этому, возможно, требуются дополнительные ограничения (8). 
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5.  ( ) ( )v S v N
S
S N



   . 

Этот вариант коррекции предполагает изменение характе-

ристической функции для всех коалиций, включая большую ко-

алицию. Данное условие можно интерпретировать как отчисле-

ния в общий фонд на охрану окружающей среды или дотации из 

этого общего фонда. Выполнение условия супераддитивности 

характеристической функции здесь обеспечивается введением 

дополнительного условия (8).  

Для нормы Гельдера с параметром p = 2 получаем задачу 

квадратичного программирования: 

 2
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S N
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Для нормы Гельдера с параметром p =  получаем ЗЛП: 

 u  min 
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Если для большой коалиции изменение характеристической 

функции запрещено, то получаем частный случай этого вариан-

та  

 ( ) 0v S
S
S N



  ,  
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который означает сохранение баланса при изменении начальных 

данных.  

Варианты 1–5 позволяют усовершенствовать базовую мо-

дель коррекции кооперативной игры с целью более адекватного 

описания реальных эколого-экономических механизмов управ-

ления. 

4. Использование сбалансированных покрытий в 
задаче коррекции 

Как известно, необходимые и достаточные условия непу-

стоты C-ядра, полученные О.Н. Бондаревой (и независимо 

Л. Шепли), основаны на теории двойственности линейного про-

граммирования. Рассмотрение двойственных переменных к 

ограничениям (4) привело к понятию сбалансированного покры-

тия. 

Определение 4.1.  Сбалансированным покрытием множе-

ства всех игроков N называется отображение , ставящее в 

соответствие каждой собственной (отличной от N) коалиции 

S действительное число S из отрезка [0, 1] так, что для всех 

игроков i  N выполняются равенства 1S
S N
S i





 . 

Теорема 4.1 (Бондарева).  Необходимым и достаточным 

условием непустоты C-ядра является выполнение неравенства  

(9) ( ) ( )S
S N

v S v N


   

для любого 

 S   1 0S S S
S i

: i N , S N  


 
        

 
 . 

Для проверки условий теоремы 4.1 надо решить ЗЛП 

 ( )
S

S
S N

v S max





 . 

Удобство использования сбалансированных покрытий со-

стоит в том, что их множество не зависит от конкретной игры 

(определяется только числом игроков), а главное, как много-

гранник, оно определяется конечным числом его вершин (назы-



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 112 

ваемых приведенными покрытиями). Сбалансированные покры-

тия можно использовать для нахождения Cp-ядра.  

В соответствии с (9) получаем задачу 

(10) min 
p
 при условии   ( )max ( ( ) ( )

 

  
S

S v S
S N

v S v N


 . 

Введем множество приведенных сбалансированных по-

крытий, для которых нарушается условие (9): 

 ( ) ( )S S
S N

: v S v N 



 
   

 
 ,   . 

Теорема 4.2.  Если C-ядро исходной игры пусто, то задача 

коррекции (10) для нормы Гельдера с параметром p =  сводит-

ся к ЗЛП 

 u  min 

 u  v(S), 

 
( ) ( ) ( )S v S S

S N S N

v S v N 
 

      S, 

 v(S)  0. 

Доказательство.  Если C-ядро исходной игры пусто, то 

существует такое подмножество множества сбалансированных 

покрытий , для которого не выполняются условия (9). Среди 

этих сбалансированных покрытий выберем только приведенные 

сбалансированные покрытия, – это есть множество . Для эле-

ментов этого множества S введем параметры коррекции, удо-

влетворяющие неравенствам  

 ( )( ( ) ) ( )S v S
S N

v S v N


    

или эквивалентным им  

 ( ) ( ) ( )S v S S
S N S N

v S v N . 
 

     

В силу положительности S, очевидно, можно ограничиться 

v(S)  0. При p =  имеем целевую функцию max v(S)  min; 

вводя u  v(S), получаем задачу на u  min, что и завершает до-

казательство. 

Для нормы Гельдера с p = 2 задача (10) аналогично сводит-

ся к задаче квадратичного программирования: 

 2
( ) min



  v S
S N

 



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

113 

 
( ) ( ) ( )S v S S

S N S N

v S v N 
 

     S  , 

 v(S)  0. 

Таким образом, если при проверке на пустоту C-ядра ис-

ходной игры найдены сбалансированные покрытия (достаточно 

рассматривать приведенные покрытия), для которых не выпол-

няются условия (9), то только они учитываются в ограничениях 

задачи нахождения Cp-ядра. Например, для игры трех лиц (с су-

пераддитивной характеристической функцией) достаточно рас-

сматривать одно сбалансированное покрытие, которое дает сле-

дующее необходимое и достаточное условие не пустоты C-ядра: 

(11) v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)  2 ∙ v(1, 2, 3). 

Соответственно, если условие (11) не выполняется, то в за-

даче поиска Cp-ядра оно выступает как ограничение на коррек-

цию. 

Пример 1.  Рассмотрим игру трех лиц с пустым C-ядром в  

(0-1) редуцированной форме: v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1, 2, 3) = 1. 

Для нее A = v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)  2 > 0. В силу суперадди-

тивности v(1, 2), v(1, 3), v(2, 3) не больше 1, поэтому v(1, 2), 

v(1, 3), v(2, 3) не меньше A. Уменьшение этих величин на 

Δ = A / 3 при неизменных v(1), v(2), v(3), v(1, 2, 3) является, оче-

видно, единственной минимальной коррекцией при любом p (за 

исключением p = , и в этом случае единственность можно до-

стичь дополнительной лексикографической минимизацией). Она 

сохраняет (0-1) редуцированную форму и супераддитивность. 

Пусть v(1, 2) = 0,5, v(1, 3) = 0,8, v(2, 3) = 1,0, тогда Δ = 0,1, 

Cp = {(0,1; 0,3; 0,6)}. 

5. Пропорциональная коррекция. 

Рассмотрим подробнее наиболее интересную, на наш 

взгляд, пропорциональную коррекцию v(S) = kv(S) S  N, 

0  k  1. Задача минимальной коррекции имеет вид 

 k → min  
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(12) 

1

( )(1 ) ,

( ) 0

i
i S

n

i
i

x v S k S N

x v N ,k .





   

 




  

Обозначим решение задачи линейного программирования 

(12) через k0, а ядро скорректированной игры, т.е. совокупность 

x, удовлетворяющих ограничениям (12) при данном k0, – 

через Сk. 

Без ограничения общности будем далее считать, что v(S)  0 

S (например, игра в (0-1) редуцированной форме, но не обяза-

тельно). Введем величину  

 
1( , ) ( ) i

i S

x S v S x . 



    

Назовем ее относительным эксцессом коалиции S. Так как 

)(vXx   имеет место 1),( Nx , то  

 0
( )

max min ( ) 1
 

 
S Nx X v

x,S .    

Очевидно, что C   тогда и только тогда, когда 0 = 1. 

Теорема 5.1.  Если C=, то  

 

1

0 1 ( ) ( )
S

S
S N

k v N max v S






 

 
   

 
 . 

Доказательство.  Введем замену переменные r = (1  k)1, 

zi = rxi, тогда задача (12) примет вид 

 r → min  

(13) 

1

( ) ,

( ), 0

i
i S

n

i
i

z v S S N

z rv N r .





  

 




 

Обозначим решение задачи (13) через r0, z0. Очевидно, за-

дача (13) эквивалентна задаче 

(14) 


n

i

iz
1

→min  

при ограничениях 

 ( )i
i S

z v S S N
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т.е. для них решения z0 совпадают, а  

 r0 = 



n

i

izNv
1

01)( .  

Рассматривая двойственную задачу к задаче (14) с переменными 

S, имеем  

 


n

i

iz
1

0
= 




NS

S Sv
S

)(max 


.  

Так как k0 = 1  r0
1, получаем утверждение теоремы. 

Пример 2.  Рассмотрим игру трех лиц с пустым C-ядром в 

нередуцированной форме. Для нее v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3) > 

 > 2v(1, 2, 3). Минимальная пропорциональная коррекция, при-

водящая к непустому ядру, дает значение 

k0 = 1  2v(1, 2, 3)∙[v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)]1. Пусть v(1) = 200, 

v(2) = 300, v(3) = 0, v(1, 2) = 800, v(1, 3) = 550, v(2, 3) = 650, 

v(1, 2, 3) = 900. Тогда k0 = 0,1 (отчисления с каждой коалиции 

10), )1(~v  = 180, )2(~v  = 270, )3(~v  = 0, )2,1(~v  = 720, 

)3,1(~v  = 495, )3,2(~v  = 585, а Сk = {(315, 405, 180)}. Заметим, 

что максимальное уменьшение значения характеристической 

функции здесь равно 80, а при независимой коррекции мини-

мальное Δ  66,7 (оно, естественно, меньше, так как при про-

порциональной коррекции на нее накладываются дополнитель-

ные ограничения). 

Пример 3  (распределение затрат на экологические меро-

приятия). Пусть в одном районе на берегу реки расположены 3 

предприятия, отходы производства которых загрязняют водные 

ресурсы. Районное руководство обязывает их построить по от-

дельности или совместно очистные сооружения. Себестоимости 

отдельных или совместных (в любом объединении) сооружений, 

исключающих все виды загрязнений, заданы: c(1) = 200, 

c(2) = 300, c(3) = 400, c(1, 2) = 350, c(1, 3) = 450, c(2, 3) = 550, 

c(1, 2, 3) = 700. Свяжем с проблемой распределения затрат игру 

сбережений [9] по формулам 

 ( ) ( ) ( )
i S

v S v i v S S N.
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Получим v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1, 2) = v(1, 3) = v(2, 3) = 150, 

v(1, 2, 3) = 200. В этой игре C = . Пусть в интересах районного 

управления создание общего очистного сооружения и оно мо-

жет ввести пропорциональные отчисления от экономии в фонд 

охраны окружающей среды. Тогда k0 = 1 / 9 (отчисления с каж-

дой двухэлементной коалиции 11), а Сk = {(200/3, 200/3, 

200/3)}. Заметим, что и произвольная минимальная коррекция 

дает такой же результат и сохраняет симметричность игры. 

6. Заключение 

Предлагаемый подход естественным образом может приме-

няться к различным игровым (и не только) задачам, не имею-

щим решения в принятом смысле. Однако он может быть ис-

пользован и для решения другой типичной проблемы теории игр 

и исследования операций. В задачах принятия решений в усло-

виях неполной информации (наличие случайных или неопреде-

ленных неконтролируемых факторов, многокритериальная оп-

тимизация, конфликтная ситуация) по существу не может быть 

единого принципа оптимальности. Поэтому для них возникают 

различные понятия решения. Если соответствующие множества 

решений для данной задачи непусты и пересекаются, то модель 

обладает хорошими свойствами. Но такая ситуация не типична. 

Если же эти множества не пересекаются, вопрос выбора реше-

ния остается открытым. Тогда, считая исходную модель, а воз-

можно и описываемую ее практическую ситуацию, неустойчи-

вой (некорректной), можно применить метод ее коррекции с це-

лью получения требуемых свойств. В данном случае этим свой-

ством может быть совпадение разных видов решений для скор-

ректированной модели. Например, для кооперативной игры та-

ким свойством может быть принадлежность вектора (значения) 

Шепли С-ядру, если последнее непусто, или одновременное 

требование непустоты и принадлежности. Соответствующие 

результаты получены и планируются к публикации. 
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Abstract: An approach is suggested for decision-making problems 

where players’ preferences result in the empty core of the coopera-

tive game. The approach is based on a minimal correction of the ini-

tial model. We illustrate the idea on the cooperative game in the 

form of characteristic function with the empty core originated from 

the model of an unsustainable ecological-economic system, for which 

a correction is interpreted as a stabilization mechanism. We intro-

duce the concept of Cp-core and explain its calculation. 
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