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Введение

Задача об оптимальной остановке случайных последователь-
ностей возникает при решении задач статистики (задача последо-
вательного различения двух простых гипотез), техники (задача о
разладке), финансовой математики (расчет американского опцио-
на) и ряде других (см. [1]–[5], [7, 8], [10]–[14]). В [2]–[4], [7, 8, 11]
получены основные результаты для задач об оптимальной оста-
новке с бесконечным горизонтом. В отличие от вышеуказанных
работ мы рассматриваем случай конечного горизонта.

В работах [3, 4, 7, 15] огибающая Снелла определена рекур-
рентным соотношением (2) и доказано, что она почти всюду сов-
падает с ценой оптимальной остановки. Однако в доступной нам
литературе мы не нашли обоснования обратного утверждения,
состоящего в том, что цена оптимальной остановки удовлетво-
ряет рекуррентному соотношению (2). Поэтому одной из целей
работы было устранить этот пробел.

В [11] содержится, по нашему мнению, наиболее полный
обзор примеров аналитического решения задач об оптимальной
остановке с конечным горизонтом (см. также [1, 2, 8]).

В монографии [7] для случая бесконечного горизонта, когда
наблюдается геометрическое случайное блуждание, а останав-
ливаемая последовательность соответствует динамическому пла-
тежному обязательству американского опциона колл с дисконт-
ным множителем, показано, что область остановки отделяется от
области продолжения наблюдений одной точкой и представляет
собой луч.

В [10] предполагается, что область остановки отделяется от
области продолжения наблюдений одной точкой.

Вместе с тем, известны примеры функций, для которых об-
ласть остановки состоит из нескольких несвязных интервалов.
Например, в [14] показано, что область остановки для выпук-
лой кусочно-линейной функции может состоять из нескольких
несвязных инвервалов. В статьях [12, 13] в предположениях, что
i) наблюдается марковский процесс; ii) останавливаемая после-
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довательность – монотонная и выпуклая, получены достаточные
условия того, что область остановки отделяется от области про-
должения наблюдений одной точкой. Кроме того, в [13] приведе-
ны результаты численного решения задачи об оптимальной оста-
новке. В ней показано, что уже при значении горизонта задачи
N = 2 область остановки для динамического платежного обяза-
тельства опциона пут может состоять из двух несвязных обла-
стей.

В этой работе, основываясь на факторизации Винера –
Хопфа, авторы приводят алгоритм построения решения задачи
об оптимальной остановке с конечным горизонтом динамиче-
ского платежного обязательства американского опциона колл для
случая, когда наблюдаемая последовательность является гауссов-
ской.

В данной работе для случая конечного горизонта мы: i) вы-
водим рекуррентное соотношение беллмановского типа для цены
оптимальной остановки ограниченной согласованной последова-
тельности (раздел 1.2); ii) формулируем и обосновываем алго-
ритм построения решения задачи об оптимальной остановке (раз-
дел 1.3); iii) реализуем в системе компьютерных алгебр Maple 14
вышеуказанный алгоритм на нескольких новых примерах задач
об оптимальной остановке (раздел 2).

1. Алгоритм построения решения задачи об
оптимальной остановке с конечным горизонтом

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ
ОСТАНОВКЕ С КОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ
Пусть: i) (Ω,F , (Fn)n>0,P) – стохастический базис [8]; ii)

N ∈ N+ – горизонт; iii) T N
n – множество моментов останов-

ки τ относительно фильтрации (Fn)06n6N [8], принимающих
значения из множества {n, ..., N}; iv) (fn,Fn)06n6N – согласо-
ванная последовательность ограниченных случайных величин; v)
L0(Ω,F0) – множество всех P-п.н. ограниченных F0-измеримых
случайных величин [4, §A.7].
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Задача 1. Рассматривается задача
E[fτ∧N |F0] → ess sup

τ∈T N
0

,(1)

где E[·|F0] – условное математическое ожидание относительно
σ-алгебры F0 (определение см. в [4], определение существенной
верхней грани можно найти в [4, 9]).

Задачу (1) называют задачей об оптимальной остановке (на-
пример, [8]).

Замечание 1. Мы предполагаем, что последовательность
{fn}06n6N ограничена, чтобы упростить формулировки приво-
димых ниже утверждений.

Обозначим vN
0 , ess sup

τ∈T N
0

E[fτ∧N |F0].

Определение 1. Пару
(
τ∗, vN

0

)
∈ (T N

0 ,L0(Ω,F0)) такую,

что vN
0 = E[fτ∗∧N |F0] P-п.н., будем называть решением зада-

чи (1), при этом: i) момент остановки τ∗ ∈ T N
0 назовем оп-

тимальным; ii) F0-измеримую случайную величину vN
0 – ценой

оптимальной остановки.

1.2. ВЫВОД РЕКУРРЕНТНОГО СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ
УРЕЗАННОЙ ЦЕНЫ ОПТИМАЛЬНОЙ ОСТАНОВКИ
Для нахождения цены оптимальной остановки применим

стохастический вариант метода динамического программирова-
ния. Для любого n ∈ {1, ..., N} обозначим

vN
n , ess sup

τ∈T N
n

E[fτ∧N |Fn].

Определение 2 [8]. Для любого n ∈ {1, ..., N} случайную ве-

личину vN
n назовем урезанной ценой оптимальной остановки в

момент времени n.
Замечание 2. Из определения случайной величины vN

n и
свойств существенной верхней грани следует, что последователь-
ность {vN

n }06n6N согласована с фильтрацией (Fn)06n6N .
Замечание 3. Из ограниченности последовательности

{fn}06n6N следует, что для любого n ∈ {0, ..., N} случайные
величины vN

n также ограничены P-п.н.
9
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Целью данного раздела является вывод рекуррентного соот-
ношения для {vN

n }06n6N .
Теорема 1. Согласованная последовательность

(vN
n ,Fn)06n6N является последовательностью урезанных цен

тогда и только тогда, когда она удовлетворяет рекуррентному
соотношению P-п.н.

vN
n = max

{
fn;E[vN

n+1|Fn]
}

, vN
n |n=N = fN .(2)

Замечание 4. Последовательность {vN
n }06n6N , удовлетво-

ряющую рекурретному соотношению (2), обычно называют оги-
бающей Снелла [4, §6.2]. Известно (см., например, [3, 4, 7]), что
огибающая Снелла P-п.н. совпадает с ценой оптимальной оста-
новки.

Доказательство. Необходимость. Докажем, что если
(vN

n ,Fn)06n6N – последовательность урезанных цен, то она удо-
влетворяет рекуррентному соотношению (2).

1) Докажем, сначала, что для любого n ∈ {0, ..., N} справед-
ливо неравенство P-п.н.

vN
n > max

{
fn;E[vN

n+1|Fn]
}

.(3)
Сначала заметим, что: i) случайная величина 1{τ=n}fn явля-

ется Fn-измеримой; ii) условное математическое ожидание обла-
дает телескопическим свойством. Поэтому в силу определения и
свойств существенной верхней грани [9, Глава 16] для любого
n ∈ {0, ..., N} справедливы соотношения P-п.н.
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(4) vN
n = ess sup

τ∈T N
n

E

[
τ∧N∑
i=n

1{τ=i}fi|Fn

]
>

> ess sup
τ∈T N

n+1

{
1{τ=n}fn + 1{τ>n}E

[
E

[
τ∧N∑

i=n+1

1{τ=i}fi|Fn+1

]
|Fn

]}
=

= 1{τ=n}fn + 1{τ>n} ess sup
τ∈T N

n+1

E [E [fτ∧N |Fn+1] |Fn] =

= 1{τ=n}fn + 1{τ>n}E

[
ess sup
τ∈T N

n+1

E [fτ∧N |Fn+1] |Fn

]
=

= 1{τ=n}fn + 1{τ>n}E
[
vN
n+1|Fn

]
.

Левая часть полученного неравенства не зависит от момента
остановки τ ∈ T N

n . Поэтому если от правой части (4) взять су-
щественную верхнюю грань по τ ∈ T N

n , то получим неравенство
(3).

2) Докажем, что P-п.н. справедливо неравенство
vN
n 6 max

{
fn;E[vN

n+1|Fn]
}

.(5)
Заметим, что из Fn-измеримости случайной величины

1{τ=n}fn, определений существенной верхней грани и случайной
величины vN

n+1, а также из телескопического свойства условного
математического ожидания следуют неравенства P-п.н.

(6) vN
n = ess sup

τ∈T N
n

{
1{τ=n}fn + 1{τ>n}E [E [fτ∧N |Fn+1] |Fn]

}
6

6 ess sup
τ∈T N

n

{
1{τ=n}fn + 1{τ>n}E

[
ess sup
τ∈T N

n+1

E [fτ∧N |Fn+1] |Fn

]}
=

= ess sup
τ∈T N

n

{
1{τ=n}fn + 1{τ>n}E

[
vN
n+1|Fn

]}
= max

{
fn;E[vN

n+1|Fn]
}

.

Очевидно равенство vN
n |n=N = E[fN

N |FN ] = fN P-п.н. От-
сюда и из неравенств (3), (5) следует рекуррентное соотношение
(2).
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Достаточность. Доказательство обратного утверждения из-
вестно и содержится в работах [7, §2a Главы V], [4, §6.2], [3,
Глава 3], поэтому мы его не приводим.

Из утверждения теоремы 1 следует критерий того, что пара(
τ∗, vN

0

)
∈ (T N

0 ,L0(Ω,F0)) является решением задачи (1).
Следствие 1. Пара

(
τ∗, vN

0

)
∈ (T N

0 ,L0(Ω,F0)) является
решением задачи (1) тогда и только тогда, когда выполняют-
ся условия:

1) последовательность (vN
n ,Fn)06n6τ∗∧N – мартингал от-

носительно меры P;
2) vN

n |n=τ∗∧N = fτ∗∧N P-п.н.
Замечание 5. В отличие от данной работы, в [4] приведен

критерий оптимальности для момента остановки τ∗.
Из утверждений теоремы 1 и следствия 1 вытекает представ-

ление для оптимального момента остановки τ∗ ∈ T N
0 , получен-

ное в [4, 7, 15].
Следствие 2 [4, 7]. Момент остановки τ∗ оптимален то-

гда и только тогда, когда τ∗ = min
{
0 6 n 6 N : fn = vN

n

}
.

1.3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)
В этом пункте мы формулируем алгоритм решения задачи

(1), который опирается на утверждения пункта 1.2.
Алгоритм 1 решения задачи (1).
На шаге N имеем vN

N = fN . Затем для каждого n = N − 1,
..., 0 последовательно вычисляются:

1. математическое ожидание E[vN
n+1|Fn];

2. оптимальный момент остановки

τ∗ = min
{
n 6 k 6 N : fk > E

[
vN
k+1|Fk

]}
;

3. цена оптимальной остановки

vN
n = 1{τ∗=n}fn + 1{τ∗>n}E[vN

n+1|Fn].

Затем операции, описанные в пунктах 1 – 3, повторяются для
шага n− 1 и так далее.
12
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Из доказательств утверждений пункта 1.2 следует теорема.
Теорема 2. Пусть пара

(
τ∗, vN

0

)
построена в соответ-

ствии с алгоритмом 1. Тогда
(
τ∗, vN

0

)
– решение задачи (1).

Замечание 6. Основной трудностью в использовании опи-
санного выше алгоритма является вычисление математического
ожидания E[vN

n+1|Fn] (см. пункт 1 алгоритма).

2. Примеры построения решения задачи
об оптимальной остановке

2.1. Пусть {Sn}06n6N – одномерная марковская случайная
последовательность, на каждом шаге n ∈ {0, ..., N} принимаю-
щая не более чем счетное число значений из множества A ⊆ R1,
и для любого n ∈ {0, ..., N} σ-алгебра Fn = σ{S0, ..., Sn}. Обо-
значим pn(x, y) , P(Sn = y|Sn−1 = x) – переходные вероятности
за один шаг, где x, y ∈ A – любые.

Пусть функция f : A×N+ → R, обозначаемая fn(x), а fn =
fn(x)|x=Sn – случайная величина. Тогда из марковского свойства
последовательности {Sn}06n6N , определения vN

n и теоремы [6,
Теорема 3 §4 Главы II] следует, что существует функция vN

n :
A× N+ → R такая, что vN

n = vN
n (x)|x=Sn .

Учтем марковское свойство последовательности {Sn}06n6N

в алгоритме 1. Нам понадобится определение.
Определение 3 [8]. Для любого n ∈ {0, ..., N} множество

Dn ,
{
x ∈ A : fn(x) = vN

n (x)
}

называют областью остановки
в момент времени n.

Замечание 7. Из утверждения следствия 2 и определения
множеств Dn следует, что событие {τ∗ = n} может быть пред-
ставлено в виде {S0 6∈ D0, ..., Sn−1 6∈ Dn−1, Sn ∈ Dn}.

Обозначим Sn,x
n+1 – значение случайной величины Sn+1 при

условии, что Sn = x, x ∈ A. Поскольку (Sn,Fn)06n6N – марков-
ская случайная последовательность, то справедливы равенства

E[vN
n+1|Sn = x] = EvN

n+1

(
Sn,x

n+1

)
=

∑
y∈E

vN
n+1(y)pn+1(x, y).(7)
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В силу теоремы 1, следствия 2 и равенства (7) для любого
n ∈ {0, ..., N − 1}:

1) величина vN
n (x) допускает представление

vN
n (x) =

{
fn, x ∈ Dn,∑
y∈A

vN
n+1(y)pn+1(x, y), x 6∈ Dn;(8)

2) множество Dn представимо в виде

Dn =

x ∈ A :
∑
y∈A

vN
n+1(y)pn+1(x, y) 6 fn(x)

 .

2.2. В этом разделе мы приводим примеры применения ал-
горитма 1 для решения задачи об оптимальной остановке для
некоторых случайных последовательностей. Эти примеры в до-
ступной нам литературе не рассматривались. Решения получены
в системе компьютерных алгебр Maple 14.

Пусть случайная последовательность (Sn,Fn)06n6N задана
рекуррентным соотношением Sn+1 = Sn(1 + ρn+1), Sn|n=0 = S0

P-п.н., где {ρn}06n6N – последовательность бернуллевских слу-
чайных величин, с положительной вероятностью принимающих
значения из {a, b}, a, b ∈ R1. Пусть p , P(ρn = a), q , P(ρn =
b) = 1− p.

Пример 1. Предположим, что: i) для любого n ∈ {0, ..., N}
функция fn(x) = βn(x − K)+, где K > 0, 0 < β 6 1 – за-
данные константы; ii) −1 < a < 0 < b < ∞; iii) для любого
n ∈ {0, ..., N} вероятность p = b

|a|+b , q = |a|
|a|+b (то есть последо-

вательность {Sn}06n6N является мартингалом относительно ме-
ры P и фильтрации (Fn)06n6N ). Такая задача об оптимальной
остановке возникает, например, при расчете американского опци-
она колл на полном рынке с конечным горизонтом (см. [5, 7, 10]).

Применив алгоритм 1, мы построили примеры решения за-
дачи об оптимальной остановке для функции выплаты опциона
колл при конкретных значениях параметров модели.
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Рис. 1.

Рис. 2. Область остановки в зависимости от номера шага
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Пусть K = 5, −a = b = 0, 5, β = 0, 9, N = 10. На рис. 1
приведены графики функций f0(x) и v10

0 (x), а также множество
D0.

Результаты расчетов показали, что в этом примере для лю-
бого n ∈ {0, ..., N} область остановки имеет вид Dn = (0, x∗1,n] ∪
[x∗2,n,∞), где x∗1,n, x∗2,n ∈ R+. На рис. 2 изображены последова-
тельности {x∗1,n}06n6N , {x∗2,n}06n6N . •

В следующих примерах рассматриваются непрерывные
функции, имеющие один (пример 3) и несколько (пример 2) экс-
тремумов.

Пример 2. Пусть для любого n ∈ {0, ..., N} функция f(x)
имеет вид, представленный на рис. 3.

Рис. 3. Функция f с несколькими экстремумами

Рис. 4.
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Рис. 5.

Рис. 6.
На рис. 4–6 приведены графики f(x), урезанной цены оп-

тимальной остановки и область остановки для разных значений
параметров модели. •

Пример 3. Пусть для любого n ∈ {0, ..., N} функция f(x)
имеет вид, представленный на рис. 7.

На рис. 8–11 приведены графики f(x), урезанной цены оп-
тимальной остановки и область остановки для разных значений
параметров модели. •

В примере 4 рассматривается непрерывная слева ступенча-
тая функция, для которой строятся цена и области остановки.
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Рис. 7.

Рис. 8.

Рис. 9.
18



Математическая теория управления

Рис. 10.

Рис. 11.

19
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Пример 4. Пусть для любого n ∈ {0, ..., N} функция

fn(x) =


0, x 6 1,
1, 1 < x 6 2,
2, 2 < x 6 3,
3, x > 3.

Рис. 12.
Пусть a = −0, 05, b = 0, 05, p = q = 0, 5, N = 10. На рис. 12

приведены графики функций f(x) и v10
0 (x), а также множество

D0. •

3. Заключение

Основным результатом теоретической части данной работы
являются: i) вывод рекуррентного соотношения (2) для урезанной
цены оптимальной остановки любой согласованной ограничен-
ной последовательности случайных величин {fn}06n6N (раздел
1.2); ii) алгоритм построения решения задачи об оптимальной
остановке.

В разделе 2 даны примеры решения задач об оптимальной
остановке. Из примеров следует, что для задачи об оптимальной
остановке с конечным горизонтом предположение о том, что об-
ласть остановки представляет собой луч, вообще говоря, неверно.
Заметим, что точки излома функций, описывающих останавлива-
емые последовательности, порождают области остановки.
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Abstract: We propose an algorithm that solves the optimal stopping
problem with the finite horizon. The algorithm is based on a
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