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В созданной с 90-х гг. анизотропийной теории управления в ка-
честве входных возмущений, действующих на линейную систему,
принимается последовательность гауссовских случайных векто-
ров с нулевым математическим ожиданием и заданной сред-
ней анизотропией. В данной работе введены понятия средней
анизотропии последовательности с ненулевым математическим
ожиданием и анизотропийной нормы системы, на вход кото-
рой поступает данная последовательность. Рассмотрена зада-
ча анизотропийного анализа в частотной области и показано
отличие от способа вычисления анизотропийной нормы в ча-
стотной области при нулевом математическом ожидании.
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1. Введение

В период 1994–2008 годов в России для линейных дискрет-
ных стационарных систем была создана теория оптимального
стохастического управления [1, 4], позволяющая строить управ-
ление, минимизирующее специально определенную норму за-
мкнутой системы (анизотропийную норму системы). В период
с 2008 по 2012 годы в работах [6] для систем указанного вы-
ше типа была создана теория стохастического субоптимального

1 Аркадий Юрьевич Кустов, м.н.с., (arkadiykustov@gmail.com).
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робастного управления, позволяющая строить управление, обес-
печивающее ограниченность анизотропийной нормы замкнутой
системы. В настоящее время эти математические теории находят
свое применение в различных задачах управления и фильтрации.

Созданные теории в известной степени лежат между клас-
сическими теориями H2- и H∞-оптимальных (субоптимальных)
управлений. Основными ключевыми понятиями созданных тео-
рий являются анизотропия случайного вектора и средняя ани-
зотропия сигнала, представляющего собой последовательность
случайных векторов. Анизотропия вектора характеризует «цвет-
ность» сигнала как меру отличия его плотности распределения
от эталонной плотности, за которую принимается плотность нор-
мального распределения с нулевым средним и скалярной ковари-
ационной матрицей. С основами анизотропийной теории можно
ознакомиться в [3].

В построенной ранее анизотропийной теории предпо-
лагается, что на вход объекта управления поступает сигнал
определенной «цветности» и нулевым математическим ожи-
данием. Однако в реальных технических системах на вход
объекта может поступать сигнал с ненулевым математическим
ожиданием. Поэтому представляет интерес создание анизо-
тропийной теории управления в случае ненулевого среднего
векторов входной последовательности. В данной статье при-
водится решение задачи анизотропийного анализа, состоящей
в получении формул для вычисления анизотропии случайного
вектора и средней анизотропии последовательности случайных
векторов, а также вывод формул для вычисления в частотной
области анизотропийной нормы системы в случае ненулевого
математического ожидания случайного сигнала. Некоторые
результаты были уже опубликованы в [5].
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2. Анизотропия вектора, средняя анизотропия
последовательности

Для описания степени различия между случайными векто-
рами в теории информации используется понятие относительной
энтропии. Применяя ее, приведем определение анизотропии слу-
чайного вектора и средней анизотропии последовательности слу-
чайных векторов.

Пусть W – m-мерный гауссовский случайный вектор с нену-
левым матожиданием µ и ковариационной матрицей S с плотно-
стью распределения вероятности

f(x) = ((2π)m|S|)−1/2 exp
(
−1

2
(x− µ)T S−1(x− µ)

)
, x ∈ Rm.

Согласно определению анизотропия вектора W равна миниму-
му расстояния Кульбака–Лейблера (относительной энтропии) f
относительно плотности распределения вероятности pm,λ гаус-
совского случайного вектора с нулевым средним и скалярной ко-
вариационной матрицей λIm [1]:

A(W ) , min
λ>0

Ef ln
f(x)

pm,λ(x)
= −1

2
ln det

(
mS

trS + |µ|2

)
.

В силу свойств логарифма A(W ) > 0 ∀µ 6= 0. Относительная эн-
тропия может трактоваться как «расстояние» между плотностью
f и эталонной плотностью pm,λ, а анизотропия – как «расстоя-
ние» между плотностью f и множеством эталонных плотностей
{pm,λ : λ > 0}.

Средняя анизотропия стационарной эргодической последо-
вательности W = {wk} введена в [1] как

A(W ) , lim
N→∞

A(W0:N−1)
N

,

где W0:N−1 – расширенный вектор последовательности, опреде-
ляемый как

W0:N−1 =

 w0
...

wN−1

 .

Правило вычисления средней анизотропии последовательности
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случайных векторов с ненулевыми математическими ожидания-
ми дает следующая теорема [5]:

Теорема 1. Пусть последовательность W = {wk} генери-
руется из гауссовского белого шума {vk} формирующим филь-
тром

G ∼
{

xk+1 = Axk + Bvk + ν,
wk = Cxk + Dvk + µ ,

с асимптотически устойчивой матрицей A ∈ Rn×n (ρ(A) =
max |λ(A)| < 1), невырожденной матрицей D ∈ Rm×m и век-
торами µ и ν, такими, что |µ| < ∞, |ν| < ∞. Тогда средняя
анизотропия A(W ) последовательности W равна

A(W ) = −1
2

ln det
(

m(Σ + Ξ)
trΣ + |M|2

)
,

где Σ и Ξ связаны с решениями P и R уравнений Ляпунова и
Риккати формулами

Σ = CPC> + DD>,
P = APA> + BB>,

Ξ = CRC>,
R = ARA> − Λ(Σ + Ξ)−1Λ>,
Λ = BD> + A(P + R)C>,

а вектор M равен
M = µ + C(In −A)−1ν.

Доказательство. В силу определения средней анизотропии спра-
ведливо

A(W ) = lim
N→∞

1
N

A(W0:N−1) =

= −1
2

lim
N→∞

1
N

ln det
(

mNΣ0:N−1

trΣ0:N−1 + |µ0:N−1|2

)
=

= −1
2

ln
lim

N→∞
|Σ0:N−1|1/N(

lim
N→∞

1
mN

(trΣ0:N−1 + |µ0:N−1|2)
)m ,
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где Σ0:N−1 = cov(W0:N−1) обладает следующими свойствами:

lim
N→∞

1
N

trΣ0:N−1 = lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

trΣk = lim
N→∞

trΣN =

= tr(DD> +
∞∑

k=0

CAkB(CAkB)>) = trΣ

и
lim

N→∞
|Σ0:N−1|1/N = |Σ + Ξ|,

а µ0:N−1 = EW0:N−1, причем

lim
N→∞

1
N
|µ0:N−1|2 = lim

N→∞

1
N

N−1∑
k=0

|Ewk|2 = lim
N→∞

|EwN |2 =

= |µ + Cν + CAν + CA2ν + . . . |2 = |M|2.

Подставляя полученные выражения в формулу для средней ани-
зотропии, завершим доказательство.

�

Пример 1. Пусть формирующий фильтр образован матрица-
ми

A =
[
−0, 2 −0, 8
0, 8 −1, 4

]
, B =

[
1 0
1 −1

]
,

C =
[

0, 2 0, 3
0, 4 −0, 5

]
, D =

[
2 1

1, 5 1

]
,

а векторы ν и µ, определяющие матожидания векторов {wk}, рав-
ны

ν =
[

0, 2
−0, 3

]
, µ =

[
0

0, 1

]
.

Согласно Теореме 1, имеем

Σ '
[

9, 82 2, 71
2, 71 5, 61

]
, Ξ '

[
−4, 38 0, 94
0, 94 −2, 08

]
, M'

[
0, 03
0, 34

]
,

и, следовательно,

A(W ) = −1
2

ln det
(

m(Σ + Ξ)
trΣ + |M|2

)
' 1, 164.

•
10



Математическая теория управления

3. Анизотропийная норма

Обычно одной из целей управления является минимизация
функционала качества, который обычно выбирают как некоторую
норму передаточной функции замкнутой системы. В анизотро-
пийной теории управления в качестве такого функционала вы-
ступает супремум отношения стохастической мощностной нор-
мы выхода к аналогичной норме входа. Приведем определение
анизотропийной нормы системы.

Пусть y = {yk} – последовательность m-мерных векторов.
Стохастической мощностной нормой сигнала y будем называть
число

‖y‖P =

√√√√ lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

E|yk|2.

Пусть F (z) – матричная передаточная функция некоторой устой-
чивой системы. Определим основные нормы систем:

1. ‖F‖2 =

√
1
2π

tr
π∫
−π

F̂ ∗(ω)F̂ (ω)dω – H2-норма системы F ,

F̂ (ω) = lim
r→1−0

F (rejω);

2. ‖F‖∞ = sup
ω∈[−π;π]

σmax(F̂ (ω)) – H∞-норма системы F ,

σmax(F̂ ) =
√

λmax(F̂>F̂ ) .

Пусть F (z) – матричная передаточная функция замкнутой
системы со входом {wk} (последовательность гауссовских векто-
ров с ненулевым средним) и выходом {zk}. Определим средне-
квадратичный коэффициент усиления как

Q(F,W ) ,
‖z‖P
‖w‖P

=

√√√√√√√√ lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

E|zk|2

1
N

N−1∑
k=0

E|wk|2
.
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Пусть система, описывающая объект управления, замкнутый ре-
гулятором, имеет вид

F ∼
{

xo
k+1 = Aclx

o
k + Bclwk,

zk = Cclx
o
k + Dclwk,

где xo
k ∈ Rn – состояние объекта, {wk} – входное возмущение,

zk ∈ Rp – выход. Матричная передаточная функция системы рав-
на F (z) = Dcl + Ccl(zIn −Acl)−1Bcl, z ∈ {z ∈ C : |z| < 1}.

Для выходов системы F и формирующего фильтра G с пред-
ставлениями

F ∼
{

xo
k+1 = Aclx

o
k + Bclwk,

zk = Cclx
o
k + Dclwk,

G ∼
{

xk+1 = Axk + Bvk + ν,
wk = Cxk + Dvk + µ,

справедливы следующие утверждения. Для формирующего филь-
тра G стохастическая мощностная норма выхода {wk} равна

‖w‖2
P = lim

k→∞

(
tr cov(wk) + |Ewk|2

)
= ‖G0‖2

2 + |M|2.
Аналогично для системы F стохастическая мощностная норма
выхода {zk} равна

‖z‖2
P = lim

k→∞

(
tr cov(zk) + |Ezk|2

)
= ‖FG0‖2

2 + |FM|2,
где при разложении wk = w0,k + wE,k для векторов w0,k (с нуле-
вым средним и ненулевой ковариационной матрицей) и wE,k (с
ненулевым средним и нулевой ковариационной матрицей) введе-
ны генерирующие фильтры

G0 ∼
{

x0,k+1 = Ax0,k + Bvk,
w0,k = Cx0,k + Dvk,

GE ∼
{

xE,k+1 = AxE,k + ν,
wE,k = CxE,k + µ.

При этом матрица F определяется как
F .= F (1) = Tzw(1) = Dcl + Ccl(In −Acl)−1Bcl.

Будем считать природу «игроком», целью которого является
генерация наихудшего в некотором смысле входного сигнала, и
предположим, что «стратегия» природы основана на полном зна-
нии о нашей системе, т.е. верхние подсистемы фильтра и объекта
управления тождественны, что приводит к условиям

A = Acl + BclC, B = BclD

для матриц A и B и к условию
ν = Bclµ

12
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для вектора ν. В связи с этим вектор M равен

M = Twµ(1)µ = (Im + C(In −A)−1Bcl)µ =
= (Im + C(In −Acl −BclC)−1Bcl)µ.

В дальнейшем будем считать, что известен не вектор µ (и соот-
ветственно ν), а вектор M. При таком предположении зависи-
мость M от матрицы C формирующего фильтра «пропадает».

Итак, среднеквадратичный коэффициент усиления равен

Q(F,W ) =

√
‖FG0‖2

2 + |FM|2

‖G0‖2
2 + |M|2

=

√
‖FG0‖2

2 + |Tzw(1)Twµ(1)µ|2

‖G0‖2
2 + |Twµ(1)µ|2

.

Анизотропийная норма системы определена как
(1) |||F |||a , sup

W :A(W )6a

Q(F,W )

и равна максимальному коэффициенту усиления по всем возмож-
ным формирующим фильтрам с уровнем средней анизотропии не
более a.

Пример 2. Рассмотрим замкнутую систему{
xk+1 = Aclxk + Bclwk,
zk = Cclxk + Dclwk,

с матрицами

Acl =
[
−0, 662 −0, 952
0, 087 0, 962

]
, Bcl =

[
1 −0, 2

0, 4 −0, 3

]
,

Ccl =
[
−0, 25 0

0 −3

]
, Dcl =

[
1 0, 25
1 0

]
.

Пусть на вход описанной системы подается окрашенная последо-
вательность со следующими устойчивой матрицей A формирую-
щего фильтра и ненулевым вектором µ:

A =
[

0, 3 −1, 27
0, 43 1, 2

]
, µ =

[
0, 05
−0, 01

]
.

Согласно выражениям
A = Acl + BclC, B = Bcl, ν = Bclµ,
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определим матрицы B, C, D и вектор ν следующим образом:

B =
[

0 0
−0, 1 0, 1

]
, C =

[
1 −0, 65

0, 19 −1, 66

]
,

D =
[

0, 2 0, 1
−0, 1 0, 1

]
, ν =

[
0, 052
0, 023

]
.

Тогда ‖G0‖2
2 = 1, 487, ‖FG0‖2

2 = 11, 386, |M|2 = 0, 046,
|FM|2 = 0, 693 и, следовательно, среднеквадратичный коэффи-
циент усиления равен

Q(F,W ) =

√
‖FG0‖2

2 + |FM|2

‖G0‖2
2 + |M|2

= 2, 807.

•

4. Анизотропийная норма: частотная область

Вычисление анизотропийной нормы непосредственно по
определению (1) затруднительно, поэтому целесообразен переход
в частотную область. Для этого необходимо ввести дополнитель-
ные функции, которые являются частотными аналогами средней
анизотропии и среднеквадратичного коэффициента усиления.

Пусть S(ω) – спектральная плотность формирующего филь-
тра G0,

S(ω) = Ĝ∗
0(ω)Ĝ0(ω), Ĝ0(ω) .= G(ejω).

Введем следующие функции параметра q ∈ [0; ‖F‖−2
∞ ):

(2) Φ(q) =
1

2πm

π∫
−π

trS(q, Λ(ω))dω ,

(3) Ψ(q) =
1

2πm

π∫
−π

ln det S(q, Λ(ω))dω ,

(4) A(q) =
m

2

(
ln
(

Φ(q) +
1
m
|M|2

)
−Ψ(q)

)
,

(5) N(q) =

√
Φ(q)− 1 + q

m |FM|2

qΦ(q) + q
m |M|2

.
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Покажем, что для S(q, Λ(ω)) = (Im − qF̂ ∗(ω)F̂ (ω))−1 введенные
функции A(q) и N(q) равны соответственно A(W ) и Q(F,W )
и что спектральная плотность, обеспечивающая супремум сред-
неквадратичного коэффициента усиления, принадлежит множе-
ству S(ω) ∈

{
σ(Im − qΛ(ω))−1 | σ > 0, q ∈ [0; ‖F‖−2

∞ )
}
, Λ(ω) =

F̂ ∗(ω)F̂ (ω).
Равенство A(q) = A(W ) верно для любой S(q, Λ(ω)) =

S(ω) = Ĝ∗
0(ω)Ĝ0(ω), так как в этом случае mΦ(q) = ‖G0‖2

2 и,
следовательно,

A(q) =
m

2

(
ln
(

Φ(q) +
1
m
|M|2

)
−Ψ(q)

)
=

=
m

2

ln

 1
2πm

π∫
−π

trS(q, Λ(ω))dω +
1
m
|M|2

 −

− 1
2πm

π∫
−π

ln det S(q, Λ(ω))dω

−

= − 1
4π

π∫
π

(
ln det S(q, Λ(ω))−m ln

(
‖G0‖2

2 + |M|2

m

))
dω =

= − 1
4π

π∫
−π

ln det
mĜ∗

0(ω)Ĝ0(ω)
‖G0‖2

2 + |M|2
dω = A(W ).

Теперь рассмотрим функцию N2(q):

N2(q) =
Φ(q)− 1 + q

m |FM|2

qΦ(q) + q
m |M|2

=
1
q‖G0‖2

2 − m
q + |FM|2

‖G0‖2
2 + |M|2

,

что совпадает с Q2(F,W ) при q‖FG0‖2
2 = ‖G0‖2

2 −m. Это усло-
вие представимо в виде

1
2π

π∫
−π

tr
(

Λ(ω)S(q, Λ(ω))− 1
q
S(q, Λ(ω)) +

1
q
Im

)
dω = 0.

Если S(q, Λ(ω)) = (Im − qΛ(ω))−1, то

Λ(ω)S(q, Λ(ω)) =
1
q
S(q, Λ(ω))− 1

q
Im.
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Таким образом, для фильтров со спектральной плотностью вида
(6) S(q, Λ(ω)) = (Im − qΛ(ω))−1

выполняется равенство N(q) = Q(F,W ).
Покажем, что супремум в выражении (1) достигается имен-

но на спектральных плотностях S(ω) = S(q, Λ(ω)). Учитывая,
что при умножении векторов wk последовательности на произ-
вольное ненулевое число α (w′k = αwk) уровень средней анизо-
тропии и значение среднеквадратичного коэффициента усиления
не изменятся:
A(W ′) = A(αW ) = A(W ), Q(F,W ′) = Q(F, αW ) = Q(F,W ),
причем нормы соответствующих фильтров и матожиданий связа-
ны соотношениями
‖G′

0‖2
2 = ‖αG0‖2

2 = α2‖G0‖2
2, |M′|2 = |αM|2 = α2|M|2,

то без потери общности можно положить
‖G0‖2

2 + |M|2 = 1.

При этом формулы для средней анизотропии и среднеквадратич-
ного коэффициента усиления можно переписать в виде

A(W ) = − 1
4π

π∫
−π

ln det (mS(q, Λ(ω)) dω,

Q2(F,W ) =
1
2π

π∫
−π

tr (Λ(ω)S(q, Λ(ω)) dω + |FM|2,

а задача вычисления анизотропийной нормы сводится к задаче
нахождения супремума Q(F,W ) при двух ограничениях:

|||F |||a = sup
W

{
Q(F,W ) | A(W ) 6 a, ‖G0‖2

2 + |M|2 = 1
}

.

Для приведенной задачи оптимизации с ограничениями функция
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Лагранжа имеет вид

L(S) = − 1
2π

π∫
−π

tr(Λ(ω)S(q, Λ(ω)))dω +

+ λ

− 1
4π

π∫
−π

ln det(mS(q, Λ(ω)))dω − a

+

+ ρ

 1
2π

π∫
−π

tr(S(q, Λ(ω)))dω + |M|2 − 1

 .

Целевая функция L выпукла по S, а в силу выпуклости функции
ln det(·) ограничения также выпуклые, значит, можно применить
теорему Каруша–Куна–Таккера, которая даст решение

S(q, Λ(ω)) = σ(Im − qΛ(ω))−1,

где

σ
.=

λ

2ρ
, q

.=
1
ρ
∈ [0; ‖F‖−2

∞ ).

Коэффициенты λ и ρ находятся из уравнений
A(W ) = a и ‖G0‖2

2 + |M|2 = 1.

Таким образом, поставленная задача решена, и формула для на-
хождения анизотропийной нормы в частотной области имеет вид
(7) |||F |||a ,sup

W

{
Q(F,W )|A(W )6a

}
= sup

q∈[0;‖F‖−2
∞ )

{N(q)|A(q)6a} .

Полученные результаты собраны в виде теоремы:
Теорема 2. Для асимптотически устойчивой системы F ,

на вход которой поступает внешнее входное возмущение в ви-
де последовательности гауссовских случайных векторов с нену-
левым математическим ожиданием и ограничением на уровень
средней анизотропии, анизотропийная норма в частотной обла-
сти вычисляется по формуле

|||F |||a = sup
q∈[0;‖F‖−2

∞ )

{N(q)|A(q) 6 a} ,

где функции A(q) и N(q) определены через (4), (5).
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5. Особенности вычисления анизотропийной нормы
в частотной области

Для нахождения значения q∗, на котором достигается су-
премум среднеквадратичного коэффициента усиления, в случае
нулевого матожидания можно было воспользоваться численным
методом, использующем свойства выпуклости и монотонности
функций A(q) и N(q) (например, методом Ньютона). При этом
формула для анизотропийной нормы принимает вид

|||F |||a = N(A−1(a)), A−1(a) = {q : A(q) = a} ,

причем последнее множество в силу монотонности функции A(q)
состоит из одного элемента, и решение задачи единственно. По-
кажем, что при ненулевом матожидании M 6= 0 функция A(q)
теряет свойство монотонности.

Поскольку
∂S(q, ω)

∂q
=

1
q
S2(q, ω)− 1

q
S(q, ω),

то

Φ̇(q) .=
dΦ(q)

dq
=

1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
S2(q, ω)− 1

q
S(q, ω)

)
dω,

Ψ̇(q) .=
dΨ(q)

dq
=

1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
S(q, ω)− 1

q
Im

)
dω

и

Ȧ(q) .=
dA(q)

dq
=

m

2

(
Φ̇(q)

Φ(q) + 1
m |M|2

− Ψ̇(q)

)
.

Функция A(q) стремится к бесконечности при q → ‖F‖−2
∞ − 0.

Покажем, что при q → 0 + 0 функция A(q) убывает. В силу

lim
q→0+0

S(q) = lim
q→0+0

(Im − qΛ(ω))−1 ' Im + qΛ(ω),

lim
q→0+0

S2(q) = lim
q→0+0

(Im − qΛ(ω))−2 ' Im + 2qΛ(ω)
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имеем

lim
q→0+0

Φ̇(q) = lim
q→0+0

1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
S2(q, ω)− 1

q
S(q, ω)

)
dω '

' 1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
Im + 2Λ(ω)− 1

q
Im − Λ(ω)

)
dω =

1
m
‖F‖2

2,

lim
q→0+0

Ψ̇(q) = lim
q→0+0

1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
S(q, ω)− 1

q
Im

)
dω '

' 1
2πm

π∫
−π

tr
(

1
q
Im + Λ(ω)− 1

q
Im

)
dω =

1
m
‖F‖2

2,

и, следовательно,

lim
q→0+0

Ȧ(q) = lim
q→0+0

m

2

(
Φ̇(q)

Φ(q) + 1
m |M|2

− Ψ̇(q)

)
' α− 1

m
‖F‖2

2 ,

где

α =
(

1 +
1
m
|M|2

)−1

< 1 ∀ M 6= 0.

Таким образом,
lim

q→0+0
Ȧ(q) < 0, lim

q→‖F‖−2
∞ −0

Ȧ(q) > 0,

что означает, что функция A(q) является немонотонной. В связи
с этим уравнение A(q) = a будет иметь несколько решений.

Если бы функция N(q) была неубывающей по q, то форму-
ла (7) приняла бы вид
|||F |||a = N(qmax), qmax = max{ q ∈ [0; ‖F‖−2

∞ ) : A(q) = a }.
Тем не менее функция N(q) не обязательно является монотонной.
Приведем условие ее немонотонности. Поскольку

dN2(q)
dq

= 2N(q)
dN(q)

dq
и N(q) > 0,

то
dN(q)

dq
6 0 ⇔ dN2(q)

dq
6 0.
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Для функции N2(q) справедливо, что

lim
q→0+0

dN2(q)
dq

=
‖F‖4

4|M|2 − ‖F‖4
2 + m‖F‖4

4 − ‖F‖2
2|FM|2

(m + |M|2)2
,

следовательно,

lim
q→0+0

dN(q)
dq

6 0 ⇔ ‖F‖4
4 6 ‖F‖2

2

‖F‖2
2 + |FM|2

m + |M|2
.

Ввиду того, что для системы F имеет место неравенство [2]
m‖F‖4

4 > ‖F‖4
2,

необходимое условие убывания функции N(q) в окрестности ну-
ля примет вид

|FM|2

|M|2
>
‖F‖2

2

m
.

В заключение приведем пример, демонстрирующий графи-
ческий метод вычисления анизотропийной нормы системы в ча-
стотной области.

Пример 3. Рассмотрим систему

F ∼
{

xk+1 = axk + wk,
zk = xk,

где |a| < 1, а {wk} – случайное воздействие с ненулевым сред-
ним µ и средней анизотропией a. Передаточная функция системы
равна

F (z) =
1

z − α
, z ∈ C,

а H∞-норма системы равна ‖F‖∞ = 1/|α|. Согласно (6), спек-
тральная плотность формирующего фильтра имеет вид

S(q, ω) = 1 +
q

1 + α2 − q − 2α cos ω
, ω ∈ [−π;π), q ∈ [0;α2).

Подставляя в (2) и (3) найденную выше S(q, ω), получим

Φ(q) = 1 +
q

2π

π∫
−π

(
1 + α2 − q − 2α cos ω

)−1
dω,

Ψ(q) =
1
2π

π∫
−π

ln
(

1 + α2 − 2α cos ω

1 + α2 − q − 2α cos ω

)
dω.
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В рамках примера ограничимся вариантом |α| < 0,5, при котором
для любого q ∈ [0;α2) выполнено (1 + α2 − q) − (2α)2 > 0, а
функции Φ(q) и Ψ(q) равны

Φ(q) = 1 +
q√

q2 − 2(1− α2)q + (1− α2)2
,

Ψ(q) = ln 2− ln
(
1 + a2 − q +

√
q2 − 2(1 + a2)q + (1− a2)2

)
,

где q ∈ [0; a2). На рис. 1 приведены графики зависимостей A(q),
N(q) и N(A) для различных матожиданий.

Рис. 1. Графики функций A(q) (слева), N(q) (по центру) и N(A)
(справа)

Из графиков видно, что при ненулевых математических ожи-
даниях уравнение A(q) = a может иметь неединственное реше-
ние, и существуют два различных формирующих фильтра с оди-
наковым уровнем средней анизотропии. Однако согласно форму-
ле (7) лишь один из них будет задавать анизотропийную норму.
Этому фильтру будет соответствовать большее значение функ-
ции N(q).

В данном примере в силу небольшой размерности исходной
системы получены довольно простые уравнения, позволяющие
практически напрямую находить анизотропийную норму систе-
мы. Однако с увеличением размерности аналитическое вычисле-
ние анизотропийной нормы представляет большую сложность. В
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этом случае уместно использовать численный метод для нахож-
дения решения задачи (7). •

6. Заключение

В данной работе введены понятия средней анизотропии по-
следовательности с ненулевым математическим ожиданием и
анизотропийной нормы системы, на вход которой поступает дан-
ная последовательность. Приведены формулы для вычисления
средней анизотропии последовательности и анизотропийной нор-
мы в частотной области, и показано отличие от способа вычис-
ления анизотропийной нормы в частотной области при нулевом
математическом ожидании. Приведен пример вычисления сред-
ней анизотропии и анизотропийной нормы.
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ANISOTROPY-BASED ANALYSIS FOR CASE OF
NONZERO-MEAN INPUT DISTURBANCE
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Abstract: In the created in the 90th anisotropy-based control theory
the sequence of Gaussian random vectors with zero mean and certain
mean anisotropy level was accepted as input perturbations acting
on a linear system. This paper introduces the concepts of mean
anisotropy of the sequence with nonzero mean and anisotropic norm
of the system with given input. The problem of anisotropy-based
analysis in frequency domain is considered and the difference is
shown between classical formulas for computing mean anisotropy and
anisotropic norm under the zero mean and the new formulas.
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