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 ВВЕДЕНИЕ 

 

Эффективность систем управления во многом определяется их структурой (со-

вокупностью связей различной природы между ее элементами). Сложные системы 

управления зачастую имеют иерархическую структуру, что обычно связано с необхо-

димостью декомпозиции задачи управления и координации частных решений посред-

ством обмена информацией между компонентами системы. Интенсивный информаци-

онный обмен порождает сложные процессы обработки информации, обеспечение кото-

рых, таким образом, является одной из важнейших задач системы управления. Следо-

вательно, оптимизация структуры системы управления – это в существенной степени 

оптимизация иерархии (не обязательно древовидной) обработки информации.  

Значительный вклад в разработку математических методов оптимизации иерар-

хических структур внесли М.А. Айзерман, А.А. Воронин, В.Т. Дементьев, А.И. Ерзин, 

С.А. Косяченко, В.В. Кульба, М.Ш. Левин, С.П. Мишин, Д.А. Новиков, Б.Л. Овсиевич, 

Г.А. Угольницкий, А.Д. Цвиркун и др. За рубежом исследования в этой и смежных 

областях проводились Б. Боллобашем, Г. Волковицем, Т. Ван Зандтом, О. Вильямсо-

ном, И. Гутманом, К.С. Дасом, Дж. Куинланом, Т.К. Ландоером, Г. Минцбергом, П. 

Милгромом, М. Ньюнесом, Р. Раднером, Ф. Рендлом, Д. Стевановичем, Д.Л Фишером, 

П. Эрдошем и многими другими. 

Основной подход настоящей работы основан на том, что, с математической точки 

зрения, возникающие в различных прикладных областях задачи оптимизации иерархий 

имеют много общего: задаются некоторое множество элементов нижнего уровня (над 

которыми необходимо надстроить иерархию), множество допустимых иерархий (из 

которых необходимо выбрать оптимальное подмножество или одну оптимальную 

иерархию) и критерий эффективности, позволяющий сравнивать различные иерархии. 

Хотя такой абстрактный взгляд типичен для системного анализа, до сих пор в ли-

тературе известно не много общих формальных результатов, которые позволяли бы 

синтезировать иерархические структуры систем различной природы, что связано, в 

частности, с тем, что задачи этого класса относятся к самым сложным задачам дис-

кретной оптимизации.  

Объектом исследования в диссертационной работе являются иерархические си-

стемы обработки информации, предметом – методы оптимизации структуры таких 

систем. 



 7 

Цель работы – повышение эффективности функционирования иерархических си-

стем обработки информации за счет разработки математических моделей, алгоритми-

ческих и аналитических методов оптимизации их структуры в приложении к информа-

ционным, организационным и техническим системам. Достижение этой цели требует 

решения следующих основных задач: 

1. Выявление общих характеристик задач оптимизации структуры сложных систем 

различной природы. 

2. Формулировка единой математической модели оптимизации структуры иерархиче-

ских систем, учитывающей вариативность состава системы, асимметрию иерархии 

управления и другие особенности частных постановок задач оптимизации структуры 

иерархических систем обработки информации. 

3. Разработка методов оптимизации иерархических структур, в т.ч.: 

a. исследование непрерывных релаксаций математических задач оптимизации 

иерархий для получения верхних и нижних оценок критерия эффективности, 

b. поиск эффективно проверяемых условий, позволяющих сузить множество потен-

циально оптимальных иерархий, 

c. создание и исследование алгоритмов точного и приближенного решения задач 

поиска оптимальной иерархии. 

4. Исследование (с помощью полученных теоретических результатов) прикладных 

моделей оптимизации структуры иерархических систем обработки информации 

применительно к информационным, организационным и техническим системам. 

5. Внедрение полученных результатов в практику управления информационными, 

организационными и техническими системами. 

Основным методом исследования является разработка и исследование матема-

тических моделей оптимизации структуры иерархических систем обработки информа-

ции с использованием подходов и результатов системного анализа, исследования опе-

раций, дискретной оптимизации, теории графов и линейной алгебры. В частности, ряд 

оценочных задач основан на непрерывных релаксациях и исследуется с помощью ме-

тодов нелинейной оптимизации, некоторые оценки сводятся к известным задачам ком-

бинаторной оптимизации, другие используют результаты спектральной теории графов. 

При исследовании алгоритмов применяются элементы теории сложности. 

Научная новизна работы состоит в формулировке единого подхода к разработке 

моделей анализа и синтеза эффективных структур иерархических систем обработки 

информации, и в разработке методов оптимизации этих структур применительно к 

проблемам управления системами различной природы. А именно: 
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1. Введена система классификаций задач синтеза оптимальных иерархических струк-

тур обработки информации, проанализированы традиционные подходы к синтезу 

структур иерархических систем и определены актуальные направления развития ме-

тодов их оптимизации. В результате многие ранее исследовавшиеся независимо за-

дачи синтеза структуры информационных, организационных и технических систем 

впервые сведены к общей постановке – поиску иерархии над заданным множеством 

вершин нижнего уровня, минимизирующей т.н. секционную функцию затрат. 

2. Получены общие достаточные условия оптимальности однородных древовидных 

иерархий, разработаны алгоритмы поиска наилучших однородных деревьев, нахо-

дящие свое применение во многих задачах синтеза структуры систем. Эти результа-

ты демонстрируют и обосновывают оптимизационную природу принципа самоподо-

бия, – одного из общих законов структуризации сложных систем. 

3. На базе идей алгоритмов Хаффмана и Шеннона-Фано разработаны эффективные 

алгоритмы поиска приближенно однородных деревьев, а также деревьев, вершины 

которых имеют заданные степени (число смежных ребер). 

4. Показано, что «жадная» эвристика построения дерева «сверху-вниз», нередко ис-

пользуемая при решении частных задач, применима и для поиска оптимального де-

рева для произвольной секционной функции; разработан общий эвристический алго-

ритм построения субоптимального дерева, исследована его трудоемкость и получе-

ны оценки эффективности. 

5. Предложена модель сети, обеспечивающей заданный набор информационных или 

материальных потоков. Затраты сети сконцентрированы в вершинах и определяются 

потоками, протекающими через дуги, инцидентные вершине. Предложены нижние 

оценки затрат сети, основанные на принципе Рэлея-Ритца и результатах спектраль-

ной теории графов.  

6. Общность и эффективность разработанных методов подтверждена решением с их 

помощью следующих актуальных задач синтеза структуры систем различной приро-

ды. 

6.1. К общей модели на базе однородных функций затрат сведены такие разные за-

дачи как дизайн структуры пользовательских меню и формирование организа-

ционной структуры компании. В том числе: 

 полученные теоретические результаты впервые позволили разработать уни-

версальную математическую модель и алгоритмы дизайна структуры поль-

зовательских меню, достаточно эффективные для их реализации в САПР; 
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 для ряда моделей формирования организационной структуры компании уда-

лось получить аналитические выражения, связывающие параметры модели 

(квалификацию менеджеров и исполнителей, степень стандартизации про-

цессов и др.) с формой оптимальной иерархии организационного управле-

ния. 

6.2. К поиску оптимального дерева для секционной функции затрат сведены широ-

ко известные задачи построения дерева принятия решений и балансировки сбо-

рочной линии: 

 разработанные нижние оценки стоимости дерева принятия решений и алго-

ритмы построения таких деревьев имеют более высокую эффективность по 

сравнению с известными из литературы. 

 предложено обобщение задачи балансировки сборочной линии, разработан 

точный алгоритм решения обобщенной задачи, имеющий ту же трудоем-

кость, что и известные алгоритмы решения задачи балансировки сборочной 

линии. 

6.3. Предложенная модель связывающей сети позволяет в рамках единой постанов-

ки описывать оптимизацию сети поставок, дизайн структуры сетей связи, зада-

чи кластеризации на графах и многие другие. 

Практическая значимость работы определяется применимостью разработанных 

математических моделей и методов оптимизации иерархических структур для решения 

широкого класса задач формирования структуры сложных систем различной природы. 

При этом наличие универсальной модели позволяет адаптировать результаты решения 

одних частных задач для исследования других, что существенно расширяет инструмен-

тарий и возможности исследователя. 

Разработанные методы показали свою полезность при решении задачи оптимиза-

ции пользовательских интерфейсов, а также в ходе оптимизации структуры сети по-

ставки крупной нефтегазовой компании, что подтверждено актами о внедрении. Ряд 

результатов работы вошел в специальные курсы, читаемые на протяжении многих лет 

студентам математических специальностей Волгоградского государственного уни-

верситета и Московского физико-технического института (ГУ). 

Личный вклад. Все основные результаты получены автором самостоятельно. 

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы докладыва-

лись на международных конференциях: Современные сложные системы управления 

(Старый Оскол 2002); Теория активных систем (Москва 2003, 2005, 2007, 2009, 2011); 

Game Theory and Management (Санкт-Петербург 2008, 2010, 2012); World Congress of 
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the International Federation of Automatic Control (Сеул 2008, Милан 2011); Международ-

ная конференция по проблемам управления (Москва 2009), CAD/CAM/PDM (Москва 

2011), Управление развитием крупномасштабных систем (Москва 2013), Networking 

games and management (Петрозаводск 2012), ACM SIGCHI Symposium on Engineering 

Interactive Computing Systems (Берлин 2010), Conference of European Chapter of Combi-

natorial Optimization (Анталия 2012), European Conference on Operational Research (Рим 

2013) а также на научных семинарах в ИПУ РАН, ЦЭМИ РАН, ИНХС РАН, МГУ, 

МФТИ  и др. 

Публикации. По теме диссертационной работы автором опубликованы 52 науч-

ные работы, в т.ч. 5 монографий и глав в монографиях, 19 статей в рецензируемых 

журналах. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заклю-

чения, списка литературы и приложения с актами о внедрении результатов диссертаци-

онной работы. Она содержит 370 страниц текста, список использованной литературы 

включает 180 наименований.  
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ГЛАВА 1. ПРОБЛЕМЫ ОПТИМИЗАЦИИ СТРУКТУРЫ 

ИЕРАРХИЧЕСКИХ СИСТЕМ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ 

В первой главе обосновывается актуальность разработки математических методов 

оптимизации иерархических структур в применении к структурам систем обработки 

информации, приводится общая математическая постановка задачи поиска оптималь-

ной иерархической структуры и описывается ряд используемых далее (уже известных) 

результатов. В заключение главы кратко обсуждаются цели, задачи и методы общей 

теории оптимизации иерархических структур – именно на достижение этих целей и на 

решение этих задач направлены развиваемые в работе теоретические методы и при-

кладные модели. 

1.1. Задачи оптимизации структуры иерархических систем 

Настоящий раздел посвящен позиционированию задачи оптимизации иерархиче-

ских структур в комплексе задач, решаемых в рамках кибернетики и системного анали-

за. В нем обозначается связь методов оптимизации иерархий и методов теории инфор-

мации, приводятся примеры задач оптимизации иерархических систем обработки ин-

формации, реализуемых как в технических, так и организационных системах. В целом 

задачей раздела является обоснование актуальности решаемых в работе задач и важно-

сти разрабатываемых методов оптимизации иерархий. 

1.1.1. Управление структурой с позиций системного анализа 

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию систем обработки 

информации, имеющих иерархическую структуру, а именно, разработке аналитических 

и алгоритмических методов оптимизации (иерархической) структуры таких систем. 

Для системного анализа характерен взгляд на мир и его части, как на систему – 

множество взаимосвязанных между собой элементов. Это в равной мере относится как 

к естественным, так и к искусственным – техническим, информационным, социальным 

и экономическим – системам. Известно много определений понятия «система». Не 

останавливаясь на них подробно, отметим лишь, что целям настоящей работы в 

наибольшей степени соответствует пожалуй самое общее и абстрактное определение, 

согласно которому система (от др.-греч. σύστημα (systema) – целое, составленное из 

частей, соединение) – это множество элементов, находящихся в отношениях и связях 

друг с другом, которое образует определенную целостность, единство [63]. Это опреде-

ление подчеркивает наличие у системы внутренней структуры, исследование которой 

является главной темой настоящей работы. 
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Потребность в управлении является характеристикой большинства искусственных 

систем
1
. Исследованием общих закономерностей процессов управления в системах раз-

личной природы занимается кибернетика [12, 67]. Ее подход (совпадающий в этом 

аспекте  с подходом системного анализа) предполагает разделение управляемой систе-

мы на две части – объект управления и систему управления – постановка и решение 

задачи управления при этом сводится к разработке внутренней структуры и законов 

функционирования системы управления и определению такого ее взаимодействия с 

объектом управления, которое приводило бы к требуемому поведению последнего. 

Именно системы управления (прежде всего, имеющие сложную распределенную и 

многоуровневую структуру) являются главным объектом настоящего исследования. 

Важной характеристикой системы управления является ее эффективность – мера 

выполнения управляемой системой своего предназначения. На протяжении всего суще-

ствования общей теории систем и даже раньше многие исследователи отстаивали пред-

ставление о том, что свойства системы, в том числе, и ее эффективность, во многом 

определяются ее структурой
2
. Эти соображения определяют важность и актуальность 

задачи выбора структуры в ходе построения системы и задачи подстройки структуры 

системы в процессе ее функционирования. При этом естественным представляется 

стремление выбрать структуру системы наиболее рациональным образом – таким, 

чтобы система управления имела максимальную эффективность, то есть управляемая 

система в целом наилучшим образом соответствовала своему предназначению. 

Тема данной работы – оптимизация иерархической структуры систем управления. 

Интерес именно к иерархическим структурам и ограничение рассматриваемых моделей 

структур только иерархиями неслучайны. Известно, что каждый элемент достаточно 

сложной системы может быть сам представлен в виде системы за счет раскрытия внут-

ренней структуры его подэлементов и связей между ними
3
. Подобное разделение мож-

                                                 

1
 С. Бир начинает свою классическую книгу [6] с более радикального утвержде-

ния: «Управление есть неотъемлемое свойство любой системы». 

2
 В контексте темы настоящей работы этот тезис, конечно, хотелось бы абсолюти-

зировать, но объективность требует сразу же отметить, что структура – лишь один из 

факторов, влияющих на эффективность системы (бывает и как в известной басне И.А. 

Крылова – «А вы, друзья, как ни садитесь, все в музыканты не годитесь»). 

3
 Так,  например, мировую экономику можно рассматривать как систему, состоя-

щую из взаимодействующих экономик отдельных стран, которые, в свою очередь, 

можно разделить на отрасли, включающие в себя взаимосвязанные предприятия со 
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но продолжать до тех пор, пока оно раскрывает новые интересные для исследователя 

свойства системы. Отношение подчиненности между частью и целым определяет (в 

общем случае, многоуровневую) иерархию декомпозиции системы на подсистемы. Об 

этой особенности систем уже было сказано достаточно
4
, и в настоящее время вряд ли 

имеет смысл спорить даже о том, является ли принцип иерархии объективным законом 

природы, или же он возникает как присущая именно человеку особенность познания и 

упорядочения сложной действительности.
5
 

Важность принципа иерархии подчеркивал и основоположник общей теории си-

стем Л. фон Берталанфи [5]: «Общая теория иерархического порядка, очевидно, будет 

важнейшей составной частью общей теории систем … Большое значение, видимо, 

будет иметь исчисление иерархии». Настоящая работа описывает один из возможных 

подходов к разработке подобного «исчисления иерархии». В отличие от подхода [1], 

представляющего собой попытку создания алгебры деревьев в приложении к модели-

рованию динамики иерархической структуры систем, а также от классической теории 

[38], интересующейся в основном феноменом координации в многоуровневых структу-

рах, данное исследование развивает методы [18], акцентирующие внимание на оптими-

зации иерархий. 

Иерархичность структуры системы управления связана обычно с декомпозицией 

задачи управления и связанной с этим необходимостью координации частных решений 

                                                                                                                                                         

сложной внутренней структурой. В [38] отдельные уровни такого описания системы 

называются стратами. 

4
 Приведем лишь одно, но довольно характерное высказывание: «Фактически вся-

кая сложная система, как возникшая естественно, так и созданная человеком, может 

считаться организованной,  только если она основана на некой иерархии или перепле-

тении нескольких иерархий.  Во всяком случае,  до сих пор мы не знаем организован-

ных систем, устроенных иначе» [61]. 

5
 Пожалуй, наиболее общее нематематическое определение иерархии дает Фило-

софский энциклопедический словарь [63]: «Иерархия  (от греч. ἱερός – священный, 

’αρχή – власть) – принцип структурной организации сложных многоуровневых систем, 

состоящий в упорядочении взаимодействий между уровнями в порядке от высшего к 

низшему», однако и оно оказывается слишком узким для описания анализируемых 

ниже формальных конструкций. Забегая несколько вперед, скажем, что в общем случае 

под иерархией будет пониматься почти любой связный ациклический граф с заданным 

множеством начальных вершин. Формальное определение иерархии дается ниже в 

разделе 1.2.1. 
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[38]. Координация требует интенсивного обмена информацией, и понятно, что на диа-

грамме, изображающей систему управления в виде отдельных подсистем и связей 

между ними, связи обычно обозначают каналы передачи информации. Обработка ин-

формации, таким образом, является одной из основных задач системы управления
6
. С 

точки зрения задач оптимизации структуры это наблюдение оказывается чрезвычайно 

важным. Хотя большинство развиваемых ниже формальных методов оптимизации 

иерархических структур не использует напрямую предположения о природе связей  

иерархии, результаты применения этих методов к содержательным задачам формиро-

вания структуры систем обработки информации зачастую обобщают известные резуль-

таты теории информации (information theory) и информатики (computer science). Интуи-

ция, основанная на знаниях в области теории информации, помогает в разработке об-

щих методов оптимизации иерархий, и с этой точки зрения рассматриваемый ниже 

подход является обобщением некоторых разделов теории информации. На рисунке 1 

приведена диаграмма Эйлера-Венна, позиционирующая методы оптимизации иерархий 

на поле кибернетики, системного анализа и теории информации. 

Системный анализ

Оптимизация 

иерархической 

структуры 

систем

Кибернетика

Теория информации

Оптимизация 

структуры 

иерархических систем 

обработки информации

 

Рисунок 1. Позиционирование теории оптимизации иерархических структур 

Иерархическая структура характерна для сложных систем независимо от их при-

роды, поэтому вполне соответствует духу системного анализа попытка взглянуть на 

принципы построения рациональных иерархий с максимально широких междисципли-

                                                 

6
  Связь между управлением и информацией лежит в основе кибернетики, см., 

например, [6]: «Рассмотрим нашу кибернетическую систему как машину для перера-

ботки информации. По существу, очень часто это именно то (даже прежде всего то), 

чем кибернетическая машина и является». 
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нарных позиций. Достичь такого уровня универсальности позволяет принятый в насто-

ящей работе и вообще довольно типичный для общей теории систем (см., например, 

предисловие к [39]) формальный, математический подход к анализу и синтезу систем. 

Именно то, что, согласно [39], «для теории систем объектом исследования является не 

«физическая реальность», …, а «система», то есть формальная взаимосвязь между 

наблюдаемыми признаками и свойствами» и является, возможно, самой сильной сторо-

ной общей теории систем. Однако эта же концентрация на формальных и, зачастую, 

довольно абстрактных свойствах систем порождает и главную слабость теории, зача-

стую делая ее подходы слишком «засушенными» и схоластичными а выводы – слиш-

ком нечеткими или, наоборот, чересчур спекулятивными с точки зрения конкретного 

приложения
7
. 

Несмотря на отмеченную «опасность» общих теорий, они остаются заманчивыми 

для исследователя. Действительно, чем шире подход, тем более впечатляющим может 

быть применение каждого полученного в его рамках результата. Чтобы избежать из-

лишней абстрактности и иметь возможность апеллировать к интуиции читателя, на 

протяжении всего последующего изложения рассматриваемые формальные модели по 

возможности иллюстрируются понятными содержательными интерпретациями. Кроме 

того, основной движущей силой при разработке теоретических моделей являлось 

стремление довести каждый общий математический результат до приложений – реше-

ния конкретных задач оптимизации иерархической структуры в той или иной предмет-

ной области. 

Прежде чем перейти к систематической постановке задачи поиска оптимальной 

иерархической структуры и описанию методов ее решения, обрисуем основные области 

приложений и перечислим возникающие в них задачи оптимизации иерархическтх 

структур, которые были сведены к описываемым в главах 3-5 моделям. Большинство из 

них в той или иной мере удалось решить разработанными во второй главе методами. 

1.1.2. Задачи оптимизации иерархической структуры информационных систем 

Выше уже отмечалась связь между развиваемыми в работе методами оптимиза-

ции иерархических структур и некоторыми задачами, решаемыми в теории информа-

ции, теории алгоритмов, теории человеко-машинного взаимодействия и других разде-

                                                 

7
 В предисловии к уже цитированной классической книге [39] академик С.В. Еме-

льянов сетует на недостаток содержательных «интерпретаций получаемых формальных 

результатов», как на характерную особенность большинства исследований по общей 

теории систем. Это замечание отчасти справедливо и в наши дни. 
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лах информатики. Действительно, иерархические структуры (чаще, древовидные), 

возникают в информационных системах довольно часто. 

Оптимальное кодирование. Например, рассмотрим задачу оптимального коди-

рования информации [112], а точнее, задачу построения оптимального префиксного 

бинарного кода. Задано конечное множество символов т.н. входного алфавита вместе с 

частотами их появления в кодируемом тексте. В задаче кодирования необходимо каж-

дому символу сопоставить бинарный код – последовательность нулей и единиц – таким 

образом, чтобы любая последовательность кодов, выписанных друг за другом, позво-

ляла однозначно восстановить последовательность закодированных символов. Такой 

код называется префиксным. Задача об оптимальном коде состоит в том, чтобы выбо-

ром кодов минимизировать длину закодированного сообщения (последовательности 

символов). 

Известно [112], что эту задачу можно сформулировать как задачу надстройки над 

множеством символов входного алфавита двоичного дерева (а дерево является частным 

случаем иерархической структуры). Символы входного алфавита находятся в листьях 

дерева, а из каждой из оставшихся вершин дерева исходят две дуги. Дуги каждой пары 

помечаются нулем и единицей в произвольном порядке (см. рисунок 2). В результате 

путь от корня дерева до любого из символов-листьев (в дереве этот путь всегда один) 

можно записать в виде последовательности нулей и единиц – меток составляющих путь 

дуг. Оказывается, что совокупность этих последовательностей задает префиксный код, 

и любой код можно описать в виде такого дерева. Средняя длина закодированного 

сообщения в битах равна средней (с учетом частоты появления) длине пути в соответ-

ствующем дереве, умноженной на длину сообщения. 

 

Рисунок 2. Пример префиксного кода 

 

Тогда задача об оптимальном коде сводится к поиску двоичного дерева, имеюще-

го минимальную среднюю длину пути от корня к листьям. Аналогично формулируются 

и некоторые известные обобщения этой задачи, например, задача построения опти-

мального троичного кода (в троичной системе исчисления) [18, 141]. С другой стороны, 

эта задача является основой многих рассматриваемых ниже формальных постановок, а 

способ ее решения (алгоритм построения т.н. дерева Хаффмана [112] – оптимального 
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префиксного кода) является частным случаем некоторых из получаемых ниже резуль-

татов. По ходу изложения будут и другие ссылки на теорию кодирования, алгоритмы 

Хаффмана [112] и Шенона-Фано [166]. 

Деревья поиска. К задачам построения оптимальных деревьев сводятся многие 

задачи выбора из большого числа вариантов – задачи дискретной оптимизации. Так, 

С. Бир в своей классической книге [6] предлагает универсальный алгоритм выбора, 

основанный на кибернетической концепции «черного ящика». Структура этого алго-

ритма имеет вид дерева, в листьях которого находятся решения (в общем случае они 

могут повторяться), а каждой из остальных вершин соответствует некоторая частная 

задача принятия решения, имеющая конечное, обычно небольшое, количество вариан-

тов ответа (например, «да» или «нет», «лево» или «право»). Исходящие из вершины 

дуги помечается этими вариантами решения. Процесс принятия решения стартует в 

корне дерева, направляется по одной из исходящих из вершины дуг в зависимости от 

решения частной задачи, расположенной в этой вершине, и завершается в одном из 

листьев-решений. Таким образом, построение алгоритма решения задачи выбора сво-

дится к надстройке древовидной структуры над конечным множеством допустимых 

решений задачи (см. рисунок 3).  

 

Рисунок 3. Фрагмент дерева поиска для задачи размещения восьми ферзей 

Стоя на позициях теории информации Бир заключает, что «… наиболее эффек-

тивный метод выбора состоит из ряда дихотомий (последовательного деления на две 

части) …», то есть, что оптимальная структура решения задачи выбора является двоич-

ным деревом. Как он пишет далее: «… космически огромное разнообразие состояний 
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«черного ящика» может быть сведено к поддающемуся обработке объему исследований 

методом случайного поиска, основанного на принципе максимизации энтропии путем 

дихотомического деления». Не абсолютизируя этот вывод, отметим, что идея рассмат-

риваемого в разделе 2.4.1 алгоритма поиска оптимальной иерархии является обобщени-

ем идеи описанного выше алгоритма выбора. Кроме того, в параграфе 3.3.2 исследуется 

вопрос об оптимальности дихотомий в таком алгоритме поиска.  

Структура алгоритмов. Впрочем, навряд-ли эта идея была впервые высказана 

Биром. Идея решения задач путем последовательного уточнения решения является 

«народной» – в настолько большом числе приложений она возникает. Например, она 

лежит в основе метода ветвей и границ – одного из самых общих и плодотворных ме-

тодов решения задач дискретной оптимизации. Как и вышеописанный «алгоритм Би-

ра», алгоритм решения задачи дискретной оптимизации методом ветвей и границ имеет 

структуру дерева (обычно двоичного), надстроенного над множеством допустимых 

решений задачи. Как и ранее, поиск решения стартует с корня дерева, и в каждой вер-

шине множество решений разбивается на две части (например, в задачах целочислен-

ного программирования на две части разбивается область значений одной из перемен-

ных задачи). Однако в отличие от вышеописанного «жадного» алгоритма поиска реше-

ния, в методе ветвей и границ одна из частей множества отбрасывается (а, следователь-

но, отсекается и не обходится все поддерево, дальше детализирующее это подмноже-

ство решений) только в том случае, если нижняя оценка минимизируемой функции 

стоимости на этом множестве оказывается выше стоимости некоторого имеющегося 

решения (это решение обычно называется базовым).  

Каждый запуск алгоритма ветвей и границ порождает то или иное поддерево в 

дереве ветвлений. Конкретный вид этого поддерева (множество отсекаемых поддеревь-

ев) определяется параметрами задачи (например, весами и стоимостями предметов в 

задаче о ранце) и, как следствие, ее оптимальным решением, а также особенностями 

используемых нижней оценки и процедуры ветвления. На каждой дуге поддерева тре-

буется вычислить нижнюю оценку, и вычислительная сложность всего алгоритма опре-

деляется суммой трудоемкости вычисления нижних оценок с учетом сложности подго-

товки исходных данных для их вычисления, а также трудоемкости сравнения оценок со 

стоимостью базового решения. Можно вычислить (или хотя бы оценить) среднюю 

трудоемкость алгоритма при различных распределениях исходных данных. Тогда зада-

ча построения оптимальной структуры алгоритма ветвей и границ будет сведена к 

поиску дерева, минимизирующего среднюю трудоемкость алгоритма. 
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В разделе 3.3 также описывается проблема выбора древовидного представления 

для задач дискретной оптимизации методом дихотомического программирования. 

Деревья принятия решений. Важным с точки зрения приложений частным слу-

чаем задачи выбора являются задачи поиска и тесно связанные с ними задачи класси-

фикации. Идеология последовательного уточнения решения в этих задачах реализуется 

с помощью т.н. деревьев принятия решений. Деревья принятия решений – хорошо 

зарекомендовавший себя комплекс методов классификации, распознавания и поддерж-

ки принятия решений, применяемых в машинном обучении, идентификации, анализе 

данных, ситуационном управлении и т.д. Задача построения дерева решений состоит в 

том, чтобы по обучающей выборке построить дерево вопросов, ответы на которые 

позволяют выбрать то или иное решение. Также важна предсказательная способность 

дерева – способность при поступлении на вход новых, ранее не встречавшихся ситуа-

ций (комбинаций ответов) принимать в них правильные решения, то есть те решения, 

которые принял бы в той же ситуации эксперт (см. рисунок 4). 

 

Рисунок 4. Пример дерева принятия решений 

Дерево решений должно быть компактным (состоять из небольшого числа вер-

шин) – это экономит время при ответах на вопросы; кроме того, эмпирически установ-

лено, что компактные деревья решений обладают лучшей прогностической способно-

стью. Важный класс постановок учитывает различные затраты вопросов и ошибок 

классификации (например, при медицинской диагностике).  
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Дерево решений надстраивается над элементами обучающей выборки (различны-

ми ситуациями), они являются листьями дерева; остальные вершины дерева соответ-

ствуют вопросам, позволяющим уточнить ситуацию. Каждой ситуации (листу дерева) 

ставится в соответствие то или иное решение из конечного множества решений (или 

класс при решении задачи классификации). Если ставится задача правильно классифи-

цировать обучающую выборку, то в корректном дереве решений уточняющие ситуа-

цию вопросы должны задаваться до тех пор, пока все еще нераспознанные ситуации не 

будут принадлежать к одному классу. В этом случае дальнейшее уточнение нецелесо-

образно, так как остается единственное верное решение (единственный возможный 

класс). Корректное дерево всегда принимает правильные решения на обучающей вы-

борке.  

Одна из задач состоит в том, чтобы минимизировать средние затраты принятия 

решения – средние по всем ситуациям (возможно, с учетом их вероятности) затраты 

пути в корректном дереве решений от корня до этого листа. В более общей постановке 

можно вводить цену ошибки классификации и ставить и задачу неточной классифика-

ции, балансируя затраты вопросов с потерями, возникающими из-за ошибок. Задачи 

построения деревьев решений подробно рассматриваются ниже в разделе 3.1. 

Иерархические вычисления. Разновидностью задачи построения дерева реше-

ний является задача поиска оптимального дерева вычисления логической функции. 

Булева функция f(x1, …, xn) задана таблицей из 2
n
 своих двоичных значений. Необхо-

димо построить схему ее вычисления, которая позволяла бы вычислять значение функ-

ции за минимальное время в наихудшем случае. Схему вычисления можно представить 

в виде дерева решений. Вопросы соответствуют аргументам функции, ответы – значе-

ниям аргументов (1 или 0), значения функции – двум классам, также 1 и 0. Отличается 

только критерий оптимизации – обычно минимизируется максимальная длина пути. В 

некоторых постановках аргументам функции присваиваются различные веса, соответ-

ствующие стоимости вопросов дерева решений. Некоторые методы оптимизации 

иерархий для такого критерия рассматриваются ниже в параграфе 2.5.1. 

Иерархические пользовательские меню. Иерархические меню являются попу-

лярным методом доступа пользователей к командам и данным, и в современных ин-

терфейсах иерархическое меню является если не единственным, то самым полным и 

систематизированным средством доступа ко всем функциям приложения (см. рисунок 5). 

Поиск необходимой команды осуществляется пользователем посредством нави-

гации в панелях меню и последовательного уточнения цели путем выбора отображае-

мых в меню категорий, группирующих отдельные функции системы. 
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Рисунок 5. Фрагмент командного иерархического меню (Microsoft™ Word 2010) 

Не менее часто иерархические меню встречаются и в сети Интернет. Каталоги ин-

тернет-ресурсов наподобие Google™ Directory (см. Рисунок 6. ) позволяют пользовате-

лям быстро находить необходимые им сайты, перемещаясь по тематическим рубрикам. 

 

Рисунок 6. Интернет-каталог Google™ Directory (фрагмент) 

 

Внешний вид и пользовательские качества меню могут отличаться в зависимости 

от места его размещения и задач, которые оно решает. Например, меню мобильных 

телефонов проектируется с учетом ограниченного размера экрана устройства, голосо-

вые меню не имеют визуального интерфейса, что вносит дополнительные ограничения 

на их структуру и содержание. Меню компьютерных программ (см. рисунок 5) должны 

иметь стандартный вид, знакомый пользователям операционной системы. В дизайне 

Интернет-сайтов меньше правил, например, для больших Интернет-каталогов часто 

применяется двухуровневая структура меню (см. рисунок 6) в которой на одной панели 

отображаются как сами категории, так и подчиненные им подкатегории. 

Эффективность меню обычно измеряется средним временем навигации в нем 

пользователя – чем это время меньше, тем меню лучше. Среднее время навигации су-

щественно зависит от популярности (частоты запроса) отдельных функций информа-

ционной системы (или, в общем случае, иных каталогизируемых ресурсов) и от струк-

туры меню: того, в какие категории группируются функции, как эти категории объеди-
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няются в метакатегории, и т.д. В результате таких группировок получается древовидная 

структура, начальные узлы которой соответствуют отдельным функциям системы, а 

остальные узлы – панелям меню или, что эквивалентно, категориям, группам функций. 

Задача оптимизации структуры меню состоит в том, чтобы среди множества допусти-

мых выбрать структуру, минимизирующую среднее время пользовательской сессии. 

Раздел 3.2 посвящен решению этой задачи и ее модификаций.  

Почти все перечисленные задачи подробно описываются в третьей главе. Там 

каждая из них сводится к одной из рассматриваемых далее в разделе 1.2 формальных 

постановок задач оптимальной иерархии и решается с применением одного из методов, 

описанных во второй главе. Полученные результаты интерпретируются в терминах 

исходной задачи и сравниваются с известными из литературы подходами к решению. 

1.1.3. Задачи оптимизации иерархической структуры организационных систем 

Системы обработки информации в жизни часто реализуются в форме некоторых 

технических или организационных систем. В технических системах цель системы до-

стигается за счет взаимодействия составляющих систему технических устройств (ма-

шин и механизмов), элементами же организационных систем являются люди и коллек-

тивы. Системы, для которых принципиальным является наличие как технических, так и 

человеческих компонент, называются человеко-машинными, а если нетехническая их 

компонента состоит из многих взаимодействующих для достижения общей цели лю-

дей, такие системы называются организационно-техническими. 

Традиционно считается, что поскольку человек сложнее любой машины, то и ор-

ганизационные системы априори сложнее технических. Однако обзор задач оптимиза-

ции иерархий целесообразно начинать именно с организационных систем, поскольку 

они исторически появились раньше. Первые организации
8
 со сложными иерархически-

ми взаимодействиями участников появились задолго до того, как человек создал сколь-

ко-нибудь сложное устройство. Возможно, и технические системы со сложной, в том 

числе, иерархической, структурой появились позже в процессе переноса уже хорошо 

зарекомендовавших себя принципов разделения задач и ответственности. 

                                                 

8
 Под организацией можно понимать свойство внутренней упорядоченности ча-

стей целого, процесс формирования этой упорядоченности или саму систему, облада-

ющую этим свойством [57]. В тех случаях, когда речь идет о третьем значении слова 

«организация», термины «организация» и «организационная система» ниже употреб-

ляются как синонимы. 
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Организационный дизайн. В настоящее время считается общепризнанным, что 

выбор организационной структуры оказывает большое влияние на эффективность 

функционирования организации. Классическим примером успешной реструктуризации 

считается революционное преобразование корпорации General Motors к дивизиональ-

ной структуре (см. рисунок 7) в первой половине XX века, позволившее ей перехватить 

инициативу у компании Генри Форда, до этого имевшей преимущество благодаря 

технологическим инновациям
9
 и на многие годы стать лидером мировой автомобиль-

ной промышленности [168].  

 

 

Рисунок 7. Пример дивизиональной (по регионам) организационной структуры [13] 

Многочисленные эмпирические исследования раскрывают связь между организа-

ционной структурой и стратегией компании [88], технологией [177] и некоторыми 

другими условиями ее функционирования (см., например, [40]). Однако каждый из этих 

подходов оперируют неформальными понятиями. 

На качественном уровне формирование организационной структуры требует 

определения ряда принципиальных аспектов:  

1. допустимо ли (и если да, то при каких условиях) подчинение одного сотруд-

ника одновременно нескольким руководителям; 

2. какие принципы декомпозиции областей ответственности будут использо-

ваться (функциональный, приводящий к функциональной организационной 

                                                 

9
 Инновацией было массовое конвейерное производство. Заметим, что задача вы-

бора структуры процесса сборки также может рассматриваться как задача оптимизации 

иерархии. Соответствующая постановка описывается в следующем разделе. 
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структуре; продуктовый, приводящий к дивизиональной организационной 

структуре; их комбинация в параллельных ветвях иерархии, что характерно 

для матричных структур [22]; возможны и более сложные варианты); 

3. сколько уровней будет в иерархии, и какова будет норма управляемости 

(число непосредственных подчиненных) менеджеров, возможно, в зависимо-

сти от их уровней. 

С «технической» же точки зрения задача формирования организационной струк-

туры состоит в том, чтобы при фиксированной технологии функционирования органи-

зации (заданных масштабе деятельности и производственных процессах, определяю-

щих необходимое оборудование и состав рядовых сотрудников) и механизмах управле-

ния (политики делегирования прав и обязанностей, схеме материального стимулирова-

ния и т.д.) выбрать число управленческих должностей и назначить отношения подчи-

ненности между ними. В соответствии с принятыми механизмами управления и други-

ми политиками (например, в зависимости от органического или механистического 

стиля управления) выбранная организационная структура породит распределение задач 

и ответственности руководителей, а также меру и способы их воздействия на производ-

ственную подсистему, функционирующую в соответствии с заданной технологией. Все 

это в совокупности, в конечном счете, приведет к той или иной эффективности функ-

ционирования организации – степени достижения организацией своих целей. 

В настоящее время, пожалуй, рано говорить о создании прикладной формальной 

методики дизайна организационной структуры, которая позволила бы собрать в неко-

тором унифицированном виде всю релевантную информацию (об условиях функцио-

нирования организации, технологии ее производственной деятельности, имеющихся 

кадровых ресурсах, стратегии развития, принятых политиках делегирования управле-

ния, текущем организационно-штатном расписании, и многом другом), обработать ее в 

режиме близком к автоматическому и выдать разумные рекомендации по реинжини-

рингу организационной структуры. Разработка такой методики – крайне сложная пер-

спективная проблема. Важным шагом в направлении ее решения является исследование 

частных идеализированных моделей, иллюстрирующих отдельные аспекты и компро-

миссы, баланс которых приводит к оптимальной организационной структуре. Такие 

модели позволяют ответить на ряд принципиальных вопросов теории фирмы – есть ли 

пределы роста иерархической организации, растет ли ветвистость (число непосред-

ственных подчиненных) с ростом уровня иерархии, ведет ли уплощение (flattening) 

иерархии к повышению эффективности принимаемых ею решений, и многие другие. 
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Ряд таких моделей исследуется ниже в разделе 4.1 с использованием развитых во 

второй главе аналитических и алгоритмических методов. В формулировке многих из 

этих моделей принципиальную роль играет передача и обработка информации (кото-

рые Р. Раднер перечисляет в ряду важнейших функций менеджмента [147]). При этом 

многоуровневая иерархия возникает как компромисс между необходимостью быстрой 

обработки огромных объемов информации для адаптации к меняющейся обстановке, и 

ограниченности возможностей отдельного человека. Некоторые модели учитывают и 

эффект «испорченного телефона» – каскадного накопления ошибок при передаче по 

длинной цепочке управления [175]. 

Системы сбора информации. Есть целый класс организационных систем, для 

которых передача и обработка информации является основной целью деятельности. В 

частности, это характерно для систем сбора данных, таких как система отделений поч-

товой службы, системы экологического мониторинга  [21], Государственная автомати-

зированная система РФ «Выборы» (ГАС «Выборы») и других.  

Основной функцией этих систем является сбор в одну «точку» информации, из-

начально распределенной по «пунктам» нижнего уровня; попутно обычно производит-

ся агрегирование информации – вычисление некоторых производных показателей, 

характеризующих измеряемый процесс на отдельных группах пунктов контроля. Мно-

гоуровневая структура при этом порождается требованиями по времени сбора всей 

распределенной информации в условиях ограничений на каналы связи и аналитические 

возможности отдельного пункта обработки информации [64].  

В системах сбора информации структура управления (организационная структу-

ра) зачастую совпадает с «производственной» структурой, определяемой информаци-

онными потоками. Обычно при разработке структуры таких систем ограничиваются 

симметричными древовидными структурами, в которых каждый пункт (кроме цен-

трального) отчитывается только перед одни вышестоящим пунктом обработки инфор-

мации, и все пункты сбора первичных данных находятся на одном уровне иерархии 

относительно центрального (то есть разделены одинаковым числом промежуточных 

пунктов). Эффект «испорченного телефона» по-прежнему является важным фактором, 

ограничивающим глубину иерархии, тогда как стоимость содержания многоуровневой 

системы обычно служит основным критерием качества. 

Иногда задача подобных систем обработки информации состоит в распростране-

нии информации из одного источника по распределенным пунктам; эта задача во мно-

гом симметрична задаче сбора.  
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Структура сетей поставки. Прямым обобщением является задача перераспреде-

ления – организации передачи потоков (информации или продуктов) из некоторого 

набора вершин-источников во множество вершин-приемников (эти множества могут и 

совпадать). Пример дает задача формирования структуры дистрибьюторской сети, 

когда необходимо связать производителей и потребителей каналами поставки так, 

чтобы удовлетворить спрос последних на те или иные продукты. При этом необходи-

мость экономии на транспортировке и накладных расходах приводит к появлению 

промежуточных слоев (дилеров, оптовых баз, логистических центров и дистрибьюто-

ров, задача которых состоит в максимально эффективном перераспределении товарных 

потоков от производителей к потребителям) связанных между собой транспортными 

потоками. 

В результате дистрибьюторская сеть представляет собой граф с начальными вер-

шинами – производителями, терминальными вершинами – потребителями, промежу-

точными вершинами – дистрибьюторами и дугами – потенциальными направлениями 

транспортировки продуктов. Можно ставить задачу поиска оптимальной сети, то есть 

сети, позволяющей удовлетворить спрос с минимальными затратами или достичь мак-

симальной суммарной прибыли (полезность потребителей за вычетом себестоимости, 

транспортных и накладных расходов). 

В комплексе задач управления сетями поставок (supply chain management) задача 

формирования структуры дистрибьюторской сети относится к стратегическому уров-

ню. После формирования структуры сети, то есть определения того, сколько и каких 

именно дилерских компаний и дистрибьюторов необходимо привлечь, можно решать 

задачи среднесрочного и краткосрочного планирования. Это задачи распределения 

потоков и выбора уровней складских запасов каждого узла дистрибьюторской сети, что 

обычно сводятся к решению задачи линейного программирования, которая, хотя и 

имеет обычно довольно большую размерность, но эффективно решается с использова-

нием современных вычислительных мощностей [103]. 

Задача же формирования структуры сети – это принципиально дискретная задача, 

более сложная с вычислительной точки зрения. Обычно ее решают путем фиксации 

глубины сети (числа промежуточных слоев) и решения задачи целочисленного про-

граммирования – определения оптимального количества дистрибьюторских узлов на 

каждом уровне сети. В настоящей работе предлагается другой подход, основанный на 

результатах, изначально полученных для сетей сбора данных. Несмотря на то, что 

дистрибьюторская сеть не очень похожа на иерархию, многие методы и алгоритмы 
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оптимизации иерархий удается обобщить к решению задачи оптимизации структуры 

сети. Методы поиска оптимальных сетей описаны в разделе 4.6. 

1.1.4. Задачи оптимизации иерархической структуры технических систем 

В настоящем разделе описываются задачи обработки информации, возникающие 

в технических системах, решение которых сводится к задаче оптимизации иерархиче-

ской структуры в той или иной постановке. 

Системные сети. Начнем, что наиболее естественно, с задач из области вычисли-

тельной техники
10

. Например, сложные структуры, похожие на описанные в предыду-

щем параграфе сети дистрибуции, характерны для системных сетей, посредством 

которых связываются между собой процессоры многопроцессорной системы. Цель 

этих связей – обеспечение передачи промежуточных результатов между процессорами 

в процессе распределенного решения сложных вычислительных задач. Системная сеть 

должна обеспечивать передачу пакетов между любой парой процессоров (абонентов). 

Поэтому, если абоненты сами не занимаются маршрутизацией, то единственной си-

стемной сетью, состоящей только из абонентов (пусть их имеется m штук), является 

распределенный полный коммутатор [31]. В нем каждый абонент оборудуется m – 1 

дуплексными портами и соединен прямыми каналами связи со всеми остальными або-

нентами. Однако построение больших систем по такой схеме невозможно, поэтому 

системная сеть имеет промежуточные каскады и помимо абонентов содержит специ-

альные устройства – коммутаторы, разветвители и объединители каналов.  

Современные системные сети реализуются посредством 2-х, 3-х или 4-хмерных 

торов или сетей Клоза [160]. Общей их проблемой является возможность конфликтов 

пакетов данных. Для разрешения конфликтов используется буферизация пакетов, что 

усложняет схему системной сети и увеличивает время передачи пакетов. 

Иерархическая структура сетей связи. Задача обеспечения связи между множе-

ством абонентов – это основная задача телекоммуникаций в целом, в частности, сетей 

мобильной связи. Современные мобильные сети поддерживают перемещение клиента 

между сотами без потери соединения. Связь в мобильных сетях организована через 

единый центр, поэтому в едином месте (в большинстве современных протоколов мо-

бильной связи это т.н. домашний агент – home agent) хранится таблица соответствия 

«клиент-сота», которая обновляется при смене соты. Этот процесс связан с большим 

                                                 

10
 В отличие от описанных выше в разделе 1.1.2 задач оптимизации структуры 

информационных систем, в рассматриваемых далее задачах важна физическая реализа-

ция системы в виде технического устройства, что, во многом, и определяет ее опти-

мальную структуру. 
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количеством сообщений, т.к. каждый раз при смене подсети мобильный агент через т.н. 

гостевой шлюзовой агент посылает сообщение своему домашнему агенту. Это может 

приводить к значительным задержкам регистрации, и сообщения загружают канал 

между гостевой и домашней сетью. 

Чтобы не перегружать шлюз сообщениями о регистрации, можно, как в совре-

менном стандарте HMIPv6 (Hierarchical Mobile IPv6), предложить многоуровневую 

структуру, где между шлюзовым агентом и отдельными сотами расположены один или 

несколько буферных уровней гостевых агентов (роутеров), каждый уровень хранит 

таблицу «клиент-агент следующего уровня». Теперь при перемещении клиента между 

сотами одного роутера происходит обновление только его таблицы и, в силу меньшей 

зоны покрытия, в ней находится меньше клиентов и, соответственно, нагрузка на шлюз 

и задержки переключения меньше. Правда, при этом возрастает задержка передачи 

данных, так как они теперь передаются не напрямую, а через цепочку гостевых агентов. 

 

 

Рисунок 8. Иерархическая структура сети сотовой связи 

 

Структуру этой иерархии можно оптимизировать относительно разных критериев, 

например, времени переключения мобильного агента или линейной комбинации вре-

мени переключения и задержки передачи данных (см., например, [140]). Ниже в разде-

ле 5.1 задача выбора иерархической структуры сотовой сети сводится к модели с опи-

санной в параграфе 2.5.3 потоковой функцией затрат. 

Иерархические вычисления. Выше в параграфе 1.1.2 уже упоминалась задача 

построения оптимального дерева вычисления логической функции. Вершинами этого 

дерева являются элементарные операции, а дуги определяют направления передачи 

промежуточных результатов вычислений. Иногда для обеспечения высокой скорости 

вычислений подобные схемы реализуются «в железе», когда каждая операция выпол-

няется отдельным вычислителем (процессором). Любая схема вычислений представля-

ет собой дерево, в листья которого подаются исходные данные – аргументы функции, в 
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остальных узлах находятся вычислители, результат вычисления формируется на выхо-

де корневого вычислителя (см. рисунок 9).  

 

 

Рисунок 9. Дерево вычисления функции [58] 

 

Особенно часто такая задача возникает при агрегировании данных с помощью ас-

социативных операций [147]. В этом случае все процессоры однотипны и любое дере-

во, листьями которого являются элементы исходных данных, корректно их агрегирует. 

 В [147, 149]  считается, что основные аспекты обработки информации, приводя-

щие к затратам, а потому нуждающиеся в экономии – это общее время вычисления 

функции и количество процессоров. Задача состоит в том, чтобы при заданном количе-

стве суммируемых элементов n и количестве процессоров P построить эффективную 

вычислительную сеть (организационную иерархию), то есть сеть, минимизирующую 

время суммирования. Методы решения задач этого класса описываются ниже в пара-

графе 2.5.1, а в разделе 5.3 результаты применения этих методов сравниваются с ре-

зультатами, известными из литературы. 

Балансировка сборочной линии. Наконец, приведем еще одну модель оптими-

зации иерархий из области технологии. При проектировании сборочного производства 

необходимо определить порядок сборочных операций и их распределение по сбороч-

ным постам, минимизирующие трудозатраты или максимально удешевляющие произ-

водство
11

. Для этого процесс сборки изделия разбивается на технологически неделимые 

                                                 

11
 Такая же задача возникает при создании системы контроля качества, когда 

необходимо определить, на каких этапах производства должен проводиться контроль 

качества сборки, и какие именно узлы и агрегаты подлежат проверке. 



 30 

элементарные операции – работы – и моделируется сетью [73], вершины которой – это 

элементарные работы, а дуги определяют причинно-следственные связи (работа не 

может быть начата, если не завершены все ее предшественники). Эта сеть дает исход-

ные данные для формирования схемы сборки. Схема сборки – это древовидная иерар-

хия, надстроенная над множеством элементарных работ технологической сети, то есть 

элементарные работы (на рисунке 10 они показаны черными кругами) являются листь-

ями этого дерева, а остальные вершины (изображенные светлыми кругами) соответ-

ствуют исполнителям – рабочим местам или сборочным постам. Дуги от работ к ис-

полнителю определяют множество работ, выполнение которых ему поручено. Дуги 

между исполнителями (изображенные пунктиром) определяют порядок вхождения 

исполнителей в сборочный процесс. 
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Рисунок 10. Сборочная линия как древовидная иерархия  

Если исполнители в иерархии образуют цепочку (как на рисунке 10 выше), то 

схема сборки имеет вид конвейера – сборочной линии, в которой операции выполняют-

ся строго последовательно. Однако, вообще говоря, «линейный» конвейер вовсе не 

обязан быть оптимальной формой организации производства. Иногда более рациональ-

ным является объединение нескольких конвейерных линий, собирающих отдельные 

узлы изделия, и главного конвейера, на котором осуществляется узловая сборка. Одна-

ко в любом случае должны выполняться условия причинности, определяемые сетью 

элементарных операций. 

Состав элементарных операций, объединяемых в рамках одного сборочного по-

ста, полностью определяет необходимое оборудование и квалификацию исполнителя, 

а, следовательно, затраты поста. Суммируя по всем постам, можно вычислить суммар-

ные затраты на сборку одного изделия. Задача оптимизации схемы сборки состоит в 

нахождении допустимой иерархии сборки, приводящей к минимальным затратам сбор-

ки одного изделия при условии поддержания требуемого темпа сборки. В разделе 5.2 

задача сводится к общей модели поиска оптимального дерева (см. раздел 2.4) и предла-

гается несколько алгоритмов ее точного и приближенного решения. 
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1.2. Общая постановка задачи оптимизации иерархических структур 

Подход, развиваемый в настоящей работе, основывается на том, что возникающие 

в различных прикладных областях задачи построения оптимальных иерархий имеют 

много общего. Во-первых, задается некоторое множество элементов нижнего уровня, 

над которыми необходимо надстроить иерархию. Во-вторых, задается множество 

допустимых иерархий, из которых необходимо выбрать одну. Это множество может 

ограничивать выбор только древовидными иерархиями или только двоичными деревь-

ями, или каким-либо другим образом. В-третьих, задается критерий эффективности, 

позволяющий сравнивать различные иерархии – тот критерий, который максимизиру-

ется или минимизируется выбором иерархической структуры. В роли такого критерия 

ниже будут выступать затраты иерархии. 

В настоящем разделе описывается формальная, математическая постановка зада-

чи поиска оптимальной иерархии. Для этого в параграфе 1.2.1 даются определения 

иерархии, исполнительных и управляющих узлов, функции затрат иерархии и т.д. Эти 

понятия используются далее на протяжении всей работы. В параграфе 1.2.2 вводится 

класс секционных функций затрат, а в параграфах 1.2.3, 1.2.4 – его важные подклассы: 

функции затрат, зависящие от мер, и функции затрат по контролю потоков. Далее в 

параграфе 1.2.5 вводятся основные свойства секционных функций затрат, которые 

иллюстрируются в основном на примерах введенных ранее зависящих от мер функций 

затрат и функций затрат по контролю потоков.  

Большая часть результатов настоящей работы получена для секционной функции 

затрат и ее подклассов. Однако при всех достоинствах, секционные функции описыва-

ют далеко не все задачи оптимизации иерархий. Поэтому в заключение раздела в пара-

графе 1.2.6 обсуждаются возможные обобщения понятия секционных функций затрат. 

В разделе 2.5 следующей главы некоторые из этих обобщений исследуются более по-

дробно. 

Материал раздела в основном следует подходу А.А. Воронина и С.П. Мишина 

[15-18, 43-46, 131]; результаты, полученные в настоящей работе, относятся к развитию 

предложенной ими теории оптимизации иерархических структур. В то же время, 

используемая в [43] терминология уже несет на себе следы конкретной предметной 

области – организационного управления (используются термины «менеджеры», «ис-

полнители», «подчиненные сотрудники» и т.д.). Изложение общей математической 

теории в содержательных терминах имеет свои плюсы, позволяя читателю в любой 

момент интерпретировать абстрактные результаты используя свою интуицию и жиз-

ненный опыт, однако поскольку одной из целей настоящей работы было развитие са-
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мых разных приложений теории, общую задачу оптимизации иерархической структуры 

было решено сформулировать в более абстрактных терминах, как это делалось и в [18]. 

В то же время, вводимые абстрактные понятия по возможности немедленно «погружа-

ются» в терминологию одной или нескольких прикладных областей, и иллюстрируются 

примерами содержательных задач.  

1.2.1. Определение иерархии  

Как отмечено выше в разделе 1.1, иерархия является моделью структуры многих 

реальных систем. Иерархии описываются с помощью ориентированных графов [9]. 

Ориентированный граф H = <V, E> задается множеством вершин V и множеством дуг 

E  VV. Множество дуг представляет собой некоторое множество упорядоченных пар 

вершин. Если пара вершин (v, v') принадлежит множеству дуг E, то говорят, что имеет-

ся дуга от вершины v к вершине v'. Граф называется конечным, если множество его 

вершин конечно. Все рассматриваемые далее графы предполагаются ориентированны-

ми и конечными, если явно не оговорено противное. 

Иерархические структуры описываются ациклическими графами. Граф G = <V, E> 

называется ациклическим, если нельзя составить такую последовательность его вершин 

v1, …, vk, чтобы (vi, vi + 1)  E для всех i = 1, …, k – 1 и (vk, v1)  E. То есть в ацикличе-

ском графе нельзя, идя по дугам графа, вернуться в исходную вершину. Вершины 

ациклического графа, в которые не входят дуг, называются начальными, а из которых 

не выходит дуг – терминальными, остальные – промежуточными. Хотя это соответ-

ствует не всем содержательным интерпретациям, но для единообразия  терминологии 

будем считать, что дуги в иерархии направленны «снизу вверх», поэтому начальные 

вершины будем иначе называть вершинами (или элементами) нижнего уровня, и счи-

тать их подчиненными остальным вершинам, которые будем называть вершинами верх-

них уровней. Именно, если в графе есть цепочка вершин v1, …, vk таких, что (vi, vi+1)  E 

для всех i = 1, …, k – 1, то вершина v1 подчинена вершине vk. Это значит, что в графе 

можно построить цепочку вершин от v1 к vk так, чтобы каждая вершина была непосред-

ственно подчинена следующей. Также будем называть непосредственно подчиненную 

вершину дочерней
12

. Через DG(m) обозначим множество вершин из V, для которых 

                                                 

12
 Дуги иерархии считаются направленными снизу вверх для совместимости обо-

значений с [18, 43, 49]. Одновременно, ниже широко используется понятия подчинен-

ности и отношений «родительская вершина – дочерняя вершина». Это создает некото-

рую путаницу, так как обычно в литературе по теории графов дочерние вершины  – это 
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вершина m является родителем в графе G, через PG(m) – множество родителей вершины 

m в графе G. 

В каждой из рассматриваемых далее оптимизационных задач иерархии надстра-

иваются над некоторым (определяемым задачей) конечным множеством начальных 

вершин W = {w1, …, wn}, n > 1 – это множество фиксировано, в отличие от множества 

M = V\W вершин верхних уровней, которое может отличаться в разных иерархиях (что-

бы подчеркнуть, что состав вершин верхних уровней зависит от иерархии H, далее 

иногда будем множество вершин верхних уровней обозначать через MH). 

Например, в задаче построения иерархического пользовательского меню задан-

ным является множество функций системы, к которым необходимо дать доступ пользо-

вателю, а остальные вершины иерархии соответствуют группам функций, таким как 

«Действия», или «Настройки». В задаче оптимизации организационной структуры 

иерархия управления координирует действия некоторого фиксированного множества 

исполнителей (например, рабочих или служащих). Это множество определяется техно-

логией функционирования организации, и именно над фиксированным множеством 

исполнителей надстраивается иерархия управляющих ими сотрудников – менеджеров. 

Дуги графа организационной структуры соответствуют подчиненности – если в графе 

присутствует дуга от сотрудника v2 к сотруднику v1, то сотрудник v2 является непосред-

ственным подчиненным сотрудника v1. Поскольку задачей менеджеров в иерархии 

является управление исполнителями, бессмысленно иметь менеджеров без подчинен-

ных, поэтому логично, что множество начальных вершин всегда совпадает с множе-

ством исполнителей. 

Характерной чертой большинства иерархий, возникающих в задачах обработки 

информации, является наличие среди ее терминальных вершин как минимум одной 

«корневой» вершины, которой непосредственно или опосредованно  подчинены все 

начальные вершины иерархии. Например, поскольку при построении организационной 

структуры необходимо обеспечить координацию всех исполнителей организации, в 

любой иерархии должен присутствовать топ-менеджер, который непосредственно или 

через цепочку других менеджеров будет управлять каждым исполнителем. В задаче 

построения пользовательских меню это соответствует наличию единой «точки входа» в 

приложение, потенциально позволяющей получить доступ к любой его функции. Тре-

                                                                                                                                                         

те, в которые ведут дуги из данной вершины. В нашем же случае дуги ведут из подчи-

ненных, дочерних вершин в родительские. Мы надеемся, что читатель снисходительно 

отнесется к этой особенности используемой терминологии. 
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бование наличия такого корня также отразим в формальном определении иерархии, 

эквивалентном определению из [43] с учетом изменения терминологии. 

Определение 1. Ациклический граф ,H W M E   с множеством дуг подчи-

ненности ( )E W M M   назовем иерархией над множеством вершин нижнего уров-

ня W, если множество его начальных вершин совпадает с W и найдется вершина, кото-

рой непосредственно или опосредованно подчинены все начальные вершины. Через 

(W) обозначим множество всех иерархий над множеством вершин нижнего уровня W. 

Множество (W) определяется только множеством W. В него входят иерархии с 

произвольными множествами промежуточных узлов, лишь бы иерархия удовлетворяла 

условиям определения 1. 

Рисунок 11 иллюстрирует введенное определение. Начальные вершины на нем 

изображены темными кружками и пронумерованы арабскими цифрами, остальные 

вершины изображены светлыми кружками и пронумерованы латинскими цифрами. 

Графы а)-в) на рисунке 11 являются иерархиями над множеством W = {1, …, 4}, по-

скольку удовлетворяют всем требованиям определения. В то же время, графы г)-е) 

иерархиями не являются. В графе г) вершина из W с номером 3 не является начальной, 

так как имеет подчиненных, в графе д) нет вершины, который были бы подчинены все 

начальные вершины, в графе е) вершина II не из множества W является начальной, 

кроме того, этот граф содержит цикл 13I1. 
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Рисунок 11. К определению иерархии 
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Введем определения некоторых «типовых» иерархий. 

Определение 2 [18]. Иерархию H назовем деревом, если в ней имеется един-

ственная терминальная вершина, а каждая из остальных вершин подчинена ровно од-

ной вершине. 

Определение 3. Для произвольной вершины верхних уровней число входящих в 

нее дуг (или, что то же самое, число ее дочерних вершин) назовем полустепенью захо-

да или ветвистостью этой вершины. В задаче формирования организационной струк-

туры это число иногда называют нормой управляемости вершины. 

Определение 4 [18]. Пусть задано целое число r > 1. Иерархия H называется 

r-иерархией, если каждой ее вершине непосредственно подчинено не более r других 

вершин. Иначе говоря, ветвистость каждой вершины r-иерархии не превышает числа r. 

Если дерево является r-иерархией, будем называть его r-деревом.  

Примеры 2-деревьев приведены на рисунке 12 – это иерархии а) и в). Иерархия б) 

на рисунке 12 является 4-деревом. 
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Рисунок 12. Типовые иерархии 

Определение 5 [18]. Веерной иерархией называется иерархия с единственной 

вершиной, которой непосредственно подчинены все начальные вершины.  

Например, иерархия б) на рисунке 12 – это веерная иерархия. 

Определение 6 [18]. Последовательной иерархией называется 2-иерархия, в кото-

рой каждой вершине верхних уровней непосредственно подчинена как минимум одна 

начальная вершина.  

Пример последовательной иерархии изображен на рисунке 12 в). 

Данное выше определение иерархии довольно общее. Оно позволяет описывать 

асимметричные иерархии, в которых вершине могут подчиняться одновременно и 

элементы множества W, и промежуточные вершины (вершина II иерархии б) на рисун-

ке 11). В практике менеджмента это называется межуровневым взаимодействием. Так-

же в иерархиях могут присутствовать вершины с единственным подчиненным (верши-
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на III иерархии б) на рисунке 11), хотя обычно подобные подчинения редко оказывают-

ся  неоптимальными из-за явной избыточности. 

Отметим, что многие известные подходы запрещают межуровневые взаимодей-

ствия уже в самом определении иерархии. Например, хоть в [38] и не приводится фор-

мального определения иерархии, большинство рассматриваемых там иерархий распа-

даются на последовательно подчиненные уровни, то есть, как пишут авторы: «Любая 

иерархия состоит из вертикально соподчиненных подсистем». Ниже в разделе 4.2.3 

обсуждается класс моделей организаций, также основанных на представлении об 

иерархии как о последовательности уровней.  

Многие содержательные задачи, например, задача построения оптимального пре-

фиксного кода, ставятся сразу как задачи поиска оптимального ориентированного 

дерева над заданным множеством вершин нижнего уровня W. Однако, как показано 

выше, общее определение иерархии допускает и множественное подчинение (вершина 

I в иерархии на рисунке 11 б) или вершина III в иерархии на рисунке 11 в), и наличие 

нескольких терминальных вершин (вершины II и III иерархии б) на рисунке 11). Более 

того, ранее в [18] водилось более широкое, чем в Определении 1, понятие иерархии, 

обеспечивающей заданный набор функций, где фиксировался целый набор подмножеств 

множества W, каждое из которых необходимо было «собрать» под своей вершиной. 

Такие обобщенные иерархии больше похожи на обсуждаемые в параграфе 2.5.3 сети. 

В самом общем виде задачу поиска оптимальной иерархии можно сформулиро-

вать следующим образом.  

Пусть задано конечное множество начальных вершин W, множество допустимых 

иерархий   (W) и функция затрат ),0[: C , которая каждой допустимой 

иерархии ставит в соответствие неотрицательное число. Необходимо найти допусти-

мую иерархию с минимальными затратами, то есть найти 

)(min* HCArgH
H 

 . 

Множество допустимых иерархий   может как совпадать с множеством ( )W  

всех иерархий, надстроенных  над W, так и быть его строгим подмножеством. В част-

ности, в зависимости от содержательной постановки задачи, может искаться оптималь-

ное дерево или оптимальная r-иерархия. 

Когда количество элементов нижнего уровня мало, эта задача может решаться 

полным перебором всех возможных иерархий (понятно, что в общем случае произ-

вольной функции затрат это единственный способ решения). Однако обычно допусти-

мых иерархий настолько много, что даже задать функцию затрат перечислением ее 
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значений для всех иерархий из множества   невозможно. Тогда функция затрат опре-

деляется аналитическим выражением или алгоритмом, которые зависят от структурных 

параметров иерархии – количества неначальных вершин, их ветвистости и т.п. 

Для разработки эффективных методов поиска оптимальных иерархий необходимо 

делать предположения о виде функции затрат – ограничивать рассмотрение некоторым 

их классом. Эти предположения могут следовать из той или иной содержательной 

постановки или вводиться из соображений математического удобства. Для настоящего 

исследования характерно как раз вводить ограничения на функции затрат иерархии из 

общих соображений, не упуская, однако, из виду необходимости описания с помощью 

таких функций реальных задач. 

Ниже формулируется понятие секционных функций затрат, которые позволяют 

моделировать и решать широкий класс задач поиска оптимальных иерархий. 

1.2.2. Секционные функции затрат 

Первое упрощение, которое делается относительно функции затрат иерархии – 

это предположение об анонимности вершин верхних уровней. Именно, будем считать, 

что даже если такие вершины обладают персональными характеристиками, то эти 

характеристики никак не влияют на затраты иерархии: затраты определяются только 

структурными свойствами иерархии. В терминах теории графов можно сказать, что 

вершины верхних уровней иерархии (в отличие от начальных вершин!) либо считаются 

непомеченными, либо иерархии, отличающиеся только пометкой вершин верхних 

уровней, имеют одинаковые затраты. 

Это предположение оказывается вполне естественным во многих содержательных 

моделях из числа тех, что были описаны в предыдущем разделе. Оно, очевидно, выпол-

нено, когда иерархия заведомо строится из идентичных элементов, как это имеет место 

в технике и в большинстве задач из области информатики, кратко описанных в пара-

графе 1.1.2. Однако и во многих случаях, когда персональные характеристики вершин 

иерархии существенно влияют на затраты иерархии, ряд технических приемов позволя-

ет свести задачу к анонимной функции затрат. Например, в задаче формирования орга-

низационной структуры фирмы (подробнее см. главу 4), выбор той или иной структуры 

обычно производится еще до набора сотрудников, так что на этапе построения струк-

туры еще не известно, какие люди будут занимать те или иные штатные позиции, пред-

писываемые выбранной структурой, поэтому в функцию затрат иерархии с необходи-

мостью входят лишь некоторые обобщенные характеристики менеджеров. При этом 

считается, что при наборе персонала всегда можно будет найти людей с необходимыми 
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для данных должностных позиций навыками, и затраты получившейся иерархии будут 

не сильно отличаться от «нормативных». 

Заметим, что анонимность функции затрат относится к вершинам верхних уров-

ней, но не к начальным вершинам. То есть при изменении любых характеристик 

начальных вершин (в частности, при их перестановке) затраты иерархии могут изме-

ниться, поскольку в общем случае изменится вся суть ее функционирования (например, 

изменятся характеристики продуктов, выпускаемых организацией, характеристики 

пунктов меню, выбираемых пользователями, и т.п.).  

Как будет показано ниже в соответствующих разделах, аналогичные предположе-

ния анонимности обычно выполнены и в задаче построения иерархического пользова-

тельского меню, и в задаче построения дерева решений (хотя иногда для решения зада-

чи оказывается более удобным отказаться от анонимности!). 

Еще одно упрощение, которое делается относительно функций затрат – это пред-

положение об аддитивности функции затрат иерархии. Предполагается, что затраты 

C(H) любой иерархии H можно представить в виде суммы затрат вершин верхних 

уровней этой иерархии, то есть записать в виде 

 


Mm
HmcHC ),()( , 

где M – это множество вершин верхних уровней, входящих в иерархию H, а неотрица-

тельная функция c(m, H), называемая функцией затрат вершины, ставит в соответствие 

каждой вершине m из множества M ее затраты в иерархии H. Изложение далее будет 

вестись, в основном, в терминах функций затрат вершин, а не в терминах функций 

затрат иерархии в целом. Иногда будем говорить о затратах вершины, имея в виду 

значение ее функции затрат. 

Само по себе предположение аддитивности не является ограничивающим до тех 

пор, пока допускаются произвольные функции затрат вершины
13

. Однако уже следую-

щее необходимое допущение – локальность, существенно сужает класс рассматривае-

мых функций затрат. Локальность функции затрат предполагает, что затраты вершины 

зависят от того, каким образом устроена иерархия «в непосредственной близости» от 

этой вершины, а именно, какие вершины подчинены ей непосредственно, и какие 

начальные вершины подчиняются этим дочерним вершинам – но не зависят от того, 

как организованы другие части иерархии. 

                                                 

13
 Чтобы обойтись без этого предположения, достаточно формального допущения 

о том, что все затраты на содержание иерархии сконцентрированы в затратах ее 

начальной вершины (то есть c(m, H) = C(H)), а затраты остальных вершин равны нулю. 
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Так, говоря в терминах организационных структур, довольно логично предполо-

жить, что затраты менеджера не зависят от того, как организована работа менеджеров, 

не являющихся его подчиненными. Вдобавок к этому локальность предполагает, что 

затраты менеджера не зависят от его начальников – от того, на каком уровне этот мене-

джер расположен относительно топ-менеджера и т.п. – а также от деталей устройства 

подыерархий, управляемых непосредственными подчиненными менеджера. 

Определим локальность функции затрат формально. 

Определение 7 [18]. Группой начальных вершин s  W назовем любое непустое 

подмножество множества начальных вершин W. Для любой вершины v  V иерархии H 

можно определить подчиненную группу начальных вершин sH(v)  W – группу началь-

ных вершин, из которых вершина v достижима в иерархии H (то есть начальных вер-

шин, из которых в иерархии H существует путь в вершину v)
 14

. В ряде приложений 

также можно говорить о том, что вершина v управляет группой sH(v). 

Так, например, на рисунке 13 вершине m1 подчинена группа начальных вершин 

{w1, w2, w3, w4}, вершине m2 – группа {w3, w4, w5, w6, w7}, а вершине m – группа W, 

состоящая из всех начальных вершин. На рисунке части иерархии, подчиненные вер-

шинам m1 и m2, для наглядности обведены соответственно штрихованной и 

штрихпунктирной линиями.  

w1 w4w3w2 w5
w8w7w6

m1

m

m2

 

Рисунок 13. Подчиненные группы исполнителей 

 

Заметим, что по определению иерархии каждой вершине верхних уровней подчи-

нена непустая группа, и в каждой иерархии присутствует вершина, которой подчинена 

группа W, состоящая из всех начальных вершин.  

                                                 

14
 Если вершина v сама является начальной, то есть v  W, то она достижима 

только из самой себя, то есть управляет группой sH(v) = {v}. 
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Определение 8 [43]. Функция затрат вершины называется секционной, если она 

зависит только от групп начальных вершин, подчиненных непосредственным подчи-

ненным этой вершины в иерархии H. 

Таким образом, если вершина m в иерархии H имеет k дочерних вершин 

v1, v2,…, vk, то ее затраты можно записать в виде 

c(m, H) = c(sH(v1), …, sH(vk)). 

Затраты вершины опосредованно зависят от подчиненной ей группы начальных 

вершин. Опосредованно, поскольку подчиненная группа вершины равна объединению 

групп, подчиненных ее дочерним вершинам, и, значит, она однозначно определяется 

этими группами. Поэтому можно считать, что затраты вершины зависят только от 

групп, подчиненных ее дочерним вершинам. В общем случае этим дочерним вершинам 

могут подчиняться пересекающиеся группы. Скажем, вершина m на рисунке 13 имеет 

три дочерние вершины: промежуточные вершины m1 и m2, а также начальную вершину 

w8. Значит, затраты вершины m можно записать следующим образом: 

}){},,,,,{},,,,({ 8765434321 wwwwwwwwwwc , 

причем начальные вершины w3 и w4 входят в подчиненные группы как вершины m1, так 

и вершины m2. 

Число аргументов секционной функции затрат равно количеству дочерних вер-

шин и функция определяется для любого их количества. Значение секционной функции 

затрат не зависит от порядка следования ее аргументов (групп) и не изменяется при их 

перестановке. Таким образом, секционная функция затрат ставит в соответствие произ-

вольному непустому множеству групп начальных вершин число – затраты вершины, 

дочерним вершинам которой подчинены эти группы.  

При секционной функции затраты вершины не зависят от того, как «внутри» ор-

ганизованы подыерархии, подчиненные ее дочерним вершинам, а зависят только от 

подчиненных им групп начальных вершин. Подыерархии, подчиненные дочерним 

вершинам, могут быть устроены произвольным образом, но если подчиненные группы 

остаются неизменными, то и затраты самой родительской вершины не меняются. Так, 

затраты вершины m в иерархиях на рисунке 14а) и 14б) одинаковы, поскольку в обеих 

иерархиях она имеет две дочерние вершины, которым подчинены группы начальных 

вершин {1, 2, 3} и {3, 4, 5, 6}. При этом, понятно, что совокупные затраты этих иерар-

хий могут отличаться. 

Следующее условие на вид функции затрат достаточно естественно и выполнено 

в большинстве приложений. 
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Рисунок 14. К определению секционной функции затрат 

 

Определение 9. Если для любого числа k  2 и любого набора групп s1, s2,…, sk из 

того, что s1  s2 следует, что с(s1, s2,…, sk)  с(s2,…, sk), то будем говорить, что для сек-

ционной функции затрат невыгодно дублирование.  

Утверждение 1 [43]. Если дублирование невыгодно, существует оптимальная на 

множестве (W) иерархия, обладающая следующими свойствами: 

1. Уникальность групп: всем вершинам верхних уровней подчинены разные 

группы начальных вершин.  

2. Единственность терминальной вершины: есть только одна терминальная 

вершина – остальные же прямо или опосредовано подчинены ей. 

3. Распределенность: среди дочерних вершин любой вершины ни одна не 

подчинена другой. 

В любой другой иерархии «лишние вершины» (при нарушении свойств 1 или 2) 

или «лишние связи» (при нарушении свойства 3) можно удалить без увеличения затрат 

иерархии.  

Например, иерархия б) на рисунке 11 нарушает свойство уникальности групп – 

вершинам I и III подчинена одна и та же группа начальных вершин {1, 2, 3}. Эта же ие-

рархия нарушает свойство единственности терминальной вершины, так как в ней две 

вершины, II и III, не имеют родителей. И, наконец, эта иерархия нарушает свойство 

распределенности, так как непосредственно подчинена вершина 3, которая уже подчи-

нена вершине I, также непосредственно подчиненной вершине II. 

Ниже исследуются по большей части функции затрат, для которых невыгодно 

дублирование. Кроме того, считается, что удаление таких «лишних» вершин и связей 

всегда оставляет иерархию допустимой (оставляет ее во множестве  допустимых 
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иерархий). Например, если иерархия б) на рисунке 11 является допустимой (принадле-

жит множеству ), то удалив из нее «лишнюю» вершину 3 и все ее связи, мы должны 

получить другую допустимую иерархию из множества . 

Свойства 1-3 существенно облегчают поиск оптимальной иерархии: в числе про-

чего, из них следует, что можно рассматривать только конечные множества допусти-

мых иерархий. Действительно, в силу уникальности групп в любой иерархии общее 

число промежуточных и терминальных вершин не может быть больше количества 

всевозможных групп, которые можно построить на базе множества начальных вершин 

W, то есть 2
|W|

 – 1. Кроме того, можно не рассматривать иерархии, в которых есть вер-

шины, имеющие ровно одну дочернюю вершину (такой родительской вершине подчи-

нена та же группа, что и дочерней, что также нарушает свойство уникальности групп). 

В завершение параграфа сделаем следующее замечание. Свойство аддитивности 

предполагает, что затраты начальных вершин равны нулю, однако для локальных 

функций затрат это не огранивает общности рассмотрения. Действительно, каждой 

начальной вершине можно назначить произвольные затраты, но, в духе свойства ло-

кальности, они не должны зависеть от того, как устроена иерархия, надстроенная над 

этой вершиной. Это значит, что затраты вершины w  W зависят только от самой этой 

вершины. В духе секционных функций можно сказать, что затраты вершины w зависят 

только от подчиненной ей группы sH(w) = {w}. Выше показано, что в условиях функций 

затрат, для которых невыгодно дублирование, можно считать, что все вершины верх-

них уровней имеют не менее двух подчиненных вершин, то есть их функции затрат 

имеют как минимум два аргумента. Это позволяет упростить обозначения, «зарезерви-

ровав» функцию затрат с единственным аргументом для затрат начальных вершин, 

считая, что c(w, H) = c(sH(w)) = c({w}). Однако поскольку все допустимые иерархии 

имеют одинаковое множество начальных вершин W, добавка в размере суммарных 

затрат начальных вершин входит в затраты любой допустимой иерархии. Поэтому эта 

добавка не сказывается на решении задачи поиска оптимальной иерархии, и затраты 

начальных вершин можно положить равными нулю. 

Оставаясь в рамках секционных функций затрат удается довольно далеко продви-

нуться в решении задачи поиска оптимальной иерархии. В то же время, как показывает 

материал глав 3-5, многие известные модели формирования иерархических структур 

сводятся к поиску оптимальной иерархии для секционной функции затрат. 
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1.2.3. Функции затрат, зависящие от мер 

В общем виде секционная функция затрат вершины c(s1, …, sk) представляет со-

бой функцию множеств и потому является довольно сложным объектом. Задание такой 

функции затрат в общем случае сводится к прямому перечислению ее значений для 

всех возможных наборов групп, что обычно невозможно из-за огромного количества 

таких наборов. 

Несмотря на то, что ниже в разделах 1.2.5, 2.4.1 и 2.4.3 будет приведен ряд ре-

зультатов, касающихся секционных функций общего вида, чтобы иметь возможность 

представить секционную функцию затрат вершины в компактной форме, необходимо 

каждой группе или набору групп поставить в соответствие одну или несколько число-

вых характеристик и считать функцию затрат вершины зависящей уже от этих характе-

ристик. 

В частном случае одной характеристики это можно сделать, например, введя меру 

на множестве начальных вершин. Каждой вершине w  W ставится в соответствие 

положительное число (w) – ее мера. Мерой (s) группы начальных вершин s  W 

называется суммарная мера вершин, входящих в группу, то есть  


sw
ws )(:)(  . 

Тогда считаем, что функцию затрат вершины можно записать в виде функции k + 1 

переменных: с(s1, …, sk) = c(1, …, k, ), где  – мера группы начальных вершин, под-

чиненных данной вершине, а 1, …, k – это меры групп, подчиненных ее дочерним 

вершинам. Такую функцию затрат будем называть зависящей от мер
15

.  

Мера является некоторой числовой характеристикой начальной вершины, и мо-

жет по-разному интерпретироваться в зависимости от содержательной постановки 

задачи. Так, в задаче кодирования это частота появления символа в кодируемой после-

довательности, в задаче дизайна пользовательского меню – популярность функции 

информационной системы, в моделях формирования организационной структуры мера 

исполнителя соответствует сложности управления им, например, связанной с объемом 

                                                 

15
 Появление последнего аргумента связано с тем, что в случае пересекающихся 

групп сумма их мер не равна мере их объединения. Ведь логично, что затраты вершины 

должны зависеть от меры подчиненной ей группы начальных вершин, а эта группа 

является объединением групп, подчиненных дочерним вершинам. Напомним, что 

функция затрат вершины задается для любого количества ее непосредственных подчи-

ненных r и симметрична по перестановке аргументов 1, …, r (но не последнего аргу-

мента ). 
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выполняемой им работы. Затраты вершины в иерархии зависят от мер групп, подчи-

ненных ее дочерним вершинам, будь то общая частота набора символов, популярность 

пункта пользовательского меню (группы функций системы), или объем работы, выпол-

няемой группой исполнителей организации. 

Пример 1. В простейшем случае все начальные вершины считаются неразличи-

мыми и каждой из них назначена мера, равная единице. Тогда мера группы равна коли-

честву входящих в нее начальных вершин, а функция затрат вершины зависит от коли-

чества подчиненных ей начальных вершин и от количества начальных вершин, подчи-

ненных ее дочерним вершинам. 
16)

 

Назначение вершинам мер, конечно, является далеко не единственным, хотя и са-

мым простым способом введения числовых характеристик групп начальных вершин. В 

частности, в параграфе 1.2.4 ниже описываются функции затрат, зависящие от потоков 

– числовых векторов, сопоставленных уже не одной вершине, а паре начальных вер-

шин. 

Приведем несколько примеров функций затрат, зависящих от мер. 

Пример 2. Пусть затраты вершины равны некоторой положительной константе, 

что соответствует одинаковым затратам всех вершин иерархии. Тогда затраты иерар-

хии будут пропорциональны количеству входящих в нее неначальных вершин, как, 

например, предполагается одним из популярных критериев в задаче построения дерева 

решений (см. параграф 1.1.2 и раздел 3.1).  

Пример 3. Пусть затраты вершины пропорциональны мере подчиненной ей груп-

пы, то есть с(1, …, k, ) = . В этом случае среди всех возможных иерархий опти-

мальна веерная иерархия, поскольку любая иерархия по определению включает верши-

ну, которой подчинена группа s = W, и только в веерной иерархии других вершин не 

будет. Задача станет интереснее, если ограничиться поиском только среди r-иерархий, 

где r > 1 – некоторое заданное число. Например, в информатике довольно типична 

задача поиска оптимального двоичного дерева (2-дерева, в нашей терминологии). Забе-

гая немного вперед, скажем, что именно такой вид имеет функция затрат в задаче об 

оптимальном префиксном коде (см. введение к главе 3).  

Пример 4. Пусть функция затрат зависит не от мер групп, подчиненных детям 

вершины, а только от количества этих дочерних вершин k и меры  группы, подчинен-

ной самой вершине. В частности, ниже в параграфе 2.2.3 будут рассматриваться функ-

ция затрат вида с(k, ) = (k) + () и мультипликативная функция вида 

                                                 

16
 Символом «» здесь и далее обозначается конец примера или доказательства. 
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с(k, ) = (k)(), где () и () – некоторые неотрицательные монотонно возрастаю-

щие функции. К первой из них сводятся описанная в параграфе 3.3.3 задача оптимиза-

ции дихотомического представления функции, а ко второй – некоторые модели форми-

рования организационных иерархий [144].  

Пример 5. В [18, 43] были введены и исследованы несколько более сложных 

функций затрат вершины, зависящих от мер: 

(I) 1 1 1( ,..., , ) [ max( , , )]k k kc               , 

(II) 1 1( ,..., , ) [ ]k kc          , 

(III) 1 1( ,..., , ) [ / max( ,..., ) 1]k kc           , 

(IV) 1 1
( ,..., , ) [ ( )]

k

k ii
c       


  , 

(V) 1 1( ,..., , ) / min( ,..., )k kc         . 

Здесь  и  – некоторые неотрицательные параметры. Напомним также, что 

1, …, k – это меры групп, подчиненных детям вершины, а  – мера группы, подчи-

ненной самой вершине. Ниже мы будем ссылаться на эти функции затрат по их номеру, 

то есть говорить о функции затрат (I), (II) и т.д. 

Воронин и Мишин в [15, 18] для задачи формирования организационной структу-

ры предлагают следующие содержательные интерпретации функций затрат (I)-(V) в 

терминах психологических типов взаимодействия в коллективе.  

В функции (I) затраты вершины управленческой иерархии – менеджера – опреде-

ляются мерами групп, которые управляются всеми непосредственными подчиненными, 

кроме «полулидера» (управляющего группой максимальной меры). Считается, что он 

обладает достаточной квалификацией для того, чтобы самостоятельно решать пробле-

мы, связанные с управлением своими подчиненными, не беспокоя при этом своего 

начальника. Тогда функция затрат (II) соответствует управлению секцией без полули-

дера – в ней суммируются меры групп всех непосредственных подчиненных. Если 

среди непосредственных подчиненных менеджера имеется «лидер», который помогает 

менеджеру решать проблемы взаимодействия других непосредственных подчиненных, 

то затраты описываются функцией затрат (III). Функция (IV) описывает затраты мене-

джера в процессе индивидуальной работы с непосредственными подчиненными, когда 

менеджер индивидуально передает каждому своему непосредственному подчиненному 

информацию о той части своей группы, которой этот подчиненный не управляет. Объ-

ем информации определяется разностью мер групп  и i, возведенных в степень . 

Функция (V) описывает отрицательное влияние низкой квалификации.  
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В то же время, область применения функций (I)-(V) не ограничивается сферой ор-

ганизационного дизайна. Так, ниже в параграфе 5.2.3 с помощью функции (I) и ее мо-

дификаций моделируются расходы сборочного производства, а функция (II) обобщает 

многие функции затрат, возникающие в системах обработки информации.  

Введем понятие однородных функций затрат, результаты исследования которых 

составляют существенную часть теоретических результатов (описанных в главе 2) 

настоящей работы.  

Определение 10 [18]. Функция затрат вершины c(1, …, k, ), зависящая от мер, 

называется однородной, если существует такое неотрицательное число , что для любо-

го положительного числа a и любого набора мер 1, …, k,   выполняется тождество 

1 1( ,..., , ) ( ,..., , )k kc a a a a c      . Число  называется степенью однородности функ-

ции затрат
17

. 

Таким образом, при однородной функции затрат пропорциональное увеличение 

мер всех подчиненных групп в a раз приводит к росту затрат вершины в a

 раз. Говоря 

экономическим языком, однородная функция затрат обладает постоянной эластично-

стью
18

 на масштаб (определяемый мерой подчиненных групп). 

Пример 6. Функция затрат вершины вида c(k, ), зависящая только от количества 

дочерних вершин k и  меры подчиненной группы , будет однородной тогда и только 

тогда, когда она мультипликативная и при этом c(k, ) = (k). Функция, при которой 

затраты любой вершины зависят только от количества дочерних вершин, будет одно-

родной степени 0. Функции затрат (I), (II) и (IV) – однородные степени , функция 

(III) – однородная степени 0, а функция (V) имеет степень однородности  – .  

Однородные функции затрат представляются интересным объектом для исследо-

вания. С одной стороны, для этого класса функций затрат удалось практически исчер-

пывающе решить задачу поиска оптимальной древовидной иерархии (см. раздел 2.1 

ниже). С другой стороны, однородные функции позволяют моделировать многие со-

держательные задачи, по крайней мере, в первом приближении. В содержательных 

                                                 

17
 Легко показать [2], что если выполняется тождество 

1 1( ,..., , ) ( ) ( ,..., , )k kc a a a a c       , где (a) – непрерывная неотрицательная функция, 

то найдется такая степень , что (a) = a

. 

18
 Эластичностью дважды дифференцируемой функции одной переменной f(x) 

называется отношение f '(x)/f ''(x). Если это отношение тождественно равно константе, 

эластичность постоянна. 
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постановках однородным функциям соответствует свойство инвариантности относи-

тельно масштаба, что встречается довольно часто. Так, однородные степени 1 функции 

затрат естественным образом возникают в задачах поиска, которым посвящена бóльшая 

часть главы 3. Они описывают задачу построения префиксного кода, на их основе стро-

ятся базовые модели оптимизации иерархических пользовательских меню и деревьев 

поиска. Однородные функции других степеней возникают также в задачах об иерархи-

ческой структуре алгоритмов (раздел 3.3), но не только. Они широко используются и 

при моделировании структур организационных систем. Их применение в этой области, 

несомненно, является некоторым допущением, которое можно сравнить с использова-

нием функций затрат Кобба-Дугласа [55] в экономике (также имеющих постоянную 

эластичность). Однако использование однородных функций в задачах формирования 

организационных иерархий опирается и на определенные эмпирические предпосылки, 

известные из экономической литературы (см. подробнее раздел 4.3). 

1.2.4. Функции затрат по контролю потоков 

Секционная функция затрат вершины зависит от групп начальных вершин, под-

чиненных ее детям. Выше уже говорилось о том, что в большинстве прикладных задач 

затраты зависят не от самих групп, а от их числовых характеристик. В параграфе 1.2.3 

выше было введено понятие зависящих от мер функций затрат вершины иерархии. 

Каждой начальной вершине ставилось в соответствие положительное число, ее мера, и 

предполагалось, что затраты вершины иерархии зависят от мер подчиненных этой 

вершине групп начальных вершин, в то время как мера группы равна сумме мер вхо-

дящих в эту группу начальных вершин. 

Это самый простой, но далеко не единственный способ введения числовых харак-

теристик группы начальных вершин. Зачастую каждая начальная вершина требует 

целого вектора характеристик. Например, в задаче балансировки сборочной линии (см. 

подробнее раздел 5.2) начальная вершина представляет собой элементарную сбороч-

ную операцию и описывается двумя параметрами – трудоемкостью (в человеко-часах) 

и требуемой квалификацией сборщика (например, ставкой его почасовой оплаты). 

Кроме того, важными могут быть не только характеристики начальных вершин, но и 

характеристики возникающих между ними связей. Так, в задаче формирования иерар-

хической структуры поддержки мобильности в сетях сотовой связи нагрузка (а, следо-

вательно, и затраты) аппаратуры сети определяются количеством абонентов, переме-

щающихся между зонами покрытия смежных базовых станций. Кроме того, в различ-

ных работах [54, 64] отмечается, что структура производственных потоков (потоков 
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материалов, информации и документов) в наибольшей степени определяет структуру 

системы управления организацией, поэтому модель производственных потоков необ-

ходима и для построения формальных моделей организационных иерархий. Описывае-

мая ниже модель функций затрат по контролю потоков обобщает и формализует эти 

постановки. 

Определение 11. Сетью связей над конечным множеством начальных вершин W 

назовем ориентированный граф R = <W, ER> с множеством вершин W и множеством 

дуг ER, дуги (w', w'')  ER которого помечены p-мерными векторами потоков xR(w', w'') с 

неотрицательными компонентами. В сети связей допускаются петли xR(w, w), w  W. 

Они позволяют хранить характеристики отдельных начальных вершин. 

Пример 7. В подробно описываемой в разделе 5.1 модели сети мобильной связи 

вершинами нижнего уровня иерархии являются базовые станции. При этом важными 

для построения иерархии параметрами мобильной сети является среднее число абонен-

тов в зоне покрытия каждой станции и число абонентов, перемещающихся из одной 

зоны покрытия в другую. Двум этим параметрам соответствуют две компоненты векто-

ра потоков. Петли сети потоков помечены векторами, в которых отлична от нуля толь-

ко первая компонента (число абонентов), тогда как остальные дуги помечены вектора-

ми, в которых отлична от нуля лишь вторая компонента (объем перетоков абонентов).  

Пример сети связей приведен на рисунке 15. 
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Рисунок 15. Пример сети связей для трехкомопонентных потоков 

 

С точки зрения задачи формирования иерархии начальные вершины и вся сеть 

связей располагается в горизонтальной плоскости (см. рисунок 16), а иерархия 

надстраивается над этой плоскостью «вверх».  

Затраты вершины верхних уровней в рамках модели контроля потоков определя-

ются потоками xR между элементами нижнего уровня (вершинами сети связей), непо-

средственно или опосредованно подчиненных данной вершине. Определим функции 

затрат по контролю потоков более формально. 
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Рисунок 16. Пример надстройки иерархии над сетью связей рисунка 15. 

 

Напомним, что подчиненная группа sH(m)  W вершины верхних уровней m 

иерархии H – это группа начальных вершин, достижимых из вершины m (подчиненных 

этой вершине) в иерархии H. Например, на рисунке 16 овалами обведены группы s(mI), 

s(mII) и s(mIII), подчиненные вершинам mI, mII и mIII соответственно.  

Определение 12. Дугу (w', w''), w', w''  W, графа связей назовем внутренней дугой 

группы s  W, если обе вершины, и w', и w'' принадлежат группе s. Множество внут-

ренних дуг группы s обозначим через ( )int

RE s . Внутренний поток группы s определяется 

формулой 
( ', '') ( )

( ) ( ', '')int
R

int

R Rw w E s
x s x w w


  и включает в себя потоки между элементами 

группы s, включая «петлевые» потоки.  

Определение 13. Дугу (w', w''), w', w''  W, графа связей назовем внешней дугой 

группы s  W, если w'  s, w''  s, или, наоборот, w'  s, w''  s. Множество внешних 

дуг группы s обозначим через ( )ext

RE s . Внешний поток группы s  W определяется как 

( ', '') ( )
( ) ( ', '')ext

R

ext

R Rw w E s
x s x w w


  и включает в себя потоки между группой и остальными 

вершинами нижнего уровня. 

Рассмотрим вершину m, дочерним вершинам которой подчинены группы s1, …, sk. 

Если задача состоит в том, чтобы записать секционную функцию с(s1, …, sk) затрат в 

терминах числовых характеристик групп начальных вершин, то внутренние и внешние 

потоки групп s1, …., sk, а также внутренний и внешний потоки группы s = s1  …  sk, 

подчиненной вершине m, – первые кандидаты в аргументы такой функции. Однако для 

приложений зачастую важно выделять внутренние дуги группы s, не являющиеся внут-

ренними для детей вершины m.  
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Определение 14. Будем говорить, что  вершина m, детям которой подчинены 

группы s1, …, sk, контролирует множество дуг 

1 1 1( ,..., ) ( ... ) \ ( ) \ ... \ ( )c int int int

R k R k R R kE s s E s s E s E s . 

Эти дуги не подчинены целиком ни одному из детей вершины m, и потому, в 

принципе, могут требовать больше затрат вершины m. Соответственно, будем гово-

рить, что вершина m контролирует поток 
1

1 ( ', '') ( ,..., )
( ,..., ) ( ', '')c

R k

c

R k Rw w E s s
x s s x w w


 . Легко 

проверить, что если группы s1, …, sk не пересекаются, то 

1 1 1( ,..., ) ( ... ) ( ) ... ( )c int int int

R k R k R R kx s s x s s x s x s    . 

Например, вершина mIII в иерархии, изображенной на рисунке 16, контролирует 

поток x(mIII) = (6, 12, 3), поскольку ей подчинена группа из всех семи начальных вер-

шин с суммарным потоком (49, 15, 65), но две ее дочерние вершины, mI и mII уже кон-

тролируют потоки объемов x(mI) = (30, 0, 25) и x(mII) = (13, 3, 37). Контролируемый 

вершиной mIII поток складывается из потока xR(3, 4) между начальными вершинами 3 и 

4, потока xR(3, 5), потока xR(6, 7) и «петлевого» потока начальной вершины 7. 

Пример 8. В разделе 4.5 ниже рассматривается модель оптимизации древовидной 

организационной иерархии для функции затрат вершины (в данной модели – менедже-

ра), зависящей только от контролируемого потока 1( ,..., )c

R kx s s .  В [43] рассматривается 

более сложная модель, в которой затраты менеджера m, непосредственным подчинен-

ным которого подчинены группы s1, …, sk, зависят от суммы контролируемого мене-

джером потока 1( ,..., )c

R kx s s  и внешнего потока ( )ext

Rx s  подчиненной ему группы 

1 ... ks s s .  

Пример 9. В разделе 5.1 исследуется модель дизайна иерархии обеспечения мо-

бильности для сетей связи. В ней затраты вершины иерархии (т.н. «сетевого агента») 

зависят от внутреннего потока ( )int

Rx s , внешнего потока ( )ext

Rx s  и от контролируемого 

вершиной потока 1( ,..., )c

R kx s s .  

Отметим, что все эти функции затрат остаются секционными, поскольку они 

определяются внутренним и внешним потоком, зависящим от группы, подчиненной 

самой вершине m, а также потоком, который вершина m контролирует. Последний же 

зависит только от групп начальных вершин иерархии, подчиненных детям вершины m, 

что и предполагается определением секционной функции.
19

  

                                                 

19
 Кстати, одну из первых известных моделей надстройки иерархии управления 

над сетью потоков [14] также можно свести к секционным функциям затрат. 
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1.2.5. Общие свойства секционных функций затрат 

Поставленная выше задача поиска оптимальной иерархии остается весьма слож-

ной, даже если ограничивать рассмотрение только секционными функциями затрат. 

Тем не менее, есть ряд работ [16-18, 23, 25, 43, 49], в которых исследуются как числен-

ные алгоритмы, так и некоторые аналитические методы решения этой задачи. В насто-

ящем параграфе приводится лишь небольшая часть результатов – те, которые исполь-

зуются в дальнейшем изложении. 

Ниже описываются базовые свойства секционных функций затрат, при выполне-

нии которых на множестве (W) всех иерархий оптимальной будет одна из введенных 

в выше «типовых» иерархий – дерево, 2-иерархия, веерная или последовательная 

иерархия. Эти результаты позволяют во многих случаях если не решить задачу, то 

существенно упростить применение численных алгоритмов поиска оптимальной 

иерархии. Начнем с условий, при которых оптимальной иерархией будет дерево. 

Определение 15 [43]. Секционная функция затрат вершины называется монотон-

ной по группам, если затраты любой вершины не убывают как при расширении групп, 

подчиненных ее дочерним вершинам, так и при добавлении новых дочерних вершин, то 

есть для любого набора групп s1, …, sk выполнены неравенства: 

1 2 2( , , , ) ( , , , )k kc s s s c s s s , где группа s содержит s1 ( ss 1
); 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , , )k kc s s s c s s s s , где s – произвольная группа. 

Свойство монотонности по группам иллюстрируется рисунком 17, на котором 

изображена часть иерархии, подчиненная вершине m, имеющей дочерние вершины m1 

и m2. 

Стрелками показаны возможные способы расширения групп, подчиненных детям 

вершины m (иерархии на рисунках 17 а) и 17 б) и добавления новой подчиненной груп-

пы (иерархия на рисунке 17 в). Иерархия на рисунке 17 а) получена из исходной путем 

расширения группы, подчиненной вершине m2, за счет детей вершины m1. В иерархии 

на рисунке 17 б) подчиненная вершине m2 группа расширяется за счет добавления 

новых начальных вершин. Наконец, в иерархии на рисунке 17 в) вершине m добавляет-

ся новая дочерняя вершина – m3. Добавляемые части иерархии для наглядности обведе-

ны штрихованной линией. Функция затрат вершины будет монотонной по группам, 

если при любых подобных преобразованиях затраты вершины m (выделенной на ри-

сунке жирной линией) не уменьшаются. 
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Рисунок 17. К определению монотонности по группам 

 

Чтобы сформулировать достаточное условие монотонности по группам зависящей 

от мер функции затрат вершины, необходимо ввести следующее определение. 

Определение 16. Зависящая от мер функция затрат вершины вида c(1, …, k, ) 

называется нормальной, если для любого целого k  2 выполняется 

c(1, …, k, )  c(1, …, k, 0, ). Если, вдобавок, выполняется неравенство 

c(0, , ) > 0, то функция затрат называется строго нормальной.  

Иначе говоря, при нормальной функции затрат добавление дочерней вершины, 

которой подчинена «группа» начальных вершин нулевой меры, не уменьшает затрат 

родительской вершины. Это вполне логично с содержательной точки зрения, так как 

мера начальной вершины – это обычно мера некоторой работы, которую необходимо 

произвести иерархии (будь то распознавание ситуаций или управление подчиненными) 

в связи с наличием этой начальной вершины, и добавление вершин нулевой меры не 

упрощает эту задачу. 

Для того чтобы нормальная функция затрат c(1, …, k, ) была монотонной по 

группам достаточно, чтобы она как функция k + 1 действительных переменных не 

убывала по каждой из них. 

Пример 10. Легко видеть, что функция затрат вершины вида с(k, ), где k – коли-

чество дочерних вершин, а  – мера подчиненной вершине группы, будет монотонной 

по группам, если она не убывает по каждому из двух своих аргументов. Также в [43] 

показано, что функции затрат (I), (II) монотонны по группам, а функции (III), (IV), (V) 

немонотонны по группам.  
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Утверждение 2 [49]. Если функция затрат монотонна по группам, то для заданно-

го множества начальных вершин W на множестве (W) всех иерархий существует 

оптимальное дерево. 

Таким образом, если функция затрат вершины монотонна по группам, и на мно-

жестве всех иерархий необходимо найти оптимальную иерархию, то можно искать ее 

только среди деревьев
20

. Это позволяет использовать как разработанные в [16, 18] чис-

ленные алгоритмы, так и результаты, описываемые ниже в главе 2, и в основном по-

священные поиску оптимальных деревьев. 

По сути, монотонность по группам говорит о неоптимальности так называемого 

множественного подчинения – если функция затрат монотонна по группам, то в опти-

мальной иерархии каждая вершина, кроме терминальной, имеет единственного родите-

ля. 

Далее рассматриваются условия, при которых оптимальными будут иерархии c 

минимальной и максимальной возможными ветвистостями. 

Определение 17 [49]. Секционная функция затрат называется сужающей, если 

для любого набора групп s1, …, sk, 3k , найдется такое их количество j  {2, …, k – 1} 

и перестановка (i1, …, ik), что выполнено неравенство 

(1) ),...,,(),,(),,(
1111 kjjj iiiiiik

sssscsscssc


  .
 

Секционная функция затрат называется расширяющей, если для любого 

j  {2, …, k – 1} и перестановки (i1, …, ik) неравенство выполнено в обратную сторону. 

Неравенство (1) означает, что для любой вершины m с дочерними вершинами 

v1, …, vk при 3k   можно без увеличения затрат иерархии переподчинить несколько 

вершин из v1, …, vk новой вершине m1 и непосредственно подчинить вершину m1 вер-

шине m. Секционная функция затрат называется расширяющей, если при любых по-

добных переподчинениях затраты иерархии не уменьшаются. 

Рисунок 18 иллюстрирует это определение. На нем слева (рисунок 18 а) изобра-

жена вершина m с ее дочерними вершинами v1, v2, v3, которые могут быть как началь-

ными, так и неначальными. Справа на рисунке 18 б) изображена та же часть иерархии 

после переподчинения части детей вершины m (например, вершин v1 и v2) новой вер-

шине m1 (обведенной на рисунке жирной линией). Если для любой вершины ветвисто-

                                                 

20
 То же можно сказать и о поиске оптимальной иерархии на любом другом допу-

стимом множестве , включающем все деревья, или о поиске оптимальной r-иерархии 

на множестве, включающем все r-деревья. 
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сти более двух всегда найдется подобное перестроение, не увеличивающее затраты 

иерархии, то функция затрат является сужающей. Если же любое такое перестроение не 

приводит к уменьшению затрат иерархии, то функция затрат является расширяющей. 

 

v1

m

v2 v3

v1

m

v2 v3

m1

а) б)  

Рисунок 18. К определению сужающих и расширяющих  

функций затрат 

 

Подчеркнем, что определение требует невозрастания или неубывания затрат всей 

иерархии. При этом изменение затрат иерархии складывается из затрат добавляемой 

вершины m1 и изменения затрат вершины m (у нее уменьшается ветвистость). Поэтому 

для того чтобы функция затрат была сужающей, как минимум необходимо, чтобы 

затраты вершины m не увеличивались при замене нескольких ее дочерних вершин 

вершиной m1. 

Определение сужающей функции затрат означает, что при наличии в иерархии 

вершины с более чем двумя дочерними вершинами всегда выгодно переподчинить 

часть этих вершин новому промежуточному уровню. При расширяющей функции за-

трат, наоборот, промежуточные уровни всегда выгодно удалять. Эти соображения 

позволяют доказать следующие результаты. 

Утверждение 3 [18]. При сужающей функции затрат на множестве (W) суще-

ствует оптимальная 2-иерархия. При расширяющей функции затрат на множестве (W) 

существует оптимальная веерная иерархия. 

Таким образом, если функция затрат сужающая, то на множестве (W) (или на 

произвольном множестве , включающем все 2-иерархии) оптимальную иерархию 

можно искать только среди 2-иерархий. Если функция затрат расширяющая и веерная 

иерархия допустима, то эта иерархия и будет оптимальной. 

На первый взгляд может показаться, что утверждение 3 напрямую следует из со-

держательной интерпретации определений сужающей и расширяющей функций затрат, 

но на самом деле его доказательство, особенно для немонотонных по группам функций, 

довольно громоздко. Это утверждение имеет большое значение, поскольку позволяет 
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из достаточно простой проверки свойств сужения и расширения функции затрат сде-

лать содержательные выводы о виде оптимальной иерархии. 

Пример 11. Функция затрат вершины с(), зависящая только от меры подчинен-

ной группы начальных вершин, является расширяющей, поскольку при добавлении 

новой вершины верхних уровней затраты иерархии возрастают на сумму ее затрат. 

В [18] показано, что функции затрат (I) и (II) при   1 являются расширяющими, 

функции (I), (3) и (4) при   1 – сужающими. Таким образом, функция затрат может 

быть одновременно и сужающей, и расширяющей, например, функция затрат (I) при 

 = 1. В то же время, функция затрат может быть ни сужающей, ни расширяющей, как, 

например, функция затрат (II) в области параметров  > 1,  < 1 (более подробно см. 

[18, 43]).  

Если функция затрат одновременно и монотонная по группам, и сужающая, то из 

доказательств утверждений  2 и 3 следует, что оптимальная иерархия будет 2-деревом. 

Более того, для монотонной по группам функции затрат определение 17 можно осла-

бить, требуя его выполнения только в случае, когда все вершины v1, …, vk управляли 

непересекающимися группами исполнителей. При выполнении такого ослабленного 

условия функция затрат называется сужающей на непересекающихся группах или рас-

ширяющей на непересекающихся группах [43]. Следующий результат доказывается 

аналогично утверждению 3. 

Утверждение 4 [18]. Для сужающей на непересекающихся группах функции за-

трат, которая является монотонной по группам, существует оптимальное 2 дерево. Для 

расширяющей на непересекающихся группах функции затрат, которая является моно-

тонной по группам, оптимальна двухуровневая иерархия. 

Пример 12. Легко проверить, что при 1  и 1  функция (II) не является рас-

ширяющей, но является расширяющей на непересекающихся группах. Функция 

c(s1, …, sk) = (s1  …  sk), отличная от нуля только в случае непустого пересечения 

всех подчиненных групп, не является сужающей, но, при этом, являющейся сужающей 

на наборах непересекающихся групп, хотя интересную содержательную интерпрета-

цию для такой функции подобрать довольно сложно.   

Результат утверждений 3 и 4 использует невозрастание (или неубывание) затрат 

иерархии при последовательных операциях переподчинения – для сужающей функции 

каждое переподчинение не увеличивает затрат иерархии, а для расширяющей – не 

уменьшает их. При этом оптимальными оказываются иерархии, которые не могут быть 

преобразованы никаким переподчинением. Таким же образом можно вводить и другие 
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преобразования иерархии и пользоваться неубыванием или невозрастанием затрат 

иерархии относительно них. 

Пусть, например, на множестве допустимых иерархий (W) ищется оптимальная 

иерархия при сужающей функции затрат. Согласно утверждению 3 оптимальную 

иерархию можно искать среди 2-иерархий. Допустим, в некоторой 2-иерархии H вер-

шина m имеет непосредственно подчиненные ей вершины m1 и m2, причем первой из 

них подчинена некоторая вершина v и начальная вершина w, а второй – некоторая 

вершина v и начальная вершина w (см. рисунок 19, иерархия а). У всех этих вершин 

могут быть и другие родители, не изображенные на рисунке. Обозначим через s1 и s2 

группы, подчиненные вершинам верхних уровней m1 и m2 соответственно. 
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Рисунок 19. К определению сильно сужающей функции затрат 

 

Преобразуем изображенную на рисунке часть иерархии: удалим связи от вершин 

m1 и m2 к m, добавим новую вершину верхних уровней m3, которую подчиним вершине 

m и сделаем вершины v и m2 дочерними к вершине m3. Кроме того, непосредственно 

подчиним начальную вершину w вершине m (см. рисунок 19, иерархия б). Легко прове-

рить, что при таком преобразовании затраты вершин иерархии, не изображенных на 

рисунке, не меняются, и потому затраты всей иерархии изменятся на величину 

),(}){,}){\(()},{\( 212121 sscwswscswsc  . 

Точно такую же операцию можно проделать и с вершиной m2.  

Определение 18 [43]. Сужающая функция затрат называется сильно сужающей, 

если для любых групп s1 и s2 из двух или более начальных вершин выполнено по край-

ней мере одно из двух условий: 

а) для любого 
1sw  }){,}){\(()},{\(),( 212121 wswscswscssc  , 

б) для любого 
2sw  }){}),{\((}){\,(),( 212121 wwsscwsscssc  . 
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Таким образом, для сильно сужающей функции затрат всегда можно, не увеличив 

затрат иерархии, проделать описанное выше преобразование. Это преобразование не 

может быть проделано только в том случае, если иерархия является последовательной 

иерархией, что приводит к следующему утверждению. 

Утверждение 5 [49]. Для сильно сужающей функции затрат на множестве (W) 

существует оптимальная последовательная иерархия. 

Следовательно, при сильно сужающей функции затрат оптимальную иерархию на 

множестве всех иерархий можно искать только среди последовательных иерархий, для 

чего в [18] разработаны как аналитические методы, так и численные алгоритмы. 

Пример 13. В [18] показано, что функция затрат (I) сильно сужающая при   1 и 

  1, а функция затрат (III) сильно сужающая при   1. Ниже в разделах 3.3 и 5.2 

приведены некоторые содержательные интерпретации последовательных иерархий.  

Ниже в параграфе 2.4.3 обсуждается ряд обобщений введенных понятий моно-

тонных по группам, расширяющих, сужающих и сильно сужающих функций затрат. 

1.2.6. Расширение концепции секционных функций 

Секционные функции затрат позволяют описывать многие задачи в различных 

предметных областях. Так, большинство содержательных задач, описываемых ниже в 

главах 3-5, состоят в поиске оптимальной иерархии для секционной функции затрат. К 

секционным функциям сводятся и многие известные из литературы задачи оптимиза-

ции иерархии.  

Однако есть и явления, которые секционные функции затрат если и позволяют 

моделировать, то с большими ограничениями. Это, например, такие важные для систем 

обработки информации аспекты, как искажение информации в процессе ее передачи по 

иерархии. Если, например, задача древовидной иерархии состоит в донесении некото-

рой информации из корневой вершины до элементов нижнего уровня, то объем инфор-

мации, без искажений достигающей некоторой вершины, определяется вероятностями 

искажения информации в каждой из вершин цепочки от корня до этой вершины. Если 

затраты вершины зависят от этого объема, в общем случае их уже нельзя записать в 

виде секционной функции. В разделе 4.4 рассматривается модель, в которой произво-

дительность исполнителя определяется произведением усилий всех менеджеров, 

управляющих им непосредственно или опосредованно. В ней секционность функции 

обеспечивается некоторым «трюком» – доход, приносимый организации исполнителем, 

определяется логарифмической функцией, что позволяет превратить произведение 
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усилий менеджеров в сумму и искусственно распределить производительность испол-

нителя между ними, что возвращает нас к секционной функции. 

Секционные функции затрат основываются на предположениях локальности, ано-

нимности и аддитивности функции затрат, и описанная выше проблема связана с нару-

шением требования локальности. В параграфе 2.5.2 ниже рассматриваются т.н. 

«окрестностные» функции затрат. Они позволяют расширить концепцию локальности 

за счет предположения о том, что затраты вершины зависят не только от групп началь-

ных вершин, которые подчинены ее детям, но и от группы, подчиненной ее родителю, а 

также от ветвистости вершины-родителя. Это позволяет в явном виде учесть влияние 

родительской вершины на затраты дочерней вершины. 

Сформулированное выше понятие иерархии довольно широко и непосредственно 

обобщается для описания сетевых структур, в частности, сетей управления потоками 

(электрических, дистрибьюторских, компьютерных). Фактически, исторически более 

раннее определение иерархии в понимании работы [18] описывает скорее сеть – ацик-

лический граф с фиксированными множествами начальных и терминальных вершин. 

При этом заданные начальные вершины рассматриваются как источники информации, 

товаров, энергии, а терминальные вершины – как потребители. Промежуточные вер-

шины формируют распределительную сеть. Они не фиксированы, и выбор структуры 

сети представляет собой задачу оптимизации. 

В то же время, асимметрия секционных функций затрат, не учитывающих влия-

ния на затраты вершины устройства родительской части иерархии, не позволяет полно-

ценно использовать теорию для моделирования сетевых структур. В параграфе 2.5.3 

описываются потоковые функции затрат, получаемые в результате восстановления 

этой симметрии. А именно, считается, что затраты промежуточной вершины опреде-

ляются не только количеством ее дочерних вершин (равным количеству входящих дуг), 

но и количеством ее родительских вершин (равным количеству исходящих дуг), а так-

же протекающими по этим дугам потоками – включающими данные дуги путями из 

начальных вершин в терминальные. В параграфе 2.5.3 демонстрируется связь между 

потоковыми и секционными функциями затрат. Секционные функции оказываются 

частным случаем потоковых для случая единственной терминальной вершины. 

Наконец, в рассматриваемой в [49] модели делегирования управления от локаль-

ности функции затрат отказываются полностью. В основе этой модели лежит описыва-

емая фиксированным многомерным вектором потребность в управлении, своего рода 

выход управленческой подсистемы. Потребность в управлении необходимо распреде-

лить между вершинами иерархии с учетом неизбежного дублирования усилий или 
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нагрузки, порождаемых взаимодействием вершин иерархии между собой. Задача фор-

мирования структуры системы разделяется на две задачи – при произвольной фиксиро-

ванной иерархии необходимо определить оптимальное распределение потребности в 

управлении между вершинами, а затем минимизировать затраты выбором самой иерар-

хии. При этом получается, что даже небольшое изменение структуры любой части 

иерархии приводит к изменению оптимального распределения потребности в управле-

нии всех вершин иерархии. В [49], тем не менее, показывается, что и при отказе от 

локальности можно предложить методы решения задачи оптимизации иерархии. 

Как уже отмечалось, анонимность вершин верхних уровней иерархии является 

довольно сильным предположением, но во многих случаях ее можно восстановить 

техническими приемами, даже если в исходной постановке задачи вершины неаноним-

ны. В то же время, в ряде случаев удобнее непосредственно учитывать индивидуальные 

характеристики вершин, не «пряча» их внутри анонимной функции. Так, описываемые 

в параграфе 3.2.3 методы оптимизации иерархических пользовательских меню с учетом 

семантического качества, а также описываемые в разделе 3.1 алгоритмы построения 

деревьев решений показывают, что отказ от анонимности вершин иногда не усложняет, 

а даже упрощает задачу оптимизации иерархий.  

Во многих задачах не выполняется и свойство аддитивности затрат вершин – за-

траты иерархии не складываются из затрат отдельных вершин. Типичный для систем 

обработки информации случай связан с минимизацией длины самого протяженного 

пути от корня к листьям древовидной иерархии. Эта длина определяет время сбора 

распределенной информации в корневой вершине или время распространения инфор-

мации из корня в листья древовидной иерархии. в задачах поиска этим определяется 

гарантированное (максимальное) время поиска в отличие от среднего времени поиска, 

которое описывается аддитивными функциями. В параграфе 2.5.1 предлагается модель 

минимизации максимального пути. Показывается, что многие результаты «аддитив-

ной» теории непосредственно обобщаются на этот случай. 

1.3. Задачи, подходы и методы теории оптимизации иерархических структур 

Основной задачей главы 1 является демонстрация многообразия практических за-

дач оптимизации иерархических структур и актуальности их исследования с общих 

позиций (раздел 1.1), а также краткое описание общего подхода и некоторых известных 

результатов, полученных в его рамках ранее, в основном в работах С.П. Мишина [43-

49] (раздел 1.2). Прежде чем перейти к описанию новых общих теоретических и при-

кладных результатов, стоит сделать несколько методологических замечаний относи-

тельно классификации задач оптимизации иерархий, а также того, как развиваемая в 
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настоящей работе общая теория оптимизации иерархических структур может помочь 

исследованию всего многообразия возникающих содержательных задач.  

В [81, 82] выделяются следующие основные этапы теоретического решения зада-

чи управления (за которым следует практическое решение задачи – настройка модели и 

внедрение): 

1. построение модели; 

2. анализ модели; 

3. решение задачи (синтеза управлений); 

4. исследование устойчивости решений. 

Соответственно, первое, чего стоит ожидать от общей теории оптимизации ие-

рархических структур – это универсального формального языка, позволяющего моде-

лировать как можно большее количество (в идеале – все мыслимые) частных постано-

вок в единых терминах и обозначениях. Такой язык дает описанная в предыдущем 

разделе общая постановка задачи поиска оптимальной иерархии – она фиксирует ос-

новные элементы математической модели – иерархия, множество допустимых иерар-

хий, функция затрат. За счет общности предложенного в [18] понятия иерархии эта 

постановка охватывает даже многие задачи оптимизации сетевых структур
21

.  

Далее, единая формальная постановка задачи позволяет с единых позиций анали-

зировать модели оптимизации иерархий. Во-первых, это касается классификации 

задач. Ниже в параграфе 1.3.1 представлены две классификации задач поиска опти-

мальных иерархических структур на основе двух основных компонент общей модели – 

множества допустимых иерархий и функции затрат. В параграфе 1.3.2 описываются 

различные методы решения задачи оптимизации иерархий. В параграфе 1.3.3 приво-

дится таблица основных результатов исследования различных классов задач, выделен-

ных в параграфе 1.3.1, с помощью методов, описанных в параграфе 1.3.2. Наконец, 

параграф 1.3.4 дает представление о том, как теоретические результаты используются 

при исследовании прикладных моделей, и как прикладные модели оптимизации иерар-

хий влияют на развитие общей математической теории. 

                                                 

21
 Стоит, однако, отметить, что за рамками рассмотрения уже на этом этапе оста-

ются многокритериальные задачи оптимизации, а также теоретико-игровые постанов-

ки, в которых структура иерархии (или сети) формируется под действием разнонаправ-

ленных усилий нескольких, в общем случае, конфликтующих, агентов (см., например, 

[51]). 
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1.3.1. Классификация задач оптимизации иерархических структур 

Исходя из двух основных компонент модели – множества допустимых иерархий и 

функции затрат, напрашиваются две классификации – по типу допустимых иерархий и 

по виду функции затрат, соответственно. 

На основании результатов предыдущего раздела можно выделить следующие 

множества допустимых иерархий, часто возникающие в различных прикладных зада-

чах. Перечислим их (стараясь двигаться от наиболее широких к наиболее узким множе-

ствам). 

 Множество всех сетей (упоминается в параграфе 1.2.6), то есть, фактически, мно-

жество всех конечных направленных графов. Задачи оптимизации структуры се-

тей исследуются с общих позиций  в параграфе 2.5.3 ниже. Им соответствуют за-

дачи оптимизации структуры дистрибьюторских сетей (см. раздел 4.6) и построе-

ния системных сетей. 

 Множество всех иерархий над нефиксированным множеством начальных вершин. 

В [49] такие задачи называются задачами оптимизации организации (включающей 

и элементы нижнего уровня, и надстроенную на ними иерархию). Такова, напри-

мер, описываемая в разделе 4.4 модель совместной оптимизации иерархии и объ-

ема выпуска.  

 Множество всех иерархий над заданным множеством вершин. Эту постановку 

можно называть базовой; иерархии надстраиваются над фиксированным множе-

ством вершин нижнего уровня W, но допускается множественное подчинение 

вершин иерархии (наличие более одного родителя). На таком множестве иерархий 

обычно решается задача организационного дизайна. Множество всех иерархий 

над W в параграфе 1.2.1 обозначалось через (W). Его подмножествами являются 

множества r-иерархий, в которых ветвистость вершин ограничена сверху нату-

ральным числом r. 

 Множество всевозможных деревьев над заданным множеством начальных вер-

шин W. Здесь уже множественное подчинение не допускается – все вершины, 

кроме терминальной, имеют ровно одного родителя. Задачи поиска оптимального 

дерева наиболее часто встречаются в приложениях. Бóльшая часть моделей, рас-

сматриваемых ниже в главах 3-5, сводятся к задаче поиска оптимального дерева 

или оптимального r-дерева. 

 Множество последовательных иерархий. В него входят только иерархии, удовле-

творяющие определению 6 (одна из дочерних вершин любой вершины – началь-

ная). В принципе, здесь допускается множественное подчинение, но если для 
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функции затрат невыгодно дублирование (см. определение 9), то легко показать, 

что множественное подчинение в последовательной иерархии невыгодно, и мож-

но говорить только о последовательных деревьях. 

Соотношение между типичными классами допустимых множеств показано в виде 

диаграммы Венна на рисунке 20. Разумеется, на практике возникают и гораздо более 

сложные множества допустимых иерархий, учитывающие ограничения конкретной 

задачи, но и в этом случае важно представлять себе, подмножеством какого типового 

множества оно является. Например, в задаче построения дерева решений (см.  раздел 

3.1) рассматривается подмножество множества древовидных иерархий, порождаемое 

набором имеющихся вопросов (тестов). 

 

Сетевые структуры

«Организации»

Иерархии

Деревья

r-иерархииПоследовательные 

иерархии
r-деревья

 

Рисунок 20. Соотношение между типовыми множествами допустимых иерархий 

 

Аналогичным образом выделяются важные классы функций затрат, описанные в 

разделе 1.2 выше, от самого широкого класса функций затрат общего вида до наиболее 

узких классов функций затрат: однородных, аддитивных и мультипликативных. Диа-

грамма Венна, показывающая взаимное соотношение между этими классами функций 

затрат, изображена на рисунке 21. Все эти классы функций затрат возникают в том или 

ином разделе последующих глав, позволяя моделировать различные прикладные задачи 

оптимизации иерархий. 

Объединяя две классификации, получаем классификацию задач оптимизации 

иерархий. Класс задач определяется сочетанием класса функции затрат и класса множе-

ства допустимых иерархий, на котором эта функция оптимизируется. Ценность введен-

ной классификации задач состоит, в частности, в том, что она позволяет удобно струк-

турировать полученные к настоящему моменту теоретические результаты, которые 

обычно ориентированы на решение конкретного класса задач. 
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Некоторые классы допустимых множеств вложены в другие, также и классы 

функций затрат; поэтому и некоторые классы задач являются частными случаями задач 

других классов. Например, задача поиска оптимальной древовидной иерархии для 

однородной функции затрат является частным случаем задачи поиска иерархии для 

секционной функции затрат. Понятно, что чем ỳже класс задачи, тем более эффектив-

ные методы решения, использующие ее специфику, могут быть для нее разработаны.  

Функции затрат иерархии общего вида

Окрестностные функции

Секционные функции затрат

Функции затрат контроля потоков

Функции, зависящие от мер

Однородные функции 

затрат
Аддитивные функции

Мультипликативные функции

 
Рисунок 21. Основные классы функций затрат иерархии 

1.3.2. Методы решения задач оптимизации иерархических структур 

Методы оптимизации иерархий делятся на алгоритмические (численные) и анали-

тические. Первые по большей части включают в себя точные и приближенные алго-

ритмы поиска оптимальных иерархий для отдельных классов задач (см. предыдущий 

параграф), а также общие результаты относительно вычислительной сложности и воз-

можностей приближенного решения того или иного класса задач. 

Исследование конкретного алгоритма состоит в описании алгоритма, доказатель-

ство того, что описанный алгоритм всегда дает точное решение задачи или, наоборот, 

что он дает лишь приближенное решение. В последнем случае встает вопрос эффек-

тивности алгоритма – насколько хорошие решения он дает в среднем или худшем слу-

чае. Аналогично исследуется средняя или гарантированная вычислительная сложность 

алгоритма. И эффективность, и вычислительная сложность могут исследоваться анали-

тически (получаться точные выражения сложности и эффективности или их оценок) 

или с помощью вычислительного эксперимента (доказанные аналитические оценки, 

разумеется, предпочтительнее результатов численного эксперимента). 

Аналитические методы решения задачи оптимизации иерархии состоят в доказа-

тельстве условий оптимальности иерархий определенного вида (таковы, например, 
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описанные в параграфе 1.2.5 выше условия оптимальности веерной иерархии или 2-

иерархии), а также в получении аналитических оценок затрат оптимальной иерархии 

(например, такие оценки предлагаются в разделах 2.1 и 2.3) или оценок структурных 

параметров оптимальной иерархии (скажем, ветвистости ее вершин, числа уровней и 

т.п.). Исследование этих оценок, опять же, состоит в определении их качества и слож-

ности вычисления (также посредством численного эксперимента или аналитически).  

Подытоживая, можно выделить следующие типовые этапы решения задачи опти-

мизации иерархических структур. 

1. Описание задачи в терминах единой модели оптимизации иерархий. 

2. Анализ модели в целях ее классификации по классам допустимых мно-

жеств и типов функции затрат – сведение к конкретному подклассу задач. 

3. Разработка новых методов решения задачи (или адаптация известных): 

a. Разработка численных методов:  

 описание алгоритмов поиска оптимальной иерархии: точных и 

приближенных (эвристических), 

 проведение вычислительных экспериментов для оценки трудоем-

кости и эффективности алгоритмов, 

 вычисление аналитических оценок вычислительной сложности и 

эффективности алгоритмов, 

 получение аналитических оценок вычислительной сложности за-

дачи в целом. 

b. Разработка аналитических методов поиска оптимальной иерархии: 

 получение условий оптимальности иерархий определенного вида, 

 разработка оценок затрат оптимальной иерархии и ее структур-

ных параметров оптимальной иерархии,  

 исследование качества оценок. 

4. Анализ устойчивости решения задачи (оптимальной иерархии) по пара-

метрам модели: 

a. численный эксперимент, 

b. анализ сравнительной статики. 

В зависимости от целей исследования целесообразно развивать как аналитиче-

ские, так и алгоритмические методы. Так, анализ устойчивости решения по параметрам 

удобнее проводить при наличии аналитического выражения с явной зависимостью от 

параметров, но построить оптимальную иерархию обычно можно только с помощью 

некоторого алгоритма. Полученные аналитические оценки затрат иерархии могут стать 



 65 

частью алгоритмов оптимизации иерархической структуры (см., например, описанный 

в параграфе 2.4.1 ниже алгоритм поиска оптимального дерева для секционной функ-

ции). Однако понятно, что чем больше описанных выше этапов решения задачи успеш-

но завершено, тем более исследованной может считаться задача. В следующем парагра-

фе кратко описаны основные имеющиеся на настоящий момент методы решения раз-

личных классов задач оптимизации иерархий. 

1.3.3. Степень исследованности задач оптимизации иерархических структур 

Введенная выше в параграфе 1.3.1 классификация задач абстрактна; она не связа-

на со спецификой содержательных задач, а отталкивается только от структуры общей 

модели оптимизации иерархий и стандартных теоретико-графовых понятий. С этими 

классификациями тесно связаны аналитические и алгоритмические методы поиска 

иерархий. Так, известно, что задача поиска оптимальной древовидной иерархии для 

однородной функции затрат имеет практически исчерпывающее аналитическое реше-

ние [28], поиск последовательного дерева эквивалентен поиску перестановки началь-

ных вершин, а задача поиска оптимального дерева для секционной функции затрат в 

общем имеет по меньшей мере экспоненциальную (по числу начальных вершин) вы-

числительную сложность [18]. В таблице 1 в координатах «класс допустимого множе-

ства  класс функции затрат» кратко приведены основные теоретические результаты 

(как аналитические, так и численные) для отдельных классов задач. В таблице приво-

дятся ссылки на разделы настоящей работы, в которых эти результаты были получены 

или на соответствующие публикации других исследователей. Как классы допустимых 

множеств, так и классы функций затрат приводятся в таблице от общих к частным; 

соответственно, и задачи оптимизации иерархий перечисляются от более общих к бо-

лее частным постановкам при движении по таблице слева направо и сверху вниз. По-

этому и каждый из перечисляемых в ячейках таблицы результат относится не только к 

данной ячейке таблицы, но и ко всем ячейкам, находящимся одновременно правее и 

ниже в таблице. 



Таблица 1. Исследованность различных классов задач оптимизации иерархических структур в рамках единой теории 

Штриховкой выделены классы задач, результаты по которым были получены в настоящей работе и описаны в следующих главах. Интенсив-

ность штриховки показывает полноту покрытия результатами той или иной задачи. 

Допуст. 

иерарх. 

Функ. затр. 

Сетевые  

структуры  

Иерархии Древовидные  

иерархии 

Симметричные  

иерархии 

Последова-

тельные  

иерархии 

Обобщения 

секционных 

функций 

Общая 

постановка 

задачи 

(§ 2.5.3) 

 Точный алгоритм для  

окрестностной функции (§ 2.5.2) 

Аналитич. и алгоритмич. 

методы оптимиз. распр. 

полномочий и иерархии 

[49], точные алг. [29, 64] 

 

Секционные Аналитич. условия 

оптим. (§ 2.4.3) 

Аналитич. условия оптим. (§ 2.4.3),  

эвристики (§ 2.4.1) 

Точные алго-

ритмы, эври-

стики [43, 70, 

72] 
Аналитич. условия, 

точные алг. и эври-

стики [43] 

Аналитич. условия оптимальн. и 

точные алг-мы с оценкой трудоем-

кости [43], эвристики 

 

Контроля 

потоков 

Аналит. 

нижние 

оценки для 

частн. 

случ. 

(§ 2.5.3) 

Аналит. решение 

для решетки связей  

[43, 49] 

Аналитические нижние оценки для частных случаев  

(§ 2.3, § 2.5.3), эвристики (§ 2.3) 

Аналитические нижние оценки для частных случаев   

[43, 49]), эвристики [54] 

Зависящие 

от мер 

Точные  

алгоритмы  

и эвристики 

[18] 

Эффективные точные алгоритмы 

для одинаковых мер, эвристики [43] 

Аналитическое прибли-

женное решение [118] 

Эвристики 

[43] 

Мультипл. и 

аддитивные 
Эффективные «почти точные» (§ 2.1.2) и точные алгоритмы (§ 2.2.3) 

Однородные 

функ. и их 

обобщения 

Нижние оценки, эффективные «по-

чти точные» алгоритмы (раздел 

2.1), необх. условия для однород-

ных деревьев 

Аналит. реш-е задачи совм. 

оптимизации иерархии и 

пр-ва ([49], разд. 4.4) 

Аналитиче-

ские условия 

оптимально-

сти (§ 2.1.3) 

 



1.3.4. Подходы к решению задач оптимизации иерархических структур 

Разработка универсальных аналитических и алгоритмических методов решения 

абстрактной задачи оптимизации иерархических структур является главной задачей 

развиваемой математической теории. Актуальность таких методов связана с потенци-

ально широкой областью их применения для решения самых разных содержательных 

задач. В частности, именно так получилось с однородными функциями – разработан-

ные для довольно абстрактного, но математически удобного класса функций затрат, 

аналитические методы оптимизации неожиданно нашли свои применения во многих 

предметных областях (см. разделы 3.2, 4.3, 5.2 ниже). 

Движение от абстрактных, универсальных методов в сторону решения с их по-

мощью частных задач оптимизации иерархий естественным образом дополняется уни-

версализацией методов решения частных задач. Действительно, в силу уже неодно-

кратно отмечавшегося многообразия и высокой практической значимости многих при-

кладных задач оптимизации иерархических структур, они уже привлекали внимание 

исследователей, и для многих частных постановок уже были разработаны достаточно 

эффективные методы решения. Среди таких достаточно полно исследованных задач  

можно отметить оптимальное кодирование (подробнее см. введение к главе 3),  постро-

ение деревьев решений и вопросников (см. раздел 3.1), а также балансировка сбороч-

ной линии (см. раздел 5.2). Возможность сформулировать эти задачи в общих аб-

страктных терминах позволяет в тех же общих терминах переформулировать и алго-

ритмы решения этих задач. В результате область применения метода решения частной 

задачи многократно расширяется за счет всех остальных предметных областей. Важно 

отметить, что сведение содержательной модели к единообразной математической по-

становке позволяет увидеть, какой максимальной широкий класс задач может решаться 

тем или иным частным методом.  

Пример 14. Так, например, классическая для теории информации задача построе-

ния оптимального префиксного кода легко формулируется в терминах поиска опти-

мального двоичного дерева для однородной функции затрат. Эта же функция одновре-

менно относится и к классу аддитивных. Соответственно, алгоритм ее решения, т.н. 

алгоритм Хаффмана, оказывается универсальным алгоритмом построения оптималь-

ных симметричных 2-деревьев для всех однородных и для всех аддитивных функций 

затрат. По ходу изложения в главах 2 и 3 этот алгоритм (а также другой классический 

алгоритм построения деревьев префиксных кодов – алгоритм Шеннона-Фано) упоми-

нается неоднократно. Уже анализ абстрактной постановки задачи позволяет обобщить 

алгоритм Хаффмана для построения оптимальных деревьев с произвольной ветвисто-
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стью для аддитивных функций затрат, вогнуто зависящих от меры группы (подробнее 

см. параграф 2.2.3), а алгоритм Шеннона-Фано – для поиска приблизительно оптималь-

ных асимметричных деревьев для однородных функций затрат со степенью однородно-

сти не менее единицы (см. параграф 2.1.2). Такая универсализация позволяет «выжать 

все возможное» из ценных идей и наработок, полученных в процессе решения частных 

задач поиска оптимальных иерархий.  

Пример 15. Еще один пример универсализации – это алгоритм поиска древовид-

ной иерархии, описанный в параграфе 2.4.1. Его идея довольно проста и появляется в 

различных частных постановках, однако именно формулировка в терминах общей 

математической модели позволяет выявить границы ее применимости – это поиск 

оптимальных деревьев для секционной функции затрат.  

Иногда частная задача поиска оптимальной иерархии оказывается настолько спе-

цифичной, что методы ее решения не удается сформулировать в виде, достаточно об-

щем для того, чтобы их можно было назвать универсальными. Однако зачастую удает-

ся перенести некоторые подходы к решению одной задачи (или отдельные элементы 

подхода) на задачу из другой предметной области. Важную роль в этом, опять-таки, 

играет единая математическая постановка, позволяющая сформулировать разные зада-

чи в общих терминах и выявить общие черты их формальных постановок.  

Пример 16. В качестве примера такого переноса элементов подхода можно при-

вести использование идеи подбора весового параметра из алгоритма EG2 построения 

дерева решений [137] (см. раздел 3.1) в алгоритме построения оптимального пользова-

тельского меню для модели, учитывающей семантику (см. параграф 3.2.3). Общим в 

этих моделях является то, что промежуточные вершины обладают персональными 

характеристиками, и именно из-за этого эти модели не очень хорошо «ложатся» в об-

щую постановку (они сводятся к задаче поиска древовидной иерархии с секционной 

функцией, при этом индивидуальные характеристики вершин «прячутся» внутри ано-

нимной функции затрат, но удобнее решать эти задачи в исходной «неанонимной» 

постановке). Поэтому говорить об универсальности этой идеи нельзя, а можно говорить 

лишь о ее переносе из одной предметной области в другую. Этот перенос, однако, 

сильно упрощается наличием универсальной модели оптимизации иерархических 

структур.  

Эти три подхода – разработка новых универсальных методов оптимизации иерар-

хических структур, универсализация известных частных методов, и перенос частного 

метода или его части в другую предметную область, и составляют основу методологии, 

развиваемой на протяжении последующих глав работы.  
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В связи с эти можно предложить следующую схему исследования содержатель-

ной задачи оптимизации иерархических структур (см. рисунок 22). В рамках этой схе-

мы исследовались все модели, описываемые ниже в главах 3-5. 

 

Развитие методов

Решение задачи

Формулировка задачи в терминах общей 

математической модели

Сведение к тому или иному классу 

задач поиска оптимальной иерархии

Выбор универсальных методов поиска 

оптимальных иерархий

Применение известных частных методов

Переформулировка известных методов 

в терминах общей модели

Поиск в литературе известных методов 

решения задачи

Применение универсальных методов

Универсализация 

частных методов

Перенос методов 

из других областей

Новые универсальные 

методы

Ревизия возможностей применения 

новых методов для других моделей

 

Рисунок 22. Схема исследования задачи оптимизации иерархической структуры 

 

Итак, в первой главе были приведены многочисленные примеры задач оптимиза-

ции иерархической структуры систем обработки информации, обоснована актуальность 

разработки общей теории оптимизации иерархических структур, введены основные 

понятия общей математической модели, предложены классификации задач оптимиза-

ции иерархии, а также методов и подходов к их решению, выделены этапы исследова-

ния задач исследования иерархии.  
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ГЛАВА 2. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ ИЕРАРХИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

В настоящей главе описываются аналитические и алгоритмические методы реше-

ния различных классов задач оптимизации иерархических структур, выделенных выше 

в параграфе 1.3.1. По классификации, описанной в параграфе 1.3.4, эти методы стоит 

отнести к универсальным, поскольку, как показывается ниже в главах 3-5, они находят 

свое применение при исследовании задач оптимизации иерархических структур в са-

мых разных предметных областях. 

Изложение в главе 2 построено в соответствии с изображенной в разделе 1.3.3 

таблицей 1. Задачи рассматриваются «от частного к общему», от наиболее частных 

постановок задач, которые, тем не менее, допускают более глубокое и исчерпывающее 

исследование, до наиболее широких, для которых удается доказать менее сильные 

результаты относительно вида оптимальных иерархий.  

Сначала в разделе 2.1 подробно описываются методы поиска древовидных иерар-

хия для однородных функций затрат. Эту задачу удается решить практически исчерпы-

вающим образом. Затем в разделе 2.2 исследуются задачи поиска оптимальных деревь-

ев для других подклассов функций затрат, зависящих от мер, в частности, кусочно-

однородных, представимых в виде суммы однородных функций, а также аддитивных 

функций затрат. Полученные результаты позволяют в раде случаев решить задачу 

поиска иерархии а в остальных – кое-что сказать о форме оптимальной иерархии. 

В разделе 2.3 также решаются задачи оптимизации деревьев, но уже для функций 

затрат по контролю потоков, являющихся более общими, чем зависящие от мер. Для 

некоторых подклассов таких функций предлагаются нижние оценки затрат оптималь-

ной иерархии, алгоритмы поиска оптимального дерева. 

В разделе 2.4 предлагается универсальная схема алгоритма (и связанная с ней ин-

терактивная методика) поиска оптимального дерева, а также немного обобщаются 

аналитические результаты для секционных функций затрат общего вида, описанные 

выше в разделе 1.2 и основанные на монотонности функции затрат относительно неко-

торого частичного порядка. 

Наконец, в разделе 2.5 предпринимаются две попытки выйти за рамки класса сек-

ционных функций затрат. В частности, описывается алгоритм поиска оптимального 

дерева для окрестностной функции затрат, а также общие результаты о виде оптималь-

ных сетевых структур для функций затрат по контролю потоков. 

2.1. Однородные функции затрат 

Настоящий раздел посвящен решению задачи поиска оптимальной древовидной 

иерархии при однородной функции затрат и ее обобщениях. 
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Задано множество начальных вершин W = {1, …, n} и на нем определена мера, то 

есть каждой вершине w из множества W поставлено в соответствие положительное 

число (w). Множество деревьев (древовидных иерархий) над множеством вершин W 

определяется как множество ориентированных деревьев, дуги в которых направлены к 

корню дерева и листьями которых являются все вершины из множества W и только 

они. Для краткости будем называть начальные вершины листьями в тех случаях, когда 

речь идет о древовидных иерархиях. 

Каждой вершине m дерева H ставятся в соответствие ее затраты c(m, H), которые 

описываются секционной функцией затрат, зависящей от мер (см. главу 1). Таким обра-

зом, функция затрат вершины имеет вид c(1, …, k, ), где  – это мера группы листь-

ев, подчиненной вершине m, а 1, …, k – меры групп листьев, подчиненных детям m. 

Поскольку в дереве всем детям любой вершины подчинены непересекающиеся группы, 

мера  группы, подчиненной вершине m, всегда равна сумме 1 + … + k мер групп, 

подчиненных ее детям. Поэтому ниже в записи функции затрат мера  иногда опуска-

ется (в тех случаях, когда это не приводит к недоразумениям), и считается, что затраты 

вершины зависят только от мер групп, подчиненных ее детям. Тогда затраты записы-

ваются как c(1, …, k). 

Функция затрат считается однородной степени   0, то есть ее можно предста-

вить в виде c(1, …, k) = c(x1, …, xk), где x1, …, xk (xi := i /, i = 1, …, k) – это про-

порция, в которой мера  делится между мерами подчиненных групп. Дадим определе-

ние. 

Определение 19. k-мерным симплексом Dk называется такое множество k-мерных 

векторов x = (x1, …, xk) с неотрицательными компонентами, что x1 + … + xk = 1. Эле-

менты такого симплекса будем называть k-пропорциями или просто пропорциями. 

Легко видеть, что если вершина имеет k дочерних вершин, то вектор 

x := (1 /, …, k /) действительно является k-пропорцией. Будем в этом случае гово-

рить, что подчиненная группа начальных вершин делится между детьми вершины в 

пропорции x.  

Заметим, что при фиксированном количестве k дочерних вершин однородная 

функция затрат вершины полностью задается своей степенью однородности  и пове-

дением функции затрат 
1( ,..., )kc x x  на симплексе Dk. 

Затраты C(H) иерархии H равны сумме затрат входящих в нее вершин, причем за-

траты листьев равны нулю по определению. Ниже в настоящем разделе будет решаться 

задача поиска древовидной иерархии с минимальными затратами. Также будет решать-
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ся задача поиска оптимального r-дерева, то есть дерева, в котором каждая вершина 

имеет ветвистость не более r (понятно, что множество r-деревьев является подмноже-

ством множества всех деревьев). Предполагается что для рассматриваемых функций 

затрат невыгодно дублирование, поэтому в силу утверждения 1 допустимые множества 

конечны и оптимальная иерархия всегда существует. При фиксированной функции 

затрат вершины затраты оптимальной иерархии определяются множеством листьев W и 

мерами отдельных листьев. Обозначим искомые затраты оптимального дерева через 

C
*
(W), а затраты оптимального r-дерева – через Cr

*
(W). 

Однородные функции затрат являются частным случаем функций затрат, завися-

щих от мер (а последние, в свою очередь, являются частным случаем секционных 

функций затрат). Предположение об однородности функции затрат вершины является 

чрезвычайно важным допущением, которое и позволяет получить большую часть ана-

литических результатов, описываемых в настоящем разделе. Особый же интерес, кото-

рый представляет задача поиска оптимального дерева, основывается на следующих 

предпосылках. Во-первых, древовидные иерархии обладают рядом важных свойств, 

существенно облегающих поиск оптимальной иерархии. Поэтому исследование задачи 

целесообразно начинать с рассмотрения именно этого случая. 

Во-вторых, из содержательной постановки многих задач с очевидностью следует, 

что искомая иерархия должна быть деревом, как, скажем, в задаче оптимального коди-

рования или построения дерева решений. В подобных задачах речь в принципе не мо-

жет идти о недревовидных иерархиях, и потому рассматривается задача поиска опти-

мального дерева. 

В-третьих, из приведенного в параграфе 1.2.5 утверждения 2 следует, что при мо-

нотонной по группам функции затрат вершины (см. определение 15) оптимальной 

иерархией будет дерево. Таким образом, описываемые ниже результаты имеют самое 

непосредственное отношение к задаче поиска оптимальной иерархии при монотонной 

по группам функции затрат. Условия определения 15 довольно легко проверяются: в 

частности, если нормальная (см. определение 16 выше в параграфе 1.2.2) функция 

затрат вершины c(1, …, k, ) не убывает по всем своим аргументам, то она монотонна 

по группам. 

Ниже, если не оговорено особо, не предполагается монотонности по группам 

функции затрат вершины, однако считается, что функция затрат нормальна. 
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2.1.1. Нижняя оценка затрат иерархии для однородных функций 

2.1.1.1. Численный алгоритм поиска оптимального дерева 

Если меры всех листьев равны между собой, то листья становятся неразличимы-

ми, поскольку в рамках рассматриваемой модели мера начальной вершины является ее 

единственной характеристикой. При этом можно без ограничения общности считать 

все меры равными единице, и мера группы листьев равна просто числу входящих в нее 

вершин. 

Для этого случая в [18] был предложен эффективный численный алгоритм поиска 

оптимального r-дерева. Идея этого алгоритма лежит в основе многих методов поиска 

оптимальных деревьев, поэтому коснемся его более подробно. Зафиксируем верхнее 

ограничение r на ветвистость вершины дерева. Поскольку все листья одинаковы, затра-

ты оптимального r-дерева будут зависеть только от их количества n. Обозначим эти 

затраты через С
*
(n). Алгоритм состоит в последовательном вычислении затрат опти-

мального дерева для количества листьев от 1 до n, причем при расчете каждого следу-

ющего значения используются ранее вычисленные.  

Для одного листа затраты дерева равны нулю, так как единственное возможное 

«дерево» состоит только из этого листа, следовательно, C
*
(1) = 0. Пусть теперь на неко-

тором шаге работы алгоритма вычислены затраты C
*
() всех оптимальных r-деревьев 

для числа листьев от 1 до n – 1. Вычислим затраты C
*
(n) оптимального r-дерева для 

количества листьев n следующим образом. 

Затраты этого дерева складываются из затрат корня дерева и затрат поддеревьев, 

подчиненных его детям. Понятно, что все поддеревья оптимального r-дерева также 

являются оптимальными r-деревьями для меньшего числа листьев, поэтому, если ко-

рень оптимального r-дерева H имеет k непосредственных подчиненных, которым под-

чинены группы листьев мер n1, …, nk, то затраты дерева H будут определяться следую-

щим выражением: 

(2) *

1 1
( ) ( ,..., ) ( )

k

k ii
C H c n n C n


  . 

Для всех i = 1, …, k, ni < n, затраты всех возможных поддеревьев уже вычислены. 

Поэтому, чтобы найти затраты оптимального r-дерева для n листьев, необходимо для 

каждой ветвистости k корневой вершины от 2 до r и всех возможных способов распре-

деления n листьев между непосредственными подчиненными (равного числу P(n', k) 

неупорядоченных разбиений числа n' на не более чем k слагаемых) вычислить по фор-

муле  (2) затраты соответствующих деревьев, и выбрать из них дерево с минимальными 

затратами. Для этого необходимо порядка (n)
r–1

 раз выполнить вычисление формулы 
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(2). Поскольку для вычисления C
*
(n) необходимо n шагов работы алгоритма, общее 

количество вычислений функции (2) не будет превышать n
r
, то есть алгоритм имеет 

полиномиальную по количеству листьев n сложность. 

Пример 17. Приведем результаты работы описанного выше алгоритма на приме-

ре мультипликативной функции затрат с(k, ) = k
1/32

, где k – ветвистость вершины,  – 

мера подчиненной ей группы листьев (в данном случае она равна количеству листьев в 

группе). На рисунке 23 изображены рассчитанные затраты оптимального 10-дерева для 

числа листьев от 1 до 50. По оси абсцисс отложен размер множества листьев n. 

 

Рисунок 23. Затраты оптимального 10-дерева в зависимости от количества листьев  

для функции затрат с(k, ) = k
1/32

 

 

На рисунке 24 изображена зависимость ветвистости корневой вершины в опти-

мальном дереве от общего числа листьев. Как видно из рисунка, для количества листь-

ев от двух до шести оптимальна веерная иерархия, а в достаточно больших деревьях 

корневая вершина всегда имеет одинаковое количество дочерних вершин – четыре. Из 

результатов работы алгоритма также следует, что в больших деревьях корневая верши-

на делит подчиненную группу между своими детьми на части как можно более близко-

го размера, например, при n = 50 множество листьев делится между детьми корневой 

вершины на четыре группы размера n1 = n2 = 12, n3 = n4 = 13.  
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Рисунок 24. Ветвистость корневой вершины 

оптимального дерева в зависимости от количества листьев  

 

Из рисунка 24 видно, что каждая из этих дочерних вершин также будет иметь че-

тырех детей. Первые две вершины делят доставшуюся им группу из двенадцати листь-

ев между своими детьми на равные подгруппы по три листа в каждой, а третий и чет-

вертый делят подчиненную группу на четыре части размеров 3, 3, 3 и 4. В результате 

получается оптимальное дерево, изображенное на рисунке 25.  

 

 

Рисунок 25. Оптимальное дерево для 50 листьев и функции затрат с(k, ) = k
1/32

 

2.1.1.2. Однородные деревья и их затраты 

Описанный в предыдущем разделе алгоритм поиска оптимального дерева имеет 

ряд недостатков. Во-первых, он работает только в случае, когда все листья имеют оди-

наковые меры. Во-вторых, алгоритм позволяет искать только оптимальные r-деревья, и 

при этом нельзя гарантировать, что оптимальным на множестве всех деревьев не ока-

жется дерево с большей ветвистостью (существуют и алгоритмы, лишенные этих недо-

статков, но они имеют существенно бόльшую вычислительную сложность [18]). И, 

наконец, как и любой численный алгоритм, он позволяет получать только частные 

результаты для конкретных функций и не позволяет обосновывать общие свойства 

оптимальных деревьев при однородной функции затрат. 

В то же время, исследование результатов работы алгоритма при различных одно-

родных функциях затрат позволяет выделить ряд общих свойств, которыми обладают 

оптимальные деревья. Во-первых, в оптимальных деревьях каждая вершина верхних 

1
2
3
4
5
6

0 10 20 30 40 50



 76 

уровней имеет примерно одинаковое количество дочерних вершин. Во-вторых, при 

фиксированной функции затрат во всех оптимальных деревьях подчиненные группы 

делятся между детьми каждой вершины приблизительно в одинаковой пропорции. Для 

некоторых функций затрат эта пропорция предполагает деление группы на примерно 

равные части, как в примере 17, для других же функций затрат могут быть оптимальны 

другие пропорции. Это позволяет предположить, что пропорция определяется в основ-

ном функцией затрат вершины, а не размером иерархии (количеством листьев). 

Чтобы формализовать эти наблюдения и определить условия, при выполнении ко-

торых описанные свойства оптимальных деревьев имеют место, необходимо ввести ряд 

определений. 

Определение 20. Дерево называется (k, x)-однородным, если в нем каждая вер-

шина, кроме листьев, имеет ровно k дочерних вершин, и меры подчиненных вершине 

групп листьев соотносятся в пропорции x = (x1, …, xk). Число k называется ветвисто-

стью однородного дерева. 

Пример 18. На рисунке 26 изображены три однородных дерева. Для каждой вер-

шины  на рисунке изображена мера подчиненной ей группы. Иерархия на рисунке 26 а) 

– это 3-дерево с пропорцией x = (1/3, 1/3, 1/3). Дерево имеет симметричный вид (одно-

родные деревья всегда симметричны, если листья имеют одинаковые меры). Иерархия 

на рисунке 26 б) – это 2-дерево с пропорцией (1/2, 1/2), а иерархия на рисунке 26 в) – 

2-дерево с пропорцией (1/3, 2/3).  
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Рисунок 26. Примеры однородных деревьев 

 

В однородных деревьях наиболее полно реализуются эмпирически отмеченные 

выше в начале настоящего пункта свойства оптимальных древовидных иерархий. Од-
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нако понятно, что для заданного множества листьев может не существовать ни одного 

однородного дерева, кроме веерной иерархии
22

. Так, если все n листьев имеют одина-

ковые меры, то однородное дерево с ветвистостью k и пропорцией (1/k, …, 1/k) суще-

ствует только в том случае, если n является целой степенью k, как, например, в иерар-

хии на рисунке 26 а). 

В общем случае справедлив следующий простой результат. 

Лемма 1. Пусть заданы ветвистость k и пропорция x  Dk, причем все компонен-

ты пропорции строго положительны. Пусть также задано натуральное число q. Если 

количество листьев n равно 1 + q(k – 1), то можно назначить меры листьев так, чтобы 

на этом множестве листьев существовало (k, x)-однородное дерево с q вершинами 

верхних уровней. Если же ни для какого натурального числа q равенство n = 1 + q(k – 1) 

не выполняется, для n листьев построить однородное дерево ветвистости k невозможно. 

Доказательство леммы  1. 

Доказательство существования (k, x)-однородного дерева проводится по индук-

ции. Пусть q = 1 (и, следовательно, n = k). Поскольку все компоненты пропорции x 

положительны, можно положить i = xi, i = 1, …, n и построить над этим множеством 

веерную иерархию. Легко видеть, что эта иерархия является (k, x)-однородным дере-

вом.  

Пусть теперь существование (k, x)-однородного дерева доказано для любого числа 

вершин верхних уровней, меньшего q. Покажем, что (k, x)-однородное дерево суще-

ствует и для q вершин верхних уровней. По индукционному предположению, для q – 1 

вершины найдется такое множество из n = (q – 1)(k – 1) + 1 листьев с мерами 1, …, n, 

что на нем можно построить (k, x)-однородное дерево. В этом дереве заменим лист с 

мерой n на дополнительную промежуточную вершину, и подчиним этой вершине k 

листьев с мерами nx1, nx2, …, nxk. Получили (k, x)-однородное дерево с q вершинами 

верхних уровней над множеством из q(k – 1) + 1 листьев с мерами 

1, …, n-1, nx1, nx2, …, nxk, что и требовалось. 

Пусть теперь для любого натурального числа q n  q(k – 1) + 1. Докажем, что в 

этом случае не существует однородного дерева ветвистости k. Предположим, что такое 

дерево существует и содержит q вершин верхних уровней. Каждая такая вершина 

имеет k дочерних вершин, следовательно, общее количество вершин, имеющих какого-

                                                 

22
 Любая веерная иерархия – это n-однородное дерево с пропорцией 

x = ((1), …, (n)). 
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либо родителя, равно qk. С другой стороны, родителя имеют все листья и все промежу-

точные вершины, нет родителя только у корневой вершины. Значит, qk = n + q – 1, 

или, иначе, n = q(k – 1) + 1. Получили противоречие.  

Следствие 1. Количество вершин верхних уровней в однородном дереве ветви-

стости k над множеством из n листьев равно (n – 1)/(k – 1).  

Хотя число существенно различных способов
23

, которыми можно назначить меры 

листьям для выполнения условий леммы 1, быстро растет с ростом количества листьев, 

для произвольно заданных множества листьев, ветвистости и пропорции однородное 

дерево существует чрезвычайно редко. В то же время, если однородное дерево суще-

ствует, его затраты легко вычисляются. 

Утверждение 6. Пусть заданы множество начальных вершин (листьев) 

W = {1, …, n} с мерами (1), …, (n), однородная степени  функция затрат вершины 

c(1, …, k), ветвистость k и пропорция x = (x1, …, xk). Если существует 

(k, x)-однородное дерево H, то его затраты определяются выражением  

(3) 

1

1

,

1

1
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w w

x x

 


  

    








 


  

  
 







  

где введено обозначение : ( )
w W

w 


  – суммарная мера всех листьев.  

Доказательство утверждения 6.  

По следствию 1, необходимым условием существования однородного (k, x)-дерева 

является существование целого числа q = (n – 1)/(k – 1). Доказательство утверждения 

проводится индукцией по q = 0, 1, 2, … Для q = 0 (то есть для n = 1) существует лишь 

дерево, в котором вовсе нет вершин верхних уровней (ведь, согласно утверждению 1, 

каждая такая вершина имеет как минимум две дочерние вершины). Будем считать это 

«дерево» однородным. Затраты его равны нулю, то есть совпадают со значением выра-

жения (3). Предположим, что для любого числа промежуточных вершин, строго мень-

шего некоторого q, утверждение доказано. Докажем, что оно верно и для q. 

В (k, x)-однородном дереве H детям корневой вершины подчинены группы листь-

ев s1, …, sk, имеющие меры i = xi, k = 1, …, k. Затраты дерева С(H) складываются из 

                                                 

23
 Множества листьев называются существенно различными, если их нельзя преоб-

разовать друг в друга переименованием листьев и умножением мер всех листьев на 

константу. 
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затрат корня и затрат поддеревьев H1, …, Hk, корнями которых являются его дочерние 

вершины. Поскольку каждое поддерево Hk также является однородным деревом для 

множества листьев si, i = 1, …, k, и состоит из меньшего количества вершин, по индук-

тивному предположению затраты дерева H равны 

1 1( ) ( ,..., ) ( ) ... ( )k kC H c C H C H     , 

где затраты C(Hi), i = 1, …, k, определяются формулой (3). 

Для краткости введем обозначение C ≔ c(x1, …, xk). Из однородности функции за-

трат следует, что 

1 1( ,..., ) ( ,..., )k kc c x x C      . 

Сначала рассмотрим случай, когда 1 . Тогда  
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Здесь и далее в доказательствах часто будут использоваться следующие неравен-

ства, являющиеся частным случаем неравенства Минковского [104]: для любых неот-

рицательных чисел x1, …, xk и любого числа   

(4) 
kk xxxx  ...)...( 11 если   1, 

(5) 
kk xxxx  ...)...( 11 если   1. 

В силу (4) и (5) выражения  


r

i i1

   и ( )
j

j w s
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  при любом  имеют 

одинаковый знак, и, значит,  
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Следовательно, 
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, 

и формула (3) верна при   1. 

Пусть теперь  = 1. Тогда, аналогично, 
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1 1
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Таким образом, утверждение 6 доказано.  

Из неравенств (4) и (5) следует, что при любой степени однородности   выраже-

ния ( )
w W

w  


 , где : ( )
w W

w 


 , и 
1

1
k

ii
x


  всегда имеют одинаковый знак, 

так что, в принципе, модули в выражении (3) необязательны. Они внесены в формулу 

для того, чтобы разделить ее на два положительных сомножителя. Первый множитель, 

| ( ) |
w W

w  


  (или ln ( )ln ( )
w W

w w   


  для  = 1)
24

, концентрирует в себе всю 

информацию о множестве листьев – их количестве и мерах, но не зависит от парамет-

ров однородного дерева – ветвистости k и пропорции x. Второй же множитель, 

1

1

( ,..., )

|1 |

k

k

ii

c x x

x



 (или 1

1

( ,..., )

ln

k

k

i ii

c x x

x x



 для  = 1) не зависит от специфики множества листьев, но 

содержит в себе информацию о функции затрат вершины и параметрах однородного 

дерева. Единственной общей переменной в этих множителях является степень одно-

родности функции затрат .  

Затраты однородного дерева записываются по-разному при степени однородности 

  1 и при  = 1. При  = 1 в верхнем выражении формулы (3) имеется неопределен-

ность типа 0/0. Однако если взять предел верхнего выражения формулы (3) при   1, 

получим как раз нижнее выражение формулы (3).  

Лемма 2. Затраты (k, x)-однородного дерева непрерывны по  на всем диапазоне 

  [0, +). 

Доказательство леммы 2. Из формулы (3) видно, что достаточно показать не-

прерывность затрат в точке  = 1. 

                                                 

24
 Заметим, что 
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ln ( )ln ( ) ln 0
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    . 
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Рассмотрим случай  > 1. Опуская сомножитель 
1( ,..., )kc x x , числитель в верхнем 

выражении формулы (3) можно преобразовать следующим образом: 
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Аналогично и знаменатель приводится к следующему виду: 
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, 

что дает нижнее выражение формулы (3), то есть функция (3) непрерывна справа в 

точке  = 1. Аналогично доказывается и непрерывность слева при  = 1. 

Итак, затраты (k, x)-однородного дерева непрерывны по , и лемма 2 доказана.  

Если меры всех n листьев равны единице, формула (3) затрат однородного дерева 

упрощается и принимает вид  

(6) 
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Пример 19. Пусть все листья имеют меру 1, а функция затрат вершины c() = . 

Найдем затраты однородного 2-дерева с пропорцией x = (½, ½). В данном случае сте-

пень однородности  = 1, поэтому, по формуле (6), C2, x(n) = nln n / ln 2 = nlog2 n.  

Если меры всех листьев одинаковы, то однородное 2-дерево существует только 

для пропорции x = (½, ½), причем лишь при количестве листьев n, равном целой степе-

ни двойки. То есть (2, x)-однородное дерево с затратами nlog2n существует, если 

n = 2, 4, 8, 16, …  

Более подробный анализ выражений (3) и (6) будет проведен ниже в пункте 

2.1.1.3, после того, как будет прояснена их связь с затратами оптимального дерева. 
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2.1.1.3. Нижняя оценка затрат оптимального дерева 

Лемма  1 и пример 19 показывают, что для заданной ветвистости k и пропорции x 

однородное дерево существует редко. Однако выражение (3) можно вычислить незави-

симо от факта существования (k, x)-однородного дерева, и для любой ветвистости k и 

пропорции x  Dk можно говорить о том, какие затраты имело бы (k, x)-однородное 

дерево, если бы оно существовало. 

Имея аналитическое выражение для затрат однородного дерева, точно так же 

можно ставить вопрос о том, какое из всего множества однородных деревьев было бы 

оптимальным, если бы оно существовало. Чтобы найти такое наилучшее однородное 

дерево, необходимо минимизировать выражение (3) по всем возможным ветвистостям 

k и пропорциям x. Соответственно, пара (k, x), на которой достигается этот минимум, 

даст параметры наилучшего однородного дерева, а подставив их в формулу (3), полу-

чим его затраты. 

Понятно, что при фиксированном множестве листьев W = {1, …, n} с мерами 

(1), …, (n) корень любого дерева будет иметь не более n дочерних вершин, поэтому 

при поиске наилучшего однородного дерева минимизировать достаточно по всем k от 2 

до n.  

Кроме того, каждой дочерней вершине корня будет подчинен по меньшей мере 

один лист, и, значит, мера подчиненной группы листьев будет не меньше минимальной 

из мер листьев. Следовательно, каждая из компонент xi, i = 1, …, k пропорции любого 

однородного дерева будет не меньше чем : min ( ) / ( )w W w W
w w   

  . 

Для произвольного неотрицательного числа  обозначим через Dk() ту часть сим-

плекса Dk, на которой каждая компонента вектора больше или равна . 

Тогда при фиксированной функции затрат минимальные затраты однородного де-

рева определяются количеством n и мерами (1), …, (n) листьев и задаются следую-

щим выражением: 

(7) 

1

2... ( )

1

1

2... ( )

1

( ,..., )
| ( ) | min min ,если 1,

|1 |
( )

( ,..., )
( ln ( )ln ( )) min min ,если 1,

ln

k

k

k

kk n y D
w W ii

k

kk n y D
w W i ii

c y y
w

y
C W

с y y
w w

y y

 





  

    

 




 





 


 
  
 







 

где ( )
w W

w 


 , min ( ) /w W w   . 

Поскольку Dk() – компактное множество, минимумы в формуле (7) достигаются 

при достаточно слабых условиях на функцию затрат (достаточно потребовать ее полу-

непрерывности снизу [34] на симплексе), и ниже считается, что они достигаются. 
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При заданной функции затрат параметры однородного дерева, доставляющие ми-

нимум выражению (7), зависят от количества листьев n и числа  – отношения мини-

мальной из мер листьев к их суммарной мере. Обозначим r(n, ) – оптимальную ветви-

стость, x(n, ) = (x1(n, ), …, xr(n, )(n, )) – оптимальную пропорцию. Нахождение этих 

параметров сводится к решению n классических задач минимизации функции на ком-

пактном множестве. Для удобства введем обозначение  

(8) 
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Если меры всех листьев равны единице, параметр  в формуле (7) равен 1/n (где n – ко-

личество листьев). При этом затраты наилучшего однородного дерева принимают вид: 

(10) 
| | ( ,1/ ), если 1,

( )
( ln ) ( ,1/ ), если 1.

n n F n n
C W

n n F n n

 



  
 


 

Итак, при заданной функции затрат и множестве листьев параметры наилучшего 

однородного дерева можно вычислить по формуле (7). Как отмечалось выше, эмпири-

чески установлено, что оптимальная (на множестве всех деревьев) древовидная иерар-

хия «стремится» быть однородным деревом. В связи с этим возникает предположение о 

том, что, если для заданного множества листьев существует наилучшее однородное 

дерево (с ветвистостью r(n, ) и пропорцией x(n, )), то оно и будет оптимальным на 

множестве всех деревьев. На самом деле оказывается, что справедлив даже более силь-

ный результат. 

Утверждение 7. Пусть заданы множество листьев W = {1, …, n} с мерами 

(1), …, (n) и однородная степени  функция затрат вершины c(). Тогда затраты оп-

тимального дерева будут не меньше, чем C(W). Иначе говоря, функция C(W) является 

нижней оценкой затрат оптимального дерева. 

Доказательство. Доказательство проводится индукцией по числу листьев n. По-

нятно, что для единственного листа с мерой 1 C(1) = 0, что совпадает с затратами 

единственного возможного в этой ситуации «дерева». Предположим, что для любого 

числа листьев, меньшего n, утверждение доказано. Покажем, что оно верно и для n 

листьев. 
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Пусть в некотором дереве H k дочерним вершинам корня подчинены группы ли-

стьев s1, …, sk. Затраты дерева складываются из затрат корня и затрат поддеревьев 

H1, …, Hk, в корнях которых находятся его дочерние вершины (поддерево может состо-

ять из единственного листа, тогда его затраты равны нулю): 

)(...)(),...,()( 11 kk HCHCcHC   . 

Так как группы s1, …, sk содержат менее n листьев, по индуктивному предположе-

нию затраты соответствующих поддеревьев не меньше, чем C(si). Следовательно,  

1 1( ) ( ,..., ) ( ) ... ( )k kC H c C s C s     . 

В правой части неравенства присутствует фиксированная ветвистость k и фикси-

рованное распределение s1, …, sk листьев из множества W по этим вершинам. Следова-

тельно, правая часть не увеличится, если в ней взять минимум по всем k от 2 до n и 

всевозможным распределениям s1, …, sk листьев между дочерними вершинами корня. 

Поэтому 

1

1

1
2... ,..., :

1

( ) min min { ( ,..., ) ( )}
k

k

ii

k

k i
k n s s

i
s W

C H c s s C s








  . 

Пусть степень однородности   1. Тогда, по формуле (9), 

(11) 
1

1

1
2... ,..., :

1

( ) min min { ( ,..., ) | ( ) | ( , )}
ik

k

ii

k

k i i iw sk n s s
i

s W

C H c w F n     








    , 

где 1, …, k – меры групп s1, …, sk, n1, …, nk – количество листьев в этих группах, а 

min ( ) /
i

i i
w s

w  


 . 

Легко видеть, что функция F(n, ) не возрастает по количеству листьев n, так как 

увеличение n расширяет множество, по которому берется минимум в формуле (8). По 

той же причине функция F(n, ) не убывает по . 

Поскольку ni < n, а min ( ) / ( )i w W w W
w w    

   , правая часть неравенства (11) 

не увеличится, если в ней заменить ni на n, а i – на , то есть 

(12)
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1
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2... ,..., :

1

( ) min min { ( ,..., ) ( , ) | ( ) |}

min min { ( ,..., ) ( , ) | ( ) |}.
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k i w Wk n s s
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s W

C H c F n w

c F n w





    

    















   

  

 

 
 

Теперь правая часть неравенства зависит не напрямую от разбиения множества 

листьев W на группы s1, …, sk, а лишь от мер этих групп 1, …, k. Тогда заменим ми-

нимум по всем разбиениям на группы минимумом по всем мерам 1, …, k, большим, 



 85 

чем , и дающим в сумме : ( )
w W

w 


 . При этом правая часть неравенства не уве-

личится. Таким образом, 

1

1
2... :

1

1
2... ( )

1

( ) min min { ( ,..., ) ( , ) | ( ) |}

min min { ( ,..., ) ( , ) | ( ( ) / ) |}.
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k

k

k i w Wk n
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k

k i w Wk n y D
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C H c F n w

c y y F n y w



 

 

  



    

   



 




 


   



  

 

 

 

В правой части добавим и отнимем C(W). Тогда неравенство принимает вид: 

1
2... ( )

1

( ) ( ) min min { ( ,..., ) ( , )[| ( ) | | ( ) |]}.
k

k

k i w W w Wk n y D
i

C H C W c y y F n y w w
    


     

  


         

Заметим, что в силу неравенств (4) и (5) выражения 
1

( )
k

ii w W
y w

  
 

   и 

( )
w W

w  


  имеют одинаковый знак.  

Кроме того, при   1 
  



k

i
iy

1

, при  < 1 
  



k

i
iy

1

. Следовательно, незави-

симо от значения  справедливо тождество  

1 1 1

| ( ) | | ( ) | | | |1 | .
k k k

i i iw W w W
i i i

y w w y y
              

 
  

              

Поэтому неравенство можно преобразовать к виду: 

1
2... ( )

1

( ) ( ) min min { ( ,..., ) ( , ) |1 |},
k

k

k i
k n y D
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C H C W c y y F n y  


  

 


     

или, что эквивалентно, 
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Первый сомножитель минимизируемого выражения, очевидно, неотрицателен. 

Также неотрицателен и второй сомножитель, так как, по формуле (8), он достигает 

минимума, равного нулю, при k = r(n, ), y = x(n, ). Следовательно, минимум в правой 

части неравенства равен нулю, то есть C(H)  C(W), и утверждение верно при   1. 

Рассмотрим теперь случай  = 1. Формула (11) принимает вид 

1

1

1
2... ,..., :

1

( ) min min { ( ,..., ) [ ln ( )ln ( )] ( , )}.
k

k i

ii

k

k i i i i
k n s s

i w s
s W

C H c w w F n      




 



     

Аналогично вышеописанному огрубляем неравенство, заменяя ni на n, а i – на , 

и расширяем область, по которой берется минимум: 

1
2... ( )

1

( ) min min { ( ,..., ) ( , )( ln ( )ln ( ))}.
k

k

k i i
k n y D

i w W

C H c y y F n y y w w

     

 
 

     

Добавим и отнимем C(W) в правой части неравенства: 
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1
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Вынесем положительный множитель 



k

i
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ln  за скобку: 
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Первый сомножитель минимизируемого выражения неотрицателен. Также неот-

рицателен и второй сомножитель, так как он достигает минимума, равного нулю, при 

k = r(n, ), y = x(n, ). Следовательно, минимум в правой части равен нулю и 

C(H)  C(W) при  = 1. Утверждение 7 доказано.  

Если ставится задача поиска оптимального r-дерева, то есть дерева, каждая вер-

шина которого имеет не более r детей, то нижняя оценка его затрат будет определяться 

затратами наилучшего однородного r-дерева, то есть однородного дерева с ветвисто-

стью не более чем r.  

Легко видеть, что затраты наилучшего однородного r-дерева задаются формулой 

(13) 
| ( ) | (min[ , ], ),если 1,

( )
( ln ( )ln ( )) (min[ , ], ),если 1.

w W

r

w W

w F n r
C W

w w F n r

    

     





  
 

 




 

Таким образом, справедливо следующее утверждение: 

Утверждение 8. В условиях утверждения 7 затраты оптимального r-дерева будут 

не менее Cr(W). 

Доказательство утверждения 8 повторяет доказательство утверждения 7 с учетом 

замены слова «дерево» на «r-дерево» и суммирования по ветвистости от 2 до n на сум-

мирование от 2 до min[n, r]. 

Следствие 2. Если наилучшее однородное дерево (r-дерево) существует, то оно 

является оптимальным на множестве всех деревьев (r-деревьев). 

Доказательство. Действительно, из утверждения  7 следует, что затраты любого 

дерева (соответственно, r-дерева) не меньше, чем C(W) (соответственно, Cr(W)). Но 

если наилучшее однородное дерево (r-дерево) c ветвистостью r(n, ) и пропорцией 

x(n, ) существует, то его затраты в точности равны C(W) (соответственно, Cr(W)), и, 

значит, оно оптимально.  
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Нижняя оценка C(W) затрат оптимального дерева является, пожалуй, наиболее 

важным теоретическим результатом, полученным в работе. Существенную часть даль-

нейшего материала составляет обсуждение свойств этой нижней оценки, ее обобщений 

и ее применения для решения различных задач оптимизации иерархических структур. 

В частности, в следующем параграфе показывается, что при большом количестве 

листьев нижняя оценка в большинстве случаев достаточно точно аппроксимирует за-

траты оптимального дерева и потому может использоваться вместо затрат оптимально-

го дерева при аналитическом решении задачи. Также она используется при построении 

приближенно оптимальных деревьев. Кроме того, нижние оценки являются составной 

частью алгоритма численного решения задачи, описанного ниже в параграфе 2.4.1, 

причем качество работы этого алгоритма зависит от качества используемой нижней 

оценки. В следующем пункте исследуются эффективные методы вычисления парамет-

ров наилучшего однородного дерева, к чему и сводится вычисление нижней оценки.  

2.1.1.4. Поиск наилучших однородных деревьев 

В настоящем пункте исследуются свойства задачи поиска параметров (ветвисто-

сти и пропорции) наилучшего однородного дерева, предлагается классификация реше-

ний этой задачи и приводится их содержательная интерпретация. 

Как показано в предыдущем пункте, для определения параметров наилучшего од-

нородного дерева при заданном количестве листьев n с мерами (1), …, (n) необходи-

мо найти точку, в которой достигаются минимумы в выражении  

(14) 
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где min ( ) / ( )w W w W
w w   

  . 

Вообще говоря, для каждого n и  необходимо решать свою задачу, поскольку с 

ростом n (и с уменьшением ) расширяется множество, по которому проводится мини-

мизация. Тем не менее, при достаточно большом количестве листьев n во многих прак-

тически важных случаях можно ограничиться решением единственной вводимой ниже 

задачи минимизации.  

Рассмотрим величину  

(15) 
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представляющую собой предел функции F(n, ) при n  +.
25

 

Возможны два случая: в первом из них нижняя грань в выражении (15) достигает-

ся, во втором – не достигается. 

Рассмотрим сначала ситуацию, когда нижняя грань достигается. Тогда существу-

ет решение задачи минимизации (15) – ветвистость r и пропорция x, доставляющие 

минимум выражению (15). Будем говорить, что решение внутреннее, если все компо-

ненты пропорции x строго положительны. В противном случае будем говорить о гра-

ничном решении.  

Граничное решение трудно интерпретировать с содержательной точки зрения, по-

скольку оно предполагает, что некоторым вершинам иерархии достается в подчинение 

группа листьев нулевой меры (а меры листьев по определению положительны, и, зна-

чит, некоторой вершине не должно быть подчинено ни одного листа, что противоречит 

определению иерархии). Однако если ветвистость r > 2, в силу нормальности функции 

затрат вершины 
1 1 1 1( ,..., ,0) ( ,..., )r rc x x c x x  . Тогда легко проверить, что минимум в фор-

муле (15) также достигается и при ветвистости r – 1 и пропорции
26

 
1 1( ,..., )rx x 

. Продол-

жая подобным образом удалять равные нулю компоненты пропорции, приходим либо к 

внутреннему решению, либо к граничному решению с ветвистостью, равной двум.  

Так как в текущем разделе рассматриваются только нормальные функции затрат, 

можно сделать следующий вывод: если решение задачи (15) существует, то либо это 

решение внутреннее, либо это граничное решение для ветвистости 2. 

Сначала рассмотрим случай, когда существует внутреннее решение. Это значит, 

что для достаточно большого
27

 количества листьев n оптимальная точка r, x будет по-

падать в область минимизации в формуле (14). Очевидно, в этом случае минимум в 

выражении (14) будет достигаться при ветвистости r и пропорции x, и будет выпол-

няться равенство F(n, ) = F.  

Как будет показано ниже на многочисленных примерах, случай наличия внутрен-

него решения более типичен, поэтому при поиске параметров наилучшего однородного 

                                                 

25
 Если мера каждого листа ограничена сверху и снизу наперед заданной констан-

той, то  стремится к нулю при стремлении n к +. 

26
 Без ограничения общности считаем, что нулю равна последняя компонента 

пропорции. 

27
 А именно, для множества листьев W = {1, …, n} с мерами (1), …, (n), для ко-

торого верны неравенства n  r
*
 и *

*

1...
min ( ) / ( ) minw W ii rw W

w w x  
 . 
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дерева целесообразно сначала искать внутренние решения задачи минимизации (15). 

Если нижняя грань в формуле (15) достигается, то для любого достаточно большого 

количества листьев точка минимума r, x
 
дает параметры наилучшего однородного 

дерева – ветвистость и пропорцию соответственно. Затраты (r, x)-однородного дерева 

являются нижней оценкой затрат оптимального дерева, кроме того, если 

(r, x)-однородное дерево существует для заданного множества листьев, то оно опти-

мально на множестве всех деревьев.  

Исследуем свойства внутренних решений. Решение назовем симметричным, если 

оптимальна пропорция x = (1/r, …, 1/r), то есть в наилучшем однородном дереве вер-

шина верхних уровней делит подчиненную ей группу листьев между своими непосред-

ственными подчиненными на части одинаковой меры. В противном случае решение 

будем называть асимметричным. 

Пример 20. Рассмотрим введенную в примере 5 функцию затрат (V). Она опреде-

ляется выражением 1 1 1( ,..., ) ( ... ) / min( ,..., )k k kc           . Найдем для нее параметры 

наилучшего однородного дерева. 

Для простоты будем считать, что степень однородности , равная  – , отлична 

от единицы, и  > . 

Проверим, достигается ли нижняя грань в выражении 

),...,min(|1|

1
infinf

|1|
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infinf

11
...3,2

1

1
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k

k

i i
Dykk

i i

k

Dyk yyyy

yyc
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. 

Легко видеть, что максимум знаменателя достигается при y1 = … = yk = 1/k. Сле-

довательно, для любой ветвистости k при такой пропорции достигается минимум по y 

всего выражения. Подставим оптимальную пропорцию в минимизируемое выражение. 

Для определения оптимальной ветвистости необходимо найти 
   kkk |1|

1
min

1...3,2
 

или, что то же самое, максимум по всем целым k  2 функции ||:)( 1    kkk . Легко 

видеть, что, поскольку параметры  и  неотрицательны, при   1 максимум не дости-

гается, так как функция неограниченно возрастает с ростом k.  

Пусть теперь  > 1. Тогда (1) = 0, и функция () стремится к нулю при k  . 

Следовательно, она достигает максимума на интервале [0, +). В точке максимума 

производная функции равна нулю, то есть 0)1( 1     kk . Решая это уравнение, 

находим точку максимума: )1/(1* ]/)1[(  k . Функция монотонно растет слева от 

точки максимума и монотонно убывает справа от нее. Поскольку мы ищем максимум 

только по целым k, оптимальная ветвистость r будет одним из ближайших целых (слева 
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или справа) к величине k
*
. Теперь найти оптимальную ветвистость легко, непосред-

ственно сравнив затраты двух соответствующих однородных деревьев.  

В этом примере решение симметрично, однако ниже в параграфе 4.3.2 главы 4 

приводится и интересный пример асимметричного внутреннего решения для функции 

(II). Следующая лемма дает достаточное условие симметричности наилучшего одно-

родного дерева. 

Лемма 3. Если при любой ветвистости затраты вершины минимальны при деле-

нии подчиненной группы листьев между ее дочерними вершинами на части одинако-

вой меры, то в наилучшем однородном дереве каждая вершина верхних уровней также 

делит подчиненную ей группу листьев на части одинаковой меры. 

Доказательство. Для любой ветвистости k знаменатель минимизируемой функ-

ции в формуле (14) достигает своего максимума в центре симплекса, в точке 

y = (1/k, …, 1/k), где все компоненты пропорции одинаковы. Поэтому, если в той же 

точке достигается минимум числителя c(y1, …, yk), то такая симметричная пропорция 

доставляет минимум и всему выражению.  

В частности, лемма верна, если при любой ветвистости k функция затрат вершины 

выпукла на симплексе Dk. 

Пример 21. Рассмотрим мультипликативную однородную функцию затрат вер-

шины с(k, ) = (k), где  – мера подчиненной вершине группы листьев, k – ее ветви-

стость, (k) – некоторая гладкая неубывающая функция,   – степень однородности 

функции затрат.  Легко видеть, что для любой пропорции y из симплекса Dk 

c(y1, …, yk) = (k), то есть при фиксированной ветвистости k функция затрат вершины 

равна константе на симплексе. Следовательно, она выпукла на симплексе, и при поиске 

параметров наилучшего однородного дерева для однородной мультипликативной 

функции затрат достаточно ограничиться рассмотрением симметричных решений.  

Теперь рассмотрим случай, когда задача (15) имеет граничное решение (с ветви-

стостью 2). Строго говоря, если степень однородности  функции затрат не равна нулю, 

то о существовании решения говорить нельзя, поскольку при оптимальной в этом слу-

чае пропорции (1, 0) знаменатель минимизируемого выражения в формуле (15) обра-

щается в ноль, и само выражение не определено. Однако можно взять предел, и счи-

тать, что F тогда определяется формулой 

(16) 
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Ценность вычисления значения F в этом случае существенно снижается из-за то-

го, что теперь (в отличие ситуации, когда существовало внутреннее решение), ни при 

каком количестве листьев n не будет выполняться равенства F(n, ) = F. Поэтому для 

нахождения нижней оценки затрат оптимального дерева необходимо пользоваться 

более сложной формулой (14). 

Содержательная интерпретация этого граничного решения также сопряжена с 

трудностями, поскольку оно предписывает каждой вершине верхних уровней перепод-

чинять всю подчиненную ей группу листьев одной из двух своих дочерних вершин, а 

второй не подчинять листьев вовсе, что противоречит определению иерархии. 

Однако если степень однородности функции затрат   0, то граничное решение 

возможно только если c(0, 1) = 0.
28)

 В большинстве приложений это не так – затраты 

такой вершины отличны от нуля. Отметим, что такая функция затрат не является стро-

го нормальной (см. определение 16), и приведенные рассуждения могут служить 

оправданием для рассмотрения только строго нормальных функций затрат. 

Пример 22. Легко проверить, что, нормальная функция (II) вида 

1 1( ,..., , ) [ ]k kc           строго нормальна, поскольку c(0, , ) =  > 0 при  > 0. 

В то же время, функция затрат (I) вида 1 1 1( ,..., , ) [ max( , , )]k k kc               , не 

является строго нормальной, так как c(0, , ) = 0.  

Итак, для строго нормальных функций затрат при отличной от нуля степени од-

нородности граничное решение для ветвистости 2 невозможно. Поэтому при поиске 

оптимальной пропорции можно рассматривать только пропорции со строго положи-

тельными компонентами. В общем же случае граничное решение для ветвистости 2 

может иметь место. Тогда для расчета параметров наилучшего однородного дерева 

необходимо пользоваться формулой (14).
29

 

Перейдем к рассмотрению ситуации, когда нижняя грань в формуле (15) не до-

стигается. Это значит, что не существует оптимальной ветвистости – для любой ветви-

                                                 

28
 Если   0 и c(0, 1) > 0, то в (16) при стремлении y к нулю знаменатель стремит-

ся к нулю, а числитель – к положительному числу, поэтому выражение неограниченно 

возрастает. Если  = 0, то знаменатель в (16) равен k – 1 и граничное решение возможно 

даже при c(0, 1) > 0. 

29
 При этом, как показывает рассматриваемый ниже пример 24, минимум в фор-

муле (14) может достигаться и при ветвистости, строго большей двух. 
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стости найдется другая (большая), при которой достигается меньшее значение миними-

зируемого выражения в формуле (15), 

По сути, это означает, что наилучшее однородное дерево предполагает бесконеч-

но большую ветвистость. Здесь также формула (15) малополезна, и для определения 

параметров наилучшего однородного дерева необходимо пользоваться формулой (14). 

В ней минимумы достигаются всегда, но оптимальная ветвистость r(n, ) будет суще-

ственно зависеть от количества листьев n. В большинстве практических примеров 

оказывается, что в этом случае r(n, ) = n, то есть минимум затрат однородного дерева 

всегда достигается при максимальной возможной ветвистости, равной количеству 

листьев.  

Если при этом меры всех листьев одинаковы (например, равны единице), то легко 

видеть, что  = 1/n и поэтому множество Dn() состоит из единственной пропорции 

(1/n, …, 1/n). Понятно, что она и будет оптимальной. Тогда по формуле (6) затраты 

наилучшего однородного дерева равны с(1, …, 1). Следовательно, наилучшее однород-

ное дерево является веерной иерархией, в которой имеется единственная нелистьевая 

вершина, которой непосредственно подчинено n листьев. Более того, поскольку веер-

ная иерархия существует всегда, она будет оптимальной на множестве всех деревьев и 

тогда задачу поиска оптимальной древовидной иерархии можно считать решенной. 

Подытоживая результаты настоящего параграфа, можно предложить следующий 

порядок поиска параметров наилучшего однородного дерева (и, следовательно, нижней 

оценки затрат оптимального дерева): 

1. Для каждой ветвистости k найти оптимальную при этой ветвистости пропор-

цию x(k). Это задача непрерывной минимизации на симплексе Dk. При этом достаточно 

ограничить поиск внутренними точками симплекса Dk, а это значит, например, что при 

выписывании лагранжиана можно игнорировать условия неотрицательности компонент 

пропорции. Достаточно учесть лишь единственное, и притом всегда активное, условие 

равенства единице суммы компонент, что сильно упрощает анализ. 

2. Если функция затрат не является строго нормальной или если ее степень одно-

родности равна нулю, найти предел в выражении (16), определив тем самым затраты 

однородной иерархии при граничном решении с ветвистостью, равной двум.  

3. Подставив оптимальные пропорции в минимизируемое выражение формулы 

(15), найти ветвистость, при которой достигается нижняя грань в формуле (15). 

4. Если найдено внутреннее решение (ветвистость r и пропорция x), и, кроме того, 

для заданного множества листьев их количество n не меньше ветвистости  r, а также 

1...min ( ) / minw W i r iw x   , то найденное решение дает параметры наилучшего однород-

ного дерева для этого множества листьев.  
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5. В остальных случаях
30

 для нахождения параметров наилучшего однородного 

дерева необходимо пользоваться формулой (14). 

2.1.2. Качество нижней оценки и приближенно оптимальные иерархии 

Итак, в предыдущем параграфе была предложена формула (7), оценивающая сни-

зу затраты оптимальной древовидной иерархии для однородных функций затрат вер-

шины  и были исследованы способы вычисления этой нижней оценки. Однако возника-

ет вопрос о том, насколько точно формула (7) описывает затраты собственно опти-

мального дерева, то есть, каково качество введенной нижней оценки. 

Поиск оптимальной древовидной иерархии – это задача дискретной оптимизации, 

поиск в конечном множестве (всевозможных иерархий) наилучшего элемента (опти-

мальной иерархии). Дискретность задачи является следствием того, что иерархия 

надстраивается над конечным множеством листьев с заданными мерами, и именно эта 

дискретность чрезвычайно усложняет поиск оптимальной иерархии.  

Нижняя оценка (7) основана на частичном отказе от дискретности. Она дает, по 

сути, затраты оптимального дерева в предположении, что если зафиксировать количе-

ство листьев и их суммарную меру, то меры отдельных листьев могут быть подобраны 

наиболее «удобным» образом, так что любую группу листьев можно разделить на части 

в нужной пропорции. В реальности это, конечно, не так, однако, по идее, чем больше в 

группе листьев, тем точнее можно из них «набрать» подгруппы нужной меры. Поэтому 

можно предположить, что с ростом количества листьев n дискретность задачи будет 

играть все меньшую роль, и при большом количестве листьев нижняя оценка (7) будет 

близка к затратам оптимального дерева. Именно при большом количестве листьев (в 

задачах большой размерности), рассмотрение нижних оценок представляет основной 

интерес, так как для небольших n оптимальное дерево можно найти перебором. 

Далее считается, что нижняя оценка C(W) имеет хорошее качество, если предел 

отношения затрат C(W) оптимального дерева к нижней оценке C(W) стремится к еди-

нице при стремлении количества листьев во множестве W к бесконечности
31

. 

                                                 

30
 То есть, если нижняя грань по ветвистости k в формуле (15) не достигается, или 

если нижняя грань по k достигается на граничном решении (для ветвистости, равной 

двум), или если для заданного множества листьев не выполняются условия пункта 4. 

31
 Формально говоря, необходимо оговорить также некоторые ограничения на ме-

ры листьев. Это будет сделано ниже. 
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Оказывается, что качество нижней оценки затрат оптимального дерева суще-

ственно зависит от того, является ли решение задачи поиска параметров наилучшего 

однородного дерева граничным или внутренним, симметричным или асимметричным. 

Ниже доказывается, что если степень однородности функции затрат вершины не 

меньше единицы и задача поиска параметров наилучшего однородного дерева имеет 

внутреннее решение, то нижняя оценка имеет хорошее качество.  

Аналогичные результаты доказываются также для случая, когда степень однород-

ности функции затрат меньше единицы, меры всех листьев одинаковы, а наилучшее 

однородное дерево симметрично. 

2.1.2.1. Скорость роста нижней оценки затрат иерархии  

Предположим, что существует внутреннее решение задачи о параметрах наилуч-

шего однородного дерева. Если меры всех листьев равны единице, то затраты наилуч-

шего однородного дерева равны 

(17) 
| | , если 1,

( )
( ln ) , если 1.

n n F
C n

n n F

 






  
 


  

Таким образом, при большом количестве листьев n, если степень однородности  < 1, 

то затраты однородного дерева растут пропорционально n; если  = 1, то пропорцио-

нально n ln n; если  > 1, то пропорционально n

.  

Ниже доказываются аналогичные зависимости для листьев с отличающимися ме-

рами. Для того, чтобы гарантировать уменьшение вклада одного листа при увеличении 

количества элементов во множестве листьев W, ниже считается, что меры листьев 

ограничены снизу и сверху. При этом оказывается, что с ростом количества листьев n 

затраты наилучшего однородного дерева при   1 все меньше зависят от мер отдель-

ных листьев, а определяются только их суммарной мерой. Доказываемые далее техни-

ческие результаты используются потом в настоящем параграфе при доказательстве 

качества нижней оценки затрат оптимального дерева и при анализе зависимости затрат 

оптимального дерева от числа листьев.   

Утверждение 9. Зафиксируем числа  ,   > 0. Рассмотрим последовательность 

1{ }n nW 

 , где Wn – множество из n листьев, причем мера каждого листа w  Wn принадле-

жит диапазону от   до  . Если наилучшее однородное дерево имеет ветвистость r и 

внутреннюю пропорцию x = (x1, …, xr), а   1, то при n  + ( ) / ( ( )) 1n nC W C W  , где  
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Доказательство. Положим 1 . Это не ограничивает общности, поскольку (в 

силу однородности функции затрат вершины) затраты любого дерева над множеством 

листьев W ', полученным из W делением мер всех листьев на  , равны затратам такого 

же дерева над W, деленным на 


 .  

Как показано выше в пункте 2.1.1.4, из наличия внутреннего решения задачи сле-

дует, что при достаточно большом числе n элементов во множестве Wn затраты 

наилучшего однородного дерева записываются как 

(19) 
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Рассмотрим достаточно большие n, при которых 1n  . Так как    (w)   , 

1 1( ) [1 ( / ) ] ( ) ( ) ( ) [1 ( / ) ]
n

n n nw W
W n W w W n               


      при  > 1, 
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  при  = 1.  

Поэтому при  > 1 отношение ( ) / ( ( ))n nC W C W  находится между 11 ( / )n     и 

11 ( / )n    . Поскольку оба эти выражения стремятся к единице при n  , к едини-

це стремится и отношение . 

Аналогично, при  = 1 отношение  зажато между 1 ln / ln( )n   и 

. Поскольку оба эти выражения стремятся к единице при n   (заметим, 

что при  = 1 1 ln / ln( ) 1n   ), к единице стремится и отношение .  

Итак, доказано, что  

( ( ) ),если 1,
( )

( ( )ln ( )),если 1.

n
n

n n

O W
C W

O W W

 

  

 
 


. 

Более того, доказано, что скорость роста затрат наилучшего однородного дерева с 

ростом числа листьев n при   1 определяется суммарной мерой листьев (Wn). При 

этом состав каждого множества Wn может быть уникален, главное, чтобы меры всех 

листьев находились в диапазоне от   до . Так, например, допустимо, чтобы множе-

( ) / ( ( ))n nC W C W

( ) / ( ( ))n nC W C W

1 ln / ln( )n 

( ) / ( ( ))n nC W C W
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ства листьев для четных n состояли из элементов меры , а нечетных – меры . Для 

такой последовательности предел (Wn)/n не существует, но утверждение 9 остается 

верным.  

Для  < 1 это не так; затраты наилучшего однородного дерева существенно зави-

сят от мер отдельных листьев даже при большом числе листьев. Затраты при этом 

примерно пропорциональны и n, и (Wn), но ни отношение ( ) /nC W n , ни отношение 

( ) / ( )n nC W W  могут не иметь предела. Однако скорость роста затрат наилучшего дерева 

можно оценить сверху. 

Утверждение 10. Если в условиях утверждения 9  < 1, то  

( ) ( ( )ln ( ))n n nC W o W W  , то есть ( ) / ( )ln ( ) 0n n nC W W W    при n  . 

Доказательство. Обозначим для краткости 1 1
: ( ,..., ) / ( 1)

r

r ii
C c x x x


  . Тогда 

( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( ) /
n n

n n n

w W w W

C W w W C w C n C W C          
 

      . Поэтому для достаточно 

больших  n 0 ( ) / ( )ln ( ) ( / ) / ln ( ) 0n n n nC W W W C W        при n  .  

Следствие 3. В условиях утверждения 10 ( ) ( ( ) )n nC W o W   для любого  > 1. 

Это следует из утверждения 10 и из того, что   растет быстрее, чем ln  . 

2.1.2.2. Случай степени однородности, не меньшей единицы 

Итак, пусть степень однородности функции затрат больше или равна единицы, и 

наилучшее однородное дерево имеет ветвистость r и пропорцию x = (x1, …, xr), причем 

все компоненты пропорции положительны (решение внутреннее). 

Рассмотрим следующий алгоритм построения «почти (r, x)-однородного» дерева 

для заданного множества листьев W. Идея алгоритма состоит в том, чтобы делить 

группу, подчиненную каждой вершине верхних уровней, между ее детьми в пропорции, 

как можно более близкой к «нормативной» пропорции x, насколько позволяет дискрет-

ность задачи. Шаги алгоритма будем иллюстрировать графически. 

1.  В качестве исходной иерархии возьмем веерную иерархию с единственной нели-

стьевой вершиной (см. рисунок 27). 

2.  Отложим меры всех листьев множества W (в произвольном порядке) последова-

тельно на прямой в виде отрезков соответствующей длины (см. рисунок 28). По-

лучим отрезок [0, (W)], где (W) – мера всего множества листьев. На рисунке 

снизу от прямой изображены координаты, а сверху – номер листа, к которому от-

носится тот или иной отрезок. Далее будем отождествлять лист и соответствую-
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щий ему отрезок. Присвоим единственной вершине верхних уровней метку  – от-

резок [0, (W)], который назовем «нормативным» отрезком. 

 

 

Рисунок 27. Пример веерной иерархии для множества листьев W = {1, …, 15} 
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0 W
 

Рисунок 28. Пример графического представления множества листьев W = {1, …, 15} 

 

3.  Выберем в иерархии одну из вершин «нижнего звена»
32

 m. Пусть ей соответствует 

нормативный отрезок [a, b] (на первой итерации a = 0, b = (W)) Разделим этот 

отрезок на r частей в пропорции x = (x1, …, xr). В результате получим некоторые 

«нормативные» отрезки ],[],...,,[ 110 rr yyyy  , где y0 = a, yr = b (на рисунке 29 грани-

цы отрезков изображены вертикальными пунктирными линиями). 

 

  1       2    3   4  5     6    7     8     9   10   11  12 13   14      15

y
0
= 0 y

3
= y

1
y

2  

Рисунок 29. Пример нормативных отрезков для первой  

итерации алгоритма, r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

 

В наилучшем однородном дереве детям вершины m должны были бы подчиняться 

группы мер 101 ,...,  rr yyyy . Однако меры листьев могут не позволить разбить 

все листья на группы с такими мерами. Поэтому сдвинем все концы нормативных 

отрезков к ближайшей к данному концу границе между листьями (см. рису-

нок 30).  

                                                 

32
 Вершина нижнего звена – это нелистьевая вершина, все дети которой являются 

листьями (на 1-й итерации корень дерева является вершиной нижнего звена). 

4 65 7 98 10 1211 13 15141 32
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Рисунок 30. Пример фактических отрезков для первой итерации алгоритма,  

r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

 

Получим отрезки ]','[],...,','[ 110 rr yyyy  , которые будем называть «фактическими». 

На рисунке границы фактических отрезков изображены вертикальными сплош-

ными линиями, а стрелки показывают направление сдвига границ нормативных 

отрезков. Поскольку концы фактических отрезков совпадают с границами между 

листьями, каждому такому отрезку соответствует множество листьев 

si, i = 1, …, r. Легко проверить, что объединение этих множеств совпадает с груп-

пой, подчиненной вершине m. Некоторые (но не все) фактические отрезки могут 

иметь нулевую длину, и им соответствует пустое множество листьев. Некоторые 

фактические отрезки состоят из единственного листа. 

4.  Если ненулевую длину имеет более одного фактического отрезка и 'r отрезков 

состоят более чем из одного листа, то добавим в иерархию 'r  вершин, подчиним 

им непосредственно соответствующие группы листьев si, а сами эти вершины 

подчиним вершине m (см. рисунок 31). Каждой добавленной вершине поставим в 

соответствие метку – ее нормативный отрезок ],[ 1 ii yy  . Если только одному фак-

тическому отрезку соответствует непустое множество листьев или если все отрез-

ки состоят не более чем из одного листа, то добавление новых вершин не произ-

водится, а вершине m присваивается дополнительная метка «стоп». 
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Рисунок 31. Пример добавления новых промежуточных вершин  

на первой итерации алгоритма 

 

5.  Если в иерархии имеются вершины нижнего звена без метки «стоп», то перейдем 

на шаг 3. В противном случае алгоритм завершается. 

Проиллюстрируем работу алгоритма, проведя еще несколько его итераций.  
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Рассмотрим вершину нижнего звена, которой подчинена группа {13, 14, 15} (см. 

рисунок 31). Этой вершине соответствует нормативный отрезок [y2,  y3]. Разделим его в 

пропорции x и сдвинем границы новых нормативных отрезков (см. рисунок 32). Заме-

тим, что сдвигаются не только внутренние концы отрезков – точка y2 также сдвигается 

влево на границу между листьями 12 и 13. Получили три фактических отрезка, первый 

из которых состоит из листьев 13 и 14, второй – из листа 15, третий же фактический 

отрезок пустой. Тогда в иерархию добавляется один новая вершина 'm , ей подчиняется 

группа {13, 14} (при попытке далее разделить группу промежуточной вершины 'm  

получим две группы из одного листа, а третью – пустую, поэтому вершине 'm  можно 

сразу присвоить метку «стоп»). 

 

  1       2    3   4  5     6    7     8     9   10   11  12 13   14      15
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0 y
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Рисунок 32. Пример фактических отрезков для второй итерации алгоритма,  

r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 
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Рисунок 33. Пример фактических отрезков для третьей итерации алгоритма,  

r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

 

Перейдем к следующей итерации. Возьмем вершину с меткой [y1, y2] (см. рисунок 

31). Границы нормативных отрезков, полученных в результате разбиения отрезка 

[y1,  y2], изображены на рисунке 33 пунктирными линиями. На том же рисунке сплош-

ными линиями изображены границы фактических отрезков, соответствующих группам 

листьев {9, 10}, {11} и {12}. Следовательно, в иерархию добавляется одна новая вер-

шина, которой непосредственно подчиняются листья 9 и 10. 

В процессе работы алгоритма иерархия строится «сверху вниз» – от верхних уров-

ней к нижним. Будем называть результирующую иерархию TD-деревом (от английско-

го top-down) и обозначать ее затраты через , ( )TD

r xC N  (где r, x – параметры исходного од-

нородного дерева, W – множество листьев, а черта сверху напоминает о том, что затра-
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ты TD-дерева представляют собой оценку сверху затрат оптимальной иерархии). Про-

должая итерации алгоритма для рассматриваемого примера, где множество W состоит 

из 15-ти листьев, получим результирующее TD-дерево, изображенное на рисунке 34. 
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Рисунок 34. Пример TD-дерева 

 

Для доказательства следующего утверждения необходимо ввести дополнительное 

ограничение технического характера на функцию затрат вершины. 

Определение 21. Пусть наилучшее однородное дерево имеет внутреннюю про-

порцию x = (x1, …, xr). Однородная функция затрат вершины c(1, …, r) называется 

степенно-ограниченной на симплексе Dr, если найдутся такие числа A и , что для лю-

бой точки y = (y1, …, yr)  Dr выполняется неравенство 

)||(),...,(),...,(
111  


r

i iirr xyAxxcyyc . 

Степенно-ограниченность функции затрат означает, что функция не слишком 

быстро возрастает
33

 при движении по симплексу Dr в любом направлении от точки x. 

Утверждение 11. Пусть степень однородности функции затрат вершины больше 

или равна единице, меры всех листьев лежат в некотором диапазоне от   до  , а наи-

лучшее однородное дерево имеет норму управляемости r и внутреннюю пропорцию x. 

Если функция затрат степенно-ограничена на симплексе Dr, то отношение  

, ( )TD

r xC W / ( )C W  стремится к единице при стремлении количества листьев во множестве 

                                                 

33
 Условие степенной ограниченности является обобщением известного условия 

непрерывности по Липшицу. В частности, определенная на симплексе Dr гладкая 

функция степенно-ограничена, если она ограничена на этом симплексе. Можно пока-

зать, что функции (I)-(IV) из примера 5 степенно-ограничены на любом симплексе, а 

функция (V) – нет, так как она неограниченно возрастает при приближении к границам 

симплекса. Тем не менее, и ее можно привести к ограниченной функции с сохранением 

содержательной интерпретации. 
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W = {1, …, n} к бесконечности. Иначе говоря, TD-дерево приближенно оптимально 

при больших n. 

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что компоненты оптималь-

ной пропорции x упорядочены по возрастанию. Также считаем, что меры листьев 

меньше или равны  единицы, то есть 1 . Это также не ограничивает общности, по-

скольку (в силу однородности функции затрат вершины) затраты любого дерева над 

множеством листьев W ', полученным из W делением мер всех листьев на  , равны 

затратам такого же дерева над W, деленным на 


 . 

Важным свойством TD-дерева является то, что в нем по построению мера группы, 

подчиненной любой промежуточной вершине, отличается от длины нормативного 

отрезка этой вершины не более чем на   (то есть, на единицу), поскольку при постро-

ении фактического отрезка каждый конец нормативного отрезка сдвигается к ближай-

шей границе между листьями, то есть не более чем на  /2. 

Затраты TD-дерева складываются из затрат СB вершин нижнего звена (то есть 

промежуточных вершин, которым подчинены только листья) и затрат CT остальных 

вершин, которых будем называть вершинами верхнего звена. 

Оценим сверху затраты CB. Вершина TD-дерева является вершиной нижнего зве-

на, если при попытке разделить подчиненный ей нормативный отрезок длины y в про-

порции x получается лишь один фактический отрезок ненулевой длины, либо если все 

фактические отрезки состоят не более чем из одного листа.  

В первом случае yx1   , так как иначе при делении нормативного отрезка y уже 

наименьшая компонента пропорции даст непустой фактический отрезок. Во втором 

случае yxr  2  , так как иначе фактический отрезок для последней компоненты про-

порции не может состоять из одного листа. Следовательно, длина нормативного отрез-

ка вершины нижнего звена не превышает yB := max[2 /xr,  /x1], а, значит, любой 

вершине нижнего звена подчинена группа меры не более чем yB +  .  

Поскольку меры листьев больше или равны  , вершина нижнего звена управляет 

группой не более чем из nB := (yB +  )/   листьев, причем nB не зависит от общего 

количества листьев n. Если обозначить через B затраты самой «дорогой» веерной 

иерархии не более чем из nB листьев с мерами из диапазона [  ,  ], то затраты любой 

вершины нижнего звена не превышают B. Количество вершин нижнего звена не пре-

вышает количества листьев n, следовательно, их суммарные затраты CB  Bn. 
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Теперь оценим сверху затраты CT вершин верхнего звена. Пусть некоторой вер-

шине верхнего звена m подчинена группа меры , а ее дочерним вершинам подчинены 

группы мер '1,..., r .  

По построению в TD-дереве любая вершина верхнего звена имеет ветвистость не 

более r, поэтому
34

 rr ' . Затраты вершины m равны с( '1,..., r ) и, в силу нормальности 

функции затрат, от добавления 'rr   нулевых компонент его затраты не уменьшатся: 

)0,...,0,,...,(),...,( '1'1 rr cc   . Поэтому для простоты будем считать, что любая вершина 

верхнего звена имеет ровно r непосредственных подчиненных с мерами r ,...,1 , где 

некоторые меры могут равняться нулю.  

Если нормативный отрезок вершины m имеет длину y, то длины нормативных от-

резков ее дочерних вершин равны x1y, …, xry. Как уже отмечалось, длины нормативных 

отрезков отличаются от длин фактических отрезков не более чем на единицу. Если 

ввести обозначения y  : , yxiii   : , ri ,...,1 , то верны неравенства | |  1, |i 

|  1, ri ,...,1 .  

В силу однородности функции затрат 
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Поскольку функция затрат степенно-ограничена, найдутся такие числа A и  > 0, что  
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Без ограничения общности можно считать, что  + 1 ≤ , поскольку при уменьше-

нии степени  условие степенной ограниченности становится более слабым. 

Воспользовавшись тем, что iii xx  1||  , 1
1

 

r

i ix , и огрубив далее неравен-

ство, получаем, что 

))1(),...,((),...,( 11
   rAxxcc rr . 

Обозначая E := A(r + 1)

, ),...,(: 1 rxxcC  , имеем, что затраты любого вершины 

верхнего звена не превышают величины    EC . Вспомним, что   y: , и еще 

огрубим верхнюю оценку затрат рассматриваемой вершины: 

                                                 

34
 Ветвистость может быть строго меньше r, если некоторые фактические отрезки, 

получающиеся при делении нормативного отрезка вершины m, имеют нулевую длину. 
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Длина y нормативного отрезка вершины верхнего звена ограничена снизу величи-

ной ri
ri

T xxy //min:
,..,1

 


, поскольку как минимум одной из ее дочерних вершин под-

чинена группа из двух и более листьев, а, значит, ее нормативный отрезок имеет длину 

не меньше чем  .  

Следовательно, обратная к y величина 1/y ограничена сверху константой 1/yT, и 

функции   )/11(,)/11( yy  при 1/y  [0, 1/yT] можно мажорировать функциями вида 

1 + D1/y, 1 + D2/y, где D1, D2 – некоторые положительные коэффициенты. Значит, затра-

ты любой вершины верхнего звена m не превышают величины 

1
2

1
1 )()()()(    myDEmyEmyDCmyC , 

где y(m) – длина нормативного отрезка вершины m. 

Обозначая через MT множество вершин верхнего звена, имеем, что их суммарные 

затраты CT не превышают  
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Рассмотрим множество таких вершин иерархии, которые являются детьми вер-

шин верхнего звена, но сами не являются вершинами верхнего звена. Легко видеть, что 

если количество таких вершин равно k, и они имеют нормативные отрезки с длинами 

Y1, …, Yk, то сумма длин этих нормативных отрезков равна суммарной мере листьев 

(W), Yi  [  x1, yB], и для любого числа  сумма вида   TMm
my )(  совпадает с затра-

тами однородного r-дерева с пропорцией x для функции затрат вершины вида 

 )...( 1 r  и множества листьев W' = {1, …, k} с мерами Y1, …, Yk. 

Предположим сначала, что числа , 1 ,   , 1  отличны от единицы. То-

гда, заменяя по формуле (3) суммы в этом выражении затратами соответствующих 

однородных деревьев, получаем, что  

(20) 
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Вспомним, что затраты TD-дерева , ( )TD

r xC W  равны CB + CT. Нашей целью является 

показать, что отношение , ( )TD

r xC W /C(W) стремится к единице с ростом количества листь-

ев n, то есть, что к единице стремится отношение (CB + CT)/C(W), где  

1

( ) ( ( ) ( ) )
|1 |

r
w W ii

C
C W W w

x

 


 




 





. 

Поскольку по утверждению 7 C(W) – это нижняя оценка затрат древовидной 

иерархии для множества листьев W, очевидно, что /C(W)  1, и, значит, если 

предел существует, то он не меньше единицы. Докажем, что предел также и не превы-

шает единицу (это и будет означать, что он равен единице). 

Как показано выше, CB  Bn. С учетом того, что n  (W)/, CB  (W)B /. Сле-

довательно, так как  > 1, из утверждения 9 следует, что 1/ ( ) ( ) 0BC C W W     с ро-

стом (W), а, следовательно, и с ростом n. Поэтому искомый предел , ( )TD

r xC W /C(W) не 

превышает предела отношения / ( )TC C W . 

Модуль суммы не превышает суммы модулей, поэтому из (20) получим 
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В силу того, что Yi не превышает  yB, а k  n  (W)/, получаем, что 
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Из утверждения 9 следует, что 
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 с ростом n, поэтому  

(21) 1 1 11 ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) 1
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O W O W O W O W

C W

              

 

с ростом (W), а, 

следовательно, и с ростом n.  

, ( )TD

r xC W
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Предположим теперь, что  >1, но одно из чисел 1 ,   , 1  равно еди-

нице. Пусть, для определенности,  –1 = 1, то есть  = 2 (случаи, когда    = 1 или 

 = 1 рассматриваются аналогично). В этом случае в (20) изменяется лишь за-

пись второго слагаемого в правой части; теперь оно равно  

1
11 1

1 1 1

( ( )ln ( ) ln )
| ln | /

( )ln ( ) ( )

ln ln ln

k

j j
B Bj

r r r

i i i i i i

i i i

W W Y Y CD
y y CDCD
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x x x x x x

 


  


  




 

  



  
. 

Форма выражения для ( )C W  не изменяется, поэтому легко видеть, что, по-

прежнему, / ( ) 1TC C W  . 

Наконец, рассмотрим случай  = 1 (и, соответственно, 1 ,   ,  < 1). В 

(20) изменяется запись первого слагаемого в правой части; теперь оно равно 
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, или, что то же самое, 
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Кроме того, теперь 
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. Докажем, что предел 

/C(W) при n  + не превышает единицы. 

Как показано выше, CB  (W)B / и, значит, как и ранее, по утверждению 9

/ ( ) ~1/ ln ( ) 0BC C W W   при n  + и достаточно доказать, что / ( ) 1TC C W  . Из (20): 

(22) 
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Из утверждения 9 следует, что первое слагаемое в правой части неравенства 

стремится к 1 с ростом n, а, значит, и с ростом (W), а остальные слагаемые стремятся к 

0 с ростом n. Итак, доказано, что для любого   1 ,lim ( ) / ( ) 1TD

r x
n

C W C W


  и утверждение 

11 доказано.  

Следствие 4. В условиях утверждения 11 отношение затрат оптимального дерева 

к их нижней оценке (9) стремится к единице при стремлении количества листьев n к 

бесконечности. 

Доказательство следует из того, что затраты оптимального дерева лежат между их 

нижней оценкой и , ( )r x

TDC W . 

1

1

, ( )TD

r xC W
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Утверждение 11 и следствие 4 говорят о том, что если при степени однородности 

функции затрат   1 имеется внутреннее решение задачи поиска параметров наилуч-

шего однородного дерева, то нижняя оценка C(W) хорошо описывает затраты опти-

мального дерева в больших иерархиях (при большом количестве листьев). Более того, 

можно построить приближенно оптимальное дерево (TD-дерево), затраты которого 

будут лишь ненамного превышать нижнюю оценку. Таким образом, в этом случае 

задачу поиска оптимального дерева можно считать решенной практически исчер-

пывающим образом. 

В процессе построения TD-дерева каждый из листьев w  W рассматривается как 

отрезок длины (w). Вместе они образуют как отрезок длины , и оказывается, что 

почти оптимальное дерево можно построить, подчиняя одной вершине дерева только 

соседние листья, то есть, разбивая этот отрезок на части. В пределе с ростом количе-

ства листьев конечное множество начальных вершин W можно рассматривать уже как 

произвольным образом делимый отрезок длины . Произвольная делимость отрезка 

гарантируется условием ограниченности сверху и снизу меры отдельного листа (длины 

соответствующего отрезка). При этом затраты оптимального дерева вычисляются точно 

и равны F 
 при  > 1, ( ln )F  

 при  = 1. В [23] формально определяется понятие 

иерархии, надстроенной над таким континуальным множеством листьев и доказывается 

формула затрат оптимальной иерархии.  

2.1.2.3. Случай степени однородности, меньшей единицы 

Пусть теперь степень однородности функции затрат строго меньше единицы и все 

листья имеют одинаковую меру. Без ограничения общности считаем, что меры всех 

листьев равны единице. Зафиксируем некоторую ветвистость r и рассмотрим следую-

щий алгоритм построения дерева над множеством из n листьев. 

1.  Запишем число n в r-ичной системе исчисления, то есть представим его в виде 

n = a0 + a1r + a2r
2
 + … + akr

k
, где k – ближайшее снизу целое к числу logrn.  

2.  Построим ak симметричных однородных r-деревьев над множествами из r
k
 листь-

ев, затем ak – 1 симметричных однородных r-деревьев над множествами из r
k – 1

 ли-

стьев, …, a2 симметричных однородных r-деревьев над множествами из r
2
 листь-

ев, a1 веерных r-иерархий и a0 «деревьев», состоящих из единственного листа (см. 

рисунок 35). Если n = r
k
, то мы получили искомую иерархию и алгоритм завер-

шен. В противном случае получили граф, состоящий из a0 + a1 + … + ak несвязан-

ных между собой иерархий. 
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a
0
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a
1
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a
2
 = 2
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3
 = 1

 

Рисунок 35. Пример построения дерева для 50 листьев и ветвистости r = 3 

 

3.  Из множества вершин графа, не имеющих родителей, выберем r вершин, которым 

подчинены группы листьев наименьшей меры (если менее r вершин не имеют 

начальников, выберем их всех). Добавим в граф новую вершину и сделаем ее ро-

дительской для этих вершин. 

4.  Будем повторять шаг 3 до тех пор, пока не останется только одна вершина без 

родителя, а граф, соответственно, не станет иерархией над множеством из n ли-

стьев (см. рисунок 36). 

 

 

Рисунок 36. Пример дерева для 50 листьев и r = 3 (добавляемые на шаге 3 вершины и 

дуги отмечены более толстой линией) 

 

В процессе работы алгоритма иерархия строится «снизу-вверх» – от нижних 

уровней к верхним. Будем называть результирующую иерархию BU-деревом (от ан-

глийского bottom-up) и обозначать ее затраты через )(nC r
BU  (где индекс r соответствует 

максимальной ветвистости дерева, а n – количество листьев). 

Утверждение 12. Пусть степень однородности функции затрат вершины меньше 

единицы, меры всех листьев одинаковы, а наилучшее однородное дерево симметрично 

и имеет норму управляемости r. Если при этом для всех r  r функция затрат вершины 

ограничена на симплексе 'rD , то отношение )(nC r
BU /C(n) стремится к единице при 

n  , то есть BU-дерево приближенно оптимально при больших n. 
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Доказательство. Оценим сверху затраты BU-дерева. Его затраты складываются из 

затрат a0 + a1 + … + ak однородных деревьев и суммарных затрат CT объединяющих эти 

деревья вершин верхних уровней. По утверждению 6, затраты однородного дерева 

определяются формулой (10),  поэтому 

T

k

i

ii
i

r
BU CCrranC 

0
0))(()(  , где 

1

)/1,...,/1(
:

10



r

rrc
C . 

Поскольку  


k

i

i
iran

0
, получаем, что 

T
r
BU CnCnC  0)( . 

Оценим сверху затраты CT. Они складываются из затрат не более чем 

a0 + a1 + … + ak вершин верхних уровней. Поскольку ai < r, i = 1, …, k, а k  logr n, верно 

неравенство 

a0 + a1 + … + ak  rk  rlogr n. 

Каждая вершина верхних уровней BU-дерева имеет ветвистость не более r и ей 

подчинена группа меры не более n. Пусть (по условию утверждения) для всех r  r 

функция затрат вершины на симплексе 'rD  ограничена константой C, тогда затраты 

любой вершины верхних уровней не превышают величины n
C. Следовательно, 

CT  n
Crlogr n и nCrnnCnC r

r
BU log)( 0
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Нижняя оценка затрат оптимального дерева определяется формулой  
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Поскольку степень однородности функции затрат  по условию строго меньше 

единицы, а logrn растет медленнее, чем 1n , получаем, что 

. 

В то же время, поскольку C(n) – нижняя оценка затрат дерева, )()( nCnC L
r
BU   и 

1
)(

)(
lim 

 nC

nC

L

r
BU

n
. Поэтому 1

)(

)(
lim 

 nC

nC

L

r
BU

n
. 

Утверждение 12 доказано.  

Аналогичный результат справедлив и для случая, когда ищется оптимальное R-

дерево, R ≥ 2. 

1
)(
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lim 

 nC

nC

L

r
BU

n
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Следствие 5. Пусть степень однородности функции затрат вершины меньше еди-

ницы, меры всех листьев одинаковы, а наилучшее однородное R-дерево симметрично и 

имеет ветвистость r. Если при этом для всех r  r функция затрат вершины ограничена 

на симплексе 'rD , то отношение ( ) / ( )r
RBUC n C n  стремится к единице при n  , то есть 

BU-дерево c ветвистостью, не большей r, приближенно оптимально при больших n на 

классе всех R-деревьев. 

Доказательство этого следствия практически дословно повторяет доказательство 

утверждения 12. 

Следствие 6. В условиях утверждения 12 (следствия 5) отношение затрат опти-

мального дерева (соответственно, R-дерева) к их нижней оценке (10) (соответственно, 

(13)) стремится к единице при стремлении количества листьев к бесконечности. 

Доказательство следует из того, что затраты оптимального дерева (R-дерева) ле-

жат между их нижней оценкой и . 

Таким образом, если меры листьев одинаковы и наилучшее однородное дерево 

(r-дерево) симметрично, то нижняя оценка C(n) хорошо описывает затраты оптималь-

ного дерева (r-дерева) в больших организациях (при больших n), и, кроме того, можно 

построить субоптимальное дерево (r-дерево), затраты  которого будут не сильно 

отличаться от затрат оптимального дерева (r-дерева). 

Условие одинаковости мер листьев можно несколько ослабить – до требования 

того, чтобы меры всех листьев были целыми неотрицательными степенями ветвистости 

r наилучшего однородного дерева.  

В этом случае суммарная мера  листьев является целым числом, и можно по-

строить BU-дерево для  листьев, а затем заменить некоторые поддеревья на нижних 

уровнях листьями соответствующей меры. На рисунке 37 приведено построение такого 

модифицированного BU-дерева для 8 листьев c мерами 1, 1, 3, 3, 3, 3, 9, 27 и ветвисто-

стью r = 3. Сначала строится BU-дерево для  = 50 листьев, а затем некоторые подде-

ревья заменяются листьями мер 3, 9 и 27. 

Если листья имеют меры (1), …, (n), то затраты BU-дерева равны 

1( ) ( ( ) ( ) ) (1/ ,...,1/ ) / ( 1)r

BU w W
C w w c r r r    


   , 

в то время как нижнюю оценку затрат оптимального дерева для такого множества ли-

стьев можно записать в виде 

1( ) ( ( ) ( ) ) (1/ ,...,1/ ) / ( 1)L w W
C i i c r r r    


   . 

)(nC r
BU

)(nC r
BU
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27

9

3 3 3 3
1 1  

Рисунок 37. Пример построения BU-дерева для множества  

листьев, имеющих различные меры 

 

В обоих этих выражениях вычитается одинаковая сумма, и, поскольку  

)(r
BUC /C() стремится к единице при   , можно считать, что и в этом случае ниж-

няя оценка имеет хорошее качество, а BU-дерево приближенно оптимально. 

Если же при степени однородности функции затрат  < 1 наилучшим является 

асимметричное однородное дерево, то качество нижней оценки C(n) может быть хуже. 

Однако даже в этом случае она дает верный порядок роста затрат оптимального дерева 

с ростом количества листьев n. Действительно, пусть наилучшее однородное дерево 

имеет норму управляемости r и асимметричную (но внутреннюю!) пропорцию x. Тогда 

при больших n нижняя оценка определяется выражением  
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Из доказательства утверждения 12 следует, что отношение затрат )(nC r
BU  

BU-дерева с максимальной ветвистостью r к затратам симметричного однородного 

r-дерева стремится к единице. В соответствии с формулой (6) затраты симметричного 

однородного r-дерева равны 

1

)/1,...,/1(
)(
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r

rrc
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Следовательно, существует конечный предел отношения затрат BU-дерева к ниж-

ней оценке C(n). Значение этого предела определяется выражением 

(23) 1
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1

1( ) (1/ ,...,1/ )
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( ) 1 ( ,..., )

r
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iBU i
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xC n c r r

C n r c x x
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и если пропорция x не сильно отличается от симметричной, а функция затрат ведет себя 

достаточно хорошо на симплексе Dr, то значение предела не намного больше единицы. 

Поскольку затраты BU-дерева являются верхней оценкой затрат оптимального 

дерева, для заданного количества листьев n можно гарантировать, что затраты опти-

мального дерева лежат в диапазоне от C(n) до )(nC r
BU . То есть, при больших n затраты 

оптимального дерева превышают нижнюю оценку не более чем на процент, задаваемый 

значением предела (23). 

2.1.3. Последовательные иерархии и граничные решения 

В предыдущем разделе показано, что если существует внутреннее решение задачи 

поиска параметров наилучшего однородного дерева, то во многих случаях нижняя 

оценка (7) хорошо описывает затраты оптимальной иерархии, можно построить субо-

птимальные деревья и т.д. Это имеет место в большинстве рассматриваемых в следую-

щих главах примеров и прикладных задач. Однако для некоторых функций затрат при 

поиске параметров наилучшего однородного дерева реализуется именно граничное 

решение. Тогда, как показано выше в пункте 2.1.1.4, нахождение нижней оценки суще-

ственно усложняется, притом, качество найденной нижней оценки может быть ниже, 

чем при наличии внутреннего решения. Приведем пример оптимальности граничного 

решения. 

Пример 23. Рассмотрим введенную в примере 5 функцию затрат вершины (I), 

имеющую вид 

1 1 1( ,..., ) [ max( , , )]k k kc              . 

Эта функция затрат подробно исследовалась в [18, 43]. Было доказано, что она 

монотонна по группам, следовательно, оптимальную иерархию достаточно искать 

среди деревьев. Кроме того, известно, что при 1  эта функция расширяющая, то есть 

оптимальна веерная иерархия, корню которой непосредственно подчинены все листья. 

При 1   функция сужающая, то есть оптимально некоторое 2-дерево. Таким обра-

зом, интерес представляет, по сути, лишь поиск параметров оптимального 2-дерева при 

1 . Поиск параметров  наилучшего однородного 2-дерева, в соответствии с форму-

лой (14), сводится к нахождению пропорции )1,( xx  , минимизирующей выражение  

(24) 
|)1(1|

]))1(,max[)1((




xx

xxxx




 

при условии, что ]1,[  x , min ( ) / ( )w W w W
w w   

  . 
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Без ограничения общности считаем, что x – первая компонента пропорции – 

меньше второй компоненты, x1 . Тогда выражение (24) преобразуется к виду 

(25) 
|)1(1| 



xx

x


 

и необходимо найти его минимум при ]5.0,[x . Можно показать, что функция (89) 

монотонно возрастает по x, то есть всегда оптимально граничное решение – пропорция 

)1,(   . 

Если рассмотреть случай равенства единице мер всех листьев, то  = 1/n, и по 

формуле (10) можно вычислить нижнюю оценку затрат 2-дерева: 

(26) ( )
1 ( 1)

n n
C n

n n



 




  
. 

Известно [18], что если   1 и   1, то функция затрат является сильно сужаю-

щей, и оптимальна последовательная иерархия. Легко проверить, что если все n листьев 

имеют меру 1, то затраты каждой вершины верхних уровней последовательной иерар-

хии равны 1. Количество вершин верхних уровней любого 2-дерева равно 1n , значит, 

затраты всей иерархии равны 1n .  

Нижняя же оценка (26) при больших n и 1  примерно равна )/(n , то есть 

может сильно занижать затраты оптимальной иерархии, если   существенно больше 

единицы.  

В последовательной иерархии при делении каждой вершиной верхних уровней 

подчиненной ей группы между двумя ее дочерними вершинами максимально возмож-

ная часть группы отдается одному из них (например, второму), в то время как первая 

группа состоит из единственного листа. Можно сказать, что группа всегда делится 

между подчиненными так, чтобы отношение мер управляемых ими групп было мини-

мально. 

Но ведь то же самое предполагает и наилучшее однородное 2-дерево в случае 

граничного решения, пропорции (, 1 – )! Поэтому вполне возможной представляется 

связь между граничным решением задачи о параметрах наилучшего однородного дере-

ва (при ветвистости, равной двум) и оптимальностью последовательной иерархии. В 

предыдущем примере, например, в области параметров   1 и   1 оптимальна по-

следовательная иерархия и задача поиска параметров наилучшего однородного дерева 
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имеет граничное решение. Приведем еще один пример, иллюстрирующий предполага-

емую связь
35

. 

Пример 24. Рассмотрим функцию затрат (3), имеющую вид 

  ]1),...,max(/[),,...,( 11  rrc . 

Степень однородности этой функции равна нулю, поэтому в соответствии с фор-

мулой (14) для поиска параметров наилучшего однородного дерева необходимо мини-

мизировать по ветвистости k и пропорции y функцию  

[1/max(y1

, …, yk


) – 1]


/(k – 1). 

Из вида этого выражения можно заметить, что при фиксированной ветвистости k 

минимум затрат достигается, когда все компоненты пропорции, кроме одной, мини-

мальны. Следовательно, в данном случае внутренних решений задачи (15) нет, и для 

нахождения нижней оценки затрат оптимального дерева необходимо пользоваться 

формулой (14).  

Из формулы (14) следует, что оптимальная при заданной ветвистости k пропорция 

равна (, …, , 1 – (k – 1)). Значит, для определения оптимальной ветвистости необхо-

димо выбором k минимизировать выражение 

)1/(]1))1(1/(1[  kk  . 

Разделим это выражение на константу  и сделаем замену переменной z := (k – 1). 

Тогда минимизируемое выражение приобретает вид zzz /]1)1/(1[:)(   . Если все 

листья имеют одинаковые меры, то  = 1/n и переменная z, которая в этом случае рав-

на (k – 1)/n, имеет простую содержательную интерпретацию – это доля всех листьев, 

которыми корень наилучшего однородного дерева управляет непосредственно. Управ-

ление же остальными листьями он поручает своему заместителю. 

Для того чтобы для заданных параметров  и  определить оптимальное значение 

z, будем считать, что z может принимать любые значения из отрезка [0, 1], и вычислим 

нули производной функции (z), которые находятся из решения уравнения 

(27)  ))1(1)(1(  zzz  . 

Поскольку   0, это уравнение всегда имеет корень z = 0. Кроме того, поскольку 

в левой части уравнения стоит линейная функция, а в правой – вогнутая, этот корень 

                                                 

35
 Этот пример также показывает один из случаев, когда возможно граничное ре-

шение для ветвистости строго большей двух. 
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будет единственным, если в точке z = 0 производная правой части, 1)1)(1(   z , не 

превышает производной левой части, .  

Это значит, что при   1 функция (z) монотонна на отрезке [0, 1]. Легко прове-

рить, что она возрастает на этом отрезке. Следовательно, оптимальной является мини-

мальная возможная ветвистость однородного дерева k = 2, и в наилучшем однородном 

дереве корень непосредственно управляет одним листом, отдавая остальных в подчи-

нение своему заместителю. Поскольку в [18] было доказано, что для функции затрат (3) 

при   1 оптимальна последовательна иерархия, такой вид наилучшей однородной 

иерархии вполне соответствует предположению о связи граничного решения при вет-

вистости 2 с оптимальностью последовательной иерархии.  

Если же  < 1, то уравнение (27) имеет единственный положительный корень на 

интервале (0, 1). Этот корень z
*
 и будет соответствовать минимуму функции (z), и, 

следовательно, минимуму затрат однородного дерева. При этом ветвистость наилучше-

го однородного дерева, вычисляемая по формуле r := z
*
/ + 1, может уже быть строго 

больше двух. 

К сожалению, в общем виде невозможно получить аналитическое выражение для 

корня уравнения (27). Однако можно на качественном уровне проследить зависимость 

оптимальной доли z (и, следовательно, ветвистости однородного дерева) от параметров 

 и . Так, легко заметить, что с уменьшением  от единицы к нулю оптимальная доля z 

монотонно увеличивается от нуля к единице.  

Поскольку для рассматриваемой функции затрат отсутствуют внутренние реше-

ния задачи (15), нижняя оценка затрат, получаемая на основе найденных параметров 

однородного дерева, будет существенно занижать затраты оптимального дерева.  

Несмотря на то, что рассмотренные примеры показывают наличие некоторой свя-

зи между граничностью решения задачи поиска параметров наилучшего однородного 

дерева и оптимальностью последовательной иерархии, формально эту связь обосновать 

пока не удалось. Поэтому если в результате решения задачи (15) оказывается, что вет-

вистость наилучшего однородного дерева равна двум и имеет место граничное реше-

ние, то этого недостаточно для утверждения того, что последовательная иерархия явля-

ется оптимальным деревом – оптимальность последовательной иерархии требуется 

доказывать отдельно, например, с использованием результатов, описанных ниже в 

параграфе 2.2.4. 
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2.2. Функции затрат, зависящие от мер 

2.2.1. Затраты, представимые в виде суммы однородных функций 

Аналитическое выражение затрат оптимальной иерархии, подобное выражению 

(7), полученному выше для однородных функций затрат, чрезвычайно облегчает анализ 

задачи поиска оптимальной иерархии, позволяя дать ответ на вопрос о том, как значе-

ния параметров сказываются на виде и затратах оптимальной иерархии. В то же время 

понятно, что однородные функции затрат позволяют описывать далеко не все возника-

ющие на практике задачи, и, даже оставаясь в рамках парадигмы секционных функций 

затрат, можно рассматривать и другие модели оптимальных иерархий. 

Одним из наиболее простых обобщений являются функции затрат, представимые 

в виде суммы однородных функций с различными степенями однородности. Рассмот-

рим функцию затрат
36

 c(m, H) вершины m в иерархии H, представимую в виде суммы 

однородных функций со степенями однородности 1, …, A, т. е.  

(28) 1 1

1 1

( , ) ( , ..., ) ( , ..., )a

A A

a k a k

a a

c m H c c y y  
 

   . 

Для такой функции затрат однородная иерархия в общем случае не будет опти-

мальной. Это связано с тем, что слагаемые функции затрат растут с разной скоростью с 

увеличением размера группы листьев, подчиненной вершине. Соответственно, на ниж-

них уровнях иерархии больший относительный вес имеют одни слагаемые, а на верх-

них – другие, что приводит к изменению оптимальной ветвистости с уровнем. В то же 

время, если для всех вершин верхних уровней соотношение весов, с которыми отдель-

ные слагаемые входят в их затраты, меняется не очень сильно, оптимальная ветви-

стость может оставаться неизменной для всех вершин верхних уровней
37

. В этом случае 

оптимальная иерархия будет однородным деревом. Найдя параметры этого однородно-

го дерева – ветвистость r и пропорцию (x1, …, xr) – легко вычислить его затраты по 

формуле, аналогичной выражению (7): 

(29) 1
,

1

1

( ,..., )
( ) : | ( ) ( ) |

|1 |

a a

a

A
a r

r x r
a w W

i

i

c x x
C W W w

x

 



 
 



 


 


.  

                                                 

36
 Заметим, что подобными функциями затрат, например, можно с большой точно-

стью приблизить неоднородные функции затрат вида c(1, …, k) = ()(y1, …, yk). 

37
 Это можно обеспечить в не очень больших иерархиях в тех случаях, когда степе-

ни однородности слагаемых функции затрат достаточно близки. 
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Основной результат настоящего раздела формализует условия оптимальности од-

нородной иерархии для функций затрат вида (28). Введем вспомогательное определе-

ние. 

Определение 22. Пусть задано множество листьев W = {1, …, n} с мерами 

(1), …, (n) и пусть s1, …, sk – некоторый непустой набор не менее чем из двух попар-

но непересекающихся групп листьев множества W. Множество листьев W ' = {1, …, k} с 

мерами i := (sw), i = 1, …, k, назовем производным множеством листьев к множеству 

листьев W.  

Рассмотрим множество листьев W = {1, …, n} с мерами (1), …, (n) и функцию 

затрат, представимую в виде суммы 1

1

( , ..., )
A

a k

a

c  


  однородных функций со степеня-

ми однородности 1, …, A, отличными от единицы
38

.  

Утверждение 13. Пусть найдутся такая ветвистость r  {2, 3, …} и такая пропор-

ция x = (x1, …, xr)  Dr, что для любого производного (к множеству W) множества W ' из 

k листьев с мерами 1, …, k затраты (r, x)-однородного дерева (29) не превышают 

затрат веерной иерархии
39

, т. е. 

(30) 1 ,

1

( , ..., ) ( ')
A

a k r x

a

c C W 


 .   

Тогда затраты оптимальной древовидной иерархии, надстроенной над множе-

ством листьев W, будут не меньше Cr, x(W).  

Доказательство. Схема доказательства аналогична доказательству утвержде-

ния 7. Для доказательства воспользуемся индукцией по числу листьев во множестве W. 

Пусть множество W состоит из единственного листа. По формуле (28) затраты любой 

однородной иерархии над таким множеством листьев равны нулю, что совпадает с 

                                                 

38
 Ограничение отличности от единицы степеней однородности слагаемых функ-

ции затрат не является принципиальным и необходимо лишь для компактности фор-

мул. Аналогичные результаты будут верны и для случая, когда в сумме присутствует 

слагаемое со степенью однородности единица.  

39
 Веерной называется иерархия с единственной вершиной верхних уровней. Затра-

ты веерной иерархии над множеством исполнителей W = {1, …, n} с мерами 

(1), …, (n) равны 
1

( (1), ..., ( ))
A

a

a

c n 


 . 
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затратами единственного возможного в этой ситуации «дерева
40

», т. е. для таких мно-

жеств утверждение  верно. 

Предположим, что утверждение верно для любого множества листьев, состоящего 

менее чем из n листьев. Докажем, что оно верно и для любого множества W, состояще-

го из n листьев с некоторыми мерами (1), …, (n).  

Пусть в некотором дереве H, надстроенным над множеством листьев W, k непо-

средственных подчиненных корня управляют группами листьев s1, …, sk. Затраты C(H) 

этого дерева складываются из затрат корня c(s1, …, sk) и затрат C(H1), …, C(Hk) подде-

ревьев H1, …, Hk, k  2, которыми управляют его непосредственные подчиненные (под-

дерево может состоять из единственного листа, тогда его затраты равны нулю), т. е.  

C(H) = c(s1, …, sk) + C(H1) + … + C(Hk). 

Любое множество листьев, производное к множеству si, является производным и 

к множеству W. Поэтому условия утверждения выполнены для множеств листьев 

s1, …, sk. Поскольку группы s1, …, sk содержат менее n листьев, по индуктивному пред-

положению утверждение для них верно и, следовательно, затраты поддеревьев 

H1, …, Hk не меньше, чем Сr, x(s1), …, Сr, x(sk) соответственно. Следовательно, 

C(H)  c(s1, …, sk) + Сr, x(s1) + … + Сr, x(sk). 

Отсюда, по формуле (30), 

(31) 1
1

1 1 1

1

( , ..., )
( ) ( , ..., ) | ( ) |

|1 |

a a

ai

A k A
a r

a k i r
a i a w s

i

i

c x x
C H c w

x

 



   
   



  


  


, 

где для краткости через 1, …, k обозначены меры групп s1, …, sk.  

Воспользовавшись тем, что для любого фиксированного a все k выражений вида 

( )a a

i
i w s

w  


 , i = 1, …, k, имеют одинаковый знак (это следует из неравенств (4) и 

(5)), поменяем порядок суммирования в выражении (31). Получим, что 

1
1

1 1

1

( , ..., )
( ) ( , ..., ) | ( ) | .

|1 |

a a

a

A k
a r

a k i r
a i w W

i

i

c x x
C H c w

x

 



   
  



 
  

   
 
  

  


 

В правой части добавим и отнимем Сr, x(W). В соответствии с формулой (29) нера-

венство примет вид: 

                                                 

40
 У каждой вершины верхних уровней по определению не менее двух подчинен-

ных, поэтому в древовидной иерархии над единственной вершиной нижнего уровня нет 

других вершин, и затраты иерархии равны нулю. 
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(32) 

, 1

1

1

1 1

1

( ) ( ) ( ,..., )

( ,..., )
| ( ) | | ( ( ) ( ) | .

|1 |

a a a a

a

A

r x a k

a

A k
a r

ir
a i w W w W

i

i

C H C W c

c x x
w W w

x

   



 

   



   



  

 
    

 



   


 

С помощью неравенств (4) и (5) легко проверить, что для любого a выражения 

1

( )a a

k

i

i w W

w  
 

   и ( ) ( )a a

w W

W w  


  имеют одинаковый знак, причем 

1

| ( ) | | ( ) ( ) |a a a a

k

i

i w W w W

w W w      
  

     . 

Следовательно, независимо от значения a, справедливо тождество  

1 1

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | .a a a a a a

k k

i i

i w W w W i

w W w W          
   

          

Поэтому неравенство (32) можно преобразовать к следующему виду: 

(33) 1
, 1

1 1 1

1

( , ..., )
( ) ( ) ( , ..., ) | ( ) |

|1 |

a a

a

A A k
a r

r x a k i r
a a i

i

i

c x x
C H C W c W

x
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Заметим, что 1
,

1 1

1

( , ..., )
| ( ) | ( ')

|1 |

a a

a

A k
a r

i r xr
a i

i

i

c x x
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x

 



 
 



 


 


 для множества листьев 

W ' = {1, …, k} с мерами 1, …, k. Это множество является производным к множеству 

W, поэтому для него выполнено условие (30) утверждения. Это значит, что 

1 ,

1

( , ..., ) ( ')
A

a k r x

a

c C W 


  и, из неравенства (32), ,( ) ( )r xC H C N , что и требовалось 

доказать.  

При выполнении условий утверждения формула (29) дает нижнюю оценку затрат 

оптимальной иерархии. На самом деле, утверждение 13 является прямым обобщением 

утверждения 7, которое также можно сформулировать в терминах производных мно-

жеств листьев. Разница в том, что для однородных функций искомые ветвистость r и 

пропорция x существуют для произвольного множества листьев. 

Аналогично случаю однородных функций обоснуем случаи, в которых оценка 

(29) имеет хорошее качество, т. е. близка к затратам оптимальной иерархии. В парагра-

фе 2.1.2 выше для однородных функций затрат описываются два алгоритма построения 

субоптимальных иерархий.   

Первый алгоритм работает для степени однородности функции затрат не меньше 

единицы. Приближенно оптимальная иерархия при этом строится «сверху вниз» так, 
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чтобы ее верхняя часть была максимально похожей на однородное дерево (т.н. TD-

дерево). Утверждение 11 выше говорит о том, что TD-дерево субоптимально, когда все 

компоненты пропорции наилучшего однородного дерева строго положительны. 

Второй алгоритм работает для степеней однородности из отрезка [0, 1]. В этом 

случае важно следить, чтобы нижняя часть иерархии была по возможности более одно-

родной. В результате получается так называемое BU-дерево. По утверждению 12 оно 

субоптимально, когда все листья имеют одинаковые меры, а оптимальная пропорция 

симметрична
41

, т. е. x = (1/r, …, 1/r). 

При этом построенные субоптимальные иерархии зависят только от ветвистости 

и пропорции наилучшего однородного дерева, к которому они должны были стремить-

ся, но не зависят от степени однородности функции затрат. Это позволяет применять 

эти же алгоритмы и для функций затрат, представимых в виде суммы однородных 

функций.  

Так, если степени однородности всех слагаемых функции затрат не меньше еди-

ницы, утверждение 11 позволяет оценить сверху разницу между затратами TD-дерева и 

затратами оптимального дерева для каждого слагаемого функции затрат по-

отдельности, а, следовательно, и для всей функции затрат, представимой в виде суммы 

однородных. Действительно, пусть ( )a W  – получаемая в ходе доказательства утвер-

ждения 11 верхняя оценка превышения затрат ,

, ( )TD a

r xC W

 

TD-дерева над затратами 

, ( )a

r xC W  (r, x)-однородного дерева для множества листьев W и однородной функции 

затрат ca(⋅). Иначе говоря, пусть ,

, ,( ) / ( ) 1 ( )TD a a

r x r x aC W С W W   , a = 1, …, A. Тогда для 

функции затрат 
1

( )
A

aa
c


  легко доказать следующее соотношение между затратами 

, ( )TD

r xC W  TD-дерева и затратами (r, x)-однородного дерева , ( )r xС W :  

(34) , , 1,...,( ) / ( ) 1 max ( )TD

r x r x a A aC W С W W   . 

Это выражение дает оценку качества TD-дерева по отношению к оптимальному дереву. 

Стоит, правда, отметить, что основной вывод утверждения 11 о том, что отноше-

ние затрат TD-дерева к затратам оптимального дерева стремится к единице с ростом 

числа листьев n, в случае суммы однородных функций бесполезен, поскольку, как 

отмечено выше, выполнение условий утверждения 13 для достаточно больших n воз-

можно, по-видимому, только для однородных функций. 

                                                 

41
 В обоих случаях близость к оптимальности доказана для неотрицательных функ-

ций затрат, удовлетворяющих необременительным условиям ограниченности. 
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Аналогично, BU-дерево можно считать близким к оптимальному когда степени 

однородности всех слагаемых принадлежат отрезку [0, 1] и оптимальна симметричная 

пропорция. Утверждение 12 и выражение, аналогичное (34), позволяет оценить сверху 

разницу между затратами BU-дерева и затратами оптимального дерева. Мы не будем 

формулировать соответствующие утверждения формально – они будут довольно гро-

моздкими, при общей прозрачности идеи. 

Построение приближенно оптимальных иерархий несколько сложнее, когда часть 

слагаемых функции затрат имеет степень однородности меньше, а часть – больше еди-

ницы. TD-иерархия представляется здесь более перспективной. Дело в том, что слагае-

мые с большей степенью однородности имеют большую скорость роста при росте чис-

ла исполнителей, «съедая», тем самым, слагаемые с меньшей степенью однородности.  

Чтобы сделать утверждение 13 удобным инструментом поиска оптимальных 

иерархий, необходимо преодолеть две сложности. Прежде всего, прямая проверка его 

условий требует перебора огромного числа множеств листьев, производных к множе-

ству листьев W. Далее, оно не дает никаких указаний по поводу поиска параметров r и x 

наилучшего однородного дерева. 

Разрешим первую сложность. Проверка условия (30) эквивалентна проверке неот-

рицательности минимума функции 
1 ,1

( , ..., ) ( ')
A

a k r xa
c C W 


  по всем производным 

множествам листьев W '. Для любого W ' из формулировки теоремы 1 выполнены нера-

венства  

(35) k  n, 1 + … + k  W, i  μmin(W) = min{w: w ∈ W}. 

Поэтому можно утверждать, что если неотрицателен минимум функции 

(36) 1
1

1 1 1̀

1

( , ..., )
( , ..., )

|1 |

a

a

a

A k k
a r

a k i i k
a i i

i

i

c x x
c

x







   
  



 
   

   
  

  

  


 

по всем натуральным k и действительным 1, …, k, удовлетворяющим неравенствам 

(35), то неравенство (34) верно для любого производного к W множества листьев.  

Сделаем в выражении (36) замену переменных – обозначим  := 1 + … + k, 

yi = i /, i = 1, …, k: 

(37) 1
1

1 1

1

( , ..., )
( , ..., ) 1

|1 |

a a

a

A k
a r

a k i r
a i

i

i

c x x
c y y y

x

 




 



 
  

  
 
  

 


. 

Из неравенств (35) следуют условия на новые переменные: 
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(38) min 1 min2, ..., , [ ( ), ( )], ( , ..., ) ( ( ) / )k kk n k W W y y D W       . 

Тогда для проверки условий утверждения 13 достаточно проверить неотрицатель-

ность минимума (37) по всем k, , y = (y1, …, yk), удовлетворяющим условиям (38), что 

заменяет перебор производных множеств листьев решением одной задачи смешанной 

оптимизации. 

В свою очередь, задача минимизации (37) при условиях (38) существенно упро-

щается, когда удается гарантировать симметричность наилучшего однородного дерева 

(т.е. когда все компоненты оптимальной пропорции равны между собой, 

xi = 1/r, i = 1, …, r). Одно из возможных условий симметричности описывается далее. 

Определение 23. Однородную секционную функцию затрат f() назовем выпуклой 

на симплексе, если для всех k = 2, 3, … функция f() выпукла на симплексе Dk.  

Лемма 4. Пусть все слагаемые ca() функции затрат вершины неотрицательны и 

выпуклы на симплексе и условия теоремы выполнены для некоторой ветвистости r и 

пропорции x. Тогда утверждение 13 верно и для симметричной пропорции 

x' = (1/r, …, 1/r).  

Доказательство леммы 4. Каждое слагаемое функции затрат симметрично по сво-

им аргументам. Тогда, в силу выпуклости этой функции на симплексе, для любых 

a = 1, …, A, r = 2, 3, … и (x1, …, xr)  Dr верно неравенство ca(x1, …, xr)  ca(1/r, …, 1/r). 

Легко также проверить, что для любого a функция 
γ

1

1/ |1 |a

r

i

i

x


  выпукла на симплексе 

и симметрична и, следовательно, функция 
γ

1

|1 |a

r

i

i

x


  достигает своего максимума при 

симметричной пропорции. В силу неотрицательности функций затрат, минимум част-

ного 
γ

1

1

( ,..., ) / |1 |a

r

a r i

i

c x x x


  также достигается при симметричной пропорции: 

(39) 1

1 γ
γ

1

( , ..., ) (1/ , ...,1/ )

|1 |
|1 |

a

a

a r a

r

i

i
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. 

Из выражений (29) и (39) следует, что затраты симметричного однородного дерева 

не превышают затрат (r, x)-однородного дерева: 

(40) , , '1
1

(1/ , ...,1/ )
( ) | ( ) ( ) | ( )

|1 |
a a

a

A
a

r x r x

a w W

c r r
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  . 

где x' = (1/r, …, 1/r). 

По условию леммы, для любого производного множества листьев W ' с мерами 
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1, …, k верно неравенство 1 ,

1

( , ..., ) ( ')
A

a k r x

a

c C W 


 . Но в силу (40) это неравенство 

останется верным при замене (r, x)-однородного дерева симметричным однородным r-

деревом, что и говорит о выполнении условий утверждения 13. ● 

Лемма 5. Пусть все слагаемые ca() функции затрат вершины неотрицательны и 

выпуклы на симплексе. Тогда минимум выражения (37) достигается при 

y1 = …, yk = 1/k.  

Доказательство леммы 5. При доказательстве леммы 4 показано, что для любого 

a = 1, …, A, k = 2, 3, …, y  Dk выполнены неравенства ca(у1, …, уk)  ca(1/k, …, 1/k) и 

1

1

1 1a a

k

i

i

y k 



   . Тогда, в силу неотрицательности ca(), верно и неравенство 
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Это и говорит о том, что минимум функции (37) достигается при y1 = …, yk = 1/k. ● 

Лемма 4 говорит, что для выпуклых на симплексе функций затрат достаточно 

ограничиться симметричными однородными деревьями, а лемма 5 – что можно рас-

сматривать только производные множества, в которых меры всех листьев одинаковы. 

Заметим, что для выпуклых на симплексе функций затрат упрощается и поиск парамет-

ров наилучшего однородного дерева – согласно лемме 4 оптимальная пропорция 

x всегда симметрична. Норма же управляемости r ищется перебором – для проверки 

условий утверждения 13 для каждого r = 2, …, n проверяется неотрицательность 

(41) 1

1
1

(1/ , ...,1/ )
(1/ , ...,1/ ) 1

|1 |
a a

a

A
a

a

a

c r r
c k k k

r

 


 




 
  

 
  

для всех k = 2, …, n и   [kmin(W); (W)]. Эта проверка может осуществляться чис-

ленно, как, например, в рассматриваемом ниже примере.  

Если слагаемые функции затрат невыпуклы на симплексе, напрямую применять 

леммы 4 и 5 нельзя, однако в этом случае задача все равно сводится к доказательству 
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симметричности наилучшего однородного дерева
42

 и проверке неотрицательности 

выражения (41) для всех r, k = 2, …, n,   [kmin(W); (W)]. Иногда при этом удается 

воспользоваться результатами исследования однородных функций затрат (см. раздел 

2.1 выше). 

2.2.2. Кусочно-однородные функции затрат 

Наиболее простым обобщением рассматриваемых в разделе 2.1 выше однородных 

функций затрат являются функции затрат, сводящиеся к комбинации однородных 

функций. 

В данном разделе на неформальном уровне рассматриваются «кусочно-

однородные» функции затрат вершины, степень однородности которых скачкообразно 

изменяется в зависимости от меры группы листьев, подчиненной вершине. 

Зависящую от мер функцию затрат вершины c(1, …, r, ) будем называть кусоч-

но-однородной, если она имеет вид  

(42) 









,при),1,,...,(

,при),1,,...,(
),,...,(

012

011
1

2

1










r

r
r

xxc

xxc
c  

где  /iix  , ri ,...,1 , а 0  – некоторое положительное число. 

При такой функции затрат затраты вершины, которой подчинена небольшая 

группа (с мерой меньшей, чем 0), описываются однородной степени 1 функцией за-

трат )1,,...,( 11
1

rxxc , а затраты вершины, которой подчинена группа большой меры 

(больше 0) описываются однородной степени 2 функцией затрат )1,,...,( 12
2

rxxc .  

Кусочно-однородные функции затрат дают больше возможностей для описания 

зависимости затрат вершины от размера управляемой ею группы, чем однородные 

функции. В частности, кусочно-однородной функцией можно аппроксимировать клас-

сическую функцию затрат производственного подразделения [55], обычно описывае-

мую полиномом третьей степени. 

                                                 

42
 Прежде всего, результаты исследования однородных функций затрат (см. раз-

дел 2.1) показывают, что наилучшее дерево в большинстве интересных с практической 

точки зрения случаев симметрично. Далее, сложно представить себе асимметричный 

случай, при котором пропорция наилучшего однородного дерева не зависела бы суще-

ственно от соотношения весов слагаемых функций затрат, а для выполнения условий 

утверждения необходимо гарантировать постоянство пропорции для всевозможных 

производных множеств исполнителей, а следовательно, для широкого диапазона этих 

весов. 
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Итак, пусть задана кусочно-однородная функция затрат вершины (42) и множе-

ство листьев W, причем мера каждого листа существенно (скажем, в десятки раз) 

меньше 0, а суммарная их мера в те же десятки раз больше, чем 0.
43

 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной древовидной иерархии над множеством 

листьев W с такой функцией затрат. 

Пусть H – искомое оптимальное дерево. Множество M всех входящих в него 

нелистьевых вершин можно разбить на три части: M1, M2 и M3. Подмножество M1 со-

стоит из нелистьевых вершин, которым подчинены группы листьев меры не более 0. 

Подмножество M2 состоит из вершин, которым подчинены группы листьев меры боль-

ше 0, но среди дочерних вершин которых есть такие, которым подчинены группы 

меры не более 0. Подмножество же M3 состоит из вершин, всем дочерним вершинам 

которых (а, следовательно, и самим этим вершинам) подчинены группы листьев с ме-

рой больше 0.  

Легко видеть, что все отличные от листьев вершины, родитель которых принад-

лежит подмножеству M1, также принадлежат этому подмножеству. Также все предки 

вершины из подмножества M3 также принадлежат подмножеству M3. Дети вершины из 

подмножества M2 могут принадлежать как M2, так и M1. Аналогично, родитель верши-

ны из M2 может принадлежать подмножествам M2 или M3. 

Из этого следует, что вершины из M1 формируют нижнюю часть оптимального 

дерева H, вершины из M3 формируют его верхнюю часть, а вершины из M2 составляют 

«прослойку» между вершинами множеств M1 и M3. 

Среди вершин множества M1 есть «верхние» вершины, родители которых уже не 

принадлежат M1. Рассмотрим любую такую «верхнюю» вершину m  M1. Пусть ей 

подчинена группа листьев sH(m). Вершина m является корнем некоторого поддерева Hm 

оптимального дерева H. Так как дерево H оптимально, поддерево Hm также является 

оптимальным деревом, но для более узкого множества листьев sH(m)  W. Поскольку 

по определению множества M1 мера группы sH(m) не превышает 0, любой нелистьевой 

вершине любого дерева, которое можно построить над множеством листьев sH(m), 

также подчинена группа меры не более 0. Поэтому при поиске оптимального дерева 

                                                 

43
 Это предположение необходимо для того, чтобы в оптимальной иерархии над 

этим множеством исполнителей полностью «проявились» оба «режима» кусочно-

однородной функции затрат менеджера.  
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над множеством sH(m) можно просто забыть про вторую компоненту функции затрат 

c(1, …, r) и считать, что функция затрат равна ),...,( 11
1

rxxc . 

Эта функция однородна степени 1, и для поиска оптимального дерева над множе-

ством листьев sH(m) можно использовать результаты раздела 2.1. Если наилучшее од-

нородное дерево для функции затрат ),...,( 11
1

rxxc  имеет норму управляемости r' и 

пропорцию x', то оптимальное дерево для множества листьев sH(m) будет стремиться 

быть именно таким однородным деревом, и лишь дискретность множества sH(m) может 

помешать этому стремлению реализоваться полностью. 

Таким образом, нижнюю часть оптимального дерева H составляют «приблизи-

тельно однородные поддеревья» с ветвистостью  r' и пропорцией x'. 

Рассмотрим теперь вершины из множества M3, составляющие верхнюю часть оп-

тимального дерева H. Некоторые дети этих вершин сами не принадлежат множеству 

M3. Введем в рассмотрение новое множество «листьев» W3, в которое включим всех 

этих детей. Мерой «листа» v из множества W3 будем считать меру группы подчиненной  

вершине v в оптимальном дереве H.  

Легко показать, что верхняя часть оптимального дерева H, состоящая из вершин 

множества M3, является оптимальным деревом над множеством листьев W3 для функ-

ции затрат  c(1, …, r).
44

  

По определению множества M3 мера любого листа из W3 больше, чем 0 (из этого, 

в частности, следует, что во множество W3 не могут входить листья исходного дерева 

H). Поэтому при поиске оптимального дерева над множеством листьев W3 можно за-

быть про первую компоненту функции затрат c(1, …, r) и считать, что функция затрат 

вершины равна ),...,( 12
2

rxxc . 

Функция ),...,( 12
2

rxxc  однородна степени 2, поэтому если наилучшее однород-

ное дерево для этой функции затрат имеет ветвистость r'' и пропорцию x'', то оптималь-

ное дерево будет стремиться быть именно таким однородным деревом (и лишь дис-

кретность множества листьев W3 мешает этому стремлению реализоваться полностью). 

                                                 

44
 Действительно, в противном случае над множеством исполнителей W3 можно 

построить дерево H3 с затратами, меньшими, чем суммарные затраты менеджеров мно-

жества M3 в дереве H. Тогда, заменив в дереве H3 каждого исполнителя v  M3  на под-

дерево, которым этот «исполнитель» управлял в дереве H, получим дерево над множе-

ством исполнителей W с затратами, меньшими чем у дерева H, а это невозможно, так 

как дерево H по определению оптимально. 
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Следовательно, верхняя часть оптимального дерева H, состоящая из вершин мно-

жества M3, будет «приблизительно однородным» деревом с ветвистостью r'' и пропор-

цией x'', в то время, как его нижняя часть состоит из нескольких «приблизительно од-

нородных» деревьев с ветвистостью  r' и пропорцией x'. 

Заметим, что в общем случае множества M1 и M2 всегда не пусты, в а вот множе-

ство M3 может не содержать ни одной вершины. Это имеет место в случае, когда опти-

мальная иерархия H существенно асимметрична (например, если H – последовательная 

иерархия, то у любой нелистьевой вершины есть дочерняя вершина с мерой меньше 

чем 0, и эта вершина не может принадлежать множеству M3). 

Однако если оптимальное дерево H «приблизительно симметрично», то есть если 

его вершины делят подчиненные им группы листьев между своими дочерними верши-

нами на части примерно равной меры, то при достаточно большом количестве листьев 

W множество M3 не пусто (уже рассмотренные многочисленные примеры показывают, 

что на практике оптимальные деревья очень часто оказываются симметричными). 

В «приблизительно симметричном» дереве «прослойка», состоящая из вершин 

множества M2, довольно тонкая. Так, легко проверить, что если оптимальное дерево 

совершенно симметрично, то любой вершине из M2 подчинены вершины из множества 

M1, а ее родитель принадлежит множеству M3. 

Хотя результаты раздела 2.1 не позволяют найти общее выражение для ветвисто-

сти вершин из M2, для каждой конкретной функции затрат и множества листьев эта за-

дача вполне решаема. Проиллюстрируем на следующем примере построение прибли-

женно оптимальной древовидной иерархии для кусочно-однородной функции затрат. 

 

Рисунок 38. Пример кусочно-однородной функции затрат 
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Пример 25. Рассмотрим кусочно-однородную мультипликативную функцию за-

трат вида 

(43) 
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При такой функции затраты вершины, управляющего группой листьев меры , 

ведут себя по-разному в зависимости от того, больше эта мера некоторого критическо-

го значения 0 или меньше. Положим 0 = 1000. На рисунке 38 изображены зависимо-

сти затрат вершины от  при различных ее ветвистостях r.  

Пусть имеется n = 9000 листьев меры 1 и над ними необходимо надстроить опти-

мальную древовидную иерархию с функцией затрат (43).  

Для этого рассмотрим сначала задачу построения иерархии для n' листьев, где 

n' < 1000. Понятно, что всем вершинам верхних уровней такой иерархии будут подчи-

нены группы меры меньше
45

 1000, поэтому можно считать, что их затраты описывают-

ся однородной функцией c(, r) = c1(, r) = 0
3/21/2

r
3/4

. В примере 21 выше показано, 

что для этой функции затрат наилучшее однородное дерево симметрично, а его ветви-

стость доставляет минимум функции )1/( 5.04/3 rr  по всем целым r, большим единицы. 

Отсюда легко находится оптимальная ветвистость r1 = 9.  

Таким образом, оптимальное дерево для n' ≤ 1000 листьев стремится быть сим-

метричным однородным 9-деревом. Выше доказано, что в этом случае нижняя оценка 

(10) хорошо описывает затраты C(n') оптимального дерева. Подставляя в (10) найден-

ную оптимальную ветвистость, получаем приближенную формулу расчета затрат оп-

тимального дерева для n' < 1000 листьев: 

(44) 2/3)''()'()'( 2/32/12/3
01 nnnCnC   . 

Возьмем теперь n'' листьев, где n'' равно 1001 или немного больше. Теперь корню 

иерархии будет подчинена группа листьев меры не менее 1001, и его затраты опреде-

ляются функцией c2(, r) = n''
2
r

3/4
, где r – количество его дочерних вершин. Затраты 

C(n'') оптимального дерева для n'' листьев можно представить в виде суммы затрат 

n''
2r3/4 

корня m и затрат оптимальных поддеревьев, корни которых – r дочерних вершин 

вершины m: 

С(n'') = n''
2
r

3/4
 + С(n1) + … + С(nr), 

где n1, …, nr – меры групп листьев, подчиненных этим дочерним вершинам. 

                                                 

45
 Поскольку мера каждого листа равна 1, мера группы листьев совпадает с коли-

чеством листьев в группе. 
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Поскольку всегда c(, r)  c1(, r), затраты любого из деревьев С(ni) не меньше за-

трат C1(ni) наилучшего однородного дерева для ni листьев (см. формулу (44)), поэтому 

С(n'')  n''
2r3/4

 + С1(n1) + … + С1(nr). 

Поскольку функция C1() выпуклая, минимум правой части неравенства достига-

ется при ni = n''/r, i = 1, …, r. Поэтому  

(45) С(n'')  n''
2r3/4

 + r((n''/r) – (n''/r)
1/2

)0
3/2

3
3/2

/2. 

Еще уменьшим правую часть, взяв минимум по всем целым r, большим единицы. 

Обозначим точку минимума через r2(n''). Таким образом, получили следующую ниж-

нюю оценку затрат оптимального дерева:  

(46) С(n'')  n''
2r2(n'')

3/4
 + (n'' – (n''r2(n''))

1/2
)0

3/2
3

3/2
/2. 

 

Рисунок 39. Зависимость r2(n'') 

 

Если количество листьев n'' не очень велико, так что   1000)''(/'' 02  nrn
46)

, эта 

нижняя оценка имеет хорошее качество, поскольку существует дерево, в котором ко-

рень имеет r2(n'') дочерних вершин, каждой из которых подчинена группа меры при-

мерно n''/r2(n''). Эта мера меньше 1000, поэтому каждая дочерняя корню вершина стоит 

во главе оптимального поддерева, затраты которого хорошо описываются функцией (44).  

График зависимости r2(n'') изображен на рисунке 39. Из рисунка видно, что с ро-

стом количества листьев n'' оптимальная ветвистость корня постепенно уменьшается с 

девяти до двух. Таким образом, формула (46) хорошо описывает затраты оптимального 

дерева при количестве листьев n'' меньше 20 = 2000.  

Если же количество листьев больше 2000, то в оптимальном дереве будет более 

одной вершины, которой подчинена группа более чем из 1000 листьев, то есть появятся 

вершины из множества M3. Как показано выше в данном параграфе, ветвистость таких 

                                                 

46
 Здесь через    обозначается округление до ближайшего сверху целого. 
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нелистьевых вершин – это оптимальная ветвистость дерева для функции затрат c2(, r). 

Поскольку функция затрат c2(, r) мультипликативная, для нее оптимально симметрич-

ное дерево, и поэтому оптимальная ветвистость доставляет минимум функции r
3/4

/(1 –

 1/r). Легко вычислить, что она равна двум.  

Следовательно, верхнюю часть оптимальной иерархии над множеством более чем 

из 2000 листьев (в том числе, и для интересующего нас множества из 9000 листьев) 

составляют вершины, имеющие по два непосредственных подчиненных, и делящие 

подчиненную группу между ними по возможности поровну. 

На верхнем уровне находится корень, которому подчинена группа меры 9000. На 

следующем уровне – две вершины, которым подчинены группы из 4500 листьев. На 

третьем уровне – 4 вершины с группами по 2250 листьев. На четвертом – 8 вершин с 

группами по 1125 листьев. Эти группы уже имеют меру меньше 2000, поэтому каждая 

из них имеет r2(1125) = 4 дочерних вершины. В свою очередь, каждая из этих вершин 

стоит во главе приблизительно однородного 9-дерева.  

Так выглядит приблизительно оптимальная иерархия для множества из 9000 ли-

стьев и функции затрат (43).  

2.2.3. Аддитивные функции затрат 

В предыдущем параграфе была исследована кусочно-однородная функция затрат. 

Ее степень однородности изменяется скачкообразно, когда мера подчиненной группы 

листьев превышает некоторое «критическое» значение. Было показано, что для такой 

функции затрат ветвистость оптимальной древовидной иерархии также скачкообразно 

изменяется при движении «снизу вверх» по иерархии.  

Если степень однородности функции затрат вершины изменяется плавно с ростом 

меры подчиненной ей группы листьев, логично ожидать, что так же плавно будет изме-

няться и ветвистость вершин оптимального дерева при движении от его нижних уров-

ней к верхним. Для такой функции задача поиска оптимального дерева будет сложнее, 

чем для однородной функции затрат, когда все вершины верхних уровней оптимально-

го дерева имели, по сути, одинаковую ветвистость. 

Опишем результаты исследования задачи поиска оптимальной иерархии для ад-

дитивной функции затрат (см. пример 4) вида с(r, ) = (r) + (), где  – мера группы 

листьев, подчиненных вершине, r – ее ветвистость, а () и () – некоторые неотрица-

тельные неубывающие функции. Понятно, что аддитивная функция затрат не является 

однородной. В то же время, легко проверить, что аддитивная функция затрат монотон-
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на по группам, и, следовательно, по утверждению 2 для нее существует оптимальное 

дерево. 

Приведем достаточное условие оптимальности веерной иерархии (см. определе-

ние 6) для аддитивной функции затрат. 

Лемма 6.  Если для любых строго больших единицы целых чисел r и r' выполня-

ется неравенство ( ) ( ') ( ' 1)r r r r      , то аддитивная функция затрат является 

расширяющей, и оптимальное дерево является веерной иерархией. 

 Доказательство леммы 6. 

 Пусть оптимальное дерево T не является веерной иерархией. Тогда в нем найдется 

некоторая нелистьевая вершина m, непосредственно подчиненная некоторой вершине 

m'. Пусть r – ветвистость вершины m, а μ – мера подчиненной ей группы листьев, r' и μ' 

– соответственно ветвистость и мера подчиненной группы вершины m'. Построим дере-

во T ' удалив из дерева T вершину m и переподчинив подчиненные ей вершины нели-

стьевой вершине m'. Затраты дерева T ' по сравнению с затратами дерева T уменьшают-

ся на () + (r) + (r') и увеличиваются на (r + r' – 1). Поскольку функция () неот-

рицательная, затраты дерева уменьшаются если ( ) ( ') ( ' 1)r r r r      , что и предпо-

лагается условием леммы. Следовательно, дерево T не оптимально. Получили противо-

речие.  

В частности, условия леммы выполнены, если функция (r) вогнутая. Значит, 

сложные иерархии при аддитивной функции затрат могут возникать лишь если функ-

ция (r) не вогнута. 

Следующая лемма фиксирует соотношение между ветвистостями нелистьевой 

вершины и ее родителя в оптимальном дереве. 

Лемма 7. При аддитивной функции затрат, если функция (r) строго монотонная, 

то в оптимальном дереве любая нелистьевая вершина имеет не большую ветвистость, 

чем ее родитель. 

Доказательство леммы 7. 

Пусть лемма неверна, и в некотором оптимальном дереве T найдется такая нели-

стьевая вершина m, подчиненная вершине m', что ее ветвистость r строго больше ветви-

стости r' ее родителя. Обозначим через  меру группы листьев, подчиненных вершине 

m. Возьмем любые  := r – r'  1 вершин, подчиненных m (обозначим через b их сум-

марную меру) и переподчиним их вершине m'. Затраты дерева изменятся на  

[ ( ) ( ) ( ' )] [ ( ) ( ) ( ')]b r r r r               . 
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Но, понятно, что 'r r  , то есть затраты дерева изменятся на ( ) ( )b     , 

и, в силу строгой монотонности функции (), уменьшатся, что противоречит опти-

мальности дерева T.  

Лемма 7 означает, что ветвистость вершин оптимального дерева не убывает 

«вверх» по иерархии. 

К сожалению, для аддитивных функций затрат пока не удалось получить анали-

тических оценок затрат оптимальной древовидной иерархии, подобных оценкам, опи-

санным в разделе 2.1. Также не до конца ясно, сколько нелистьевых вершин должно 

быть в оптимальном дереве и какие именно ветвистости они должны иметь. Однако 

если количество нелистьевых вершин и их ветвистости произвольным образом зафик-

сированы, то можно кое-что сказать о виде оптимального дерева с такими вершинами. 

Эти результаты, в частности, позволяют решать задачу поиска оптимального двоичного 

дерева, поскольку в ней ветвистость каждой нелистьевой вершины равна двум, а их 

количество всегда равно |W| – 1. 

Ниже показывается, что оптимальное дерево обладает свойством сбалансирован-

ности, то есть в каждой нелистьевой вершине группа подчиненных ей листьев делится 

между ее непосредственными подчиненными на подгруппы примерно одинаковой 

меры. В то же время, в зависимости от того выпукла функция () или вогнута, это 

стремление проявляется по-разному, в результате чего при выпуклой и вогнутой функ-

ции () оптимальными оказываются разные деревья. 

Зафиксируем множество нелистьевых вершин M = {1, …, q} и ветвистость  rm 

каждой вершины m ∈ M. Без ограничения общности считаем, что m < m'  rm ≤ rm'. 

Если через rT(m) обозначить ветвистость вершины m в дереве T, то в любом дереве T с 

множеством нелистьевых вершин M и множеством листьев W из n вершин выполняется 

тождество ( ) 1Tm M
r m n q


    (этот результат является простым следствием лем-

мы 1), и для любого набора положительных чисел rm, m ∈ M, больших единицы и удо-

влетворяющих равенству 1mm M
r n q


   , можно построить дерево. Обозначим 

множество таких деревьев через       . 

Вопрос состоит в том, как подчинять эти нелистьевые вершины друг другу, чтобы 

получить дерево с минимальными затратами. Иначе говоря, необходимо в        

найти дерево с минимальными затратами. 

Рассмотрим следующий алгоритм построения дерева H, являющийся обобщением 

алгоритма Хаффмана [112] построения оптимального 2-дерева двоичного кодирования.  



 132 

Шаг 0. Определим множество W1 ≔ W и назначим его элементам меры 

ρ1(w) := μ(w), w ∈ W1.  Возьмем нелистьевую вершину с номером m = 1 (и, соответ-

ственно, минимальной ветвистостью r1). 

Шаг 1. Назначим в дереве H вершине m в подчинение множество m ms W  из rm 

вершин Wm минимальной меры, то есть таких, что w ∈ sm,  w' ∈ W1 \ sm ⟹ ρm(w) ≤ ρm(w') 

(иначе говоря, в дерево H добавляются дуги от вершин множества sm к вершине m). 

Определим множество Wm + 1 следующим образом: удалим из Wm элементы  sm и доба-

вим вершину m с мерой 1( ) : ( )
m

m mw s
m w  

 .  

Шаг m = 2 , …, q. Повторим шаг 1 для вершины m и множества Wm. 

В результате получим дерево H, которое будем называть деревом Хаффмана.  

Определение 24. Нелистьевая вершина в древовидной иерархии T называется 

нижней, если ей подчинены только листья. 

Определение 25. Звеном ZT(m) вершины m в дереве T называется подграф T, со-

стоящий из вершины m, ее непосредственных подчиненных в T и соединяющих их дуг. 

Звено называется нижним, если вершина m нижняя.  

Определение 26. В дереве  ∈        нижнее звено вершины m называется ми-

нимальным, если в него входит минимальное количество листьев минимальной меры, 

то есть |sT(m)| = r1, и для любых w ∈ sT(m), w' ∈ W \ sT(m) μ(w) ≤ μ(w').  

Суть алгоритма Хаффмана состоит в том, что на i-й его итерации к дереву достра-

ивается минимальное звено для множества листьев Wi и множества {i, …, q} еще сво-

бодных нелистьевых вершин. 

Пример 26. Проиллюстрируем работу обобщенного алгоритма Хаффмана. Пусть 

задано множество из десяти листьев с мерами (w1) = 1, (w2) = 2, (w3) = 2, (w4) = 3, 

(w5) = 3, (w6) = 3, (w7) = 4, (w8) = 5, (w9) = 7, (w10) = 8 (см. рисунок 40). Построим 

дерево Хаффмана для четырех нелистьевых вершин с номерами 1, 2, 3 и 4 ветвистости 

2, 3, 4 и 4 соответственно. 

w4 w6w5 w7 w9w8 w10w1 w3w2

1

4

2

3

1       2        2      3       3       3         4       5       7         8
 

Рисунок 40. Пример дерева Хаффмана 
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На первом шаге алгоритма множество W1 совпадает с множеством мер всех вер-

шин нижнего уровня. Поэтому нелистьевой вершине 1  в непосредственное подчинение 

назначаем листья w1 и w2, имеющие минимальные меры. Строим множество W2: удаля-

ем листья w1, w2 из множества W1 и добавляем вершину с номером 1 и мерой 3, равной 

суммарной мере подчиненных этой вершине листьев. На втором шаге нелистьевой 

вершине 2 даются в подчинение листья w3 и w4, а также вершина 1, поскольку эти вер-

шины имеют три минимальные меры во множестве W2 (хотя есть и другие наборы из 

трех вершин верхних уровней той же суммарной меры). Удаляем вершины w3, w4 и 1 из 

множества W2 и заменяем их вершиной 2 меры 8, равной суммарной мере вершин из 

W2, подчиняемых вершине 2. Теперь множество W3 содержит вершины 

{2, w5, w6, w7, w8, w9, w10} с мерами 8, 3, 3, 4, 5, 7, 8 соответственно, поэтому вершине 3 

в подчинение назначаются листья w5, w6, w7, и w8, меры 3, 3, 4 и 5 которых – это мини-

мальные из мер множества W3. На последнем шаге вершине 4 подчиняем оставшиеся во 

множестве вершины 3, w9 и w10. Полученное дерево Хаффмана изображено на рисунке 

40 (метки листьев соответствуют их мерам). ● 

Пусть функция () вогнута. Оказывается, что в этом случае дерево Хаффмана 

оптимально при фиксированных q, r(mi), i = 1, …, q.  

Докажем сначала вспомогательные результаты. 

Обозначим через   множество деревьев над заданным множеством начальных 

вершин W с фиксированным множеством M = {m1, …, mq} нелистьевых вершин, име-

ющих заданное количество r(m) непосредственных подчиненных, m ∈ M. 

Пусть задано дерево  ∈  . Обозначим через μT = (μT(m))m ∈ M вектор мер групп 

вершин верхних уровней дерева T. Оказывается, оптимальность T тесно связана с ми-

нимальностью μT относительно вводимого ниже бинарного отношения. 

Определение 27 [126]. Для неотрицательного вектора x = (x1, …, xq) обозначим 

через x = (x[1], …, x[q]) вектор, в котором компоненты x выстроены по возрастанию. 

Определение 28 [126]. Неотрицательный вектор x = (x1, …, xq) слабо нестрого 

мажорируется неотрицательным вектором y = (y1, …, yq) (обозначим это через 

    ), если для любого 0  k  q [ ] [ ]1 1

k k

i ii i
x y

 
  . Если при этом x ≠ y, то x слабо 

мажорируется y  (обозначается     ). 

Нам понадобятся следующие леммы относительно свойств мажорируемости. 

Лемма 8 [179].  Пусть y = (x1, …, xk, y1, …, yl) и x = (x1 + b, …, xk + b, y1 – b, …, yl  –

 b) два неотрицательных вектора, причем k  l, b > 0. Тогда если xi  yi для i = 1, …, k, то 

wx y . 
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Лемма 9 [179].  Если      и       , то ( , ') ( , ')wx x y y . Если же      и 

      , то               . 

Лемма 10 [126].  Если   ⋅  – неубывающая вогнутая функция и 

                    , то ∑      
 
    ∑      

 
   , причем равенство возможо только 

в случае                      . 

Следующие леммы аналогичны леммам 3.1, 3.3, 3.5 из [179]. 

Лемма 11.  Пусть в дереве  ∈   от начальных вершин w, w' ∈ W к вершине 

m ∈ M ведут непересекающиеся пути (w, v1, …, vk) и (w', v1', …, vl '), причем μ(w) < μ(w'), 

k ≤ l, μT (vi) ≥ μT (vi'), i = 1, …, k. Если T ' – дерево, полученное из T перестановкой вер-

шин w и w', то   ∈   и         . 

Доказательство леммы 11. 

Обозначим через b ≔ μ(w') – μ(w). Заменим местами w и w' в дереве T. Очевидно, 

модифицированное дерево   ∈  . Меры групп вершин v1, …, vk увеличились на b (то 

есть μT '(vi) = μT(vi) + b, i = 1, …, k), меры групп вершин v1', …, vl ' уменьшились на b (то 

есть μT '(vi') = μT(vi') – b, i = 1, …, l), а меры групп остальных вершин не изменились. 

Таким образом, по лемме 8,  

x = (μT '(v1), …, μT '(vk), μT '(v1'), …, μT '(vl ')) =  

= (μT (v1) + b, …, μT (vk) + b, μT (v1') – b, …, μT (vl') – b)     

    (μT (v1), …, μT (vk), μT (v1'), …, μT (vl ')) = y. 

Если обозначить через z вектор не изменившихся мер групп, подчиненных 

остальным вершинам дерева, то, по лемме 9,                    .  

Лемма 12.  Пусть в дереве  ∈   от нелистьевых вершин v1, v1' к вершине m ∈ M 

ведут непересекающиеся пути (v1, …, vk) и (v1', …, vl ') соответственно, причем r(v1') – 

r(v1) = d > 0 , 1 ≤ k ≤ l, μT (vi) ≥ μT (vi'), i = 1, …, k. Если T ' – дерево, полученное из T 

передачей d непосредственных подчиненных v1' в подчинение вершине v1 и последую-

щей перестановкой вершин v1 и v1', то   ∈   и         . 

Доказательство. Пусть u1, …, ud – d произвольных непосредственных подчинен-

ных вершины v1' в дереве T. Обозначим b ≔ μ(u1) + … + μ(ud). После перестановки v и v' 

в дереве T ' степени вершин не изменились по сравнению с деревом T, поэтому   ∈  . 

Меры групп вершин v1, …, vk увеличились на b (то есть μT '(vi) = μT(vi) + b, i = 1, …, k), 

меры групп вершин v1', …, vl ' уменьшились на b (то есть μT '(vi') = μT(vi') – b, i = 1, …, l), 

а меры групп остальных вершин не изменились. Таким образом, по лемме 8,  
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x = (μT '(v1), …, μT ' (vk), μT '(v1'), …, μT '(vl ')) =  

= (μT(v1) + b, …, μT(vk) + b, μT(v1') – b, …, μT(vl') – b)     

    (μT(v1), …, μT(vk), μT(v1'), …, μT(vl ')) = y. 

Если обозначить через z вектор не изменившихся мер групп, подчиненных 

остальным вершинам дерева, то, по лемме 9,                    .  

Лемма 13.  Пусть в дереве  ∈   вершина m ∈ M непосредственно подчинена 

вершине m' и r(m) – r(m') = d > 0. Если T ' – дерево, полученное из T передачей d непо-

средственных подчиненных m в подчинение вершине m' и последующей перестановкой 

вершин m и m', то   ∈   и         . 

Доказательство. Пусть v1, …, vd – d произвольных непосредственных подчинен-

ных вершины m в дереве T. Обозначим b ≔ μ(v1) + … + μ(vd). После перестановки w и 

w' в дереве T ' ветвистости вершин не изменились по сравнению с деревом T, поэтому 

  ∈  . Кроме того, μT '(m') = μT (m) – b, поэтому, по лемме 8, (μT '(m'))    (μT (m)). Далее, 

μT '(m) = μT (m'), меры групп остальных вершин не изменились, то есть по лемме 9, 

        .  

Как показывается ниже, для дерева Хаффмана условия лемм 11, 13 никогда не 

выполняются, то есть описанными там перестроениями из дерева Хаффмана нельзя 

построить дерево с мажорируемым вектором мер групп вершин. 

Лемма 14. Если вершина v непосредственно подчинена вершине m, а вершина v' 

непосредственно подчинена вершине m' в дереве Хаффмана H, и μsH(v) < μsH(v'), то 

μsH(m) ≤ μsH(m'). 

Доказательство. Пусть лемма неверна, и μsH(m) > μsH(m'). Это значит, что вершина m 

добавлена к дереву Хаффмана позже вершины m', то есть на момент добавления вер-

шины m' вершины v, v' с мерами μsH(v) и μsH(v') соответственно, входили во множество M. 

Но тогда по построению дерева Хаффмана вершина v' не должна была подчиняться 

вершине m', поскольку во множестве M была вершина v строго меньшей меры. Полу-

ченное противоречие доказывает лемму.  

Следствие 7. Пусть в дереве Хаффмана  ∈   начальные вершины w, w' ∈ W свя-

заны с вершиной m ∈ M непересекающимися путями (w, m1, …, mk) и (w', m1', …, ml '), 

причем μ(w) < μ(w'). Тогда k ≥ l, μH(mi) ≤ μH(mi'), i = 1, …, l. 

Доказательство. Пусть d = min[k, l]. Применяя лемму 14 к парам вершин w-m1 и 

w'-m1', получаем, что μH(m1) ≤ μH(m1'). Последовательно применяя лемму к парам вер-

шин mi -mi – 1 и mi' -mi'– 1, получаем, что μH(mi) ≤ μH(mi'), i = 1, …, d. Предположим теперь, 

от противного, что d = k < l. По лемме 14 это значит, что μH(m) ≤ μH(mk'+1). Но вершина 
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mk'+1 подчинена вершине m в H, то есть μH(m)  > μH(mk'+1). Полученное противоречие 

завершает доказательство.  

Лемма 15. Если вершина v непосредственно подчинена вершине m в дереве Хаф-

фмана H, то r(v) ≤ r(m). 

Доказательство очевидно, поскольку μsH(v) < μsH(m), а по построению дерева Хаф-

фмана из μsH(v) < μsH(m) следует r(v) ≤ r(m).  

Ниже доказывается важный вспомогательный результат. 

Утверждение 14. Пусть  ∈   – дерево Хаффмана. Тогда  ∈           . 

 Доказательство. Докажем по индукции. Если q = 1, утверждение очевидно, по-

скольку   состоит из единственной (веерной) иерархии. Пусть утверждение доказано 

для |M| < q, докажем, что оно верно и для деревьев с q нелистьевыми вершинами. 

Отношение    порождает нестрогий частичный порядок на   (а отношение    –

его строгая компонента). Пусть      – множество минимальных элементов в  , то 

есть из  ∈    следует, что не существует такого   ∈  , что        .  

Докажем, что в любое дерево из    содержит минимальное звено.  

Для этого сначала докажем, что в любом дереве из    найдется нижняя вершина с 

минимальной полустепенью захода r(m1). Предположим, от противного, что есть дере-

во  ∈   , в котром все нижние вершины имеют полустепени захода строго больше 

r(m1). Тогда, очевидно, в T найдется вершина m' с r(m') = r(m1), которой непосредствен-

но подчинена вершина m со строго большей полустепенью захода r(m) > r(m1). Но 

тогда, по лемме 13, найдется такой   ∈  , что        , и T не может принадлежать 

множеству деревьев   , минимальных относительно частичного порядка   . Получили 

противоречие. 

Таким образом, в любом дереве из    есть нижняя вершина с полустепенью захо-

да r(m1). Среди нижних вершин любого дерева  ∈    найдется вершина m, группа 

которой имеет минимальную меру. Докажем, что она имеет степень полузахода r(m1). 

Предположим, от противного, что r(m) > r(m1). Как доказано выше, в T имеется нижняя 

вершина степени r(m1). Ее всегда можно переставить с вершиной m1 без изменения мер 

групп, подчиненных вершинам дерева, поэтому без ограничения общности можно 

считать, что в любом дереве из    вершина m1 является нижней, причем μsT(m) ≤ μsT(m1). 

Обозначим для краткости s ≔ sT (m), s1 ≔ sT (m1). 

Рассмотрим множество    деревьев над множеством W ' = W\s1\s{m, m1} с мера-

ми μ'(w) := μ(w) для w ∈ W '\{m, m1}, μ'(m1) := μs1
, μ'(m) := μs, со множеством нелистьевых 

вершин M ' = M\{m, m1}.  



 137 

По индуктивному предположению для дерева Хаффмана   ∈    и для дерева T ', 

получаемого из T удалением вершин групп s1, s, и инцидентных им дуг, выполняется 

неравенство         . Поскольку μT = (μT ', μs, μs1
), а для дерева H'' ∈  , получаемого 

из H' добавлением множества начальных вершин s с подчинением их вершине m и 

множества начальных вершин s1 с подчинением их вершине m1, μH '' = (μH ', μs, μs1
), по 

лемме 9,         . Так как  ∈   ,      не может строго мажорировать   , это значит, 

что         и    ∈   .  

Пусть (m1, v1, …, vk) и (m, v1', …, vl ') – непересекающиеся пути в H'' к вершине 

v ∈ M. В силу того, что μT (m1) ≥ μT (m), по следствию 7,  k ≤ l, μH''(vi) ≥ μH''(vi'), i = 1, …, k. 

Но тогда по лемме 12 существует дерево, которое строго мажорируется деревом H'', что 

противоречит тому, что    ∈   . Полученное противоречие доказывает, что в дереве T 

вершина m1 является нижней и подчиненная ей группа имеет минимальную меру среди 

всех нижних (а, следовательно, и среди всех нелистьевых) вершин дерева T. 

Докажем, наконец, что звено вершины m1 в любом дереве из    является мини-

мальным. Предположим, от противного, что это не так, то есть найдутся такие w ∈ s1 и 

w' ∈ W\s1, что  μ(w) > μ(w'). Здесь для краткости обозначено s1 := sT (m1). 

Пусть (w', v1, …, vk) и (w, m1, v2', …, vl ') – непересекающиеся пути в H'' к вершине 

v ∈ M. В силу того, что по предположению μH ''(m1) ≤ μH ''(v1'), по следствию 7  k ≤ l, 

μH''(vi) ≥ μH''(vi'), i = 2, …, k. Но μ(w) > μ(w') и по лемме 12 существует дерево, которое 

строго мажорируется деревом H'', что противоречит тому, что    ∈   . Полученное 

противоречие доказывает, что в дереве  ∈    звено вершины m1 является минималь-

ным, как и в дереве Хаффмана  ∈  .  

Пусть, как и прежде, s1 := sT (m1). Рассмотрим множество    деревьев над множе-

ством W ' = W\s1{ m1} с мерами μ'(w) := μ(w) для w ∈ W '\{ m1}, μ'(m1) := μs1
, со множе-

ством нелистьевых вершин M ' = M \{m1}. По индуктивному предположению для дерева 

Хаффмана   ∈    и для дерева T ', получаемого из T удалением вершин группы s1  и 

инцидентных ей дуг, выполняется неравенство         . Поскольку μT = (μT ',  μs1
) и 

для H ∈  μH = (μH ', μs1
), по лемме 9,       . Так как  ∈   ,    не может строго ма-

жорировать   , это значит, что      . Таким образом, все деревья из    имеют ту же 

последовательность мер подчиненных их вершинам групп, что и дерево Хаффмана H, 

поэтому  ∈           , что и требовалось доказать.  

Из этого утверждения и леммы 10 следует искомый результат. 

Утверждение 15. Пусть функция () вогнута. Тогда дерево Хаффмана H имеет 

минимальные затраты в  . 
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Доказательство. По утверждению 14 если  ∈   – дерево Хаффмана, то  ∈

           H. По лемме 10, ∑           ∈   ∑           ∈  и C(H) ≤ C(T).  

Из теории оптимального кодирования [112] известно, что в дереве Хаффмана де-

тям любой нелистьевой вершины подчинены группы примерно равной меры, то есть 

нелистьевая вершина делит управляемую им группу примерно поровну между своими 

подчиненными, так что дерево Хаффмана можно назвать сбалансированным. 

Для вычисления дерева Хаффмана имеются эффективные алгоритмы сложности 

порядка n ln n. Тогда для фиксированного количества нелистьевых вершин q задача 

поиска оптимального количества непосредственных подчиненных каждой нелистьевой 

вершины сводится к задаче дискретной оптимизации функции с(r1, …, rq) (вычислимой 

в среднем за n ln n операций) при условиях 1
1

 
qnr

q

i i , 21 r , ii rr 1  для всех 

1,..., 1i q  . 

Пусть теперь функция () не вогнута, а, например, выпукла. Тогда легко подо-

брать пример, в котором дерево Хаффмана уже не будет оптимальным.  

 

Рисунок 41. Иерархии над множеством из шести листьев 

 

Пример 27. Пусть имеется n = 6 листьев единичной меры и q = 5 нелистьевых 

вершин, каждая из которых имеет двух детей. Дерево Хаффмана для этого примера 

имеет вид, представленный на рисунке 41 а). Вершинам I, II, …, V подчинены группы 

листьев мер 2, 2, 2, 4, 6 соответственно. Легко проверить, что в дереве, изображенном 

на рисунке 41 б), нелистьевым вершинам подчинены группы размеров 2, 2, 3, 3, 6. Для 

строго выпуклой функции () верно неравенство (2) + (4) > (3) + (3), и, значит, 

дерево на рисунке 41б) имеет меньшие затраты, чем дерево Хаффмана.  

Для выпуклой функции () пока не удалось построить эффективного алгоритма 

построения оптимального дерева даже для фиксированного количества нелистьевых 

вершин с фиксированными ветвистостями. Тем не менее, оптимальное дерево также 

должно быть сбалансированным в том смысле, что каждая нелистьевая вершина делит 

I

IV

II

а) б)

III

V

I

III IV

II
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управляемую им группу «примерно поровну», насколько это возможно. Опишем этот 

результат более формально. 

Лемма 16. Пусть функция () строго выпукла, и у некоторой нелистьевой вер-

шины оптимального дерева есть две дочерние нелистьевые вершины m и m', которым 

подчинены группы мер  и ' соответственно. Пусть  < ', тогда ''  ' – , где '' – 

разница между мерой любой из дочерних вершин вершины m' и мерой любой вершины, 

дочерней к вершине m. 

Доказательство леммы 16.  

Пусть лемма неверна и у вершин m и m' найдутся такие дочерние вершины, кото-

рым подчинены группы листьев с мерами 1 и 2 соответственно, что 1 < 2 и 

'12   . Тогда поменяем этих заместителей местами (вместе с управляемыми 

ими поддеревьями). Суммарные затраты вершин m и m' изменились на величину 

)'()())('())(( 1212   , 

затраты остальных вершин остались прежними.  

Если '12   , то )(' 12   , то есть меры групп, которые теперь под-

чинены вершинам m и m', принадлежат отрезку [, ']. Кроме того, сумма этих мер не 

изменилась. Тогда, в силу строгой выпуклости функции (), выполнено неравенство 

)'()())('())(( 1212   , 

то есть затраты дерева строго уменьшились, что невозможно по предположению об 

оптимальности исходного дерева.  

Таким образом, меры групп, управляемых детьми одной вершины, в оптимальном 

дереве стремятся выровняться. 

Лемму 16 можно обобщить на случай, когда вершины m и m' не имеют общего 

непосредственного родителя. Дадим некоторые определения.  

Определение 29. Пусть в дереве выбраны две цепочки вершин: ),...,( 1 lmmS   и 

)',...,'(' '1 lmmS  , управляющие группами мер l ,...,1  и ',...,' '1 l , причем вершины ml и 

''lm  имеют общего родителя и длина l первой цепочки не превышает длины l' второй 

цепочки. Степень разбалансированности )',( SS  этих цепочек определим как макси-

мальную меру, которую можно добавить к каждому члену последовательности l ,...,1  

так, чтобы для всех li ...1  выполнялись неравенства ')',( ii SS   , то есть 

]'[min)',(
...1

ii
li

SS  


. 

Для остальных пар цепочек степень разбалансированности не определена. 
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Определение 30. Пусть непосредственные подчиненные нелистьевых вершин m и 

m' управляют группами мер r ,...,1  и ',...,' '1 r  соответственно. Минимальным скач-

ком (m, m') называется минимальная положительная разница между суммой элементов 

произвольного подмножества }',...,'{ '1 r  и суммы элементов подмножества },...,{ 1 r  

такого же размера. 

Пример 28. Возьмем пару нелистьевых вершин m и m', непосредственные подчи-

ненные которых управляют группами мер {11, 7, 4} и {1, 1, 18} соответственно. Для 

них минимальный скачок (m, m') равен 1, так как 1 + 18 – (11 + 7) = 1, а остальные 

разницы больше.  

Утверждение 16.  Пусть функция () строго выпукла и в оптимальном дереве 

степень разбалансированности )',( SS  цепочек ),...,( 1 lmmS   и )',...,'(' '1 lmmS   больше 

нуля. Тогда минимальный скачок (m1, m1') не меньше степени разбалансированности 

)',( SS . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 16. 

Из утверждения 16 видно, что задача построения оптимального дерева в условиях 

выпуклой функции () является усложненной модификацией известной «задачи о 

камнях» [7] (в общем случае NP-трудной), что делает проблематичным поиск эффек-

тивных алгоритмов решения задачи об оптимальном дереве при выпуклой функции 

(). 

Итак, выше рассмотрена задача построения оптимальной иерархии для аддитив-

ной функции затрат вершины. Найдены случаи, когда оптимальной является веерная 

иерархия. Показано, что в оптимальной иерархии ветвистость вершин не убывает 

«вверх» по иерархии. 

Также показано, что оптимальная иерархия представляет собой сбалансированное 

дерево одного из двух типов. Для вогнутой функции () построен эффективный алго-

ритм построения оптимальной иерархии с фиксированным количеством нелистьевых 

вершин заданной ветвистости. 

2.2.4. Достаточные условия оптимальности последовательной иерархии 

Данный параграф продолжает исследование функций затрат, зависящих от мер. 

Здесь предлагаются достаточные условия оптимальности последовательной иерархии – 

2-дерева, в котором каждая вершина верхних уровней имеет одну непосредственно 

подчиненную ей начальную вершину.  
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Последовательные иерархии позволяют моделировать процессы последователь-

ной, конвейерной, обработки (см. раздел 5.2). Кроме того, последовательные иерархии 

являются в некотором смысле (более формально определяемом в параграфе 2.4.3)  

«граничными» элементами множества иерархий, и интересен вопрос, каким требовани-

ям должна удовлетворять функция затрат иерархии для того, чтобы именно на этой 

«границе» достигалось решение задачи об оптимальной иерархии. 

По утверждению 5, достаточным условием оптимальности для произвольной сек-

ционной функции затрат является выполнение для нее свойства сильного сужения (см. 

параграф 1.2.5 выше). Именно таким образом в [18] была доказана оптимальность пос-

ледовательной иерархии для функции затрат (I) из примера 5 (определяемой выражени-

ем 1 1 1( ,..., , ) [ max( , , )]k k kc               ) при   1 и   1, а также функции 

затрат (III) (определяемой выражением 1 1( ,..., , ) [ / max( ,..., ) 1]k kc           ) при   1. 

Однако не всегда удается доказать, что функция затрат вершины сильно сужаю-

щая. Чаще удается показать, что функция затрат просто сужающая и монотонная по 

группам (см. раздел 1.2.5). Для такой функции, по утверждениям 2 и 3, оптимально 

2-дерево. Затем можно воспользоваться одним из двух доказываемых ниже достаточ-

ных условий оптимальности последовательной иерархии. До конца параграфа будем 

предполагать, что рассматривается задача поиска оптимального 2-дерева для функции 

затрат 1( ,..., )kc    вершины, зависящей от мер (но не обязательно однородной), причем 

меры всех листьев равны единице. 

Утверждение 17. Если для любых натуральных чисел a и aa '  выполняется не-

равенство ),1()','1( acaaac   и функция с(1, a) не возрастает по a, то оптимальным 

2-деревом является последовательная иерархия. 

Доказательство утверждения 17. 

Доказательство проводим индукцией по количеству листьев n. Очевидно, что для 

n = 1, 2 утверждение верно. Предположим, что последовательная иерархия оптимальна 

для любого количества листьев, меньшего n, и покажем, что она оптимальна и для 

множества из n листьев. 

Затраты CS(n) последовательной иерархии для n листьев меры 1 задаются форму-

лой 





1

1
),1()(

n

iS icnC . 

Затраты C(n) оптимального 2-дерева для n листьев складываются из затрат корня 

и затрат двух поддеревьев, управляемых его дочерними вершинами. Поскольку все 

поддеревья оптимального дерева также являются оптимальными деревьями (для мень-

шего количества листьев), то по индуктивному предположению оба этих поддерева – 
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последовательные иерархии. Если первой дочерней вершине подчинена группа из 1'n  

листьев, то  

)'()'()','()( nnCnCnnncnC SS  . 

По условиям утверждения )1,1()','(  ncnnnc , следовательно, 

)'()'()1,1()( nnCnCncnC SS  .  

Поскольку по условиям утверждения с(a, 1) не возрастает по a, затраты )'(nCS  

последовательной иерархии вогнуты по 'n  (строго говоря, функция )'(nCS  задана на 

множестве только натуральных чисел, но она легко доопределяется до вогнутой функ-

ции, заданной на всей оси неотрицательных чисел). Тогда функция )'()'( nnCnC SS   – 

также вогнутая функция, заданная на отрезке ]1,1['  nn . Вогнутая функция всегда 

достигает своего минимума на границе отрезка, следовательно, 

)1()1()'()'( SSSS CnCnnCnC  . 

Таким образом, )1()1()1,1()( SS CnCncnC  . Поскольку CS(1) = 0, и, кроме то-

го, )1()1,1()(  nCncnC SS , верно неравенство )()( nCnC S . Это значит, что затраты 

оптимального 2-дерева для n листьев не меньше затрат последовательной иерархии. 

Следовательно, последовательная иерархия является оптимальным 2-деревом для n 

листьев. Утверждение 17 доказано.  

Иными словами, если вершине, имеющей две дочерние вершины, подчинена 

группа заданной меры a, и затраты вершины минимальны при назначении одной из 

дочерних вершин группы меры 1 (наименьшей возможной), и с ростом a эти мини-

мальные затраты не возрастают, то оптимальным 2-деревом является последовательная 

иерархия. 

Заметим, что для монотонной по группам функции затрат функция с(1, a) не убы-

вает по a, следовательно, для того, чтобы монотонная по группам функция затрат удо-

влетворяла условиям утверждения 17, функция с(1, a) должна быть константой. 

Утверждение 18. Если для любых натуральных чисел n1, n2  2 выполняется хотя 

бы одно из неравенств 

)1,1(),1()1,1(),( 1212121  ncnncnncnnc , 

)1,1()1,()1,1(),( 2212121  ncnncnncnnc , 

то последовательная иерархия является оптимальным 2-деревом. 

Доказательство утверждения 18. 

Пусть оптимальное 2-дерево не является последовательной иерархией, то есть в 

нем есть некоторое количество q вершин верхних уровней, которым непосредственно 
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не подчинено ни одного листа. Тогда среди них найдется вершина m, обе дочерние 

вершины которой, вершины верхних уровней m1 и m2, являются корнями двух последо-

вательных поддеревьев над группами из n1 и n2 листьев соответственно. 

Среди детей вершины m1 есть минимум один лист w3 и некоторая вершина m4 

(возможно, нелистьевая). Добавим в дерево новую вершину верхних уровней 'm , под-

чиним ее родителю вершины m, если та имеет родителя, и переподчиним вершину m и 

лист w3 вершине 'm . Удалим вершину m1, переподчинив ее дочернюю вершину m4 

напрямую вершине m. Это преобразование иерархии изображено на рисунке 42. При 

этом затраты иерархии изменяются на величину  

),()1,1()1,1(),1( 2112121 nncncnncnnc  . 
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Рисунок 42. Перестроение 2-дерева 

Ту же процедуру можно проделать и удаляя вершину m2, затраты иерархии при 

этом изменяются на величину 

),()1,1()1,1()1,( 2122121 nncncnncnnc  . 

По условию утверждения, одно из этих выражений не превышает нуля, то есть за-

траты нового дерева хотя бы при одном из этих преобразований не превышают затрат 

исходного дерева. Тогда сделаем именно это преобразование. В новом дереве мера 

группы, подчиненной вершине m, уменьшилась на единицу.  

Если обе вершины, непосредственно подчиненные вершине m в новом дереве, са-

ми не являются листьями, то будем повторять описанную выше трансформацию дерева 

для вершины m до тех пор, пока среди ее детей не появится хотя бы один лист. Это 

случится после конечного числа трансформаций, поскольку каждая трансформация 

уменьшает меру подчиненной вершине m группы листьев на единицу. 

В результате, в полученном дереве будет уже q – 1 вершин верхних уровней, не 

имеющих листьев среди своих дочерних вершин. Среди них, в свою очередь, найдется 

вершина верхних уровней, обе дочерних вершины которой являются корнями двух 
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последовательных поддеревьев. Делая для этой вершины преобразования дерева, ана-

логичные описанным выше, приходим к дереву с q – 2 вершинами верхних уровней, не 

имеющими листьев среди своих детей. Будем повторять эту процедуру до тех пор, пока 

результирующее дерево не будет последовательной иерархией, в которой каждая вер-

шина верхних уровней уже будет иметь хотя бы один дочерний лист. Поскольку каж-

дое преобразование дерева не увеличивало его затраты, затраты полученной последова-

тельной иерархии не превышают затрат исходного оптимального 2-дерева. Следова-

тельно, на классе 2-деревьев существует оптимальная последовательная иерархия, и 

утверждение 18 доказано.  

Следствие 8. Если функция затрат с() монотонна по группам и с(1, a) = const для 

любого натурального числа a, то последовательная иерархия является оптимальным 

2-деревом. 

Доказательство. Запишем первое неравенство из условия утверждения 18 в виде 

)1,1()1,1(),1(),( 1212121  ncnncnncnnc . 

Левая часть неравенства не меньше нуля в силу монотонности по группам функ-

ции затрат. Правая часть равна нулю, так как, по условию, с(1, a) = const, то есть нера-

венство всегда верно, и выполняются условия утверждения 18.  

Напомним, что утверждения 17 и 18, как и следствие 8, справедливы только тогда, 

когда меры всех листьев равны единице. Рассмотрим пример использования утвержде-

ний 17 и 18. 

Пример 29. Для функции затрат (I) c(1, a) = 1 для любого натурального числа a. 

Поскольку, как показано в [18], функция (I) монотонна по группам, из следствия 8 

получаем, что последовательная иерархия является оптимальным 2-деревом. В [18] 

доказано, что для функции (I) 2-дерево оптимально при   1. Следовательно, для 

функции затрат (I) при   1 последовательная иерархия является оптимальной на клас-

се всех иерархий. Этот вывод расширяет результаты [18], где оптимальность последо-

вательной иерархии для функции (I) доказана лишь для α  1 (правда, для произволь-

ных мер листьев). 

Рассмотрим функцию затрат (III). Для нее при произвольных натуральных числах 

a и aa '  верно неравенство 
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Кроме того, функция  )1)/11((),1(  aac  не возрастает по a. Поэтому по 

утверждению 17 последовательная иерархия является оптимальным 2-деревом. В [43] 

показано, что функция затрат (III) сужающая при   1. Следовательно, для функции 

затрат (III) при   1 последовательная иерархия является оптимальной на классе всех 

деревьев
47

 (но нельзя гарантировать отсутствия недревовидной иерархии с меньшими 

затратами, так как функция (III) не является монотонной по группам).  

2.3. Оптимальные иерархии по контролю потоков 

В параграфе 1.2.4 были даны определения внутренних и внешних потоков, а так-

же функции затрат по контролю потоков. Коротко напомним эти понятия. 

Сеть связей над множеством начальных вершин W – это орграф R = <W, ER>. Его 

дуги – связи (w, w')  ER помечены p-мерными векторами xR(w, w'). Иногда через R 

также будем обозначать n×n матрицу (xR(w, w'))w,w'∈W. Дуга (w, w') называется внутрен-

ней для s  W, если w, w' ∈ s. Внутренний поток  
( ', '') ( )

( ) ( ', '')int
R

int

R Rw w E s
x s x w w


 , где ( )int

RE s  

– множество внутренних дуг s. Дуга (w, w') называется внешней дугой группы s  W, 

если w  s, w'  s или w  s, w'  s. Внешний поток группы s  W 

( ', '') ( )
( ) ( ', '')ext

R

ext

R Rw w E s
x s x w w


 , где ( )ext

RE s  – множество внешних дуг группы s. 

Вершина m, детям которой в иерархии H подчинены группы s1, …, sk  W, кон-

тролирует множество дуг 1 1 1( ,..., ) ( ... ) \ ( ) \ ... \ ( )c int int int

R k R k R R kE s s E s s E s E s  и поток 

1
1 ( ', '') ( ,..., )

( ,..., ) ( ', '')c
R k

c

R k Rw w E s s
x s s x w w


 . Функция затрат по контролю потоков

( ( ), ( ), ( ))int c ext

R R Rc x x x    зависит от контролируемого, внутреннего и внешнего потоков. 

Функции затрат по контролю потоков обобщают функции затрат, зависящие от 

мер, но остаются секционными. Важность этого класса функций затрат связана с боль-

шим количеством прикладных задач в информатике, телекоммуникациях и логистике, 

сводящихся к поиску оптимальной иерархии для функций затрат контроля потоков. 

Модели контроля потоков являются важной составляющей развитой в [43] теории 

оптимизации многоуровневых организаций. Ниже в параграфе 2.5.3 методы оптимиза-

ции иерархий, которым посвящена большая часть настоящей работы, обобщаются на 

сетевые структуры, и именно идея контроля потоков позволяет предложить подходя-

                                                 

47
 Обосновать оптимальность последовательной иерархии для функции (III) при 

  1 можно и доказав, как это было сделано в [43], что эта функция затрат сильно 

сужающая (см. определение 18). 
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щее расширение понятия секционной функции на случай сетевой неиерархической 

структуры. 

В настоящем параграфе описываются базовые результаты о виде оптимальной 

древовидной иерархии для функций затрат ( ( ))c

Rc x  , зависящих только от потока, кон-

тролируемого вершиной. 

Определение 31 [34]. Функция с(x), заданная на множестве p-мерных векторов с 

неотрицательными компонентами, называется супераддитивной, если для любых таких 

векторов x и x' выполняется неравенство c(x + x')  c(x) + c(x'). Если же всегда выполня-

ется обратное неравенство, функция c(x) называется субаддитивной. 

Утверждение 19. При субаддитивной функции затрат вершины ( ( ))c

Rc x   на мно-

жестве деревьев существует оптимальная веерная иерархия. При супераддитивной 

функции затрат существует оптимальная иерархия, в которой каждый лист подчинен 

отдельной нелистьевой вершине, не имеющей других дочерних вершин, а остальные 

нелистьевые вершины имеют по две дочерних вершины. 

Доказательство. Пусть функция затрат субаддитивна и оптимальное дерево отли-

чается от веерной иерархии. Тогда найдется вершина m, которой подчинена вершина 

m', которой, в свою очередь, подчинены только листья, но не другие нелистьевые вер-

шины. Пусть вершина m контролирует поток x, а вершина m' – поток x'. Удалим верши-

ну m' из иерархии и переподчиним вершине m ее дочерние вершины. При этом к вер-

шине m переходит контроль над потоком x', и затраты иерархии изменятся на величину 

c(x + x') – c(x) – c(x'). 

В силу субаддитивности функции c() затраты иерархии не увеличились, а количе-

ство вершин в иерархии уменьшилось на единицу. Будем повторять эту процедуру до 

тех пор, пока в дереве не останется единственная отличная от листьев вершина, кото-

рой непосредственно будут подчинены все листья, то есть пока оно не преобразуется к 

веерной иерархии. Затраты этой веерной иерархии не превышают затрат оптимального 

дерева, следовательно, веерная иерархия оптимальна. 

Пусть теперь функция затрат супераддитивна. Докажем, что существует оптималь-

ное дерево, в котором каждый лист подчинен своей вершине верхних уровней, не име-

ющей других дочерних вершин (то есть родителю каждого листа w  W подчинена 

группа {w}). Пусть в оптимальном дереве H родитель m некоторого листа w  W имеет 

кроме него другие дочерние вершины и контролирует поток x. Добавим в дерево до-

полнительную вершину m', подчиним ее непосредственно вершине m и переподчиним 

лист w вершине m'.  
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Теперь вершина m' контролирует «петлевой» поток xR(w, w) листа w, а поток, кон-

тролируемый вершиной m, уменьшился ровно на величину этого «петлевого» потока. 

Таким образом, в результате добавления вершины m' затраты иерархии изменились на 

c(x – xR(w, w)) + c(xR(w, w)) – c(x). В силу супераддитивности функции c(x) затраты 

дерева не увеличились. Будем добавлять новые вершины до тех пор, пока родителю 

каждого листа не будет подчинена группа, состоящая из одного этого листа. Затраты 

получившегося дерева не превышают затрат оптимального дерева, значит, это дерево 

также оптимально. 

Таким образом, можно считать, что в оптимальном дереве вершина верхних уров-

ней либо имеет единственную дочернюю вершину – лист дерева (вершина «первого 

типа»), либо все дети вершины верхних уровней также являются вершинами верхних 

уровней (вершина «второго типа»). Докажем, что существует оптимальное дерево, в 

котором у вершин «второго типа» будет ровно по две дочерних вершины. 

Пусть в некотором оптимальном дереве H вершине m подчинена группа листьев s и 

m имеет r > 2 дочерних вершин m1, …, mr, причем все они отличны от листьев и имеют 

подчиненные группы листьев s1, …, sr. Вершина m относится ко второму типу, поэтому 

s = s1  …  sr. Вершина m в дереве H контролирует поток  

1 1 1( ,..., ) ( ... ) ( ) ... ( )c int int int

R k R k R R kx s s x s s x s x s     

Добавим в дерево H вершину m', подчиним ее вершине m и подчиним вершине m' 

вершины m2, …, mr. В этом модифицированном дереве H' вершине m' подчинена группа 

s2  …  sr, и m' контролирует поток 

2 2( ,..., ) ( ) ( ) ... ( )c int int int

R k R R R kx s s x s x s x s    , 

а вершине m по-прежнему подчинена группа s, но m теперь контролирует поток 

1 2 2 1( , ... ) ( ) ( ... ) ( )c int int int

R k R R k Rx s s s x s x s s x s   . 

При этом затраты дерева изменились на величину 

2 1 2 1( ( ,..., )) ( ( , ... )) ( ( ,..., ))c c c

R k R k R kс x s s с x s s s с x s s  . 

Легко проверить, что 2 1 2 1( ,..., ) ( , ... ) ( ,..., )c c c

R k R k R kx s s x s s s x s s  . Поэтому в силу су-

пераддитивности функции c(x), затраты дерева не увеличились.  

Ту же операцию проделаем с получившимся деревом H' и так далее до тех пор, 

пока в получившемся дереве все вершины «второго типа» не будут иметь ровно две 

дочерние вершины. Поскольку при каждом преобразовании дерева его затраты не воз-

растают, полученное дерево оптимально.  

Пример 30. Пусть функция c(x) зависит только от линейной комбинации компо-

нент вектора x = (x
1
, …, x

p
), и ее можно представить в виде c(x) = c0(1x

1
 + … + px

p
), 
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где 1, …,p – неотрицательные коэффициенты, а c0() – неубывающая функция, опре-

деленная на множестве всех неотрицательных чисел. Для супераддитивности этой 

функции затрат достаточно выпуклости c0() в сочетании с условием нулевых постоян-

ных затрат, с0(0) = 0. Для субаддитивности же достаточно вогнутости с0().  

Итак, поскольку веерная иерархия единственна, то при субаддитивной функции 

затрат задача поиска оптимальной иерархии полностью решена. Для супераддитивной 

функции оптимальную иерархию достаточно искать среди 2-деревьев. Алгоритмы 

поиска оптимальных 2-деревьев описаны в [16, 18], там же приведены точные и эври-

стические алгоритмы поиска оптимальных деревьев, которые позволяют численно 

решать задачу поиска оптимальной иерархии для произвольной секционной функции 

затрат. 

Остаток данного раздела посвящен важному с практической точки зрения случаю, 

когда, как в примере 30, функция затрат вершины зависит от линейной комбинации 

компонент вектора потока, выпукла, и имеются ненулевые начальные затраты, то есть 

с0(0) > 0. Такая функция уже не будет супераддитивной, поэтому утверждением 19 

воспользоваться нельзя. 

Если функция затрат имеет вид c(x) = c0(1x
1
 + … + px

p
), то вместо многоком-

понентных потоков можно рассматривать «эффективные однокомпонентные» потоки, 

сводя произвольный вектор потока x = (x
1
, …, x

p
) к одному числу 1x

1
 + … + px

p
. 

Ниже считаем, что потоки сети однокомпонентные. 

Пусть в оптимальной иерархии H имеется q вершин верхних уровней, и эти вер-

шины m1, …, mq контролируют потоки x1, …, xq. Затраты этой иерархии 

1
( ) ( )

q

ii
C H c x


 . 

Поскольку в любой древовидной иерархии каждый поток контролируется одной и 

только одной вершиной, сумма потоков x1 +  … + xq равна суммарному потоку xR(W) 

между всеми начальными вершинами. Так как функция c() выпуклая, минимум выра-

жения 
1

( )
q

ii
c x

  по всем x1, …, xq, сумма которых равна xR(W), достигается при 

x1 = … = xq  = xR(W)/q, то есть при распределении суммарного потока xR(W) поровну 

между всеми q вершинами верхних уровней. 

Следовательно, выражение qc(xR(W)/q) дает нижнюю оценку затрат оптимальной 

иерархии, состоящей из q вершин верхних уровней. В оптимальной иерархии не может 

быть более 2n – 1 таких вершин (этот случай реализуется, если каждый лист подчинен 

своей вершине верхних уровней, а у остальных вершин верхних уровней по две дочер-
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ние вершины). Поэтому следующая формула задает нижнюю оценку затрат оптималь-

ного дерева: 

(47) 
1...2 1

( ) min ( ( ) / )R
q n

C R qc x W q
 

 . 

Обозначим q
*
 – количество вершин верхних уровней, при котором достигается 

минимум в формуле (47). Если над сетью связей можно надстроить дерево из q
*
 вершин 

верхних уровней, контролирующих одинаковые технологические потоки, то затраты 

этой иерархии будут совпадать с нижней оценкой (47) и, следовательно, эта иерархия 

будет оптимальной. 

1

2

1 2 1 1 2 1 11 743 5 62 8 9

2 2 2 2 2 2 2 2  

Рисунок 43. Пример сети связей 
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Рисунок 44. Пример оптимальной иерархии над линейной сетью связей 

Пример 31. Рассмотрим пример использования нижней оценки (47) для построе-

ния оптимальной иерархии. Пусть задана сеть с однокомпонентными потоками, изоб-

раженная на рисунке 43. Петлевой поток всех девяти вершин сети одинаков и равен 

двум, в то время как часть потоков между вершинами имеет величину 1, а часть – 2.  

Пусть функция затрат вершины в зависимости от величины x контролируемого 

ею потока определяется выражением c(x) = 3 + x
2
. Найдем оптимальную древовидную 

иерархию контроля потоков этой сети. 

Величина суммарного потока сети равна 28. Для поиска оптимального количества 

вершин верхних уровней q
*
 найдем точку минимума выражения q(3 + (28/q)

2
) по всем 

целым q от 1 до 2n – 1 = 17. Этот минимум достигается при 14 вершинах. Следователь-

но, дерево с 14 вершинами верхних уровней, в котором каждая отличная от листьев 

вершина контролирует одинаковый поток величины 2, оптимально. Такое дерево суще-

ствует и приведено на рисунке 44. 

В этой иерархии вершинам I-IX непосредственно подчинены листья 1-9. Верши-

нам X-XII подчинено по три вершины более низких уровней. Например, вершине X 
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подчинены вершины I-III, и она контролирует потоки 1-2 и 1-3 между этими вершина-

ми. Суммарная величина контролируемого потока равна двум. Вершины XIII и XIV 

составляют верхние уровни иерархии. Каждая из них контролирует единственный 

поток, также имеющий величину 2.  

К сожалению, для большинства сетей связей не существует дерева, в котором все 

вершины верхних уровней управляют строго одинаковыми потоками. Однако на основе 

нижней оценки (47) можно предложить следующий эвристический алгоритм постро-

ения дерева, в котором вершины верхних уровней контролируют примерно одинаковые 

потоки. 

Шаг 1. Находим оптимальное количество вершин верхних уровней 

(48) 
*

1...2 1

argmin ( ( ) / )R
q n

q qc x W q
 

 . 

Шаг 2. Определяем «эталонный» поток xR(W)/q
*
. 

Шаг 3. Последовательно добавляем в иерархию вершины таким образом, чтобы 

контролируемый ими поток был как можно ближе к эталонному потоку до тех пор, 

пора есть связи сети, не контролируемые ни одной из вершин верхнего уровня. 

Еще одна эвристика, основанная на использовании нижних оценок затрат опти-

мального дерева, описана ниже в параграфе 2.4.1.  

Итак, в настоящем разделе была рассмотрена задача поиска оптимальной древо-

видной иерархии для функции затрат контроля потоков. Были найдены условия опти-

мальности веерной иерархии и 2-дерева. Для выпуклых функций затрат вершины, зави-

сящих от линейной комбинации компонент вектора контролируемого потока, получена 

нижняя оценка затрат оптимальной иерархии и показано, что в оптимальной иерархии 

затраты всех вершин верхних уровней стремятся выровняться. Предложен эвристиче-

ский алгоритм построения «приближенно оптимального» дерева, а также алгоритм 

ветвей и границ точного решения задачи. 

Описанная выше модель контроля потоков была расширена и развита в [43]. В 

этой работе предполагалась, что затраты вершины зависят не только от контролируе-

мого вершиной потока, но и от ее внешнего потока. 

2.4. Секционные функции затрат 

Введенное в [18] понятие секционной функции затрат показало свою полезность 

во многих задачах оптимизации иерархических структур. Секционные функции пред-

ставляют собой пример чрезвычайно удачного компромисса между сложностью моде-

ли, богатством интерпретаций и разнообразием приложений с одной стороны, и воз-
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можностью конструктивного исследования соответствующих оптимизационных задач, 

как с точки зрения аналитических, так и с точки зрения алгоритмических методов.  

Тем не менее, в [16] показано, что задача поиска даже древовидной иерархии для 

секционной функции затрат имеет сверхэкспоненциальную сложность, а именно, коли-

чество вычислений функции затрат, которое может потребоваться для точного решения 

задачи, ограничено снизу функцией, которая растет быстрее экспоненты с ростом мощ-

ности множества начальных вершин n (примечательно, что доказательство вычисли-

тельной сложности задачи не опирается на понятие NP-сложности, и потому задача 

остается чрезвычайно алгоритмически трудоемкой независимо от решения задачи о 

строгости вложения класса P в NP). 

В связи с этим не приходится рассчитывать на эффективные точные алгоритмы 

решения задачи поиска оптимальной древовидной иерархии для секционной функции 

затрат общего вида. Однако можно предлагать различные эвристики и алгоритмы при-

ближенного решения задачи. 

В настоящем разделе описываются методы оптимизации древовидных иерархий 

для секционных функций затрат. В параграфе 2.4.1 описывается схема приближенного 

алгоритма, основанного на комбинации методов последовательной индукции, локаль-

ного поиска и подбора параметров, а также существенно использующего нижние оцен-

ки затрат иерархии. В этом жадном алгоритме дерево строится сверху вниз, начиная с 

веерной иерархии. На каждом шаге фиксируется вершина дерева, которой в данный 

момент подчинены только листья, и для нее выбирается количество добавляемых в 

дерево дочерних вершин и разбиение группы листьев, подчиненной данной вершине, 

по добавляемым дочерним вершинам. Разбиение выбирается на основе локального 

критерия, включающего в себя нижние оценки затрат поддеревьев. 

В теории задача поиска оптимальной иерархии обычно решается на некотором 

удобном множестве, например, на множестве всех деревьев, на множестве симметрич-

ных деревьев, и т.п. Однако на практике допустимые иерархии зачастую содержательно 

ограничены неформальным образом и каждого ограничения требует привлечения чело-

века-эксперта. Автоматическое решение таких задач невозможно – необходим интер-

активный автоматизированный процесс, цель которого – обеспечить поиск оптималь-

ной иерархии с минимальными трудозатратами эксперта. В параграфе 2.4.2 на базе 

алгоритма параграфа 2.4.1 строится основанная на локальном поиске интерактивная 

процедура оптимизации иерархий, описывается исходная информация и условия при-

менимости процедуры.  
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В параграфе 2.4.4 работы обсуждаются методы аналитического решения некото-

рых задач поиска оптимальной иерархии для секционной функции затрат. Показывает-

ся, что описанные выше в параграфе 1.2.5 результаты [18] о монотонных по группам, 

расширяющих, сужающих и сильно сужающих функциях представляют собой частные 

случаи монотонности функции затрат относительно тем или иным образом определяе-

мого частичного порядка на множестве допустимых иерархий. Приводятся примеры 

монотонности функции, в частности, относительно операции удаления дуг и вершин из 

графа транзитивного замыкания иерархии.  

2.4.1. Алгоритм поиска приближенно оптимальной древовидной иерархии 

В настоящем параграфе описывается схема алгоритма поиска приближенно опти-

мальной древовидной иерархии для произвольной секционной функции затрат. Основ-

ное свойство секционной функции – ее локальность – позволяет свести поиск опти-

мальной структуры к набору частных решений об оптимальном разбиении подчинен-

ной группы текущей вершины в ходе последовательного построения дерева сверху 

вниз. Локальный критерий оптимальности основан на использовании нижних оценок 

затрат иерархии. 

Обозначим через 0 множество всевозможных наборов s1, …, sk  W произволь-

ного числа k непересекающихся групп начальных вершин, то есть  

0 ≔ {{s1, …, sk}: k ∈ {2, …, n}, si  W, si ∩ sj = , i, j ∈ 1, …, k}. 

Зафиксируем некоторое множество   0 допустимых разбиений и для произ-

вольной группы s  W обозначим через (s) множество допустимых разбиений группы 

s: (s) ≔ {{s1, …, sk} ∈ : k ∈ {2, …, n}, s1 ∪ … ∪ sk = s}. 

Пусть во множество допустимых иерархий Ω входят только такие древовидные 

иерархии над множеством начальных вершин W, в которых подчиненные группы до-

черних вершин любой вершины иерархии образуют допустимое разбиение. Иначе 

говоря, если обозначить через ΩT(W) – множество древовидных иерархий над множе-

ством начальных вершин W, то Ω  ΩT(W) и верно, что H ∈ Ω  для любой вершины 

m ∈ M(H) и множества ее дочерних вершин m1, …, mk {sH(m1), …, sH(mk)} ∈ . В кон-

тексте секционных функций это означает, что определяемые множеством  ограниче-

ния допустимости накладываются на аргументы функции затрат отдельной вершины. 

Такие множества допустимых иерархий с ограничением на допустимые разбиения 

нередко возникают в прикладных задачах. Примерами служат рассматриваемые ниже в 

разделах 3.1 и 3.2 пользовательские меню и деревья принятия решений. Частным слу-

чаем является допустимость всех разбиений, тогда Ω = ΩT(W).  
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Предположим, что для любой группы начальных вершин s  W можно вычислить 

C(s) – нижнюю оценку затрат допустимой иерархии, которую можно надстроить над 

множеством начальных вершин s.
48

 В этом случае приближенно оптимальное дерево 

можно строить «сверху вниз», рекурсивно. На каждом этапе на основе эмпирического 

критерия K(s1, …, sk) выбирается число k дочерних вершин и допустимое разбиение 

{s1, …, sk} ∈ (s) между ними группы s, подчиненной текущей вершине иерархии. В 

качестве эмпирического критерия удобно использовать взвешенную сумму затрат 

текущей вершины и оценок затрат оптимальных иерархий, которые потенциально 

можно надстроить над ее дочерними вершинами: 

(49) K(s1, …, sk) = c(s1, …, sk) + (s)(C(s1) + … + C(sk)). 

 Значение весового коэффициента (s) определяется в основном средним каче-

ством нижней оценки C(). Так, если эта оценка точна, то есть всегда равна затратам 

оптимальной иерархии, то при (s) = 1 минимум K(s1, …, sk) по всем допустимым раз-

биениям s1, …, sk равен затратам оптимальной древовидной иерархии над группой s. 

Тогда при условии перебора всех допустимых разбиений из (s) алгоритм находит 

точное решение задачи. Чем нижняя оценка C() в среднем консервативнее, тем, по 

идее, бóльшим должно быть значение (s) для того, чтобы сбалансировать в (49) затра-

ты c(s1, …, sk) текущего узла и оценку затрат C(s1) + … + C(sk) дочерних поддеревьев. 

Значение коэффициента (s) в общем случае может зависеть от подчиненной 

группы s (чаще – от ее размера |s|) для того, чтобы подстраиваться под качество нижней 

оценки для различных групп (в частности, под среднее качество оценки для групп 

разного размера). 

Задача полного перебора допустимых разбиений из множества (s) может, в за-

висимости от количества допустимых разбиений, сама быть довольно трудоемкой 

(полное число разбиений множества из n элементов на непустые подмножества, т.н. 

число Белла, превышает 50 триллионов уже для n = 20). В этом случае необходима 

эвристическая процедура неполного перебора разбиений.  В частности, хорошо себя 

зарекомендовали процедуры локального поиска, например, такие, в которых окрест-

ность разбиения задается с помощью операции объединения пары составляющих раз-

биение множеств. «Жадный» алгоритм выбора разбиения группы s тогда стартует с 

                                                 

48
 Примером такой оценки является полученная в предыдущем параграфе форму-

ла (48), другие оценки, ориентированные на конкретные приложения, описаны ниже в 

разделах 3.1 и 3.2. 
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максимально детального разбиения {{w}: w ∈ s}, на каждом шаге  перебирает «сосед-

ние» разбиения и переходит к тому из них, которое доставляет минимум эвристическо-

му критерию (49) в том случае, если текущее разбиение хуже.  

Если окрестность определена с помощью операции объединения множеств, то 

трудоемкость предлагаемого алгоритма довольно просто оценить сверху. Очевидно, 

наихудший случай достигается при полном отсутствии ограничений на разбиения, 

когда  = 0. Пусть вычисление нижней оценки для множества начальных вершин из n' 

элементов требует порядка (n' – 1)

 операций, где   ≥ 1 (оценок более экономных, чем 

линейные по n', пока не построено, а оценки со сверхполиномиальной по n сложностью 

для подобного алгоритма применять не имеет смысла). Тогда на i-м шаге локального 

поиска разбиения группы из n' элементов (заметим, что 1 ≤ i < n' – 1) имеем текущее 

разбиение из n' – i + 1 подгрупп. Следовательно, окрестность разбиения состоит из  

(n' – i + 1)⋅(n' – i) / 2 разбиений, каждое из которых состоит из n' – i подгрупп. Сумма 

размеров групп равна n', причем размер любой подгруппы не менее 1. Для каждой из 

подгрупп необходимо вычислить нижнюю оценку. Легко показать, что наихудший с 

точки зрения сложности вычислений случай реализуется, когда имеется одна группа 

размера i + 1, и n’ – i – 1 групп размера 1. В этом случае для вычисления нижних оце-

нок необходимо порядка i

 операций, то есть для выбора наилучшего перехода к сосед-

нему разбиению необходимо порядка i

 (n' – i + 1) (n' – i) / 2 операций. Суммируя по i 

от 1 до n' – 2, получаем общую сложность выбора разбиения порядка n'
 + 3

 для группы 

размера n'. Наихудшим для алгоритма является случай последовательной иерархии, в 

которой разбиение каждой группы состоит из двух подгрупп, одна из которых состоит 

из единственного элемента. Значит, для вычисления верхней оценки общей сложности 

алгоритма необходимо просуммировать трудоемкость разбиения групп размера n' = 2, 

3, …, n, что дает порядка n
 + 4

. Используя эти соображения, можно вычислить и точную 

формулу верхней оценки сложности. Эта оценка достигается в случае, когда оптималь-

на последовательная иерархия (в частности, это верно для так сильно сужающих функ-

ций затрат, см. определение в параграфе 1.2.5), для большинства же возникающих в 

различных приложениях подклассов секционных функций затрат средняя сложность 

поиска разбиения существенно ниже. 

На практике множество допустимых разбиений (s) зачастую сильно ограничено, 

что позволяет разрабатывать и другие схемы перебора допустимых разбиений, как, 

например, в рассматриваемой ниже в разделе 3.1 задаче построения дерева принятия 

решений. 
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Еще одна особенность предлагаемого алгоритма состоит в подборе параметра  

(а, точнее, в подборе зависимости (s)) – алгоритм запускается несколько раз при раз-

личных зависимостях (s), и выбирается самое дешевое из построенных деревьев. 

Проверим гипотезу о том, что чем консервативнее нижняя оценка, тем бóльшим долж-

но быть значение (s) для получения наилучших результатов работы алгоритма.  

Эта гипотеза основывается на следующих соображениях. Как уже отмечалось, ес-

ли нижняя оценка всегда совпадает с затратами оптимальной иерархии, то при выборе 

(s) = 1 перебор всех допустимых разбиений гарантирует оптимальность иерархии, 

построенной с помощью описываемых алгоритмов. В общем случае нижняя оценка 

C(W) для множества листьев W строго меньше затрат оптимальной древовидной иерар-

хии, которые обозначим через C
*
(W). Предположим, что качество нижней оценки (то 

есть отношение C(s) / C
*
(s)) одинаково для любых групп s  W. Тогда, выбрав параметр 

(s) равным, например, C
*
(W) / C(W), мы снова сможем гарантировать построение 

алгоритмом строго оптимального дерева. В реальности проблема, конечно, в том, что 

качество нижней оценки не только неизвестно заранее, но существенно (и притом 

сложным образом), зависит от s. 

Эти соображения, однако, позволяют предложить следующую схему подбора па-

раметра алгоритма . Запустим алгоритм для 1 = 1 и получим первое приближение – 

некоторую иерархию H1 с затратами С(H1). Запустим алгоритм снова с параметром 

2 = С(H1)/C(W) и построим иерархию H2. Если она дешевле, чем H1, запустим алго-

ритм снова с параметром 3 = С(H2)/C(W), иначе останавливаемся. Алгоритм запуска-

ется с уточненным значением параметра до тех пор, пока достигается улучшение ре-

зультата и есть время на вычисления (что бывает критичным в прикладных задачах). 

Даже ограничившись двумя итерациями, можно существенно повысить качество 

алгоритма. Так, в разделе 3.1 алгоритм, основанный на описанной выше идее, сравни-

вался с популярной эвристикой построения деревьев принятия решений EG2 (также 

включающей в себя процедуру подбора параметра) на примере стандартного набора 

данных Cars из набора UCM Machine Learning Repository. Если при  = 1 рассматрива-

емый алгоритм давал результаты не хуже, чем EG2 в 40% случаев, то при добавлении 

второй итерации – уже в 73% случаев. 

2.4.2. Интерактивная методика оптимизации древовидных иерархий 

Выше рассматривались постановки задачи поиска оптимальной иерархии для раз-

личных классов функций затрат и различных допустимых множествах. Вид множества 

допустимых иерархий  в параграфе 1.3.1 был выбран в качестве одного из важнейших 
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оснований классификации.  Выделялись множества иерархий, древовидных иерархий, 

последовательных деревьев, и др. Эти множества допускают компактное определение и 

удобные методы перечисления своих элементов, что удобно для разработки аналитиче-

ских и алгоритмических методов решения задачи. В предыдущем параграфе рассмат-

ривались существенно более сложные допустимые множества деревьев с ограничения-

ми на допустимые разбиения. 

Однако на практике некоторые ограничения на иерархические структуры вообще 

нельзя эффективно учесть в математической постановке задачи, так как они носят 

неформальный характер. Например, за проверкой допустимости той или иной группи-

ровки Интернет-сайтов в веб-каталоге (см. подробнее ниже в разделе 3.2) необходимо 

обращаться к эксперту – разработчику меню. Аналогичная ситуация возникает при 

наличии помимо главного критерия (затрат иерархии) еще и ряда неформальных 

(например, симметрия, привлекательность формы иерархии). Полностью автоматиче-

ское решение задач с такими неформальными компонентами невозможно – необходим 

интерактивный автоматизированный процесс, основная цель которого – обеспечить 

поиск оптимальной иерархии с минимальными трудозатратами эксперта. Теоретиче-

ское решение без ограничений при этом играет роль идеала, которого нельзя достичь, 

но к которому нужно стремиться. 

В настоящем параграфе приводятся требования к такому итерационному процес-

су, предлагается процедура, удовлетворяющая этим требованиям, описывается инфор-

мация, необходимая для работы этой процедуры, а также условия ее применимости. В 

заключение обсуждаются перспективы развития теоретических и прикладных методов 

оптимизации иерархий. 

Интерактивные процедуры оптимизации обычно основаны на методе последова-

тельных улучшений (локального поиска [56]). Сам метод весьма прост, и состоит в том, 

что эксперт небольшими изменениями улучшает текущий вариант решения до тех пор, 

пока видит такую возможность. Однако чтобы эта процедура заработала на практике, 

необходимо выполнение ряда условий. 

Требования к процессу можно разделить на требования к схеме локального поис-

ка и требования к удобству работы эксперта. Так, в частности, схема поиска должна 

всегда приводить если не к оптимальному, то к почти оптимальному решению. Это 

значит, что пути улучшения решения не должны приводить к локальным оптимумам с 

существенно худшим качеством. Количество «соседей» текущего решения, переход к 

одному из которых осуществляется на каждой итерации улучшения, не должно быть ни 
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слишком большим (чтобы не усложнять выбор), ни слишком малым (чтобы чрезмерно 

не удлинять цепочку шагов до цели). 

Требования к удобству не менее важны для реализуемости процесса. Они типич-

ны для всех автоматизированных систем (АС), основанных на постепенном улучшении 

решения.  

Во-первых, АС должна на каждом шаге вычислять значение критерия оптималь-

ности (затрат иерархии) для текущего варианта решения.  

Во-вторых, АС должна уметь вычислять значение критерия или его оценку для 

оптимального решения. Разница текущих и минимальных затрат позволяет оценить 

расстояние до цели, и малое значение разницы служит поводом для остановки процесса 

улучшения. Ценными также являются предсказания относительно примерного вида 

оптимальной структуры (например, степени ее вершин на разных уровнях иерархии). 

В-третьих, АС должна подсказывать эксперту, куда в данный момент необходимо 

прикладывать усилия для улучшения текущего решения. Это особенно важно для оп-

тимизации сложных структур: локальные улучшения иерархии сводятся к улучшению 

ее отдельных вершин, и если система не покажет, какая ее вершина нуждается в улуч-

шении, эксперт будет вынужден перебирать все вершины (что очень трудоемко) или 

оптимизировать случайную вершину (что снижает эффективность работы). Таким 

образом, для каждой вершины текущей иерархии АС должна вычислять степень его 

неоптимальности. Кроме того, необходимо показывать, как должна данная вершина 

выглядеть «в идеале», чтобы показать эксперту, к чему следует стремиться. 

В-четвертых, АС должна подсказывать направления улучшения текущей верши-

ны, то есть вычислять результаты локальных изменений – переходов к «соседним» 

иерархиям. Эксперт может следовать рекомендациям системы, а может выбрать свой 

путь, но система всегда показывает текущее положение, точку приложения усилий и 

направления улучшений.  

Наконец, для АС оптимизации иерархий вполне естественны требования удобной 

визуализации текущей и целевой иерархии. 

Таким образом, структура АС предполагает определенную степень развитости 

математической теории оптимизации иерархических структур. От теории требуется:  

1. вычислять затраты любой допустимой иерархии; 

2. вычислять оценки (верхние или нижние) затрат оптимальной иерархии; 

3. предсказывать примерный вид оптимальной иерархии; 

4. вычислять степень неоптимальности каждой вершины допустимой иерархии; 



 158 

5. показывать примерный вид оптимальной вершины (например, оптимальную вет-

вистость вершины дерева); 

6. перечислять локальные изменения структуры вершины и оценивать их эффект. 

С вычислением затрат иерархии обычно проблем не возникает. Что касается оце-

нок, то для задач поиска оптимального дерева при некоторых классах функций затрат 

(в частности, однородных функциях и функциях затрат про контролю потоков) в 

предыдущих разделах описаны достаточно эффективные и удобные нижние оценки (7) 

и (48). Понятно, что эти оценки остаются нижними оценками и на любом подмноже-

стве множества древовидных иерархий (в частности, на множествах с ограничением на 

допустимые разбиения), и их применимость ограничена лишь тем, насколько более 

грубыми они становятся на этом суженном множестве.  

Процедуры построения нижних оценок обычно дают полезную информацию и о 

виде оптимальной иерархии в целом, и о характеристиках ее отдельных узлов. Так, 

например, для однородных функций затрат известно, что в оптимальном дереве ветви-

стость всех вершин примерно одинакова (см. параграф 2.1.2), а для затрат по контролю 

потоков – что примерно одинаков поток, контролируемый каждым узлом (см. раздел 

2.3). Локальные изменения иерархии обычно сводятся к слиянию двух соподчиненных 

вершин или разделению вершин на несколько. Их легко перечислять, и эксперт обычно 

легко может выделить из них допустимые. 

Таким образом, единственный необходимый компонент – это критерии степени 

неоптимальности вершины произвольной иерархии. Ниже такие критерии предлагают-

ся, и кратко исследуются их свойства. 

Предположим, что помимо вычисления затрат С(H) произвольного дерева H, 

надстроенного над любой группой s  W, мы умеем вычислять некоторую нижнюю 

оценку C(s) затрат оптимальной древовидной иерархии над этой группой s. Рассмотрим 

некоторое дерево H над множеством W. Если оно неоптимально, то между его затрата-

ми C(H) и нижней оценкой C(W) есть существенная разница (H) := C(H) – C(W). Это и 

есть главный критерий неоптимальности иерархии в условиях невозможности вычис-

ления точного значения затрат оптимального дерева.  

Так же как затраты иерархии C(H) складываются из затрат ее вершин, хотелось 

бы, и чтобы степень неоптимальности (H) иерархии H складывалась из степеней не-

оптимальности ее вершин. То есть хотелось бы как-то правдоподобно распределить 

величину (H) по вершинам дерева H, чтобы эксперт смог увидеть наиболее неопти-

мальные вершины, и сконцентрироваться в первую очередь на их улучшении.  
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Для произвольной вершины m дерева H обозначим через Hm поддерево H с кор-

нем m. Пусть произвольной вершине m в дереве H подчинены вершины m1, …, mr. 

Введем величину 

1 1( ) : ( ,..., ) [ ( ) ( ) ... ( )]m r rH c s s C s C s C s      , 

где для краткости введены обозначения s := sH(m), si := sH(mi), i = 1, …, r. 

Если нижняя оценка C() удовлетворяет техническому условию  

(50) 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ,..., )r rC s C s C s c s s    , 

то величины m(H) будут неотрицательными.  

Пример 32. Докажем, что неравенство (50) справедливо для однородных функций 

и нижней оценки (7). Рассмотрим случай степени однородности ≠ 1. В этом случае, по 

формуле (9), ( ) | ( ) | (| |, ( ))s
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где : /
ii s sx   , i = 1, …, r. Поскольку, очевидно, r ≤ |s|, а (x1, …, xr) ∈ Dr((s)), значит, 
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что и доказывает (50) для  ≠ 1. Случай  = 1 рассматривается точно так же. ● 

Аналогично неравенство (50) можно доказать для функций контроля потоков и 

нижней оценки (48).  

Заметим, что сумма ( )m H
 
по всем узлам произвольного дерева H дает в точно-

сти (H), поскольку для каждой промежуточной (отличной от листьев и корня) верши-

ны m в получающейся сумме члены C(sH(m)) будут фигурировать дважды с разными 

знаками. 

Далее, если все поддеревья с вершинами в mi – непосредственных подчиненных 

узла m – оптимальны, то m(Hm) = (Hm), то есть вся «неоптимальность» относится на 
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единственную неоптимальную вершину, что говорит о правильности локализации 

критерием m(H) этой самой неоптимальности. 

На основе критерия m(H) можно ввести производные критерии, например, вели-

чина m(H)/(H) показывает вклад (в процентах) вершины m в неоптимальность всей 

иерархии, а величина m(H) := m(H)/[C(s) – C(s1) – … – C(sk)] – потери (в процентах) в 

вершине m по сравнению с оптимальным устройством этой вершины. В совокупности 

эти критерии позволяют разработать удобный инструмент интерактивной оптимизации 

иерархических структур. Ниже в разделе 3.2 описывается разработанная аспирантом 

А.И. Даниленко информационная система автоматизированного проектирования 

иерархических пользовательских меню TheMenuDesigner, в которой реализованы все 

описанные в настоящем параграфе принципы. 

В заключение параграфа кратко обсудим условия применимости предлагаемого 

интерактивного процесса. Во-первых, неформальные ограничения допустимости 

иерархий должны быть понятными, то есть должны легко проверяться человеком. Во-

вторых, требуется наличие этого человека – эксперта. Предложенный процесс подроб-

но проработан только для поиска деревьев, и интересным представляется обобщение 

этого подхода на поиск недревовидных иерархий.  

И, наконец, важным является наличие хороших нижних оценок для задачи с не-

формальными ограничениями. Обычно нижние оценки получаются для задач без огра-

ничений, и тогда условие применимости процесса состоит в том, чтобы ограничения 

позволяли бы, тем не менее, достаточно близко подойти к оптимальной (без ограниче-

ний) иерархии. 

2.4.3. Частичные упорядочения иерархий и локальный поиск 

В параграфе 1.2.5 выше вводились понятия монотонных по группам, сужающих и 

расширяющих функций затрат. Все они представляют собой частные случаи некоторой 

разновидности монотонности функции затрат относительно заданного частичного 

упорядочения на множестве допустимых иерархий. Именно, для каждой допустимой 

иерархии H из конечного множества  допустимых иерархий определим множество 

(H)   (возможно, пустое) последователей иерархии H. Набор множеств (H), 

H  , определяет ориентированный граф, в котором множество узлов равно , а дуга 

от узла-иерархии H к узлу-иерархии H' проводится тогда и только тогда, когда 

H'  (H). Если получившийся граф не содержит циклов (в том числе, петель), то он 

порождает некоторое строгое частичное упорядочение  допустимых иерархий из . 
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Функция называется монотонной относительно частичного порядка, если она 

сохраняет этот порядок, то есть из 'H H  следует, что С(H')  С(H). Однако ниже 

зачастую будет достаточно более слабого требования к функции затрат.  

Определение 32. Функция затрат иерархии С(H) слабо возрастает относитель-

но частичного порядка , если для любой иерархии H   найдется такой последова-

тель H'  (H), что C(H)  C(H'). Функция затрат иерархии слабо убывает относитель-

но , если найдется такой H'  (H), что C(H)  C(H'). Заменой нестрогих неравенств 

на строгие определяется строгое слабое возрастание и убывание функции затрат. 

Для задач минимизации интересны убывающие (по частичному упорядочению) 

функции затрат. Из конечности множества  следует непустота множества максималь-

ных элементов в упорядочении  (конечных вершин в порождающем графе, то есть 

вершин, не имеющих последователей). Тогда можно сделать вывод, что минимум слабо 

убывающей функции затрат достигается на одном из максимальных элементов упоря-

дочения  (это, разумеется, верно и для обычных убывающих функций). Действитель-

но, в силу транзитивности отношения  и конечности  всегда можно построить це-

почку последователей от произвольной оптимальной иерархии H до одной из конечных 

в упорядочении  иерархий H' так, что затраты H' не будут превышать затрат H (для 

обычной убывающей функции любая такая цепочка будет не увеличивать затраты). 

Более того, минимум строго возрастающей функции (в том числе, и слабо строго воз-

растающей) может достигаться только на одном из максимальных элементов . Таким 

образом, поиск оптимальных иерархий достаточно вести на множестве максимальных 

элементов , что упрощает задачу, если эти максимальные элементы удобно характе-

ризуются или перечисляются. 

Поскольку элементы множества  являются иерархиями, множества последова-

телей обычно довольно естественным образом определяются через те или иные опера-

ции преобразования этих иерархий. Приведем пример такой операции, лежащей в ос-

нове понятия расширяющих функций затрат (см. параграф 1.2.5 выше). 

Пример 33. Рассмотрим задачу оптимизации иерархии на множестве  иерархий, 

удовлетворяющих всем требованиям, перечисленным в утверждении 1. Это, в частно-

сти, предполагает единственность терминальной вершины иерархии. Рассмотрим про-

извольную иерархию H  . Обозначим ее терминальную вершину через m. Если это 

единственная вершина в иерархии H, отличная от начальных, то зададим (H) := . В 

противном случае (H) будет состоять из всех иерархий, получающихся удалением 

любой из детей вершины m с переподчинением вершине m тех детей удаляемой верши-
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ны, которые не имеют других родителей. Рисунок 45 иллюстрирует описанное преоб-

разование. Удаляется вершина m1 с переподчинением ее детей начальной вершине m, 

причем вершина v2 не переподчиняется, так как имеет другого родителя, вершину v3. 

Можно проверить, что преобразованная таким образом иерархия удовлетворяет всем 

требованиям, перечисленным в утверждении 1, а потому будет принадлежать множе-

ству .  

 

v1

m

v2

v3
m1 v4

v1

m

v2

v3 v4

 

Рисунок 45. Пример преобразования иерархии с удалением вершины 

 

Ацикличность графа, порождаемого операцией удаления вершины, очевидна в 

силу того, что любой последователь иерархи H имеет на одну вершину меньше, чем H. 

Убывание функции затрат относительно такой операции эквивалентно тому, что функ-

ция является расширяющей. Действительно, по определению расширяющей функции 

затрат (см. параграф 1.2.5 выше) для любого набора более чем из двух групп s1, …, sk и 

любого числа j  {2, …, k – 1} выполняется неравенство  

1 1 1 1( , , ) [ ( , , ) ( , ,..., )] 0k j j j kc s s c s s c s s s s     . 

В левой части неравенства как раз и стоит изменение затрат иерархии при удале-

нии вершины. Новые затраты терминальной вершины равны c(s1, …, sk) и, в силу невы-

годности дублирования, они не увеличатся при удалении из подчинения групп, полно-

стью содержащихся в других группах набора, что и дает затраты иерархии-

последователя. 

Множество максимальных в упорядочении элементов состоит из единственной 

иерархии – веерной, что решает задачу поиска оптимальной иерархии для рас-

ширяющей функции затрат, как это и следует из утверждения 3 параграфа 1.2.5. Заме-

тим, что для оптимальности веерной иерархии было бы достаточно и слабого убывания 

функции относительно введенного частичного порядка, что говорит о некоторой избы-

точности понятия расширяющей функции.  

Слабая монотонность функции затрат относительно частичного порядка, обратно-

го к описанному выше, соответствует сужающей функции затрат. Максимальные 

иерархии в этом обратном порядке – это всевозможные 2-иерархии, в которые уже 



 163 

невозможно вставить новую промежуточную вершину. Только среди таких иерархий и 

стоит искать оптимальную на  иерархию для сужающей функции затрат.  

Частичные порядки, соответствующие свойствам монотонности по группам и 

сильного сужения функции затрат, строятся аналогично, хотя и имеют более сложную 

структуру.  Разумеется, можно вводить и другие преобразования иерархий, подобные 

рассмотренным выше и, доказывая слабое убывание функции затрат относительно этих 

преобразований, ограничивать область потенциально оптимальных иерархий «конеч-

ными» иерархиями, для которых преобразование провести нельзя. Ценность таких 

результатов определяется удобством проверки слабого убывания функции относитель-

но данного преобразования и легкостью содержательной интерпретации множества 

«конечных» иерархий. 

Например, специально для поиска оптимальных двоичных деревьев можно опре-

делить «облегченную» версию сильного сужения.  

Определение 33. Сужающая на наборах непересекающихся групп функция затрат 

называется сильно сужающей на наборах непересекающихся групп, если для любых 

непересекающихся групп s1 и s2 из двух или более листьев выполнено по крайней мере 

одно из двух неравенств: 

а) для любого 
1sw  1 2 1 1 2 1 2( , ) ( \{ },{ }) ( \{ }, ) (( \{ }) ,{ })c s s c s w w c s w s c s w s w    , 

б) для любого 
2sw  1 2 2 1 2 1 2( , ) ( \{ },{ }) ( , \{ }) ( ( \{ }),{ })c s s c s w w c s s w c s s w w    . 

Отметим отличие этих формул от условий «обычного» сильного сужения из 

Определения 18. 

 

m1

m

m2

а) б)

v v’

w w’

m

m2

v v'

w w’

m3

 

Рисунок 46. К определению сильно сужающей  

на непересекающихся группах функции затрат 

 

Аналогично теореме 11 из [49] доказывается следующий результат. 

Утверждение 20. Для сильно сужающей на наборах непересекающихся групп 

функции затрат на множестве всех деревьев (а также множестве всех 2-деревьев) суще-

ствует оптимальное последовательное дерево. 
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Доказательство представляет собой упрощенную версию доказательства теоремы 

11 из [49] (для деревьев многие доказательства становятся принципиально проще, чем 

для иерархий общего вида).  

 

В заключение параграфа рассмотрим еще один способ определения частичного 

порядка на множестве иерархий и получим условия, которым удовлетворяет оптималь-

ная иерархия при функции затрат иерархии, монотонной относительно этого частично-

го порядка. В отличие от предыдущих разделов, изложение будет вестись в терминах 

функции затрат всей иерархии, а не в терминах функций затрат вершин. Нам будет 

удобно несколько расширить понятие иерархии, разрешив изолированные вершины, 

отличные от вершин множества начальных вершин W. 

Определение 34. Функция множества f(A) называется монотонной, если для лю-

бой пары множеств A  A'  выполняется f(A) ≤ f(A').  

До конца параграфа считаем, что иерархия H – это ациклический ориентирован-

ный граф с множеством вершин V(H) = W∪M(H) и множеством дуг E(H)  V(H) × M(H). 

Функция затрат иерархии C(H) является, по сути, функцией двух множеств, V(H) и 

Е(H). 

Определение 35. Функция затрат иерархии : [0, )С    называется дуго-

монотонной, если для произвольных допустимых иерархий 1 1,H V E  , 

2 2,H V E   таких, что 21 EE  , выполнено неравенство 1 2( ) ( )C H C H  (иначе гово-

ря, удаление из иерархии дуг не увеличивает ее затрат). Функция затрат : [0, )С    

называется вершинно-монотонной, если неравенство 1 2( ) ( )C H C H  выполнено для 

произвольных иерархий 1 1,H V E  , 2 2,H V E   таких, что  21 VV   (удаление 

из иерархии изолированных вершин не увеличивает ее затрат). Если неравенство 

1 2( ) ( )C H C H  выполняется строго, то функцию назовем строго дуго-монотонной или 

строго вершинно-монотонной соответственно. Одновременно и дуго-монотонную и 

вершинно-монотонную функцию будем называть монотонной. Одновременно и строго 

дуго-монотонную и строго вершинно-монотонную функцию – строго монотонной. 

Отметим, что если задана иерархия ,H V E  , то любой ориентированный граф 

' , 'H V E  , в котором EE ' , также является иерархией. 

Для произвольного графа  EVG , множество дуг E можно рассматривать, как 

бинарное отношение (отношение подчиненности) на множестве V.  
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Определение 36. Бинарное отношение E  называется произведением 21EE  бинар-

ных отношений E1 и E2, если Evv ),( 21    2211 ),(,),(: EvwEwvw  . Для произвольного 

отношения E естественным образом определяется  его k-я степень kE . 

Транзитивное замыкание бинарного отношения определяется по формуле  

(51) 2 ... k

k

E E E E



  . 

Транзитивное замыкание отношения E является минимальным транзитивным от-

ношением, содержащим E. Если исходное отношение E ациклично, то транзитивное 

замыкание антирефлексивно. 

Определение 37. Для произвольной иерархии ,H V E   граф : ,H V E    бу-

дем называть графом подчиненности иерархии H (иногда E  называют отношением 

достижимости [35], а : ,H V E    – графом достижимости).  

Определение 38. Для произвольной вершины Vv  иерархии H = <V, E> множе-

ство ( ) : { ' : ( ', ) } ( )H E
S v v V v v E Q v

     будем называть множеством потомков верши-

ны v, коллективом ( )HK v  назовем множество ( ) : ( ) { }H HK v S v v , а множество 

( ) : { ' : ( , ') } ( )H E
M v v V v v E R v

     – множеством предков вершины v.  

Равенство графов подчиненности порождает отношение эквивалентности на мно-

жестве иерархий, то есть расслаивает множество   на классы эквивалентных графов 

(графов с одинаковыми графами подчиненности). Класс эквивалентных графов с тран-

зитивным замыканием E  обозначим через ( )E . 

Определение 39 [35]. Для произвольной иерархии ,H V E   ее базисным гра-

фом называется минимальный граф ' , 'H V E  , имеющий то же транзитивное замы-

кание, что и H. 

Для ациклического графа, которым является иерархия H, базисный граф един-

ственный [35]. Кроме того, можно показать, что  

(52) ' \ ( )E E E E   .  

Содержательный смысл этой операции прост – для каждой вершины графа, соот-

ветствующего отношению подчиненности иерархии H, удаляются подчиненные ее 

подчиненных. 

Базисый граф является иерархией, то есть 0'H  . Транзитивное замыкание H'  

равно E , и удаление любой связи из графа H' приводит к изменению его транзитивно-

го замыкания. В то же время, добавление в H' любой связи, имеющейся в его транзи-

тивном замыкании, оставляет транзитивное замыкание неизменным. 
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Содержательно все базисные графы описываются известным еще с феодальных 

времен правилом «вассал моего вассала – не мой вассал». Это следует непосредственно 

из (52), ведь для каждой вершины из множества всех подчиненных удаляются подчи-

ненные подчиненных. 

Как уже было отмечено, среди иерархий с одинаковым графом подчиненности ба-

зисный граф имеет минимальное число дуг. Поэтому при дуго-монотонной функции 

затрат иерархии базисный граф имеет минимальные затраты на этом классе иерархий, а 

при строго дуго-монотонном  базисный граф строго дешевле любой иерархии из данно-

го класса.  

Утверждение 21. Пусть для любой допустимой иерархии из   ее базисный граф 

также содержится в  , а функция затрат иерархии дуго-монотонна. Тогда для любого 

числа 0  найдется некоторый базисный граф H
*
 с затратами *( ) inf ( )

G
C H C G 


  . 

Если также известно, что существует оптимальная иерархия на   (например, если 

множество   конечно), то существует базисный граф из   с минимальными затрата-

ми. Если функция затрат строго дуго-монотонна, то любая оптимальная иерархия явля-

ется базисным графом. 

Доказательство.  Пусть оптимальная иерархия существует. Предположим, что ни 

одна из оптимальных иерархий не являются базисным графом. Тогда выберем произ-

вольную оптимальную иерархию. В силу дуго-монотонности функции затрат ее базис-

ный граф имеет не большие затраты и по условию утверждения является допустимым. 

Следовательно, базисный граф принадлежит решению. 

Предположим теперь, что функция затрат строго дуго-монотонная и оптимальная 

иерархия H
*
 не является базисным графом. Тогда соответствующий базисный граф 

имеет (в силу строгой дуго-монотонности функционала) строго меньшие затраты, чем 

H, что невозможно в силу оптимальности H. 

Пусть теперь нижняя грань затрат иерархии на   не достигается. Тогда в силу 

неотрицательности функции затрат для любого 0  найдется иерархия H с затратами

( ) inf ( )
G

C H C G 


  . Но базисный граф иерархии H имеет затраты не большие затрат H и 

по условию утверждения является допустимым.  

Условия на допустимое множество   из формулировки утверждения выполнены, 

в частности, если   ограничивает не сами допустимые иерархии, а допустимые графы 

подчиненности, отношения достижимости.  
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Таким образом, утверждение говорит о том, что зачастую при дуго-монотонной 

функции затрат искать оптимальную иерархию достаточно на множестве базисных 

графов из  .  

Данный результат имеет и следующее значение. Между базисными графами и 

графами подчиненности имеется взаимно однозначное соответствие, определяемое 

формулами (51) и (52). Поэтому имеется возможность переформулировать задачу в 

терминах графов подчиненности и, соответственно, решать задачу на множестве гра-

фов подчиненности, пользуясь результатами исследований отношений частичного 

порядка, которыми, фактически, являются графы подчиненности. 

Если множество допустимых иерархий совпадает с множеством всех иерархий, 

0
 
можно сформулировать более сильное условие оптимальности. 

Утверждение 22. Если задача поиска оптимальной иерархии на 0  имеет реше-

ние, а функция затрат строго монотонная, то оптимальная иерархия – дерево.  

Доказательство. Пусть задана оптимальная иерархия 
0,H V E  . В ней по 

определению есть как минимум одна вершина m, такая что sH(m) = W. Пусть f – это 

коллектив вершины m. Рассмотрим граф ' ,H V f E f f   . Он получен из H уда-

лением всех вершин, из которых нет пути в m, а также входящих и исходящих дуг этих 

вершин. Ациклический граф Н' по-прежнему содержит вершину m, и sH'(m) = W, поэто-

му H' ∈ Ω0. Кроме того, в Н' вершина m – единственная терминальная вершина, так как 

ее коллектив совпадает с множеством всех вершин иерархии. 

Поскольку иерархия H оптимальна, H = H', так как иначе в силу строгой монотон-

ности затраты Н' строго меньше, что противоречит оптимальности H. Таким образом, в 

оптимальной иерархии из любой вершины есть путь в терминальную вершину m. 

Предположим, что в иерархии H найдется вершина v, из которой выходит более одной 

дуги, то есть множество ( )HR v  содержит как минимум два элемента – 'v  и ''v . Удалим 

дугу (v, v'). Коллектив терминальной вершины m не изменился, так как из вершины ''v  

по-прежнему есть путь в m, а из v есть дуга в ''v . В то же время, в силу строгой моно-

тонности затраты иерархии строго уменьшилась, а это невозможно, так как H опти-

мальна. Следовательно, оптимальная иерархия H является деревом с корнем m.  

Утверждение 23. Если функция затрат монотонна, то на Ω0 существует опти-

мальное дерево.  

Доказательство. Возьмем оптимальную иерархию H из Ω0  и аналогично доказа-

тельству утверждения 22 удалим все вершины, из которых нет пути в вершину m, груп-

па которых совпадает с множеством начальных вершин W. Если в получившемся графе 
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из каждой вершины, кроме m, выходит одна дуга, то получили искомое дерево. В про-

тивном случае вершин, из которых выходит более одного ребра конечное число, и мы 

можем для каждой из них удалить все исходящие дуги кроме одной (произвольной). 

Получившееся ордерево будет принадлежать Ω0 и в силу монотонности функции иметь 

не большие затраты, чем H.  

Полученные результаты позволяют сделать вывод, что при поиске оптимальной 

иерархии на Ω0 при монотонном функционале стоимости достаточно ограничиться 

древовидными иерархиями. Монотонность функции затрат из определения 35 является 

альтернативным к монотонности по группам (см. определение в параграфе 1.2.5) до-

статочным условием оптимальности древовидной иерархии. 

2.5. Расширения модели секционных функций затрат 

Уже неоднократно отмечались достоинства класса секционных функций затрат, 

впервые предложенного А.А. Ворониным и С.П. Мишиным в [18]. Секционные функ-

ции, с одной стороны, позволяют конструктивно исследовать абстрактную задачу по-

иска оптимальной иерархии, с другой стороны – позволяют описывать обширное мно-

жество прикладных задач. Понятие секционных функций, без сомнения, лежит в основе 

всех результатов, полученных в настоящей работе. Все функции затрат, рассматривае-

мые до сих пор – однородные, зависящие от мер, функции затрат по контролю потоков 

и т.д. – были секционными. При исследовании прикладной проблемы оптимизации 

иерархии доказательство секционности функции затрат является первым шагом в ре-

шении задачи. 

Однако на практике встречаются и задачи оптимизации иерархии, функцию за-

трат в которых нельзя свести к секционной, и эти задачи требуют разработки методов 

своего решения. В настоящем разделе мы рассмотрим несколько вариантов обобщения 

секционных функций затрат в различных направлениях.  

В параграфе 2.5.1 рассмотрим задачи, в которых нарушается аксиома аддитивно-

сти, и функция затрат иерархии не складывается из затрат вершин, а записываются как 

максимум суммарных затрат вершин на любом пути от начальной к терминальной 

вершине иерархии. Такие критерии возникают в телекоммуникационных задачах ми-

нимизации максимального времени передачи информации. 

При секционной функции затраты вершины зависят только от того, как устроена 

иерархия «под» этой вершиной. В параграфе 2.5.2 будут рассмотрены т.н. окрестност-

ные функции затрат, при которых затраты вершины зависят также от того, сколько 
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дочерних вершин имеет ее родитель. Эта модель несколько ослабляет аксиому локаль-

ности из определения секционной функции. 

В параграфе 2.5.3 атакуется само понятие иерархии и делается попытка расши-

рить понятие секционной функции на более широкий класс сетевых структур – фор-

мулируется задача о связывающей сети и описываются подходы к ее решению на осно-

ве результатов спектральной теории графов. 

2.5.1. Минимизация максимального пути 

Когда цель древовидной иерархии состоит в сборе информации из разных источ-

ников в одну точку или, наоборот, в распространении информации, в качестве критерия 

качества обычно берется время передачи информации от корня до листа дерева. Такие 

задачи возникают при организации отделений почтовой службы, построении систем 

сбора данных экологического мониторинга или результатов выборов. 

При решении подобных задач минимизируется либо среднее, либо максимальное 

время передачи информации. Критерий первого типа обычно сводится к однородной 

функции затрат со степенью однородности единица. В разделе 2.1 доказано, что в этом 

случае оптимальна однородная иерархия. В настоящем параграфе мы на довольно 

простом примере покажем, что техника исследования однородных функций затрат мо-

жет успешно применяться и при решении задач минимизации максимального времени.  

Изложение будем вести не в терминах затрат вершин, а в терминах временных за-

держек обработки информации в вершинах. Пусть древовидная иерархия передает 

информацию от корневой вершины в листья. Предположим, что временная задержка в 

одной вершине (или при передаче информации по одной из k исходящих из вершины 

дуг) равна (k), где (k) – неотрицательная неубывающая функция, определенная для 

всех натуральных k, причем (1) = 0, (k)/ln k  + при k  +. 

Информация считается переданной, когда она доходит до последнего листа дере-

ва. Обозначим время передачи данных по иерархии H через T(H). Задача состоит в том, 

чтобы над фиксированным множеством листьев W = {1, …, n} надстроить иерархию H, 

имеющую минимальное время передачи данных T(H). Через T(n) обозначим время 

передачи информации оптимальной иерархией с n листьями.  

Утверждение 24. Функция T(n) = Aln n, где A – некоторая константа, зависящая 

от вида функции (), является нижней оценкой времени T(n) передачи информации 

оптимальной иерархией. Время, равное нижней оценке, имеет однородная симметрич-

ная иерархия, ветвистость которой также определяется видом функции (). 
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Доказательство. Идея доказательства аналогична доказательству утверждения 7 

для оценки (7) в случае однородных функций. 

В любой иерархии H над n > 1 листьями есть терминальная вершина. Пусть она 

имеет k дочерних вершин, являющихся корнями поддеревьев H1, …, Hk. Тогда T(H) 

можно записать как )(max)()(
,...,1

i
ki

HTkHT


  .  

Пусть существует некоторая монотонно возрастающая функция нижней оценки 

T(n) (такая функция, очевидно, всегда существует, например, тождественный ноль). 

Заменим время передачи информации поддеревьями на нижние оценки времени опти-

мальных поддеревьев над n1, …, nk, получим неравенство 
1,...,

( ) ( ) max ( )i
i k

T H k T n


  . До-

определим T(n) неубывающим образом и для нецелых аргументов. В силу монотонно-

сти минимум правой части достигается при одинаковых ni = n/k.  

Таким образом, ( ) ( ) ( / )T H k T n k  . Выберем действительное число k  2, до-

ставляющее минимум правой части. Неравенство, очевидно, сохранится: 

2
( ) min[ ( ) ( / )]

k
T H k T n k


  . 

Потребуем, чтобы правая часть равнялась в точности T(n) (тогда для произволь-

ной иерархии H будет выполнено T(n) ≥ T(n), то есть T(n) действительно будет нижней 

оценкой).  

Получили для функции T(n) функциональное уравнение:  

(53) 
2

( ) min[ ( ) ( / )]
k

T n k T n k


  . 

Если оно разрешимо, то его решение будет нижней оценкой времени передачи 

информации иерархией. Будем искать решение в форме T(n) = Aln n, где A – некоторая 

константа, не зависящая от n. Подставим это выражение в уравнение (53): 

(54) 
2

ln min[ ( ) ln ln ]
k

A n k A n A k


   , то есть 

(55) 
2

0 min[ ( ) ln ]
k

k A k


  . 

Очевидно, при любом неотрицательном A минимум достигается при некотором 

k
*
(A) ≥ 2, причем k

*
(0) = 2 и k

*
(A) не убывает по A. Из (55) получаем уравнение уже 

относительно A:  

(56)  (k
*
(A)) – Aln k

*
(A) = 0. 

По теореме об огибающей производная левой части (56) по А равна – ln k
*
(A). Так 

как k
*
(A) не убывает по A, значит, левая часть вогнуто монотонно убывает по A, Так 

как, вдобавок, k
*
(0) = 2, левая часть (56) положительна при A = 0, и уравнение (56) 

всегда имеет решение относительно A. Очевидно, решение (56) не зависит от n. ● 
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Этот результат понадобится ниже в разделе 5.3.1 при исследовании задач оптими-

зации иерархий сбора информации. 

2.5.2. Окрестностные функции затрат 

Окрестностные функции затрат являются одним из самых простых обобщений 

секционных функций затрат. В окрестностной функции затраты вершины верхних 

уровней зависят не только от групп листьев, подчиненных ее детям, но и от родитель-

ской вершины, в частности, от того, какая группа листьев ей подчинена, какова ее 

ветвистость, и т.п. 

В настоящем параграфе приводится один результат исследования важного под-

класса окрестностных функций затрат – функций c(n1, …, nk, ks), зависящих от размеров 

n1, …, nk групп листьев
49

, подчиненных ее детям наряду с  ветвистостью ks (количе-

ством детей) ее родителя. В частности, подобные функции затрат возникают при рас-

смотрении моделей мониторинга в многоуровневых иерархиях (см. описание модели Ч. 

Киана [144] в параграфе 4.2.3 ниже). 

Для таких функций предложен эффективный алгоритм поиска оптимальной дре-

вовидной r-иерархии, то есть иерархии, в которой каждая вершина имеет ветвистость 

не более r. Алгоритм имеет вычислительную сложность n 
r
 по n – количеству листьев в 

организации. Он обобщает аналогичный алгоритм для секционных функций затрат (см. 

пункт 2.1.1.1) и основан на последовательном построении оптимальной иерархии для 

всех множеств листьев размером от 1 до n.  

На i-м шаге алгоритма (i = 1,…, n) перечисляются всевозможные разбиения мно-

жества из i листьев на k  min[r, i] непустых групп
50

. Пусть эти группы состоят из n1, 

…, nk листьев. Тогда затраты иерархии складываются из затрат c(n1, …, nk, ks) нелистье-

вой вершины (здесь ks  {1, …, r} – это ветвистость родителя данной вершины), кото-

рой подчинена группа из i листьев, и вычисленных на предыдущих шагах алгоритма 

затрат C(ni, k) оптимальных иерархий для множеств из n1, …, nk листьев. Для каждого 

ks = 1, …, r находится и запоминается оптимальное разбиение листьев на группы и 

затраты C (i, ks) оптимальной иерархии, после чего алгоритм переходит на следующий 

шаг, где рассматривается группа из i + 1 листа. 

                                                 

49
 Размером группы считается количество входящих в нее элементов. 

50
 С учетом того, что в каждом разбиении важен не состав групп, а только количе-

ство листьев в каждой из них, количество таких разбиений не превышает (n' – 1)
r – 1

. 
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Прогон алгоритма на ряде примеров позволяет выделить некоторые общие черты 

оптимальных иерархий для окрестностных функций затрат. В частности, в большин-

стве случаев оптимальная ветвистость не возрастает с ростом уровня вершины, быстро 

стабилизируясь уже на третьем-четвертом уровне иерархии. Это так, например, для 

функции c(k, ks) = k⋅ks (где k – ветвистость самой вершины, а ks – ветвистость ее родите-

ля).
51

  

Однако, например, для функции
52

 ( , )
( 1)( 1)

s
s

s

k k
c k k

k k




 
 вышеописанное пра-

вило нарушается, оптимальная ветвистость растет вверх по иерархии, и оптимальные 

деревья имеют довольно сложный вид. В любом случае, окрестностные функции затрат 

исследованы пока недостаточно и представляют интерес для дальнейшего исследова-

ния. 

2.5.3. Задача о связывающей сети 

В завершающем вторую главу параграфе 2.5.3 предпринимается попытка рас-

ширить секционные функции затрат на новый класс графов. Вместо задачи поиска 

оптимальной иерархии – ациклического графа с заданным множеством начальных 

вершин W, имеющего вершину, достижимую из любой начальной вершины, мы будем 

рассматривать задачу поиска оптимальной сети – ориентированного графа, множество 

вершин которого включает в себя в себя заданное множество W. Понятно, что иерар-

хия является частным случаем сети. Интересно, что обобщить секционные функции 

затрат на произвольные сети позволяют идеи, связанные с описанными в разделе 2.3 

функциями затрат по контролю потоков, хотя эти функции представляют собой лишь 

частный случай секционных функций. 

Общая формальная постановка задачи о связывающей сети дается в пункте 

2.5.3.1. В пункте 2.5.3.2 рассматривается ее частный случай для аддитивных функций 

затрат, для которых затраты вершины сети складываются из затрат, зависящих от сте-

пени вершины, и затрат, зависящих от протекающего через вершину потока. Эти 

                                                 

51
 Эта функция возникает в задаче минимизации т.н. топологического графового 

индекса в математической химии, и соответствует второму загребскому индексу [102]. 

Для исследования этой задачи удалось применить описанный здесь алгоритм, однако 

эти результаты находятся за рамками данной работы. Подробнее см. в [100]. 

52
 Такая функция затрат соответствует т.н. Atom-Bond-Connectivity Index [69] в 

математической химии. 
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функции затрат имеют ряд важных приложений в различных областях. В пункте 

2.5.3.3 предлагается нижняя оценка затрат оптимальной сети для аддитивной функции 

затрат. Она основана на вычислении нижних оценок отдельно для первого и второго 

слагаемого функции затрат. В пункте 2.5.3.6 описываются оптимальные иерархии и 

нижние оценки для первого слагаемого, а в пунктах 2.5.3.5 и 2.5.3.6 – для второго сла-

гаемого. 

2.5.3.1. Постановка задачи о связывающей сети 

Пусть задано некоторое множество =1,...,W n  начальных вершин.  

Определение 40. Связный ориентированный граф R = <W, ER> c множеством 

вершин W  и множеством дуг ER  W × W будем называть графом связей.  

Определение 41. Ориентированный граф G с множеством вершин V(G) и мно-

жеством дуг E(G) называется сетью над множеством начальных вершин W с графом 

связей R = <W, ER>, если W   V(G) и w, w' ∈ W, (w, w') ∈ ER в G есть направленный 

путь из w в w'. Вершины из множества M (G) ≔ V(G) \ W будем назвать вторичными 

или внутренними. Типичную вершину сети будем обозначать через v . 

Для произвольной вершины v V  сети обозначим через ( )inE v E  множество 

входящих в вершину дуг и через ( )outE v  – множество исходящих дуг. Считается, что 

начальные вершины неспособны к коммутации, то есть могут иметь не более одной 

входящей и не более одной исходящей дуги (в общем случае эти дуги могут быть ин-

цидентны разным вершинам сети). 

Определение 42. Для каждой дуги ( , ') ( )v v E G  сети G определим функцию 

маршрутизации потоков 
'( , ) : [0,1]v v RE  , определяющую долю каждой связи 

( , ') Rw w E , обеспечиваемой данной дугой, то есть долю потока, соответствующего 

связи (w, w') и протекающего по дуге (v, v'). Если ( , ')( , ') =1v v w w , значит, дуга (v, v') 

обеспечивает связь (w, w') полностью. Если значение функции равно нулю, связь (w, w') 

данной дугой не обеспечивается, а соответствующий поток по дуге (v, v') не идет.  

Возможность функции маршрутизации ( , ')( , ')v v w w  принимать значения в интер-

вале (0,1)  позволяет описывать разделение потока между различными маршрутами 

сети, связывающими вершины v и v' (т. н. «мягкую маршрутизацию»). Ниже рассмат-

риваются как модель мягкой маршрутизации, так и модель жесткой маршрутизации, в 

которой допустимыми значениями функции маршрутизации являются только 0  и 1 , то 

есть запрещено разделение потока. Каждый раз будет поясняться, какая именно модель 

имеется в виду. 
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В обоих моделях выполняются законы сохранения потока – балансовые ограни-

чения: для любого потока 
1 2( , )w w  в начальной и конечной дуге любого маршрута из 1w  

в 2w  в сети G 

(57) ( , ) 1 2 ( , ) 1 21 1 2 2
( , ) =1, ( , ) =1,w v v ww w w w 

1 1 1 2 2 2( ) = ( , ), ( ) = ( , ),out inгде E w w v E w v w  

и в любой внутренней вершине m M  сети G верно равенство  

(58) ( , ) 1 2 ( , ) 1 2

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) = ( , ).v m m v

v m E m m v E min out

w w w w 
 

   

Точно так же как и раньше будем считать, что затраты сети складываются из за-

трат ее вершин, причем начальные вершины имеют нулевые затраты. Будем предпола-

гать, что затраты вершины m ∈ M определяются только локальной структурой сети в ее 

окрестности, а именно, входящими и исходящими потоками вершины, то есть если 

через 1 ,..., ( )in in

ke e E G  обозначить множество дуг, входящих в вершину m, а через 

1 ,..., ( )out out

re e E G  – исходящие из нее дуги, то затраты внутренней вершины m  в сети G 

можно записать как 
1 1

( , ) = ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))in in out out
k re e e e

c m G c        . Функцию затрат такого 

вида будем называть потоковой, чтобы подчеркнуть ее связь с функциями затрат по 

контролю потоками, которые исследовались выше в разделе 2.3. 

Потоковые функции позволяют в максимально общем виде описывать зависи-

мость затрат от структурных характеристик вершины m  – количества k  входящих и r  

исходящих дуг, от содержания протекающих по этим дугам потоков, а также от объема 

работы по коммутации потоков, которой, собственно, и занимаются внутренние вер-

шины сети. 

Задача состоит в том, чтобы найти такую сеть G и функции маршрутизации в 

ней, удовлетворяющие (57), (58) для всех потоков 
1 2( , )w w R , чтобы суммарные за-

траты всех внутренних вершин были минимальны. 

Покажем связь потоковых функций с секционными функциями затрат. Для этого 

рассмотрим сети с жесткой маршрутизацией. В них поток либо протекает по дуге, либо 

нет. Поэтому вместо функции потока ( , )( )v v    каждой дуге сети можно сопоставить 

обычное множество без повторений ( , )l v v R  . Более того, один поток может втекать в 

вершину и вытекать из нее лишь по одной дуге, поэтому потоки всех входящих (а так-

же исходящих) дуг одной вершины не пересекаются.  

Если для внутренней вершины m M  через ( )l m  обозначить множество пото-

ков, протекающих через нее, то затраты вершины можно записать как функцию 

1 1( ,..., , ,..., )k rc s s d d  от разбиения 
1,..., ks s  ( =i js s  , , =1,...,i j k , i j , 

1( ) = ... kl m s s ) множе-
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ства ( )l m  между k  входящими дугами и от разбиения 
1,..., rd d  ( =i jd d  , , =1,...,i j r , 

i j , 
1( ) = ,..., rl m d d ) того же множества ( )l m  между r исходящими дугами, что, конеч-

но, упрощает запись, и, кроме того, делает ее похожей на запись секционной функции.  

А именно, при секционной функции затраты вершины m зависят от набора 

групп начальных вершин, подчиненных детям вершины m. Группу sH(m'), подчиненную 

дочерней вершине m', можно альтернативно определить как множество начальных 

вершин, из которых есть путь в вершину m, проходящий через дугу m'm. Пусть m – 

внутренняя вершина сети G, и m' ∈ Ein(m) в сети G. Одним же из аргументов потоковой 

функции затрат является множество потоков (то есть пар начальных вершин) ww' та-

ких, что путь из w в w' в сети G проходит по дуге m'm ∈ E(G). 

Еще более явно связь потоковых и секционных функций видна в случае древо-

видных сетей, в которых все дуги двунаправлены (и потому могут рассматриваться 

как ненаправленные ребра) и между любой парой вершин есть единственный путь.  

Любое ребро ( )e E T  дерева T делит множество начальных вершин на две ча-

сти, 
1s  и 2s  (

1 2 =s s  , 
1 2 =s s W ). Поскольку в древовидной сети разрыв любого 

ребра нарушает связность, все потоки между вершинами множества 
1s  и вершинами 

множества 2s  текут через ребро e . Следовательно, потоки через вершину m W  пол-

ностью определяются количеством инцидентных ей ребер k  и множествами 
1,..., ks s  

вершин нижнего уровня, достижимых из вершины m  через эти ребра, то есть 

1( , ) = ( ,..., )kc m H c s s . Превратим ненаправленное дерево в ордерево, выбрав произволь-

ную внутреннюю вершину корнем и заменив ребра на направленные дуги в направле-

нии корня. Заметим, что для любой вершины сети m M  
=1

=
k

ii
s W , поэтому любое 

из множеств is  можно выразить через остальные множества. Опустим в аргументах 

функции затрат множество, соответствующее дуге, исходящей из вершины m , и по-

лучим, что затраты 
1 1( ,..., )kc s s 

 вершины m  полностью определяются множествами 

вершин нижнего уровня, достижимых через 1k   непосредственно подчиненных ей 

вершин, то есть описываются секционной функцией.  

2.5.3.2. Аддитивная функция затрат по контролю потоков 

В предыдущем пункте показано, что задача поиска оптимальной древовидной 

сети для потоковой функции затрат эквивалентна задаче поиска оптимальной древо-

видной иерархии для секционной функции затрат. Как мы знаем, эта задача в общем 

случае требует сверхэкспоненциального по числу n вершин нижнего уровня количества 
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вычислений функции затрат вершины, то есть рассчитывать на эффективные алгорит-

мы ее решения не приходится. 

Поэтому рассматриваются частные случаи функции затрат. Например, плодо-

творным оказывается переход от множеств к их числовым характеристикам. Так, в 

разделе 1.2.3 определялись функции затрат, зависящие от мер, когда каждой начальной 

вершине ставилось в соответствие ее мера. 

Основой же рассматриваемой модели являются потоки между парами вершин 

нижнего уровня, поэтому логично именно поток характеризовать числовыми характе-

ристиками. В простейшем случае характеристика потока 
1 2( , )w w  одна – его объем 

1 2( , )Rx w w . Объем потока аналогичен мере вершины, но определяется он не для верши-

ны нижнего уровня, а для упорядоченной пары вершин. Когда это не приводит к пута-

нице, будем через R обозначать матрицу ,= ( ( , ))R w w WR x w w 
  объемов потоков между 

начальными вершинами. 

Определение 43. Потоковая функция затрат называется аддитивной, если она 

представима в виде c(m, H) = с1(dH(m)) + с2(xH(m)), где dH(m) – степень вершины m в 

сети H, xH(m) – объем потока, протекающего через вершину m в сети H, а c1(⋅), c2(⋅) – 

неотрицательные функции.  

Такие функции затрат можно рассматривать как обобщение введенных в пара-

графе 2.2.3 аддитивных функций, зависящих от мер.  

Например, для внутренней вершины m M  в древовидной сети H , которой со-

ответствует разбиение 
1,..., ks s  множества W , суммарный протекающий через нее поток 

вычисляется как  

(59) xH(m) = ∑w,w' ∈ W xR(w, w') – ∑i=1,..., k ∑w, w' ∈ si xR(w, w'). 

2.5.3.3. Нижняя оценка затрат оптимальной сети для аддитивной функции 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной неориентированной сети (возможно, 

недревовидной) для множества начальных вершин W , матрицы ,= ( ( , ))R w w WR x w w 
  

объемов потоков между начальными вершинами в условиях жесткой маршрутизации 

и аддитивной потоковой функции затрат c(m, H) = с1(dH(m)) + с2(xH(m)), где dH(m) – 

степень вершины m в сети H, xH(m) – объем потока, протекающего через вершину m в 

сети H, а c1(⋅), c2(⋅) – неотрицательные функции.  

В неориентированной сети все вершины множества W будут висячими, то есть 

будут иметь единственную инцидентную вершину. 
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Задача состоит в том, чтобы найти неориентированную сеть H (то есть некото-

рое множество внутренних вершин M, совместно с множеством висячих вершин W  

образующее множество V  вершин сети, множество неориентированных ребер сети 

E V V   и функцию маршрутизации ( , ) 1 21 2
( , ) {0,1}v v w w  , удовлетворяющую закону 

сохранения потока), обеспечивающую требуемые потоки ( , )Rx w w  между всеми парами 

ww  начальных вершин, и имеющую минимальные затраты  

1 2 1 2( ) := ( , ) = { ( ( )) ( ( ))}= ( ) ( )H Hm H m M
C H c m H c d m c x m C H C H

 
   . 

Без ограничения общности матрицу R  считаем симметричной. Так как граф связей 

<W, ER> связен, все допустимые сети также связны. 

Нас будут интересовать верхние и нижние оценки затрат оптимальной сети и 

оценка их погрешности. Некоторые из описываемых ниже результатов относятся к 

задаче поиска произвольной сети, некоторые – к случаю древовидной сети, что огова-

ривается отдельно. 

Для простоты предположим, что затраты любой вершины строго положительны. 

Тогда, очевидно, при поиске оптимальной сети можно ограничиться множеством сетей 

с априори ограниченным количеством вершин, и, следовательно, оптимальная сеть 

всегда существует. 

Обозначим через := Argmin ( )i H iC H  множество сетей, оптимальных при 

функции затрат вершины ( )ic  , =1,2i . Предположим, каким-то образом найдены неко-

торые сети *

3Argmin ( )i H ii
H C H  . Таким образом, сеть *

1H  минимизирует функцию 

2( )C   на множестве сетей, доставляющих минимум функции 1( )C  , а сеть 2H  – наобо-

рот, минимизирует 1( )C   на множестве сетей, оптимальных при функции затрат 2( )C  . 

Тогда выражение 
* * *

1 1 2 2:= ( ) ( )C C H C H , очевидно, дает нижнюю оценку затрат 

* *:= ( )C C H  искомой оптимальной сети *H  для аддитивной функции затрат вершины 

1 2( ) ( )c c   , а *

1( )C H  и *

2( )C H  являются верхними оценками затрат оптимальной сети для 

той же функции. 

Следуя канве [29] для аналогичной задачи оптимизации сложной функции, 

представимой в виде суммы более простых, можно получить следующие верхние оцен-

ки относительной погрешности затрат сетей *

1H  и *

2H , рассматриваемых как некоторые 

приближения к оптимальной сети *H : 

(60)
** * *

* 1 1
1 **

( ) ( )
( ) := =

C H C C H C
H

C C


  * * * * * *

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 2

* * * *

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= .

( ) ( ) ( ) ( )

C H C H C H C H C H C H

C H C H C H C H

   

   

Аналогично,  
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(61) 
* *

* 1 2 1 1
2 * *

1 1 2 2

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

C H C H
H

C H C H




  

Таким образом, представляет интерес нахождение сетей *

1H  и *

2H . Для этого 

необходимо решить частные задачи поиска оптимальной сети для первого и второго 

слагаемого функции затрат отдельно, чему посвящены следующие пункты настоящего 

параграфа. Эта декомпозиция позволяет несколько упростить задачу, разбив ее на две 

более простых, но, увы, вторая из этих частных задач остается сложной, сама допуская 

лишь приближенное решение. 

Однако и эти приближенные решения можно использовать для оценки решения 

исходной задачи с вычислимой погрешностью. 

Так, пусть как-то вычислены 1C  – нижняя оценка затрат оптимальной сети для 

функции 
1( )c  , и 2C  – нижняя оценка затрат сети для функции 

2( )c  . Кроме того, возь-

мем некоторую сеть 
1 1H  , затраты которой будем использовать в качестве верхней 

оценки затрат *

1( )C H . Заметим, что *

1 1 1 1( ) = ( )C H C H , а *

2 1 2 1( ) ( )C H C H . 

Тогда 

(62) 
* * * *

1 1 1 2 1 1 1 2 2
1 * * *

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) = = =

( ) ( )

C H C C H C H C H C H
H

C C H C H


   

  

 

*

2 22 1 2 2 2 1 2 1

* *
1 2 1 21 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
= .

( ) ( )

C H C H C H C C H C

C H C H C C C C

  

    

Эта оценка уже не требует для своего вычисления точного знания затрат сетей 

*

1H  и *

2H  – достаточно знания нижних оценок 1C , 2C  и верхней оценки 
2 1( )C H . Правда, 

вычисление этой верхней оценки требует умения проверять принадлежность произ-

вольной допустимой сети множеству 
1 . Это, в свою очередь, предполагает знание 

величины *

1 1( )C H . Однако в следующем пункте показывается, что задача характериза-

ции множества 
1  довольно проста. Заметим, что *

1 1( )C H  может использоваться в каче-

стве точной оценки 1C . 

Если *
1 1 1= ( )C C H  то следующее выражение позволяет оценить относительную 

погрешность нижней оценки 1 2:=C C C  затрат сети для аддитивной функции:  

*

1

*

( )
:= =

C C C H C

C C


  1 2 21 1 2 1 2 1

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
= .

C H C H C C C H C

C C C C

   

 
 

Заметим, что 
1= ( )H  . 

 Аналогично можно было бы ввести сеть 2H , определяющую верхнюю оценку 

затрат *

2( )C H , но вычисление множества 2  оказывается более сложным. 
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Таким образом, для поиска приближенно оптимальной сети 
1H  и вычисления 

относительной погрешности ее затрат необходимо уметь решать задачу поиска опти-

мальной сети для функции затрат 
1( ( ))Hc d m  вершины m , зависящей только от количе-

ства ( )Hd m  ребер, инцидентных вершине m , а также уметь решать оценочную задачу 

для функции затрат вершины 
2( ( ))Hc x m , зависящей от величины суммарного потока 

( )Hx m  через вершину m .  

2.5.3.4. Нижние оценки для функции затрат, зависящей от степени вершины 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной неориентированной сети для функции за-

трат 
1( ( ))Hc d m  вершины m , зависящей от количества ( )k m  ребер, инцидентных вер-

шине. 

Утверждение 25. Если c(m, H) = с1(dH(m)) и c1(⋅) монотонна, существует опти-

мальная древовидная сеть. Если c1(⋅) строго монотонна, множество Ω1 состоит только 

из древовидных сетей. 

Доказательство. Пусть H  – некоторая оптимальная сеть. Если H  – дерево, 

утверждение доказано. В противном случае сеть H  связна и, следовательно, существу-

ет некоторое остовное дерево T. В дереве между любой парой вершин существует 

единственный путь. Изменим функции маршрутизации сети H  таким образом, чтобы 

маршрут между любой парой начальных вершин шел через ребра остовного дерева T. 

При функции с1(dH(m)) затраты внутренних вершин не зависят от объемов протекаю-

щих через них потоков, поэтому от такого изменения маршрутов затраты сети не уве-

личиваются. Удалим ребра сети H, не входящие в древовидную сеть T. Затраты сети 

опять не увеличатся в силу монотонности функции 
1( )c  . Получили древовидную сеть с 

затратами не более ( )C H , следовательно, T оптимальна. ●  

Следствие 9. При строго монотонной функции 
1( )c   множество 

1  состоит 

только из древовидных сетей.  

 Доказательство. Доказательство следствия аналогично доказательству утвер-

ждения 25, за исключением того, что удаление ребер приводит к строгому уменьшению 

затрат сети, что противоречит оптимальности недревовидной сети H. ● 

Таким образом, при строго монотонной функции 1( )c   сеть 1 21
Argmin ( )HH C H  

достаточно искать среди деревьев. 

Лемма 17. Пусть для d, d' = 3,4,... c1(d) + c1(d') > c1(d +d' –2). Тогда множество 

1 1:= Argmin ( )H C H  включает только сеть с одной внутренней вершиной (такую сеть 

будем называть «звездой»). 



 180 

Доказательство. Пусть существует оптимальная сеть H , состоящая более чем 

из одной внутренней вершины. Из связности H  следует существование пары инци-

дентных внутренних вершин 1m  и 
2m . Сольем вершины 1m  и 

2m  в одну, удалив соеди-

няющее их ребро, и перенаправим соответствующим образом потоки, шедшие ранее 

через 1m  и 
2m , для сохранения допустимости сети. Количество вершин сети уменьши-

лось на единицу, а ее затраты изменились на c1(dH(m) + dH(m') – 2) – c1(dH(m)) –

 c1(dH(m')), то есть, по условию леммы, строго уменьшились, что противоречит опти-

мальности H. ● 

Следствие 10. Лемма 17 верна как для вогнутых функций 
1( )c  , так и для субад-

дитивных функций (для которых для любых 
1k , 2k  

1 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( )c k c k c k k  ).   

Доказательство очевидно.  

Заметим, что лемма 17 верна даже для немонотонных функций затрат. В услови-

ях этой леммы задача решена, и искомая сеть 
1H  найдена, 1 1 1= ( ) = ( )C C H c n , а для 

оценки погрешности 
1( )H  ее затрат как верхней оценки затрат оптимальной сети для 

аддитивной функции необходимо найти 2C , чему посвящен следующий пункт работы. 

Если же функция затрат 
1( )c   не удовлетворяет условиям леммы, оптимальными могут 

быть и сети с более чем одной вершиной. 

Для произвольной древовидной сети H  с множеством листьев =1,...,W n  и про-

межуточных вершин =1,...,M q , с количествами инцидентных им ребер dH(m), 

m = 1, …, q, верно тождество 2n   = ( ( ) 2)Hm M
d m


 . Поэтому ее затраты можно оце-

нить снизу как  

1

1

1 1 1
,..., :=1,..., =1,...

... = 2 2,
=3,...,

( ) := ( ( )) ( ).min
q

q

i

H m
k km q m q

k k n q
k n

C H c d m c k

   

   

С другой стороны, заменяя ребра ненаправленной древовидной сети с дугами, 

направленными в сторону любой фиксированной начальной вершины, легко показать 

эквивалентность задачи поиска оптимальной древовидной сети и рассмотренной выше 

в разделе 2.1 задачи поиска оптимальной древовидной иерархии для однородной (сте-

пени ноль) функции затрат, зависящей только от ветвистости вершины. Отличие лишь 

в том, что аргументом функции затрат служит не ветвистость, а степень вершины, на 

единицу большая ветвистости для всех промежуточных вершин. Тогда из утвержде-

ния 7 непосредственно вытекает следующий результат. 

Утверждение 26. Если H ∈ Ω, то 1
1

3,...,

( )
( ) ( 2) min

2d n

c d
C H n

d
 


. Если n – 2 нацело де-
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лится на d
*
– 2 (где *

1
3,...,

argmin ( ) / ( 2)
d n

d c d d


  , то существует d
*
-однородное дерево c n 

листьями, и множество Ω1 состоит из всех таких деревьев. ● 

Для выпуклой c1(⋅) множество Ω1 состоит из деревьев с вершинами степеней вер-

шин степеней d
* 

и d
*
 ± 1 и полностью характеризуется с помощью довольно элементар-

ных соображений. 

2.5.3.5. Оптимальные сети для функции затрат, зависящей от потока,  

протекающего через вершину 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной неориентированной сети для функции за-

трат 
2( ( ))Hc x m  вершины m , зависящей от суммарного объема потока, ( )Hx m , протекаю-

щего через вершину. 

Утверждение 27. Если c2(x) > 0 при x ≥ 0 и строго монотонна, то минимум С2(H) 

на Ω достигается на некоторой двухуровневой сети, имеющей вид клики из 

p ∈ {1, …, n} внутренних вершин, каждой из которых инцидентно km ≥ 1 висячих 

вершин, m = 1, …, p.  

Доказательство. Пусть для некоторой оптимальной сети H  найдется поток 

1 2( , )w w E , маршрут которого в H  проходит через > 2l  внутренних вершин, 

1 2, ,..., lm m m . Преобразуем сеть H  – если в ней отсутствует ребро 
1( , )lm m , добавим его. 

Поскольку затраты вершины 
2( )c   не зависят от количества ребер, затраты сети не из-

менятся. Назначим ( , ) 1 2 ( , ) 2 11 1
( , ) = ( , ) = 0v v v vi i i i
w w w w 

 
 для =1,..., 1i l  , 

( , ) 1 2 ( , ) 2 11 1
( , ) = ( , ) =1v v v vl l
w w w w  . При этом сеть остается допустимой, потоки 

1 2( , )w w  и 

2 1( , )w w  идут теперь только через вершины 1m  и lm , то есть поток через эти вершины 

при перестроении не изменился, поток, протекающий через вершины 
2 1,..., lm m 

, умень-

шился на величину 
1 22 ( , )Rx w w  (прямой и обратный поток), то есть в силу строгой 

монотонности 
2( )c   затраты сети строго уменьшились, что противоречит оптимально-

сти H. Таким образом, в оптимальной сети каждая пара начальных вершин связана 

путем, проходящим не более чем через две внутренние вершины.  

Каждая начальная вершина инцидентна ровно одной внутренней вершине в силу 

связности графа связей и неспособности начальных вершин к коммутации. 

Каждой внутренней вершине m  должна быть инцидентна по меньшей мере одна 

вершина начальная вершина. В противном случае, если поток через m  отличен от нуля, 

то существует маршрут длины более двух вершин, что противоречит доказанному. 
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Если же поток равен нулю, то, в силу строгой положительности 
2( )c  , такую вершину 

можно удалить со строгим уменьшением затрат сети, но оставляя ее допустимой. 

Внутренних вершин не может быть более n , так как каждой из них должна быть 

инцидентна по меньшей мере одна начальная вершина. Добавление ребер между внут-

ренними вершинами не увеличивает затрат сети, поэтому можно считать, что они фор-

мируют клику – такая структура будет оптимальна для любого графа связей. ●  

Следствие 11. Пусть вдобавок к условиям утверждения 27 для любых x1, x2 ≥ 0 

c2(x1) + c2(x2) ≥ c2(x1+ x2). Тогда минимум С2(H) на множестве всех неориентирован-

ных сетей достигается на «звезде» с единственной внутренней вершиной. 

Доказательство. Как показано выше, оптимальная сеть – это клика внутренних 

вершин, к которым присоединены начальные вершины. Если в оптимальной сети одна 

внутренняя вершина, следствие доказано. В противном случае в силу связности гра-

фа <W, ER> есть пара внутренних вершин 1m  и 
2m  с протекающими через них потоками 

1x  и 2x  соответственно, поток 12 21=x x  между которыми строго положителен.  

Сеть остается допустимой при объединении этих двух вершин с учетом пере-

назначения инцидентных ребер и удалением дублирующихся ребер. В силу субадди-

тивности 
2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( )c x c x c x x  . При этом поток между объединенными вершинами 

строго меньше суммы потоков через объединяемые вершины на 
122 x . Поэтому при 

объединении 1m  и 
2m  сеть остается допустимой, а ее затраты строго уменьшаются, что 

противоречит оптимальности сети. ● 

Таким образом, оптимальная сеть найдена для случая субаддитивной функции 

потока. Для произвольной монотонной функции задача поиска оптимальной сети све-

дена к нахождению оптимального количества внутренних вершин и оптимального 

распределения начальных вершин по этим внутренним вершинам. 

Тривиальная нижняя оценка затрат оптимальной клики внутренних вершин для 

выпуклой функции 
2( )c   определяется выражением  

 ,

2
=1,...,

( , )

,min

H

w w W

q n

x w w

q c
q



 
 

  
 
 


 

построенным в оптимистичном предположении, что каждый поток проходит только 

через одну внутреннюю вершину, и начальные вершины можно распределить по 

внутренним вершинам так, что суммарные объемы потоков через них будут одинако-

выми. Более того, эта оценка достижима с любой точностью для графа связей, распа-

дающегося на подходящее число клик начальных вершин c единичными потоками 
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внутри клики. Клики связаны между собой потоками малого объема 1 . Однако 

обычно качество такой оценки низко. Получение более точных нижних оценок на ос-

нове результатов спектральной теории графов описано ниже. 

2.5.3.6. Нижние оценки для функции затрат, зависящей от потока,  

протекающего через вершину 

Обозначим через nI  единичную n n  матрицу. Через 
nE  будем обозначать n n  

матрицу из единиц, через 1n
 – n -мерный вектор-столбец, все компоненты которого 

равны единице. Для квадратной n n  симметричной матрицы A  через ( )i A , =1,...,i n , 

обозначим ее собственные числа, перечисляемые по убыванию, 
1( ) ... ( )nA A  . 

Основной математический инструмент, который будет использоваться далее для 

получения оценок, был сформулирован в [150] следующим образом (с точностью до 

обозначений): 

Утверждение 28 [150].  Пусть заданы две квадратные симметричные действи-

тельнозначные матрицы: R  размера n n  и B  размера p p , причем p n . Тогда  

(63) max{ : = }=T T

ptrZ RZB Z Z I ( )

=1

max{ ( ) ( ) : {1,..., } 1,..., , },
p

i i

i

B R p n инъективно    
 

где Z – произвольные x p  действительнозначные матрицы с взаимно ортогональными 

столбцами (что эквивалентно выполнению =T

pZ Z I ). При этом если максимум в правой 

части достигается на некоторой инъекции  , то максимум в левой части достигается 

при 1 2= TZ U U , где p p  матрица 
2U  составлена из нормированных на единицу соб-

ственных векторов матрицы B , соответствующих собственным числам 1( ),..., ( )pB B  , а 

n p  матрица 1U  составлена из нормированных на единицу собственных векторов 

матрицы R , соответствующих собственным числам (1) ( )( ),..., ( )pR R   .  

Следствие 12 [150].  Если вдобавок к условиям утверждения 28 матрица B  поло-

жительно полуопределена, то  

(64) 
=1

max{ : = }= ( ) ( ).
p

T T

p i i

i

trZ RZB Z Z I B R 
 

Аналогичные результаты справедливы и для задачи минимизации с учетом об-

ратного порядка перечисления собственных чисел матрицы R – от наименьшего соб-

ственного числа к большим. Этот классический результат лежит в основе методов 

спектральной классификации и методов решения задач разрезания графов. 



 184 

Рассмотрим задачу минимизации затрат клики внутренних вершин выбором 

распределения начальных вершин по внутренним в условиях функции затрат 2( ( ))Hc x m , 

зависящей только от суммарной величины потока через вершину. 

Пусть фиксировано количество внутренних вершин p  и количество mk  висячих 

вершин, инцидентных внутренней вершине m  (причем 
=1

p

mm
k n ). Ниже мы будем 

считать, что внутренние вершины упорядочены по тому или иному параметру; каждый 

раз, когда это будет важным, порядок будет оговариваться особо. Введем вектор-

столбец 1:= ( ,..., )pk k k  и матрицу := ( )K diag k . Также обозначим через 1,..., ps s  некоторое 

допустимое разбиение множества W . 

Введем n p  матрицу Y, элемент которой =1wmy  если начальная вершина w W  

инцидента внутренней вершине :={1,..., }m M p  ( mw s ), и нулю в противном случае. 

Если Y описывает некоторое распределение начальных вершин внутренним, то:   

    1.  {0,1}wmy   или, иначе 2=wm wmy y  или =Y Y Y ,  

    2.  1 =T

nY k ,  

    3.  1 =1p nY   в силу неспособности начальных вершин к коммутации.  

Обозначим через   множество матриц, удовлетворяющих свойствам 1-3. Любой 

матрице Y  соответствует некоторое разбиение начальных вершин по p внутренним 

вершинам, а my  – m -й столбец матрицы Y, является индикатором множества ms . 

Во внутреннюю вершину m  втекают потоки 1 2( , )w w , 1 2, mw w s , а также потоки 

1 2( , )w w  и 1 2( , )w w , 1 2,m mw s w s  . Поэтому суммарный поток через вершину m  записы-

вается как  

(65) ( ) = 2 1 = ,T T T

H n m m m m mx m Ry y Ry y Ry 

 
где := 2 ( 1 )nR diag R R   – несколько модифицированная матрица Лагранжа матрицы R . 

Заметим, что это потенциально опасный переход, поскольку здесь в силу свойства 1 

делается замена wmy  на 2

wmy  : 2

=1 =1
1 = (1 ) = (1 ) = ( 1 )

n nT T T T

n m n i im n i im m n mi i
Ry R y R y y diag R y  . Ра-

венство 2=wm wmy y  может нарушаться при расширении области оптимизации в ходе 

релаксации (см. ниже), что может ухудшать качество нижних оценок, построенных на 

базе такой релаксации. 

Итак, задача состоит в том, чтобы найти  

 2 2 2

=1

( ) = ( )min

p
T

m m
Y m

C H c y Ry

  

по всем n p  матрицам 1= ( ,..., )pY y y , удовлетворяющим свойствам 1-3. 
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Приводимые ниже свойства являются следствиями свойств 1-3. 

    4.  0Y , как следствие свойства 1,  

    5.  =TY Y Y , как следствие свойства 2,  

    6.  =TtrY Y n , также как следствие свойства 2.  

Следующая лемма из [150] служит основой для различного рода релаксаций оп-

тимизационной задачи, позволяя избавиться от условия целочисленности матрицы. 

Лемма 18 [150]. Множество   совпадает с множеством матриц, удовлетворяю-

щих свойствам 2, 3-5, либо свойствам 2, 3, 4 и 6. ● 

Базовой версии спектральной релаксации [95], которая и будет использована 

ниже, соответствует минимизация по множеству матриц, удовлетворяющих лишь свой-

ству 5. 

Поскольку известно, что для субаддитивной (в частности, для вогнутой) функ-

ции затрат оптимальна сеть со структурой «звезды» ( =1p , 1 =s W ), рассмотрим задачу 

для выпуклой функции 2( )c x . Чтобы свести задачу к минимизации квадратичной фор-

мы, как в утверждении 28, необходимо линеаризовать функцию затрат. Оценим затраты 

каждой внутренней вершины m  снизу, заменив их касательной с наклоном m . Так как 

для любых чисел , 0   2 2 2 2( ) ( ( )) ( ( ))c x c d x d    , где 1

2 2( ) := [ ] ( )d c 
 , верны 

неравенства  

(66) 2 2 2 2 2
,..., 0 =11

( ) { ( ( )) ( ) }=sup min
p

T

m m m m m m
Y mp

C H c d d y Ry
 

   


 
 

2 2 2
,..., 0 =1 =11

= { [ ( ( )) ( )] }=sup min
p p

T

m m m m m m
Ym mp

c d d y Ry
 

   


    

2 2 2
,... 0 =11

= { [ ( ( )) ( )] },sup min
p

T

m m m
Ymp

c d d trY RYA
 

  


   

где 1:= ( ,..., )pA diag   . Также обозначим через 1:= ( ,..., )p    соответствующий вектор-

столбец. Заметим, что если Z  – такая n p  матрица, что =T

pZ Z I , и 1/2=Y ZK , то 

1/2 1/2= =T TY Y K Z ZK K . Поэтому  

(67) 
: =

=min min
T

T T

Y Y Y Y K

trY RYA trY RYA


1/2 1/2

: = : =

= .min min
p p

T T

T TZ Z Z I Z Z Z I

trK Z RZK A trZ RZAK

 

Последнее равенство верно в силу циклического свойства следа матрицы и того, 

что 1/2 1/2 = =K AK AK KA  по причине диагональности A . Очевидно, матрица 

1 1= ( ,..., )p pAK diag k k   положительно определена, и, следовательно, мы попадаем под 

условие следствия 12. Поэтому 



 186 

(68) 
: =

=min min
p

T T

TY Z Z Z I

trY RYA trZ RZAK


1 1

=1 =1

( ) ( ) = ( ),
p p

m n m m m n m

m m

AK R k R       
 

где внутренние вершины упорядочены убыванию m mk , и  

(69) 
1

2 2 2 2 2 1
,... 0 =1

( ) [ ( ( )) ( ) ( )].sup
p

p

m m m m m n m

m

C H c d d k R
 

       
 

Таким образом, для минимизации суммы произведений собственных чисел мат-

риц R  и AK  наибольшее собственное число матрицы AK  умножается на наименьшее 

собственное число матрицы R  и так далее вплоть до наименьшего собственного числа 

AK , умножаемого на p-е снизу собственное число матрицы R . В силу диагональности 

AK  ее собственные числа лежат на диагонали с учетом того, что внутренние вершины 

упорядочены по убыванию m mk . 

При этом матрица, доставляющая минимум (67), вычисляется как * 1/2

1 2= TY U U K , 

где 1U  – n p  матрица, столбцы которой – нормированные на единицу (в евклидовой 

метрике) собственные вектора матрицы R , соответствующие p ее наименьшим соб-

ственным числам, упорядоченным по возрастанию, а 2U  – матрица, столбцы которой – 

собственные вектора матрицы AK , нормированные на единицу и упорядоченные по 

убыванию собственных чисел матрицы AK: m mk , где =1,...,m p . 

Тем самым доказано  

Утверждение 29. Если функция затрат 2( )c x  выпукла, а двухуровневая иерархия 

H содержит p внутренних вершин, имеющих по km ≥ 0 инцидентных листьев, то верна 

нижняя оценка (69). 

 

Рассмотрим задачу поиска сети 1H , оптимальной для функции затрат 2( )c   на 

множестве 1 . Это множество состоит из всех деревьев с заданным числом вершин q и 

фиксированными степенями 1,..., qr r , определяемыми утверждением 26 и замечанием 

после него.  

В общем случае для того, чтобы найти оптимальную сеть, необходимо найти оп-

тимальные:   

1. количество внутренних вершин q ,  

2. их степени 1,..., qr r ,  

3. набор связей между вершинами множества :=1,...,M q , то есть множество ребер 

ME M M  ,  

4. количество p q  внутренних вершин, имеющих инцидентные висячие вершины,  
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5. количество <m mk r  начальных вершин, подчиненных каждой вершине m M  (без 

ограничения общности считаем, что = 0mk  для всех >m p ),  

6. разбиение 1,..., pW W  ( =1,.. = , =m p m m mW W W W    , | |=m mW k ) начальных вершин по 

инцидентным им внутренним вершинам, которое также задает множество осталь-

ных ребер сети := ( , ) : , =1,...,W mE w m w W m p .  

7. функции потоков по всем ребрам множества := W ME E E  (для древовидных сетей 

однозначно определяется предыдущими пунктами).  

Заметим, что | : ( , ) |= mm m m E r    для всех m M . Пункты 1 и 2 фиксированы для 

всех сетей множества 1 , функции потоков (пункт 7) для древовидных сетей однознач-

но определяются структурой сети. Пусть каким-то образом зафиксирована топология 

связей ME , количество внутренних вершин, имеющих инцидентные висячие вершины, 

и количество инцидентных висячих вершин для каждой внутренней вершины (пункты 

3-5). Для краткости будем обозначать через HM топологию внутренней сети, то есть 

кортеж 1< ,( ,..., ), , >q Mq r r E p . Рассмотрим задачу выбора оптимального разбиения 

1,..., pW W  висячих вершин по внутренним вершинам (пункт 5) при фиксированной топо-

логии внутренней сети MH  и фиксированном векторе 1:= ( ,..., )pk k k . 

Согласно формуле (59), в древовидной сети  

xH(m) = ∑w,w' ∈ W xR(w, w') – ∑i=1,..., k ∑w, w' ∈ si xR(w, w'): 

для вычисления объема потока через вершину m  необходимо из суммарного объема 

всевозможных потоков вычесть потоки между группами ( )is m , то есть группами вися-

чих вершин, достижимыми через i -е ребро, инцидентное вершине m . При этом доста-

точно учитывать только ребра, связывающие m  с другими внутренними вершинами 

(без ограничения общности считаем, что это первые m mr k  ребер, перечисляемые в 

формуле (59)), так как остальные группы состоят из одной начальной вершины, и поток 

через них равен нулю. 

Для каждой вершины m M  введем ( )m mn r k   матрицу = ( )m

m wiY y , столбцы 

1 ,...,m m

r km m
y y   которой являются индикаторными функциями множеств ( )is m , = m mi r k . 

Тогда формулу (59) можно переписать как 

 
=1,...,

( ) =1 1 =1 1 .T T T T

H n n i i n n m m

i r km m

x m R y Ry R trY RY


     

Аналогично 4.2 введем n p  матрицу = ( )wmY y , описывающую распределение 

начальных вершин по внутренним вершинам; =1wmy  если mw W , в противном случае 
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= 0wmy . Матрица Y удовлетворяет свойствам 1-6, описанным выше. Выразим матрицы 

mY , m M  через матрицу Y. Для этого введем ( )m mp r k   матрицы = ( )m

m m iP p  , 

m = 1, …, q, элемент m

m ip   которых равен единице, если внутренняя вершина 1,...,m p  

достижима из вершины m ∈ M через i-ое ребро, инцидентное вершине m. Тогда легко 

проверить, что =m mY YP , m ∈ M. Соответственно, 

 ( ) =1 1 =1 1 ,T T T T T T

H n n m m n n m mx m R trP Y RYP R trY RYP P     

и задача свелась к поиску  

(70) 2 2( , ) := (1 1 ).min
T T T

M n n m m
Y m M

C H k c R trY RYP P
 

 
 

Предположим, что функция 2( )c   выпуклая. Тогда, аналогично тому как это бы-

ло сделано выше для двухуровневой сети, заменим суммируемые функции в  (70) каса-

тельными с наклонами 1,..., q  : 

1

2 2 2 2 2
,... 0 =1

( , ) ( , ) := { ( ( )) ( )sup min
q

q

M M m m m
Y m

C H k C H k c d d
 

  




  (1 1 )}=T T T

m n n m mR trY RYP P  
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Определим p p  матрицу  

=1

( , ) := ,
q

T

M m m m

m

P H P P   

задаваемую топологией сети MH  и зависящую от вектора параметров линеаризации  . 

: =

( , ) ( , ) =max max
T

T T

M M
Y Y Y Y K

trY RYP H trY RYP H 


1/2 1/2

: =

( , ) =max
p

T

M
TZ Z Z I

trK Z RZK P H  

1/2 1/2

: =

= ( , ) .max
p

T

M
TZ Z Z I

trZ RZK P H K  

Определим матрицу  

1/2 1/2( , , ) := ( , ) .M MP H k K P H K   

Легко видеть, что она положительно полуопределена. Тогда по следствию 12 имеем  

=1

( , ) ( ) ( ( , , )),max
p

T

M i i M
Y i

trY RYP H R P H k   


  

и  

(71) 2 2 2 2
,... 0 =11

( , ) = { ( ( )) ( ) 1 1sup
q

T

M m m m m n n

mq

C H k c d d R
 

   


     
=1

( ) ( ( , , ))}.
p

i i M

i

R P H k    

Все вышесказанное доказывает следующее утверждение. 

Утверждение 30. Пусть сеть H состоит из q ≥ 1 внутренних вершин, первые p из 

которых имеют по km инцидентных висячих вершин (m = 1, …, p), и фиксирована то-
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пология внутренней сети EM. Тогда 22( ) ( , )MC H C H k


 . 

При этом матрица, доставляющая этот минимум, вычисляется как * 1/2

1 2= TY U U K , 

где 1U  – n p  матрица, столбцы которой – нормированные на единицу собственные 

вектора матрицы R, соответствующие p  ее наибольшим собственным числам, упоря-

доченным по убыванию, а 2U  – p p  матрица, столбцы которой – нормированные на 

единицу собственные вектора матрицы ( , , )MP H k , также упорядоченные по убыванию 

соответствующих им собственных чисел. 

Для вычисления нижней оценки достаточно один раз вычислить собственные 

числа матрицы R  и решить задачу максимизации оценки выбором вектора   парамет-

ров линеаризации, на каждом шаге вычисляя собственные числа матрицы ( , , )MP H k .  

Данная нижняя оценка представляет собой первый шаг в сторону построения 

нижней оценки затрат сети, оптимальной на множестве древовидных сетей с заданным 

количеством внутренних вершин q  и их степенями 1,..., qk k . В качестве следующих 

шагов необходимо научиться искать минимум (71) по вектору k  размеров компонент 

разбиения, количеству p  внутренних вершин, имеющих инцидентные начальные вер-

шины, а также по топологии связей ME . 

Введем матрицу ( ) = T

m M p m mD H E P P  – дополнение матрицы T

m mP P  до матрицы Ep 

из всех единиц. Заметим, что тогда 
=1

( , ) = ( , )
q

M i p Mi
P H E D H   , где 

=1
( , ) = ( )

q

M m m Mm
D H D H  . Если всем q внутренним вершинам сети H назначить веса 

α1, …, αq, то матрица D = (dmm') – это p×p-матрица, элемент dmm' которой равен сумме 

весов вершин на пути между вершинами m и m' в H (в силу древовидности H путь 

единственен). В матрицу D входят только расстояния между p вершинами, имеющими 

инцидентные висячие вершины.  

Тогда, например, с учетом того, что 1 =1p nY  , формулу (71) можно переписать 

следующим образом:  

 
1

2 2 2 2
,... 0 =1

( , ) = { ( ( )) ( ) ( , )}sup min
q

q
T

M m m m M
Ym

C H k c d d trY RYD H
 

   




   

и выразить непосредственно через собственные числа матрицы расстояний ( , )MD H .  

Тогда задача синтеза структуры для фиксированных q, r, p сводится к максими-

зации взвешенной (здесь веса определяются собственными числами матрицы потоков 

R) суммы собственных чисел матрицы 1/2 1/2=P K PK  на довольно сложном множестве 

матриц расстояний древовидных сетей. 
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2.6. Выводы по главе 2  

Итак, в настоящей главе описаны основные теоретические результаты диссерта-

ционной работы. Полученные результаты можно разбить на несколько групп.  

Во-первых, это нижняя оценка затрат древовидной иерархии для однородной 

функции затрат и связанные с ней вопросы – качество нижней оценки, методы ее вы-

числения (раздел 2.1), возможности ее обобщения на более широкие классы функций 

затрат (параграфы 2.2.1 и 2.2.2). 

Вторым важным результатом является применение обобщенного алгоритма Хаф-

фмана для оптимизации древовидной иерархии для аддитивной функции затрат (пара-

граф 2.2.3).  

Далее, в параграфах 2.4.1-2.4.2 описывается эвристический алгоритм поиска при-

ближенно оптимальных древовидных иерархий. Этот алгоритм нашел свое применение 

как минимум в двух прикладных моделях, описываемых в следующих главах диссерта-

ции. 

Интерес представляют и расширения концепции секционных функций затрат. 

Описываемый в параграфе 2.5.2 алгоритм поиска оптимального дерева для окрестност-

ной функции затрат позволил открыть новые приложения теории и расширить ее ин-

струментарий. Наконец, в параграфе 2.5.3 исследуется задача о связывающей сети, 

которая, будучи интересной и сама по себе, позволяет связать теорию оптимизации 

иерархических структур с другими проблемами дискретной оптимизации – задачами 

кластеризации и разрезания графов, задачей Штейнера и задачей об оптимальной ком-

муникационной сети, что сулит большие перспективы. 

Вся совокупность разработанных методов оптимизации иерархических структур 

дает инструмент решения большого числа задач в области синтеза структуры сложных 

систем для различных предметных областей, чему посвящены следующие главы. Прак-

тически каждый из описанных во второй главе теоретических результатов находит свое 

применение в исследовании той или иной прикладной задачи.  

В третьей главе исследуются задачи оптимизации структуры информационных 

систем. Четвертая глава посвящена рациональным структурам организационных си-

стем. В пятой главе рассматривается синтез структуры технических систем. 
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ГЛАВА 3. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ  

ИЕРАРХИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

3.1. Оптимальные вопросники и деревья принятия решений 

3.1.1. Постановка задачи 

Деревья принятия решений – хорошо зарекомендовавший себя комплекс методов 

классификации, распознавания и поддержки принятия решений, применяемых в ма-

шинном обучении, идентификации, анализе данных, ситуационном управлении и т.д. 

Задача обычно состоит в том, чтобы по обучающей выборке построить дерево вопро-

сов, ответы на которые позволяют выбрать то или иное решение. Также важна предска-

зательная способность дерева – при поступлении на вход новых, ранее не встречавших-

ся ситуаций (комбинаций ответов) принимать в них правильные решения, то есть те 

решения, которые принял бы в той же ситуации эксперт. 

Дерево принятия решений должно быть компактным (иметь как можно меньшее 

число вершин) – это экономит время при ответах на вопросы; кроме того, эмпирически 

установлено, что компактные деревья принятия решений обладают лучшей прогности-

ческой способностью. 

Начиная с 90-х годов прошлого века акцент исследований сдвинулся в сторону 

построения деревьев принятия решений с учетом различной стоимости вопросов и 

ошибок классификации. Примеры таких задач – построение вопросников для медицин-

ской диагностики, где затраты на осуществление тестов имеют денежную природу, 

задачи технической диагностики, где затратам тестов соответствует время принятия 

решений, задачи ситуационного управления, и многие другие [167]. 

Построение оптимального дерева принятия решений сводится к задаче дискрет-

ной оптимизации. В [113] и [178] показано, что эта проблема является NP-трудной. 

Более того, в [162] показано, что NP-трудной  является и задача аппроксимации разме-

ра оптимального дерева с заданной точностью. В связи с этим на практике используют-

ся многочисленные эвристические алгоритмы, и речь идет скорее об их вычислитель-

ной сложности и эффективности на реальных примерах, чем о теоретических оценках. 

Большая часть этих алгоритмов, как и описанный выше в параграфе 2.4.1 алгоритм,  

основана на идее жадного алгоритма построения дерева «сверху-вниз». При этом во-

прос (тестируемый атрибут) и условие ветвления для каждой вершины конструируемо-

го дерева определяются на основе критерия прироста информации, впервые предло-

женного в [145], или на основе похожего критерия. В частности, поскольку изначально 
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критерий прироста информации был  разработан для вопросов с одинаковыми затрата-

ми, для учета вопросов с различными затратами потребовалась его доработка (см. алго-

ритмы IDX [136], EG2 [137], CS-ID3 [169], и многие другие). 

Несмотря на то, что многочисленные эксперименты показывают высокое качество 

этих эвристик, в условиях реального применения всегда остается открытым вопрос о 

том, насколько неоптимально построенное тем или иным алгоритмом дерево – имеет ли 

смысл повышать качество дерева за счет привлечения более сложных и продвинутых 

алгоритмов, или потерями можно пренебречь, остановившись на текущем варианте. 

Подобные проверки особенно актуальны для приложений, где  затраты вопросов изме-

ряется деньгами, и где ставки достаточно высоки. 

Несмотря не то, что вычисление точного значения затрат оптимального дерева 

трудоемко, оно может быть приближено снизу. Если существует нижняя оценка затрат 

оптимального дерева принятия решений, ответ на поставленный выше вопрос может 

быть получен в форме: «Путем дальнейшего улучшения текущего (построенного с 

помощью некоторого эвристического алгоритма) дерева принятия решений, можно 

сэкономить не более X рублей». К сожалению, известные из литературы нижние оценки 

затрат дерева принятия решений имеют ряд ограничений и слабо помогают ответить на 

этот вопрос. 

В настоящем разделе задача построения дерева принятия решений сводится к за-

даче поиска оптимального дерева для секционной функции затрат. Показывается, что 

предложенная в разделе 2.1 нижняя оценка для однородных функций затрат является и 

нижней оценкой затрат дерева принятия решений. Для задачи построения дерева при-

нятия решений предлагается улучшенная нижняя оценка, существенно использующая 

специфику задачи. Вычисление этой нижней оценки сводится к решению набора ком-

бинаторных задач о покрытии множества (или их линейных релаксаций). Несмотря на 

то, что задача о покрытии, в общем случае, является NP-трудной, проведенные на не-

скольких реальных задачах классификации вычислительные эксперименты показыва-

ют, что она эффективно решается с использованием современной вычислительной 

техники. Нижняя оценка затем используется как для оценки качества известных эври-

стик, так и для построения нового алгоритма, основанного на предложенной в парагра-

фе 2.4.1 универсальной схеме алгоритма поиска оптимального дерева для секционной 

функции затрат общего вида. Численные эксперименты на реальных задачах классифи-

кации показывают, что новый алгоритм дает не худшие, а зачастую, лучшие результа-

ты, чем такие популярные эвристики, как CS-ID3, EG2 и IDX. 

Приведем формальную постановку задачи построения дерева принятия решений. 
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Рассмотрим множество решений (или, иначе, классов) D = {1, …, d}; типичный 

класс будем обозначать через f. Рассмотрим также множество атрибутов M = {1, …, q}; 

типичный атрибут будем обозначать через m. Допускаются только категорийные атри-

буты (принимающие конечное число значений). Мощность множества значений атри-

бута m обозначим через k(m). Также считаем заданным множество тестовых примеров 

(случаев, ситуаций) W; будем обозначать типичный пример через w. Пример w  W – 

это уникальный вектор (awm)m  M значений атрибутов и значения класса f  D (в рас-

сматриваемых ниже постановках класс можно формально отождествить с множеством 

составляющих его тестовых ситуаций). Считаем, что в обучающем множестве W отсут-

ствует т.н. «шум», то есть если w  f, то f – это корректный класс для примера w (пра-

вильное решение в ситуации w). Каждому примеру также сопоставлено положительное 

число (w) – вероятность, или частота, примера.  

Каждый атрибут m порождает тест, или вопрос вида: Каково значение атрибута 

m?». Разные ответы на этот вопрос порождают некоторое разбиение всего множества 

примеров W на подмножества S1(m), …, Sk(m)(m) (некоторые подмножества могут быть 

пустыми).  

Проверка значений различных атрибутов сопряжена, в общем случае, с различ-

ными затратами. В обзоре [171] различаются следующие виды факторов, влияющих на 

затраты вопросов (тестов):  

1) Истинный класс текущей (реализовавшейся) ситуации. Например, средние из-

держки нагрузочного теста на велоэргометре зависят от того, страдает ли пациент той 

или иной кардиопатологией (выявление которой и является целью проводимой диагно-

стики); 

2) Внешние факторы (значения некоторых скрытых, неизмеримых атрибутов си-

туации). Например, это аллергические реакции не некоторые радиологические тесты. 

3) Сама текущая (реализовавшаяся) ситуация (case-dependent cost). 

4) Ранее проведенные тесты. Например, это касается «групповых дисконтов», на 

последовательно проводимые анализы крови, для которых достаточно одного забора 

крови у пациента. 

5) Результаты предыдущих тестов (то есть значения других, уже измеренных, ат-

рибутов), например, стоимость анализа крови для пациента зависит от вида его полиса 

медицинского страхования. 

Затраты тестов, зависящие от реализовавшейся ситуации, очевидно, полностью 

покрывают первые три приведенных выше пункта. Два последних пункта сводятся к 

ним же за счет добавления виртуальных «групповых» тестов, состоящих в последова-
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тельном применении группы тестов. Кроме того, затраты тестов, зависящие от текущей 

ситуации, легко позволяют учесть такой не упомянутый в [171] фактор, как правиль-

ный ответ на текущий вопрос. Ниже в настоящем разделе будем рассматривать именно 

случай, когда затраты cwm любого вопроса m  M зависят от текущего случая (ситуа-

ции) w  W.  

Предположение о том, что вопросы m  M имеют различные затраты cm, довольно 

часто рассматривается в литературе по построению деревьев решений. Более сложная 

зависимость затрат вопроса от текущего случая (ситуации) требует некоторых поясне-

ний. Действительно, ведь целью классификации является выявление класса сложив-

шейся ситуации путем выяснения значений ее атрибутов, и если затраты вопроса, зави-

сящие от ситуации, наблюдаются в процессе тестирования, то они дают дополнитель-

ную (вдобавок к самому ответу на вопрос) информацию о реализовавшемся случае. 

Однако, если, например, затраты вопроса интерпретируются как продолжительность 

проверки значения атрибута, их среднее значение twm зашумлено и не может быть до-

стоверно определено в рамках единственного эксперимента. Другим примером, в кото-

ром зависимость затрат вопросов от ситуации появляется естественным образом, явля-

ются упомянутые выше виртуальные «групповые» тесты.  

В настоящей работе рассматривается только задача точной классификации, то 

есть не рассматривается баланс стоимости проводимых уточняющих тестов и потерь в 

результате неверной классификации. Также не будет проверяться предсказательная 

сила строящихся деревьев классификации – от них требуется лишь абсолютная точ-

ность классификации на обучающем множестве. 

Дерево принятия решения H = <V, E> – это ордерево с множеством вершин V и 

множеством дуг E. Внутренние вершины помечены атрибутами (проводимыми теста-

ми), а листья помечены классами f  D. Для категорийных атрибутов дуги ассоцииру-

ются со значениями тестируемого атрибута (или, эквивалентно, с утверждениями вида 

«значение атрибута m равно X»).  

Будем говорить о том, что дерево принятия решений классифицирует обучающее 

множество W, если для любого примера w  W существует путь от корня дерева до 

одного из листьев v  V.
53

 Поскольку бессмысленно проверять значение одного и того 

                                                 

53
 Чтобы дерево можно было использовать для классификации и за пределами 

обучающего множества, потребуется добавить  к нему ряд отсутствующих дуг к новым 

листьям, и пометить их классом, который представляется наиболее вероятным в роди-

тельской вершине. 
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же атрибута дважды на протяжении одного пути от корня к листу, дерево принятия 

решений H индуцирует двоичную матрицу mn , элемент ewm которой равен единице, 

если вопрос m принадлежит пути в дереве H к листу, соответствующему примеру w, и 

нулю в противном случае. Суммарные затраты вопросов для случая w, таким образом, 

записываются как ( , ) : wm wmm M
C w H c e


 . Средние затраты классификации с помощью 

дерева принятия решений H тогда получаются усреднением затрат по всему обучаю-

щему множеству W:  

(72) ( ) : ( ) ( , ) ( ) wm wmw W w W m M
C H w C w H w t e 

  
     . 

Будем говорить, что дерево принятия решений H корректно классифицирует обу-

чающее множество W, если H классифицирует W, и ситуациям w' и w'' соответствует 

один и тот же путь в дереве H только если они принадлежат к одному классу (т.е. 

f(w') = f(w'')). Тогда задача построения дерева принятия решений состоит в поиске дере-

ва, корректно классифицирующего обучающее множество W и имеющего минималь-

ные средние затраты (72). 

3.1.2. Сведение задачи к минимизации секционной функции 

В настоящем параграфе показывается, как различные модификации задачи о по-

строении дерева принятия решений сводятся к задаче поиска оптимальной иерархии 

для секционной функции затрат. 

Рассмотрим сначала наиболее простую задачу распознавания ситуаций, в которой 

каждая ситуация принадлежит к отдельному классу, все вопросы имеют одинаковые 

затраты, и минимизируется размер дерева – число вершин в нем. В этом случае можно 

считать, что затраты дерева складываются из затрат его внутренних вершин, причем 

затраты каждой вершины (вопроса) равны единице. Функция затрат, равная константе, 

очевидно, секционная, (и, вдобавок, зависящая от мер и однородная). При этом, по-

скольку множество классов совпадает с обучающим множеством (множеством ситуа-

ций), можно считать, что дерево надстраивается над множеством W листьев-ситуаций. 

В то же время, множество  допустимых иерархий получается довольно сложным; в 

реальном дереве принятия решений ветвления порождаются ответами на вопросы. 

Поэтому если вершине допустимого дерева подчинена группа ситуаций s, а ее детям – 

группы s1, …, sk, то должен найтись такой вопрос m  M, что набор непустых подмно-

жеств {Si(m)  s}i = 1, …, k(m) совпадает с набором групп {s1, …, sk} ситуаций, подчинен-

ных детям этой вершины. 
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Сложность множества  допустимых иерархий можно «переложить» на функцию 

затрат, которая при этом остается секционной. Пусть вершине подчинена группа листь-

ев (ситуаций) s, а ее детям подчинены группы s1, …, sk. Тогда функцию затрат этой 

вершины положим равной бесконечности (или достаточно большому числу), если не 

найдется вопроса, ответы на который делят подчиненную группу ситуаций s на части 

s1, …, sk (см. условие в предыдущем абзаце). Тогда можно рассматривать задачу поиска 

оптимальной иерархии на множестве всех деревьев или на множестве k-деревьев (где 

k := maxmM k(m)), причем затраты вершины зависят только от s1, …, sk, то есть описы-

ваются секционной функцией.  

Пусть теперь минимизируется не размер дерева, а среднее число вопросов для 

распознавания ситуации. В этом случае затраты вершины, которой подчинена группа 

ситуаций s  W, полагаются равными не единице, а s – частоте группы ситуаций s (при 

отсутствии подходящего вопроса – как и раньше затраты равны заведомо большой 

константе). Можно еще усложнить модель, предположив, что разные вопросы m  M 

имеют разные затраты cm, и минимизируются средние затраты распознавания ситуации. 

В этом случае затраты вершины равны cms, где m – тот самый вопрос, ответы на кото-

рый позволяют разделить группу s на подгруппы s1, …, sk (если таких вопросов не-

сколько, выбирается самый дешевый, при отсутствии подходящего вопроса затраты 

полагаются запретительно высокими). Если рассматривается еще более общий случай, 

когда затраты cwm вопросов зависят от ситуации, формула лишь незначительно услож-

няется: теперь затраты вершины вычисляются как ( )wmw s
c w

 .  

Пусть, наконец, множество ситуаций не совпадает с множеством классов. При 

этом по-прежнему можно считать, что дерево надстраивается над множеством ситуа-

ций, но дополнительно полагается, что затраты вершины равны нулю, если все ситуа-

ции подчиненной этой вершине группы принадлежат одному классу. В это дополни-

тельное условие входит только подчиненная группа s, потому функция затрат остается 

секционной. Понятно, что если все ситуации принадлежат одному классу, дальнейшее 

ветвление бессмысленно, а по построенной оптимальной иерархии легко восстановить 

дерево принятия решений, удаляя братья-ситуации в случае, когда все они принадлежат 

одному классу, и приписывая их родителю метку этого класса (см. рисунок 47). 
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Рисунок 47. Преобразование оптимальной иерархии в дерево решений 

 

Все упомянутые функции затрат можно либо рассматривать на множестве  до-

пустимых деревьев решений, либо на множестве всех деревьев или k-деревьев. 

Аналогично сводятся к секционным функциям затрат и другие модификации за-

дачи о дереве принятия решений. В частности, оставим читателю построение секцион-

ной функции затрат, учитывающей затраты ошибок классификации (misclassification 

costs) и другие типы затрат (см. обзор [171]) 

Сведение к стандартной постановке позволяет применять для решения задачи 

универсальные методы, описанные выше в главе 2. Так, рассмотрим задачу распозна-

вания ситуаций на множестве  с целью минимизации числа вершин в дереве. Множе-

ство допустимых деревьев принятия решений  имеет довольно сложную структуру, 

но понятно, что если все атрибуты имеют не более k допустимых значений, то множе-

ство  вложено в более просто устроенное множество – множество всех k-деревьев. 

Поэтому нижняя оценка Ck() затрат k-дерева с однородной функцией затрат c()  1 

будет и нижней оценкой числа внутренних вершин в дереве принятия решения. Оче-

видно, оптимальна симметричная пропорция и, по формуле (13), Ck() = (n – 1)/(k – 1). 

Будем теперь минимизировать не размер дерева, а среднее число вопросов для 

распознавания ситуации. Функция с() = s однородна степени 1, поэтому по формуле 

(13)  с учетом оптимальности симметричной пропорции и того, что W = 1, 

( ) ( )log ( )k kw W
C W w w 


  , что в точности равно k-арной информационной энтропии 

ситуации из множества W, рассматриваемой как случайная величина с плотностью 

распределения (). 

Описанные оценки получаются из предположения, что всегда найдется вопрос, 

который разделит множество ситуаций на нужные нам k или менее частей. Собственно, 

то, что они оценивают снизу затраты оптимального дерева принятия решений и следует 

из того факта, что разделить ситуации наиболее удобным образом удается далеко не 

всегда. 
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Пусть теперь множество классов не совпадает с множеством ситуаций. Поскольку 

дерево принятия решений должно различать d классов, оно должно иметь как минимум 

d листьев. Действительно, каждому листу оптимального дерева принятия решений 

соответствует группа ситуаций одного класса и наименьшие затраты имеет дерево, 

настроенное над множеством классов D с популярностями f  (напомним, что класс 

f  D можно отождествлять с множеством ситуаций w  W, относящихся к данному 

классу). Таким образом, нижняя оценка затрат k-дерева, надстроенного над множе-

ством классов D, будет и нижней оценкой затрат дерева принятия решений. Значит, 

нижняя оценка размера дерева (числа внутренних вершин в нем) равна (d – 1)/(k – 1) – 

количество внутренних вершин в любом k-дереве с d листьями, а нижняя оценка сред-

него числа вопросов равна logf k ff D
 


 . Это, пожалуй, самые широко известные 

нижние оценки затрат дерева принятия решений; здесь они получаются как частные 

случаи общей формулы нижней оценки оптимального дерева. В следующем параграфе 

проводится более подробный обзор той части обширной литературы по деревьям при-

нятия решений, которая касается нижних оценок затрат дерева и предлагается новая 

нижняя оценка, исследуется трудоемкость ее вычисления, а в параграфе 3.1.4 описыва-

ются ее возможные применения. 

3.1.3. Нижняя оценка затрат дерева принятия решений 

Авторство описанных выше оценок числа вершин и среднего числа вопросов 

установить уже довольно сложно. Их появление относится ко времени зарождения 

теории информации. Большинство последующих работ также использовали идею эн-

тропии в рамках теоретико-информационного подхода. Так, Охта и Канайя [138] обоб-

щили энтропийную оценку на случай, когда затраты дерева принятия решений пред-

ставляют собой взвешенную сумму среднего числа вопросов и издержек ошибок клас-

сификации. Они рассматривали задачу распознавания ситуаций, W = D, считая, что все 

атрибуты имеют k различных значений и статистически независимы. 

Заметим, что для k = 2 задача эквивалентна известной задаче об оптимальном 

двоичном коде. Классы f  D соответствуют символам исходного алфавита, а их веро-

ятности f – частоте появления этих символов в кодируемом тексте. Оптимальным 

2-деревом, как известно, является так называемое дерево Хаффмана [112]. В [141], а 

также в разделе 2.2.3 выше описан алгоритм построения аналога дерева Хаффмана для 

произвольного k > 2. Поскольку дерево Хаффмана – это оптимальное дерево двоичного 

кодирования, затраты дерева Хаффмана дают нижнюю оценку затрат дерева решений в 
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задаче минимизации средних затрат вопросов, несколько более точную, чем просто 

энтропия. 

Бьясиззо, Жужек и Новак [78] предложили нижнюю оценку затрат дерева приня-

тия решений для переменных затрат вопросов. Они рассматривали только двухзначные 

атрибуты (k = 2), и показали, что если каждый вопрос m  M имеет свои затраты cm, то 

минимальные средние затраты вопросов будет не меньше суммы затрат ( )h D    самых 

дешевых вопросов, доля ( ) ( )h D h D     от затрат следующего по стоимости вопроса (че-

рез     обозначена операция взятия целой части числа).  

Все нижние оценки, основанные на энтропии, имеют общие недостатки. Они хо-

рошо работают при большом числе классов (в идеале, W = D), в противном случае 

становясь слишком оптимистичными: например для задач выбора из двух альтернатив 

(победа или проигрыш, исправен или сломан и т.д.) длина кодового слова всегда равна 

одному биту независимо от числа примеров и информативности вопросов. Также не 

учитывается и вариации числа значений разных атрибутов – либо рассматриваются 

только двухзначные атрибуты, либо максимальное число значений k распространяется 

на все атрибуты. Оценка [78] также чувствительна к наличию дешевых, но малоинфор-

мативных вопросов. Такие вопросы никогда не используются в оптимальных деревьях, 

но существенно вредят качеству нижней оценки. 

Авторы статьи [77] следуют совершенно иному подходу. Он в наибольшей степе-

ни близок по духу к подходу, описываемому в следующем параграфе.  Авторы рас-

сматривают задачу построения оптимального дерева принятия решений как задачу 

комбинаторной оптимизации, минимизируя размер дерева. Для каждой пары ситуаций 

разных классов вычисляется набор расхождений – множество атрибутов, принимаю-

щих в этих ситуациях различные значения. Далее доказывается, что затраты минималь-

ного множества представителей семейства всех расхождений, порождаемых обучаю-

щим множеством, дает нижнюю оценку затрат дерева решений, корректно классифи-

цирующего обучающее множество. Несколько забегая вперед, заметим, что задача о 

минимальном множестве представителей эквивалентна задаче о покрытии множества, к 

которой сводится вычисление предлагаемой в следующем параграфе нижней оценки. В 

то же время, в [77] решается только задача минимизация размера дерева для одинако-

вых затрат вопросов.  

Ниже предлагается нижняя оценка затрат дерева принятия решений для случая, 

когда вопросы могут иметь различные затраты. Эта оценка работает гораздо лучше, 

чем описанные выше, в наиболее интересных случаях, когда количество классов мало 
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по сравнению с количеством примеров в обучающем множестве. Эта оценка также 

более устойчива к наличию во множестве M дешевых, но неинформативных вопросов. 

Определение 44. Множество вопросов Q  M изолирует (или корректно класси-

фицирует) ситуацию w во множестве ситуаций S  W (w  S), если в результате по-

следовательного задавания вопросов Q гарантирует принятия правильного решения в 

условиях изначальной неопределенности S относительно ситуации, если на самом деле 

реализовалась ситуация w.  

Без ограничения общности предположим, что  w  S1(m) для всех m  M. Тогда Q 

изолирует w в S, если любая ситуация 
1' ( )m Qw S m S  принадлежит тому же клас-

су, что и ситуация w. Заметим, что весь набор вопросов M должен изолировать любую 

ситуацию w в W – иначе задача точной классификации не имеет решения, так как нет 

ни одного допустимого дерева решений. 

Определение 45. Оптимальное множество вопросов Q(w, S)  M – это самое де-

шевое множество вопросов, изолирующих ситуацию w во множестве S. Также опреде-

лим минимальные затраты 
( , )

( , ) : wmm Q w S
c w S c


 . 

По определению, c(w, S) задает минимум затрат вопросов, гарантирующих пра-

вильную классификацию при условии первоначальной неопределенности S относи-

тельно реализовавшейся ситуации в случае, если в действительности реализовалась 

ситуация w. Дерево принятия решений, корректно классифицирующее множество ситу-

аций W, для каждой ситуации w  W порождает некоторую последовательность вопро-

сов. Очевидно, эта последовательность изолирует ситуацию w во множестве W. таким 

образом, затраты c(w, W) являются нижней оценкой затрат классификации ситуации w в 

любом дереве принятия решений H, которое корректно классифицирует множество W. 

Соответственно, средние затраты C(H) никогда не будет меньше средних минимальных 

затрат: 

(73) 
( , )

( ) : ( ) ( , ) ( ) wmw W w W m Q w W
C W w c w W w c 

  
     ,  

а C(W) – нижняя оценка затрат оптимального дерева принятия решений, которое кор-

ректно классифицирует множество W с помощью семейства вопросов M. Само множе-

ство вопросов M не включается в список аргументов, поскольку для любого множества 

ситуаций S, остающихся нераспознанными после некоторой последовательности во-

просов Q  M C(W, M \ Q) = C(W, M). Ниже рассматриваются только такие множества 

ситуаций. 

 Таким образом, доказано следующее 
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 Утверждение 31. Выражение (73) дает нижнюю оценку затрат дерева принятия 

решений, корректно классифицирующего множество ситуаций W. 

Данная нижняя оценка основана на замене исходной задачи классификации неиз-

вестной ситуации более простой задачей доказательства неинформированному сторон-

нему наблюдателю того, что реализовалась та или иная ситуация. Предположим, Вы 

знаете, какая ситуация w реализовалась, а Ваш коллега – нет. Вы пытаетесь доказать 

ему, что реализовалась именно ситуация w, задавая вопросы из множества M. Чтобы 

достичь цели с минимальными затратами Вы должны выбирать вопросы из Q(w, W). 

Тогда средние затраты на такое доказательство в точности равны C(W). Очевидно, за-

дача классификации проще, когда Вы знаете результат заранее. Это также доказывает, 

что C(W) – действительно нижняя оценка затрат дерева принятия решений. 

Определение 46. Вопрос m  M назовем необходимым для множества S  W, если 

m  Q(w, S) для всех w  S. 

Необходимым условием достижения нижней оценки является наличие во множе-

стве M как минимум одного необходимого вопроса. Более того, если необходимый 

вопрос m помещается в корень дерева принятия решений, для достижимости нижней 

оценки необходимо наличие необходимого вопроса для каждого из множеств 

S1(m), …, Sk(m)(m), и так далее до листьев дерева принятия решений. Хотя это, в прин-

ципе, возможно, такой случай представляется крайне редким. 

Отметим, что в ряде случаев (довольно специфических) качество нижней оценки 

(отношение C(W)/C(H), где C(H)  – затраты оптимального дерева принятия решений) 

может быть довольно низким.  

Утверждение 32. Пусть затраты любого вопроса cm зависят только от вопроса m, 

но не от ситуации w. Тогда качество нижней оценки затрат дерева принятия решений 

для множества ситуаций W = {1, …, n} и множества вопросов M = {1, …, q} больше 

или равно 2/(n + 1). 

Доказательство. Нижняя оценка затрат ( ) : w ww W
C W c


  , где w – частота си-

туации w  W, а cw – минимальные затраты вопросов Q(w, W), изолирующих ситуацию 

w во множестве ситуаций W. Построим дерево принятия решений с затратами не более 

(n + 1)C(W)/2. 

Последовательность вопросов Q(w, W) обеспечивает изоляцию реализовавшейся 

ситуации w. Поэтому всегда можно построить дерево принятия решений, которое будет 

изолировать любую ситуацию из W, задавая последовательность вопросов Q(1, W) для 

определения первой ситуации. Затем, если реализовалась не первая ситуация, задаются 
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вопросы Q(2, W) для изоляции второй ситуации, и т.д. В худшем случае каждый вопрос 

входит не более чем в одну последовательность. Тогда последовательность вопросов 

Q(w, W) позволяет сказать лишь, реализовалась ли ситуация w или нет. 

Поскольку затраты вопросов не зависят от ситуации, изолировать ситуацию w в 

таком дереве стоит c1 + c2 + … + cw. Стоит отметить, что задавать последовательность 

вопросов Q(n, W) для того, чтобы изолировать последнюю ситуацию n, уже не нужно 

(она идентифицируется методом исключения после того как показано, что остальные 

ситуации невозможны), но ниже для симметрии эта часть дерева принятия решений 

оставляется для симметрии. 

Затраты построенного дерева можно минимизировать за счет перестановки по-

рядка изолирования ситуаций. Это простейшая задача о расписании, и по правилу 

МакНотона [128], нужно проверять ситуации по возрастанию отношения cw/w. Обо-

значим затраты такого дерева принятия решения через  

Cseq(1, …, n, c1, …, cn) := c11 + (c1 + c2)2 + … + (c1 + … + cn)n. Докажем что незави-

симо от вероятностей w и затрат cw, w  W, Cseq()/C()  (n + 1)/2. 

Это эквивалентно тому, чтобы доказать, что  

(74)     
, ,

( ) : max ( ) ( 1) / 2
w w

seq
c w W

C n C n A
 

     

для любых неотрицательных w, cw, w = 1, …, n, таких, что 1ww N



 , 

w ww W
c A


   и 1 1/ /w w w wc c    для всех w = 1, …, n – 1. 

Поскольку Cseq() = (n + 1)A/2 для допустимого набора вероятностей w =1/n и не-

отрицательных затрат cw = A, достаточно доказать, что при этих аргументах достигает-

ся максимум Cseq(). 

Рассмотрим решение w, cw задачи максимизации (74). Если все w равны между 

собой, так же как и cw, доказательство завершено. В противном случае рассмотрим 

максимальный номер ситуации w
*
  n – 1, такой, что  w  w + 1 или cw  cw + 1. Для крат-

кости обозначим r := n – w
*
, *

 := w*, c
*
 := cw*,  := w* + 1, c := cw*+ 1. 

Рассмотрим другой вектор аргументов w', cw', где w' := w, cw' := cw для всех 

w = 1, …, w
*
 – 1, и w' =  ' := (r + *

)/(r + 1) ≥ 0, cw' = c ' := (r c + *
c

*
)/(r + *

) ≥ 0 для 

всех w = w
*
, …, n. 

Заметим, что 1ww W



  , 

w ww W
c A


   . Докажем, что c

*
/*

  c'/ ' (это гаран-

тирует то, что вектор w', cw' допустим): это неравенство эквивалентно тому, что 
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c
* '  c '*

. Рассмотрим функцию 
* * *

* * * *

*

         
' –  '

      1 

r c c r
c c c

r r

   
  

 

 
 

 
. Найдем ее 

минимум по c
*
, *

, c,  при условии что c
*
/*

  c/. Из условий первого порядка этот 

минимум равен нулю и достигается в точках c
*
 = c, *

 =  (или при 0 = *
 =  , что 

невозможно по условию). Таким образом, c
* '  c '*

 и w', cw' – допустимый вектор для 

задачи максимизации (74). Понятно, что  

Cseq(1', …, n', c1', … cn') – Cseq(1, …, n, c1, …, cn) =  

= (r + 1)(r + 2) c ' '/2 – r(r + 1)c /2 – *
c

*
 – rc*

 =  

= (r + 2)(r c + *
c

*
)/2 – r(r + 1)c /2 – *

c
*
 – rc*

 = r(*
c

*
 + c – 2c*

)/2. 

Докажем что *
c

*
 + c – 2c* 

≥ 0. Найдем ее минимум 
 
при условии c

*
/*

  c/. 

Понятно, что если он достигается в некоторой точке c
*
 = *

, c = , *
 = *

,  = , то он 

также достигается и в точке c
*
 = *

/,  c = 1, *
 = *

/,  = 1. Таким образом, нахожде-

ние минимума этой функции эквивалентно нахождению минимума функции *
c

*
 + 1 –

 2c
*
 при условии c

*
 *

. Легко показать, что он равен нулю и достигается при 

* 
= c

*
 = 1. 

Таким образом, допустимое решение w', cw' задачи максимизации (74) не хуже, 

чем исходное решение w, cw. Будем повторять описанное преобразование решения до 

тех пор, пока все w (а также cw) не станут равными друг другу.  

Итак, выше доказано, что качество нижней оценки – отношение C(W)/C(H) – не 

меньше чем 2/(n + 1) в случае, когда затраты не зависят от ситуации.  

По-видимому, определяя последнюю ситуацию методом исключения, можно до-

казать и что качество оценки не менее чем 2/n, но это непринципиально. К качеству 

оценки 2/n можно приблизиться неограниченно близко в следующем примере. Рас-

смотрим задачу распознавания ситуаций (D = W) на обучающем множестве 

W = {1, …, n} равновероятных ситуаций при множестве вопросов M, состоящем из 

n + 1 вопросов: вопросы m = 1, …, n с затратами 2 +  (где  – малая положительная 

константа), имеющие форму “а не ситуация ли w реализовалась?” для каждой ситуации 

w  W, и вопрос m = n + 1 с затратами n, который позволяет идентифицировать любую 

ситуацию из W. Тогда Q(w, W) = {w} для каждой ситуации w  W, и нижняя оценка 

C(W) = 2 + , тогда как оптимальное дерево принятия решений H включает единствен-

ный вопрос n + 1 и имеет затраты C(H) = n. таким образом, отношение 

C(W)/C(H) = (2 + )/n может быть сделано сколь угодно близким к 2/n. Качество ниж-

ней оценки в этом частном случае столь низко, поскольку каждая ситуация w  W рас-
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сматривается отдельно в процессе вычисления нижней оценки, и игнорируются все 

способы изолирования ситуации w, за исключением самого дешевого.  

В то же время, в отличие от нижних оценок, основанных на теории информации, 

предложенная оценка учитывает информативность имеющихся вопросов и хорошо 

работает в ситуациях, когда число классов мало по сравнению в количеством ситуаций. 

Аналогично тому, как предлагается в [138], качество нижней оценки может быть 

повышено ценой не более чем m-кратного увеличения вычислительной сложности 

(напомним, что m – число доступных вопросов). Поскольку каждое поддерево опти-

мального дерева принятия решений также оптимально (на более узком множестве 

ситуаций), и в корне дерева должен находиться один из доступных вопросов. Поэтому 

выражение 

(75)    
( )

*

1 ( )

( ) : min ( ) ( ( )) ( )
i

k m

wm i
m M

w W i w S m

C W w c C S m w 


  

 
   

 
    

является нижней оценкой затрат вопросов дерева принятия решений, притом, что, 

очевидно, 
*( )C W  всегда не меньше чем ( )C W . 

Вычисление нижней оценки C(W) сводится к нахождению оптимального набора 

вопросов для всех n ситуаций. Рассмотрим ситуацию w  W и без потери общности 

предположим, что w  S1(m) для всех m  M. Пусть F(w)  W – множество ситуаций, 

принадлежащих к тому же классу, что и ситуация w. Тогда задача нахождения Q(w, S) 

и, соответственно, c(w, S), для некоторого множества ситуаций S  W эквивалентна 

задаче о покрытии множества S \ F(w) семейством множеств {W \ S1(m)}m  M , или сле-

дующей задаче целочисленного программирования: минимизировать линейную функ-

цию 
wm mm M

c x
  выбором вектора (xm)mM с двоичными компонентами при линейных 

ограничениях 
' 1w m mm M

a x


  для всех w'  S\F(w), где aw'm равен нулю, если 

w'  S1(m), и единице в противном случае. 

Задача о покрытии множества является одной из наиболее полно исследованных 

задач целочисленного программирования (см., например, обзор в [86]). Известно, что 

она NP-трудна (причем известно, что NP-трудна также задача аппроксимации с задан-

ной точностью). Тем не менее, описываемые ниже вычислительные эксперименты 

показывают, что средняя трудоемкость решения в реальных задачах классификации 

существенно ниже – более того, она линейно зависит от объема исходных данных – m-

мерного вектора затрат m вопросов при реализации ситуации w и двоичной mn матри-

цы (aw'm). 
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Исходные данные для моделирования задач классификации различной размерно-

сти (количества ситуаций n в обучающем множестве и количества доступных вопросов 

m) генерировались на основе набора данных “Chess” из архива тестовых задач класси-

фикации UCI Machine Learning Repository. Этот набор данных классифицирует шах-

матные эндшпили типа KRKPA7 (Король+ладья vs король+пешка на a7). Набор данных 

включает 3196 ситуации, характеризуемые одним тернарным и 35-тю бинарным атри-

бутами, и разбитые на два класса (1669 «победа», и 1527 «поражение»). 

Для этого исходный набор данных ограничивался 9-ю, 18-ю и 24-я случайным об-

разом выбираемыми атрибутами. При этом такая «обрезанная», агрегированная, ситуа-

ция относилась к классу, наиболее часто встречающемуся среди соответствующих ей 

«расширенных» ситуаций. Затем атрибуты случайным образом комбинировались для 

получения агрегированных атрибутов, имеющих число значений от 2 до 768, тогда как 

число самих вопросов варьировалось от 2 до 36. Затраты вопросов, зависящие от реали-

зовавшейся ситуации, случайным образом выбирались на основе равномерного распре-

деления на [0, 1]. Затем выбиралось случайное подмножество S ситуаций и минималь-

ные затраты c(w, S) для десяти случайным образом выбранных ситуаций w  S вычис-

лялись с помощью универсального алгоритма решения задачи целочисленного про-

граммирования. Алгоритм основан на методе ветвей и границ и использует для ограни-

чения поиска решение непрерывной линейной релаксации исходной задачи. По такой 

схеме было проведено 65000 экспериментов. Результаты приведены ниже в таблице 2. 

Затем с целью изучения возможностей ускорения вычислений исследовалась тру-

доемкость решения непрерывной релаксации исходной задачи целочисленного про-

граммирования; в ней переменным xm разрешалось принимать любые неотрицательные 

значения. Решение 
* *( , ) ( ( , ))m m Mx w S x w S   такой релаксации дает нижнюю оценку 

c(w, S) минимальных затрат c(w, S). Среднее значение затрат c(w, S), таким образом, 

представляет собой несколько более грубую нижнюю оценку затрат оптимального 

дерева принятия решений, корректно классифицирующего обучающее множество W: 

(76)      ( ) : ( ) ( , )
w W

C W w c w W


  . 

Уточненная оценка 
*( )C W  определяется по аналогии с (75). Оценка ( )C  , разуме-

ется, менее точна, чем C(), но эксперименты показывают, что качество уменьшается 

несущественно (максимум – на 26%, а в среднем – лишь на 3.8%). Однако и уменьше-

ние трудоемкости решения задачи также невелико (сравните первый и второй столбцы 

таблицы 2) при использовании последовательного метода активных ограничений.  
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Эксперименты также показывают, что замена задачи линейного программирова-

ния двойственной задачей примерно втрое ускоряет вычисления (причина в том, что в 

исходной задаче количество переменных q мало, тогда как количество условий |S| вели-

ко) – можно сравнить наклоны линейных регрессий в таблице 2 или на рисунке 48.  

 

 

Рисунок 48. Время вычисления нижней оценки минимальных затрат 

 

Время вычисления для всех трех алгоритмов линейно зависит от размера q|S| 

матрицы ограничений A = (awm) с высоким уровнем значимости (см. таблицу 2 или 

рисунок 48). Ни в одном из экспериментов время вычисления существенно не отклоня-
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лось от данной линейной зависимости. При этом не отмечалось и статистически значи-

мой зависимости от степени заполненности таблицы A (числа единиц в ней). 

 

Таблица 2. Численные эксперименты по решению задачи о покрытии множества
54

 

Алгоритм 

Характеристика 

1. Целочисленная 

задача 

2. Линейная 

релаксация 

3. Двойственная 

задача 

Оценка минимальных затрат 

(средняя) 
3,122 3,003 3,003 

Среднее время решения 

задачи, с 
0,1866 0,1713 0,0642 

Доверительный интервал 

(p = 95%) наклона линейной 

регрессии времени вычисле-

ния, нс 

9,41-9,58 8,14-8,17 2,84-2,86 

R
2
 линейной регрессии 0,98 0,97 0,85 

 

Из этих экспериментов следует, что средняя трудоемкость вычисления нижней 

оценки затрат дерева принятия решений, которое корректно классифицирует n ситуа-

ций с помощью q вопросов, растет пропорционально n
2
q. Поскольку нижняя оценка 

состоит в усреднении минимальных затрат вопросов для всех ситуаций, вычисления 

легко распараллеливаются за счет расчета минимальных затрат вопросов для разных  

ситуаций на разных вычислителях. 

Следующие соображения позволяют несколько ускорить вычисление нижней 

оценки. В [36] было предложено понятие информационного веса – нижней оценки 

среднего времени вычисления булевой функции с помощью бинарной программы или 

двоичного дерева (эта задача, фактически, является задачей классификации с q пере-

менными (вопросами), в которой обучающее множество W состоит из 2
q
 всевозможных 

комбинаций переменных x1, …, xq, которым сопоставлены классы D = {0, 1} – значения 

функции (x1, …, xq), ситуации считаются равновероятными, (w) = 1/2
q
 (w  W), а 

вопросы имеют одинаковую стоимость – cm = 1 (m = 1, …, q)). Информационный вес – 

это среднее по всем булевым векторам (ситуациям) x1, …, xq число существенных пе-

ременных (атрибутов) вычисляемой булевой функции (x1, …, xq). Понятие существен-

                                                 

54
 Для персонального компьютера на базе Intel

®
 Core Duo™ T7200 2 GHz. 
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ности переменной, а, следовательно, и информационного веса, легко обобщается на 

произвольные задачи классификации с дискретными переменными.  

Определение 47. Вопрос (переменную, атрибут) m  M назовем существенным в 

ситуации w на множестве (нераспознанных) ситуаций S  W, если некоторая ситуация 

w'  S, отличающаяся от w только значением атрибута m, относится у другому классу, 

то есть f(w)  f(w'). Информационным весом задачи классификации назовем усреднен-

ные по всем ситуациям суммарные затраты существенных вопросов. 

Как и ( )C  , информационный вес имеет комбинаторную природу, но дает более 

грубую нижнюю оценку средних затрат дерева принятия решений. Действительно, 

легко видеть, что вопрос m  M, существенный в ситуации w на множестве ситуаций 

S  W, входит во все множества вопросов, изолирующие ситуацию w во множестве S, в 

том числе, и в оптимальное множество вопросов Q(w, S). Действительно, существен-

ный вопрос m необходимо задать для корректной классификации ситуации w даже 

после того, как заданы все остальные доступные вопросы из M.  

Существенность вопроса в той или иной ситуации относительно дешево проверя-

ется. Если на ситуациях (то есть на кортежах атрибутов) построен сбалансированный 

иерархический индекс, существенность вопроса гарантированно проверяется за время 

порядка k(m)ln n. Поэтому при расчете C() и даже ( )C 
 
целесообразно вычислять су-

щественные вопросы и с самого начала фиксировать в оптимизационных задачах их 

принадлежность оптимальному множеству вопросов. В некотором смысле, наличием 

существенных вопросов и определяется небольшая трудоемкость решения на практике 

сложной, вообще говоря, задачи о покрытии.  

В следующем параграфе потребуется вычислять нижнюю оценку для поддеревьев 

классификации некоторого подмножества ситуаций S  W. Если S – это множество 

ситуаций, остающихся нераспознанными (неизолированными) после того, как были 

получены ответы на набор вопросов Q  M, эти вопросы могут быть исключены из 

расчета нижней оценки для ускорения вычислений, поскольку ответы на них уже не 

добавляют новой информации и эти вопросы заведомо отсутствуют в оптимальном 

дереве, корректно классифицирующем множество ситуаций S. 

3.1.4. Алгоритмы поиска оптимальных деревьев решений 

Основной областью применения разработанной нижней оценки затрат является 

расчет для конкретного дерева принятия решений потенциальных потерь относительно 

затрат оптимального дерева. На практике это дает основания для прекращения или 
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продолжения поисков лучшего дерева. При этом новая нижняя оценка должна испра-

вить недостатки известных оценок. Нижние оценки часто используются в механизмах 

ветвей и границ, но для такого применения вычисление нижних оценок (73), (76) слиш-

ком трудоемко. 

В стандартном жадном алгоритме построения дерева сверху-вниз (top-down 

induction, TDI) для текущей вершины дерева выбирается вопрос, который минимизиру-

ет или максимизирует некоторый критерий оценки разбиения (т.н. «split criterion»). 

Самым популярным критерием оценки разбиения является прирост количества ин-

формации (information gain). Выше в параграфе 2.4.1 описан универсальный эвристиче-

ский алгоритм поиска оптимальной древовидной иерархии. Он имеет ту же структуру, 

что и TDI, но использует специфический критерий разделения, основанный на нижней 

оценке затрат подыерархии: 

(77)    K(s1, …, sk) = c(s1, …, sk) + (s)(C(s1) + … + C(sk)),  

что для задачи построения дерева принятия решений можно записать как 

(78)   
( )

1

( , ) : ( ) ( ) ( )
i

k m

wm s i

w s i

K s m w c s C s  
 

      , где : ( )i is s S m . 

Здесь s  W – изначальная неопределенность относительно реализовавшейся ситуации, 

разбиение s1, …, sk(m) порождается ответами на вопрос m, 
is

  – это мера группы ситуа-

ций si,, а (s) – коэффициент, обычно больший единицы, зависящий от качества ниж-

ней оценки. 

Вопрос, который доставляет минимум (78), и помещается в вершину строящегося 

дерева принятия решений, в которой нераспознанным остается группа ситуаций s. 

Ниже в настоящем разделе этот алгоритм для краткости называется TDI+LB (top-

down induction with lower bounds). Несмотря на то, что в этом жадном алгоритме число 

вычислений нижней оценки гораздо меньше, чем при типичном запуске алгоритма 

ветвей и границ, TDI+LB остается довольно медленным по сравнению с простыми 

жадными эвристиками типа CS-ID3, IDX и EG2, хотя и дает в большинстве случаев 

несколько более дешевые деревья принятия решений (см. описание вычислительных 

экспериментов ниже). Интересно здесь, однако, то, что поскольку критерий оценки 

разбиения (78) по своей комбинаторной природе принципиально отличается от осно-

ванных на теории информации критериях, используемых в CS-ID3, IDX и EG2, инте-

ресно сравнить получаемые с их помощью деревья принятия решений. Напомним, что 

все эти алгоритмы эвристические, и похожесть деревьев, построенных с помощью 



 210 

таких разных алгоритмов, случит еще одним признаком того, что они приблизительно 

оптимальны. 

Ниже описываются вычислительные эксперименты для исследования качества 

нижней оценки C(W) и сравнения алгоритма TDI+LB с другими жадными эвристиками, 

строящими дерево «сверху-вниз» на примерах реальных задач классификации. В каче-

стве источников данных для таких задач используются стандартные наборы данных 

MONK-1, MONK-2, «Cars», и «Chess» из электронного архива по машинному обучению 

UCI Machine Learning Repository. В этих задачах при довольно большом числе ситуа-

ций в обучающем множестве число классов не превышает четырех. В результате каче-

ство нижних оценок, основанных на теоретико-информационном подходе, чрезвычайно 

низко, и потому представляет интерес расчет нижней оценки (73) и оценка ее качества. 

В экспериментах использовались два типа затрат вопросов: затраты cm зависящие 

от вопроса, брались из равномерного распределения на [0, 1]; затраты же cwm, завися-

щие от ситуации, получались добавлением к затратам cm шума, равномерно распреде-

ленного на [0, 0.5]. Поскольку критерии разделения в алгоритмах IDX, CS-ID3 и EG2 

предполагают зависимость затрат от вопроса, но не от ситуации, во втором случае при 

расчете значения критерия вместо затрат вопроса подставлялись средние (по множе-

ству еще нераспознанных ситуаций) затраты. 

Как отмечено выше в пункте 2.4.1, существенное влияние на качество работы ал-

горитма TDI+LB оказывает выбор параметра – зависимости (s), причем, по идее, чем 

консервативнее нижняя оценка, тем бóльшим должно быть значение (s) для достиже-

ния наилучшего качества. В описываемых ниже вычислительных экспериментах срав-

ниваются два способа формирования параметра  (зависимость от s не будем использо-

вать). В первом варианте (назовем соответствующий алгоритм TDI+LBv1)  полагается 

равным единице, во втором (назовем его TDI+LBv2) – используется описанный в пунк-

те 2.4.1 двухэтапный адаптивный алгоритм. В этом случае запуск алгоритма с 1 = 1 

дает первое приближение – иерархию H1, второй запуск, с  2 = С(H1)/C(W), дает второе 

приближение – иерархию H2, и из них выбирается более дешевая.  

Для обоснования такого выбора коэффициента 2 в алгоритме TDI+LBv2 была 

проведена серия вычислительных экспериментов на задачах MONK-1, MONK-2 и 

«Cars». Гипотеза состояла в том, что в среднем алгоритм TDI+LB дает минимальные 

затраты дерева принятия решения примерно при  = С(H)/C(W), где С(H) – затраты 

оптимального дерева принятия решений (отметим, что при расчете 2 неизвестные 

затраты оптимального дерева заменяются  их оценкой С(H1)). Для проверки этой гипо-
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тезы для каждой из задач и для обоих типов затрат (cm и cwm) запускался алгоритм 

TDI+LB для нескольких значений параметра  из диапазона [0,8; 1,9]. Также вычисля-

лась нижняя оценка С затрат дерева принятия решений. Для каждого эксперимента 

зависимость С() затрат построенного дерева принятия решений «опускалась на ноль», 

нормировалась и «центрировалась» – заменялась на  

С '( ') = (С( ' + 2) – min[С()]) / С. 

Усредненные интервальным сглаживанием зависимости С '( ') ста экспериментов для 

различных задач и типов затрат приведены на рисунке 49. 

Из рисунка видно, что в большинстве случаев потери в качестве работы алгорит-

ма минимальны (или близки к минимальным) при  '  0, т.е. при   2 = С(H1)/C(W). 

 

 

Рисунок 49. Потери качества работы алгоритма (в процентах от затрат оптимального  

дерева) в зависимости от параметра  ' для разных задач и экспериментов 

 

Отметим, что, поскольку алгоритм TDI+LB работает медленнее известных эври-

стик, более экономным способом выбора параметра  является его выбор как отноше-

ния  = С(H0)/C(W), где С(H0) – затраты дерева H0, построенного с помощью одной из 

известных эвристик (в работе исследовались IDX, CS-ID3 и EG2). 

Результаты вычислительных экспериментов по сравнению эффективности эври-

стических алгоритмов построения деревьев принятия решений приведены в таблице 3.  
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Таблица 3. Сравнение эвристических алгоритмов построения дерева принятия решений 

Задача MONK-1 MONK-2 Cars Chess 

Кол-во вопросов, q 6 6 6 36 

Кол-во ситуаций, n 122 169 1728 3196 

Кол-во классов, d 2 2 4 2 

Тип затрат cm cwm cm cwm cm cwm cm cwm 

Нижняя оценка, LB 1,023 1,571 1,537 2,317 1,218 1,766 1,762 - 

 

Алгоритм TDI+LBv1 

Кол-во эксперимент. 100 100 100 100 100 100 2 - 

С
р
, 
за

тр
. 

п
о
  

ал
го

р
и

тм
ам

 IDX 1,404 2,188 2,030 3,138 1,451 2,115 3,246 - 

CS-ID3 1,463 2,293 2,086 3,172 1,444 2,118 3,283 - 

EG2 1,303 2,021 1,985 3,073 1,438 2,106 3,174 - 

TDI+LBv1 1,258 1,943 1,941 2,998 1,468 2,140 3,318 - 

TDI+LBv1 лучше 63 55 95 96 20 37 1 - 

TDI+LBv1 хуже 29 31 5 4 72 55 1 - 

Ничья 8 14 0 0 8 8 0 - 

 

Алгоритм TDI+LBv2 

Кол-во эксперимент. 100 100 100 100 100 100   

С
р
. 
за

тр
. 
п

о
  

ал
го

р
и

тм
ам

 IDX 1,375 2,108 2,011 3,180 1,448 2,115   

CS-ID3 1,452 2,195 2,068 3,208 1,445 2,118   

EG2 1,305 1,995 1,985 3,128 1,437 2,106   

TDI+LBv2 1,242 1,893 1,935 3,046 1,442 2,108   

TDI+LBv2 лучше 68 69 99 99 26 46   

TDI+LBv2 хуже 21 22 1 1 64 44   

Ничья 11 9 0 0 10 10   

 

Верхние пять строк таблицы содержат описательную информацию об исходных 

данных и числе экспериментов. Затем приводится среднее по экспериментам значение 

нижней оценки C(W) (LB) затрат дерева принятия решений. Следующая секция описы-

вает результаты экспериментов с алгоритмом TDI+LBv1. Там перечисляются средние 

затраты деревьев, построенных алгоритмами IDX, CS-ID3 и EG2, а также сравнивае-
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мым с ними алгоритмом TDI+LBv1. Три следующих строки содержат результаты срав-

нения – число экспериментов, в которых TDI+LBv1 был лучше, чем IDX, CS-ID3 и 

EG2, был хуже их или, наконец, давал те же результаты, что и лучший из результатов 

IDX, CS-ID3 и EG2. Параметр  («сила сдвига в сторону вопросов с меньшими затра-

тами») алгоритма EG2 в каждом эксперименте варьировался в диапазоне от нуля до 10 

для получения наилучших возможных результатов от алгоритма EG2. 

Таблица 3 показывает, что обе версии алгоритма TDI+LB превосходят конкурен-

тов на малых наборах данных (MONK-1 и MONK-2), как с точки зрения средних затрат 

построенных деревьев, так и с точки зрения процента «побед», но проигрывают на 

больших наборах данных (Cars и Chess). При этом результаты TDI+LBv2 существенно 

лучше, чем результаты TDI+LBv1, то есть правильный выбор веса  нижней оценки 

действительно существенно повышает качество алгоритма. Интересно, что в случае, 

когда в затраты вопросов добавлен шум, зависящий от ситуации, качество результатов, 

качество нижней оценки и качество работы эвристического алгоритма TDI+LB улуч-

шается несущественно, хотя как нижняя оценка, так и основанный на ней алгоритм  

TDI+LB специально ориентированы на учет такого рода затрат. Деревья принятия 

решений, построенные с помощью таких различающихся алгоритмов, очень похожи. 

Это позволяет предположить, что эти деревья приближенно оптимальны. Если это так, 

то можно оценить качество нижней оценки C(); оно варьируется от эксперимента к 

эксперименту в диапазоне от 50% до 90%. 

Поскольку нижняя оценка затрат дерева принятия решений над множеством ситу-

аций s  W состоит в усреднении минимальных затрат вопросов для всех ситуаций 

этого множества, вычисления можно ускорить за счет вычисления частичного среднего 

не по всему множеству s, а по его подмножеству. Это приводит к оценке 

(79)     
' :| '|

( ) : ( ) ( , )
w W W W

C W w c w W 


  
  ,  

где под W ' подразумевается случайная выборка из W размера . 

Полученная огрубленная оценка уже не будет гарантированно нижней оценкой, 

однако для применения в TDI алгоритме это не обязательно – ведь алгоритм запускает-

ся несколько раз при различных значениях  (в том числе, возможно, и меньших еди-

ницы), и в качестве результата его работы просто выбирается самое дешевое из постро-

енных деревьев. При фиксированном размере выборки  время расчета оценки C(W) 

пропорционально nq, где n = |W|, q = |M|. При этом оказывается, что при разумном 

размере выборки  можно сохранить качество получающихся деревьев принятия реше-

ний. На рисунке 50 приведена зависимость процента экспериментов, в которых вариа-
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ция алгоритма TDI+LBv2, основанная на обрезанной выборке размера , дает более 

дешевое дерево, чем лучшая из эвристик EG2, CS-ID3 и IDX.  

 

Рисунок 50. Процент побед в зависимости от размера выборки  

Из рисунка видно, что уже при  = 5 на задачах MONK-1 и MONK-2 алгоритм, 

основанный на оценке ( )C  , дает почти такие же результаты, как и при расчете оценки 

на основе всего множества ситуаций. В то же время видно, что для задачи Cars выход 

на «плато» качества алгоритма происходит лишь при  = 60-100. Это позволяет пред-

положить, что качество оценки определяется  как долей от n, что не позволяет снизить 

порядок вычислительной сложности расчета оценки затрат дерева (квадратичной по n) 

и всего алгоритма. 

Это, однако, не страшно, поскольку существует способ одновременно улучшить 

качество алгоритма TDI+LB даже на «неудачных» задачах вроде Cars и Chess, и, одно-

временно, существенно уменьшить его вычислительную сложность. Этот способ осно-

ван на следующих соображениях. Эксперименты показывают, что «теоретико-

информационные» эвристики работают лучше, чем «комбинаторная» эвристика 

TDI+LB, начиная с сотен классифицируемых ситуаций. Это понятно и довольно ожи-

даемо, поскольку используемая в TDI+LB нижняя оценка основана некотором «микро-

описании» задачи классификации. 

В связи с этим для повышения как скорости, так и качества расчетов, предлагает-

ся верхнюю часть дерева строить с помощью одной из эвристик, основанных на теоре-

тико-информационном критерии (например, EG2), а нижние поддеревья над неболь-

шими множествами нераспознанных ситуаций – с помощью TDI+LB. Размер множе-
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ства нераспознанных ситуаций, при котором происходит этот переход, задается пара-

метром алгоритма. 

Таблицы 4 и 5 показывают, что такой комбинированный алгоритм (в таблице он 

обозначается через EG2+LBv2) хорошо работает для набора данных «Cars», и хуже для 

набора данных «Chess». Сравнение результатов показывает, что нижние оценки рабо-

тают существенно хуже при наличии «мусорных» вопросов, никогда не появляющихся 

в близких к оптимальным деревьях принятия решений (та же проблема отмечалась и 

для нижней оценки Бьясиззо, Жужека и Новака [78]). 

Таблица 4. Сравнение EG2 и EG2+LBv2 на задаче Cars 

Переход при n = 100 50 25 

Тип затрат cm cwm cm cwm cm cwm 

Число эксперим. 100 100 100 100 100 100 

Ср. 

затр. 

EG2 1.412 2.186 1.492 2.219 1.482 2.247 

EG2+LBv2 1.425 2.192 1.489 2.217 1.481 2.246 

EG2+LBv2 лучше 45 53 67 65 24 41 

Ничья 12 20 20 30 76 59 

EG2 лучше 43 27 13 5 0 0 

 

Таблица 5. Сравнение EG2 и EG2+LBv2 на задаче Chess 

Переход при n = 50 25 10 5 

Тип затрат cm cwm cm cwm cm cwm cm cwm 

Число эксперим. 10 10 10 10 10 10 10 10 

Ср. 

затр. 

EG2 1.877 3.120 2.050 2.935 2.034 3.213 2.0501 2.9349 

EG2+LBv2 1.901 3.128 2.057 2.942 2.036 3.217 2.0507 2.9352 

EG2+LBv2 лучше 1 4 1 0 2 0 3 1 

Ничья 0 0 0 0 1 0 0 4 

EG2 лучше 9 6 9 10 7 10 7 5 

 

Студент В.Н. Гинз реализовал несколько модификаций алгоритма в виде модуля откры-

той информационной системы анализа данных Weka. 

3.2. Иерархические пользовательские меню 

Иерархические меню являются популярным методом доступа пользователей к 

командам и данным. Эффективность меню обычно измеряется средним временем нави-
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гации в нем пользователя – чем это время меньше, тем меню лучше. Среднее время 

навигации существенно зависит от популярности (частоты запроса) отдельных функ-

ций информационной системы и от структуры меню: того, в какие категории группи-

руются функции, как эти категории объединяются в метакатегории, и т.д. В результате 

таких группировок получается древовидная структура, начальные вершины которой 

соответствуют отдельным функциям системы, а остальные вершины – панелям меню 

или, что эквивалентно, категориям, группам функций. Задача оптимизации структуры 

меню состоит в том, чтобы среди множества допустимых выбрать структуру, миними-

зирующую среднее время пользовательской сессии. 

В настоящем разделе описывается применение методов поиска оптимальных 

иерархий для разработки автоматизированной процедуры оптимизации иерархических 

меню. Исходными данными служат популярности использования различных функций 

информационной системы и модель навигации в меню (зависимость среднего времени 

выбора от параметров панели меню). Разработанная математическая модель позволяет 

описывать большое число типов пользовательских интерфейсов (голосовой, визуальный 

сенсорный, с управлением клавиатурой, мышью или джойстиком) и типов меню (выпа-

дающие текстовые меню, таблицы пиктограмм, и многие другие). Она может быть ис-

пользована для сравнения их качества и выбора наилучшего вида интерфейса и типа 

меню под конкретное приложение или категорию пользователей, а также для облегчения 

переноса приложений между платформами и устройствами (например, для переноса 

приложений с настольных компьютеров на современные мобильные планшетные 

устройства).  

Иерархические каталоги исторически были одним из первых способов упорядоче-

ния большого числа объектов для быстрого доступа к ним. В настоящее время примера-

ми таких иерархий являются командные меню графического интерфейса компьютерных 

программ, веб-каталоги наподобие «Google™ directory» (см. рисунок 51), голосовые 

меню телефонных сервисов и систем обслуживания клиентов, меню мобильных 

устройств и гаджетов [170], и многие другие.  

Пользователи тратят существенное время на выбор команд в подобных  меню, и 

качество пользовательского интерфейса того или иного приложения во многом опреде-

ляется удобством системы его меню. Особенно этот фактор важен для мобильных 

устройств с их ограниченными возможностями взаимодействия с пользователем. 

Построение иерархического меню состоит в построении иерархического разбиения 

функций системы (команд) на группы и выбора типа (внешнего вида) меню для каждого 

разбиения (понятно, что каждое разбиение группы команд на подгруппы задает панель 
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меню) таким образом, который наилучшим образом соответствовал бы условиям кон-

кретного приложения, оборудования или пользователя. 

 

 

Рисунок 51. Google™ Directory – пример иерархического меню (фрагмент) 

Удобство меню обычно оценивается средним временем поиска команды в меню. 

Обычно имеется очень большое число способов представления заданного множества 

функций в виде иерархии категорий, и задача поэтому состоит в том, чтобы из множе-

ства допустимых иерархий выбрать иерархию с наименьшим средним временем поиска. 

Ниже показывается, что эта задача сводится к поиску оптимальной иерархии для одно-

родной функции затрат на множестве допустимых иерархий, являющимся подмноже-

ством множества всевозможных деревьев, надстроенных над множеством функций. для 

решения этой задачи предлагается использовать как автоматические алгоритмы, так и 

автоматизированные процедуры, реализуемые пошагово под контролем разработчика 

меню, направляющего процесс оптимизации меню в желаемом направлении. Затем рас-

смотренная базовая модель обобщается для учета различного семантического качества 

меток различных категорий (групп функций системы). Эта обобщенная модель требует 

более сложных исходных данных и описывается секционной функцией затрат специаль-

ного вида. Базовые алгоритмы обобщаются на эту модель.   

Разработанные методы оптимизации структуры иерархических меню  реализованы 

в специализированной информационной системе автоматизированного проектирования 

(САПР). Система позволяет задавать исходные данные для моделирования и оптимиза-
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ции структуры меню. На основе этой информации САПР позволяет оценивать среднее 

время навигации как в текущей, так и в оптимальной структуре меню, показывать «узкие 

места» – панели текущей структуры меню, вносящие наибольший вклад в потери време-

ни – и предлагать пути их улучшения, в виде как локальных улучшений текущей струк-

туры, так и полностью автоматического построения всей структуры меню. 

Применение предложенного подхода к оптимизации пользовательских меню иллю-

стрируется на нескольких примерах разработки реальных пользовательских интерфейсов 

(меню сотового телефона, голосового интерфейса телефонного сервиса банка, устройства 

управления энергопотреблением). 

В параграфе 3.2.1 приводится обзор известных из литературы подходов к оптими-

зации структуры иерархических меню. Затем в параграфе 3.2.2 задача сводится поиску 

оптимального дерева для однородной степени один функции затрат, и на основе резуль-

татов раздела 2.1 предлагается нижняя оценка среднего времени поиска. В параграфе 

3.2.3 модель обобщается для учета семантического качества меток пунктов меню, что 

выводит модель за рамки однородных функций, хотя функция затрат и остается секци-

онной. В параграфе 3.2.4 описывается применение алгоритма поиска приближенно опти-

мального дерева из параграфа 2.4.1 для поиска приближенно оптимальной структуры 

иерархического меню. В параграфе 3.2.5 описывается несколько примеров оптимизации 

иерархических меню с помощью автоматизированной системы проектирования структу-

ры меню, реализующей описанный в параграфе 2.4.2 интерактивный процесс оптимиза-

ции иерархических структур. 

3.2.1. Обзор литературы 

Активные исследования методов оптимизации пользовательских меню начались в 

последние два десятилетия XX века в ответ на быстрое развитие компьютерных интер-

фейсов. Обзор основных трендов в литературе этого времени можно найти в [134]. 

Изначально иерархические меню стали частью стандартного графического пользова-

тельского интерфейса, а затем перешли в глобальную сеть, трансформировавшись в 

структуры гиперссылок Интернет-ресурсов и веб-приложений. 

При построении рациональной структуры иерархического меню необходимо учи-

тывать большое число аспектов – внешний вид панелей меню, возможности переработ-

ки информации пользователем, опыт или неопытность пользователя, потребности при-

ложения, различные пользовательские стратегии навигации в меню, принципы сорти-

ровки пунктов меню, процессы научения в процессе работы. Один из важнейших во-

просов – вопрос оптимальной иерархической структуры меню – исследовался в основ-
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ном в контексте компромисса между шириной и глубиной меню (т.н. «depth vs. breadth» 

problem). Проблема состоит в том, сколько альтернатив (пунктов меню) стоит предо-

ставлять пользователю одновременно на одной панели меню (это число называется 

шириной меню) и, как следствие, сколько уровней будет иметь иерархическая структу-

ра меню (это число также называется глубиной меню). Более тонкий вопрос – как ши-

рина меню должна зависеть от уровня – стоит ли предлагать пользователю сначала 

более богатый выбор, а затем сужать число предлагаемых к выбору альтернатив, или 

наоборот. 

Существуют различные подходы к этой проблеме. Ранние рекомендации наподо-

бие «keep it simple» (упрощай) [152] были на самом деле неудовлетворительными.  В 

классической модели Ли и МакГрегора [124] рассматривалась довольно ограниченная 

модель симметричных меню с шириной, одинаковой на всех уровнях иерархической 

структуры, причем считалось, что все функции системы имеют одинаковую популяр-

ность. Также считалось, что каждый пункт меню находится и выбирается пользовате-

лем за одинаковое время, независимо от расположения этого пункта на меню (первый, 

где-то в середине, или последний). Ли и МакГрегора рассмотрели две стратегии пове-

дения пользователя; обе они приводили к линейной зависимости времени нахождения 

пользователя в панели меню от ширины меню. Авторы вывели формулу оптимальной 

ширины меню (минимизирующей среднее время навигации в меню). Для широкого 

диапазона параметров эта формула дает от 6 до 8 альтернатив в качестве оптимальной 

ширины меню. Этот диапазон был довольно далеким от эмпирических наблюдений, 

поэтому Ландойер и Набар [123] предложили альтернативную модель, унаследовав-

шую похожие ограничения, но приводящую к логарифмической зависимости между 

временем поиска и шириной меню. Их формула оптимальной ширины меню приводит 

к большим вариациям ширины меню в зависимости от внешних условий (в [91] описы-

вается более поздняя вариация на тему этой модели).  

Модель Паапа и Роске-Хофштранда [139], допускающая различия в популярно-

стях функций системы, расширяла модель Ли и МакГрегора [124], но по-прежнему 

исключала из рассмотрения асимметричные иерархии. Позже Тимблеби [170] предло-

жил другую модель, основанную на кодах Хаффмана и также допускающую различные 

популярности разных функций. Идея о том, что «частые действия должны требовать 

меньших усилий» улавливает основные резоны появления асимметричных меню, но в 

модели  Тимблеби панели меню как таковые отсутствуют, скрываясь под маской авто-

матных моделей. Модель учитывает только число нажатий на кнопки, а не временные 

задержки, что ставит ее несколько особняком. В то же время, все описанные выше 
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подходы выбора структуры меню являются частными случаями модели, предлагаемой 

в настоящей работе. 

Любое теоретическое исследование принципов формирования иерархической 

структуры меню основывается на той или иной модели поведения пользователя при 

навигации в меню, и исследования подобных моделей в различных постановках со-

ставляют существенную часть имеющейся литературы. Среди последних публикаций 

стоит упомянуть  [91, 96, 108].  

Один из классиков теории человеко-машинного взаимодействия Бен Шнайдерман 

[167] подчеркивал важность экспериментальной проверки теоретических выводов, и 

многие авторы (среди прочих, [91, 108, 134, 135, 161]) сконцентрировали исследования 

на экспериментальном изучении различных типов меню и различных принципов струк-

туризации для обоснования различных рекомендаций по дизайну меню.  

Экспериментальные исследования довольно сложного для изучения эффекта из-

менения ширины меню c уровнем на настоящий момент не дали пока однозначного 

ответа на вопрос о том, стоит ли увеличивать ширину меню по мере погружения поль-

зователя на более глубокие его уровни, или уменьшать. Так, Норман и Чин [135] дела-

ют вывод о рациональности более широких меню на более глубоких уровнях, тогда как 

Бернар [75] не находит существенной разницы среднего времени навигации в меню с 

увеличивающейся и уменьшающейся шириной. Одним из выводов описываемой ниже 

теоретической модели является однородность оптимальной иерархии в задаче о струк-

туре меню и, как следствие, постоянная ширина меню на всех уровнях, но этот вывод 

основывается не на частном эксперименте, а на анализе общей математической модели. 

Вообще, некоторая оторванность от практики характерна для выводов как теоре-

тических, так и экспериментальных исследований рассматриваемой проблемы. Имею-

щиеся теоретические результаты (зачастую основанные на применении формальных 

методов) получаются в довольно стилизованных постановках, тогда как рекомендации, 

выработанные в результате экспериментальных исследований, касаются лишь того или 

иного частного случая, рассмотренного данным автором. Большинство исследований 

не учитывают важных аспектов построения пользовательских меню, в частности, се-

мантической допустимости (в смысле проверки, осмысленна та или иная группировка 

или нет) ярлыков категорий меню, не говоря уже о более тонком учете различного 

семантического качества (и, как следствие, различной предпочтительности) ярлыков. 

Одним из наиболее прагматических, ориентированных на автоматизацию постро-

ения пользовательских меню в реальных условиях, является подход, развитый в работе 

Фишера и др. [96], где частично снимаются ограничения модели Ли и МакГрегора и 
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предлагается алгоритм построения структуры меню с учетом семантических ограниче-

ний. Там была предложена интенсивно эксплуатируемая на протяжении всего настоя-

щего раздела идея использования иерархических классификаций функций системы для 

автоматического построения осмысленных категорий (группировок функций). Однако 

предлагаемые в настоящем разделе алгоритмы оптимизации структуры меню имеют 

ряд важных преимуществ перед алгоритмами [96] – они работают для почти любой 

модели навигации в меню, имеют большую скорость работы. Предлагаемые алгоритмы 

имеют существенно более широкие комбинаторные возможности по формированию 

панелей и, как следствие, предлагают лучшие структуры меню. 

Практика разработки пользовательских интерфейсов накладывает ряд требований 

на используемые для этого инструменты и методы. Они должны поддерживать автома-

тический и автоматизированный режим оптимизации структуры меню, позволять срав-

нивать различные типы и структуры меню на предмет их удобства для пользователей. 

Ниже описывается подход, основанный на сформулированных во второй главе общих 

результатах и моделях оптимизации иерархических структур. Он позволяет ослабить 

ряд допущений существующих моделей и использовать полученные теоретические 

результаты для разработки средств автоматизации построения меню. 

3.2.2. Модель оптимизации среднего времени навигации в меню 

Рассмотрим множество функций системы W, которые должны быть разбиты на 

категории и выстроены в форме иерархии. Обозначим через (w) популярность функ-

ции w  W – вероятность, что пользователь будет искать данную функцию. Предполо-

жим, что пользователю в каждый момент времени нужна одна конкретная функция – 

целевая функция.  

Множество функций W может быть разбито на подмножества (категории). Каждая 

категория (панель меню) характеризуется группой s  W относящихся к ней функций 

системы. Рекурсивная декомпозиция категорий порождает ориентированное дерево с 

категорией W в ее корне и с отдельными функциями {w} (w  W) в листьях. 

Назовем целевой категорией любую категорию, содержащую целевую функцию. 

Для любой категории s  W определим ее популярность  


sws w)( . Рассмотрим 

пользователя в панели меню, которой соответствует категория s  W с k подкатегория-

ми. Если i – это популярность категории si, i = 1, …, k (заметим, что 1 + … + k = s), 

условная вероятность того, что i-я категория является целевой – yi := i/s (здесь и далее 

вектор (y1, …, yk) будем называть пропорцией, поскольку по определению 

y1 + … + yk = 1). 
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Совокупность визуальных и пользовательских свойств меню того или иного ди-

зайна будем называть типом меню. Через  обозначим совокупность доступных типов 

меню, из которых может выбирать дизайнер. Для меню мобильного телефона множе-

ство  может включать в себя элементы типа “Вертикальный список с текстовыми 

метками ”, “Матрица кнопок 4x3 с анимированными пиктограммами”, или “Высоко-

контрастное меню с огромными пиктограммами и голосовыми подсказками”.  

Основу модели составляет модель времени навигации в меню. Помимо типа меню 

время навигации зависит от условий эксплуатации меню и от контингента пользовате-

лей. Пусть вектор    хранит совокупность условий эксплуатации меню (скорость 

канала передачи данных, размер и разрешение экрана, тип приложения и т.д.) и пользо-

вательских характеристик (таких как возраст, опыт, качество зрения, скорость чтения и 

т.д.). 

Для того чтобы охарактеризовать для целей оптимизации тип меню θ  , необ-

ходимо задать среднее время ti(k, θ, ) выбора i-го пункта меню в панели меню типа θ, 

включающей k пунктов в условиях эксплуатации  (предполагается, что для любого k 

пункты меню подходящим образом занумерованы от 1 до k). Время ti(k, θ, ) включает 

как задержку восприятия, так и моторные задержки.  

При проектировании меню необходимо предсказывать условия использования и 

фокус-группу, на которую рассчитано меню. В общем случае такое предсказание имеет 

вид вероятностного распределения на множестве . Поскольку модель, которую мы 

построим, будет линейна по времени ti(k, θ, ), информацию об условиях использования 

меню можно просто усреднить, и потому ниже мы опускаем аргумент , предполагая, 

что время ti(k, θ) соответствует среднему по планируемым условиям эксплуатации. 

Если пользователь попадает в панель меню, которой соответствует категория 

s  W, и в которой имеются k пунктов, которым соответствуют категории s1, …, sk 

(подкатегории или отдельные функции системы), среднее время нахождения в этой 

панели меню равно взвешенной сумме времен выбора каждого из пунктов меню: 

 1

1

( ,..., , ) ,
k

k i i

i

t y y t k y 


 . 

Перед тем как приступить к оптимизации структуры меню, необходимо выбрать 

для каждой панели оптимальный тип меню, который будет минимизировать среднее 

время нахождения пользователя в панели меню с такой структурой: 

   1

1
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k
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t y y t k y







  . 
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Как уже отмечено, иерархическая структура меню представляет собой древовид-

ную иерархию, надстроенную над множеством W функций системы. Каждой из нели-

стьевых вершин m ∈ M соответствует панель меню. 

Среднее время T, которое пользователь проводит в иерархическом меню H, скла-

дывается из средних времен, которые пользователь проводит в каждой панели меню. 

Пусть некоторой панели меню m ∈ M соответствует категория sH(m), а ( )Hs m  – суммар-

ная популярность входящих в нее функций. Тогда ( )Hs m  также вероятность того, что 

категория sH(m) будет целевой и, следовательно, что соответствующая панель меню m 

будет выбрана в ходе пользовательской сессии. Пусть 1 ( )Hs m , …, ( )( )Hk m

Hs m  – категории, 

соответствующие kH(m) пунктам панели меню m, а 1 ( )Hs m
 , …, ( )

( )
k mH
Hs m

  – их популярно-

сти. Тогда среднее время пользовательской сессии можно записать как  

 1 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) / ,..., /k mH
H H H HHs m s m s m s ms m

m M H

T H t    


  . 

Таким образом, время T записывается как сумма затрат (времен) нелистьевых 

вершин иерархии H. Затраты вершины описываются однородной функцией, и, если 

игнорировать семантические ограничения (которые, по идее, ограничивают меню толь-

ко «осмысленными» категориями), то задача оптимизации структуры меню сводится к 

задаче поиска оптимальной древовидной иерархии для однородной функции затрат.  

Поэтому для решения задачи можно воспользоваться результатами раздела 2.1. 

По утверждению 7 следующее выражение дает нижнюю оценку среднего времени 

навигации пользователя в оптимальном меню для множества функций W с популярно-

стями μ(w), w ∈ W (с учетом того что ln 0W W    так как μW = 1): 

(80) 
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Интересно отметить, что все панели оптимального иерархического меню в идеале 

имеют одинаковую структуру – количество отображаемых пунктов и соотношение 

между их популярностями. Поскольку    1

1

,..., min ,
k

k i i

i

t y y t k y







  , из этого следует, что 

все панели оптимальной структуры меню в идеале имеют одинаковый тип – не имеет 

смешивать различные дизайны меню в рамках оптимальной структуры.  

Для построения древовидной иерархии, затраты которой ненамного отличаются 

от нижней оценки, можно использовать описанный в пункте 2.1.2.2 выше алгоритм 

формирования TD-дерева. В пункте 2.1.2.2 доказано утверждение 11 о том, что отно-

шение среднего времени навигации в TD-дереве к нижней оценке T(⋅) стремится к 
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единице с ростом n – количества функций во множестве W. На практике меню, постро-

енные на базе TD-деревьев, имеют время навигации лишь на единицы процентов пре-

вышающие их нижнюю оценку (80). 

Однако недостатком этого алгоритма является игнорирование важных ограниче-

ний, присущих задаче. Это семантические ограничения, связанные с тем, что далеко не 

все группировки функций системы формируют допустимые категории, которым можно 

присвоить осмысленное имя и использовать в реальном меню. В следующем параграфе 

рассматривается более сложная модель оптимизации меню, учитывающая как семанти-

ческие ограничения, так и более сложные аспекты, связанные с различным семантиче-

ским качеством меток категорий, используемых при построении меню. 

3.2.3. Учет семантического качества в модели навигации по меню 

Задача любого меню – обеспечить быстрый доступ к набору функций путем орга-

низации их в иерархию категорий. При поиске функции пользователь проводит все 

время, просматривая и совершая действия в различных панелях меню. Стратегия, при-

меняемая пользователем для поиска варианта в меню, зависит от ряда факторов, таких 

как тип меню и квалификация пользователя. В [101] приводится подробное обсуждение 

различных стратегий пользователя. Когда пользователь точно представляет, что он 

ищет, ему остается только сопоставить цель с вариантами в панелях меню. В этом 

случае, как правило, пользователь придерживается стратегии последовательного поис-

ка, то есть просматривает варианты в панели меню последовательно, пока не дойдет до 

подходящей категории. В иных случаях возможно применение исчерпывающего поиска 

(пользователь просматривает все варианты перед осуществлением выбора) или случай-

ного поиска (пользователь просматривает варианты в случайном порядке). Вне зависи-

мости от применяемой стратегии большая часть времени тратится на просмотр и анализ 

вариантов, которые пользователю не нужны. 

При этом ярлыки, соответствующие просматриваемым вариантам, очевидно, 

имеют различное качество. Короткие и емкие названия воспринимаются легко, в то 

время как длинные и неоднозначные требуют гораздо больше внимания. Подобные 

свойства ярлыков будем называть их семантическим качеством. В зависимости от типа 

пользовательского интерфейса, частью которого является меню, роль ярлыка играет 

текстовое название, голосовая метка или пиктограмма. Семантическое качество имеет 

различный смысл для каждого из этих случаев. Например, при навигации неопытного 

пользователя в голосовом меню время, необходимое для выбора i-го варианта в панели 

меню, складывается из времени воспроизведения голосовых меток от первой до i-й. 
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Длина ярлыка (длина текстового названия или время воспроизведения голосовой 

метки) является самым простым примером семантического качества, которым мы бу-

дем пользоваться ниже для иллюстрации. В общем случае семантическое качество 

описывает не только время чтения ярлыка (длина текста), но и время анализа (понят-

ность текста), время совершения выбора (удобство расположения ярлыка), читаемость 

пиктограмм или размер кнопок (согласно т.н. закону Фиттса). 

Семантическое качество не ограничивается оценкой времени чтения или анализа 

ярлыков. Еще одним аспектом является, в частности, вероятность ошибки пользовате-

ля. Двусмысленный ярлык категории приводят к тому, что пользователь будет чаще 

выбирать эту категорию по ошибке.  

Адаптируем модель предыдущего параграфа для учета семантических ограниче-

ний и семантического качества. По-прежнему имеем множество функций 

W = {1, …, n}, которые требуется разместить в меню, и каждой функции w  W постав-

лена в соответствие ее популярность (w). Как и ранее, иерархическое меню описыва-

ется деревом H, листья которого – функции из множества W, а любой нелистьевой 

вершине m соответствует панель меню и категория – группа функций sH(m)  W.  

Однако не все группы функций являются допустимыми. Будем считать, что зада-

но некоторое количество классификаций функций системы по различным основаниям 

(например, функции офисного приложения можно группировать по типу действия – 

«просмотр, правка, удаление» – или по объекту действия – «файл, сообщение, абзац»). 

Каждая классификация задает свое разбиение множества функций W на непересекаю-

щиеся подмножества – категории. При построении панели меню можно использовать 

только категории, задаваемые одной из заданных классификаций, при этом запрещено 

комбинировать категории разных классификаций во избежание неравноположных 

перечислений. В то же время, сами классификации могут быть иерархическими, и 

панель меню может «собираться» из категорий разных уровней (например, можно 

использовать или категорию «Ссылки», или составляющие ее подкатегории «Оглавле-

ние», «Сноски», «Список литературы», «Названия» и «Предметный указатель»). 

Таким образом, множество допустимых иерархий – это множество с ограничени-

ем на допустимые разбиения в терминах параграфа 2.4.1. 

Каждой функции или допустимой категории (множеству функций) соответствует 

некоторый ярлык (описывающий функцию или категорию одной из имеющихся клас-

сификаций). Поставим в соответствие каждому ярлыку l его семантическое качество 

(l). Для большей наглядности алгоритмы ниже описаны для случая голосового меню, 
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в котором семантическое качество (l) определяется временем воспроизведения голо-

совой метки l. 

Рассмотрим категорию s  W, состоящую из k подкатегорий s1, …, sk (подкатего-

рия может состоять и из единственной функции). Предположим, что категории s1, …, sk 

формируют панель меню с ярлыками l1, …, lk соответственно. Обозначим для краткости 

i := (li). Тогда время, требуемое для поиска i-го варианта в панели меню, с учетом 

семантического качества ярлыков можно записать как ti(k, 1, …, k). На практике непо-

средственное влияние структуры меню и более тонкое влияние семантических аспектов 

1, …, k  удобно разделять, представляя время на поиск варианта в панели меню в виде 

1 1
ˆ( , ,..., ) ( ) ( ,..., )i k i i kt k t k      , где функция ˆ ( )it k  характеризует влияние структуры 

меню, а функция i(1, …, k) описывает влияние семантики. Например, для голосового 

меню в качестве семантического качества разумно рассматривать время воспроизведения 

метки. Если пользователи при этом применяют т.н. стратегию последовательного поис-

ка (пользователь просматривает пункты меню последовательно, всегда в одном и том же 

порядке, пока не доходит до целевого пункта), то время на выбор i-го варианта в панели 

меню определяется как ti(k, 1, …, k) = 1 + … + i + t0, где t0 – это время, требуемое на 

совершение выбора (нажатие на клавишу телефона). 

В общем случае время, затрачиваемое пользователем в панели меню, определяется 

позицией искомого варианта, общим количеством вариантов в панели (шириной меню) и 

семантическим качеством всех вариантов (не только искомого варианта). Все остальные 

параметры (такие как тип меню, стратегия пользователя, возможности оборудования) 

отражаются в виде функций ˆ ( )it k  и i(1, …, k). Такой подход позволяет описывать 

разнообразные типы меню и стратегии пользователей и является непосредственным 

обобщением модели предыдущего параграфа.  

Обозначим через yi относительную популярность i-го пункта в панели меню, то 

есть частоту, при которой пользователю требуется именно этот пункт, в случае, если 

пользователь вошел в данную панель. Тогда среднее время, которое пользователь про-

водит в панели меню, вычисляется как взвешенная сумма времени выбора каждой из 

альтернатив: 

(81) 1 1 1

1 1
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k k
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   . 

Чем больше значение функций i(), тем больше время, проведенное в панели ме-

ню, что соответствует худшему семантическому качеству используемых ярлыков. 
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Например, для стратегии последовательного поиска (при которой пользователь по-

следовательно знакомится с пунктами меню до тех пор, пока не достигает нужного), 

среднее время пребывания пользователя в меню определяется выражением 

(82) 
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     . 

Аналогично предыдущему параграфу среднее время поиска в меню H равно 
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где kH(m) – количество вариантов в панели меню m, а ( )1 ( ),..., ( )Hk m

H Hm m   – семантиче-

ское качество их ярлыков. 

Тогда задача поиска оптимальной структуры меню состоит в том, чтобы для задан-

ного множества функций W найти иерархическую структуру меню H, состоящую из 

осмысленных категорий, для которой среднее время поиска T(H) минимально. 

В такой постановке задача является расширением базовой модели, описанной в 

предыдущем параграфе, за счет учета семантического качества. Базовая модель является 

частным случаем, когда семантическое качество всех ярлыков в меню одинаково.  

Если все ярлыки в меню имеют одинаковое семантическое качество ̂ , то можно 

использовать нижнюю оценку (80) среднего времени поиска в меню: 

(83)      
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Минимизация проводится по всем возможным значениям ширины меню k = 2, 3, … и 

по всем пропорциям – комбинациям вектора относительных популярностей y1, …, yk. 

К сожалению, нижняя оценка (83) не учитывает различий в семантическом каче-

стве меток различных категорий. Можно вычислить нижнюю оценку среднего времени 

поиска в меню, приняв наилучшее семантическое качество для всех ярлыков. Но каче-

ство этой оценки от этого падает, и на нее нельзя полагаться в алгоритме оптимизации. 

Вместо этого в описываемых ниже алгоритмах используется некоторое среднее значе-

ние семантического качества ̂  в выражении (83) для вычисления оценки среднего 

времени поиска в меню. 

3.2.4. Алгоритмы оптимизации структуры меню 

Для модели, учитывающей семантические аспекты, оптимальная структура каж-

дой панели меню зависит от семантического качества ярлыков. Для построения меню 
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предлагается использовать описанный в параграфе 2.4.1 жадный алгоритм оптимизации 

меню сверху вниз. 

Построение меню начинается с верхнего уровня и повторяется для каждой подка-

тегории вплоть до нижнего уровня. Структура каждой панели меню выбирается путем 

перебора всех доступных классификаций, в случае иерархической классификации 

конкретное разбиение функций системы на категории выбирается локальным поиском 

по этой иерархической классификации. В результате выбирается панель меню, мини-

мизирующая локальный критерий оптимизации – оценку времени поиска в результи-

рующем меню. Оценка вычисляется как сумма времени поиска в текущей панели меню 

и аналитически вычисленной оценки времени поиска в порождаемых ею иерархиче-

ских подменю, т.е. время поиска в текущей панели меню вычисляется по формуле (81) 

и суммируется с оценкой времени для каждого подменю, вычисленной по формуле 

(83). Алгоритм выполняется несколько раз для различных значений «среднего» семан-

тического качества ̂ , и выбирается результат с наименьшим средним временем нави-

гации. 

Для реализации этого алгоритма необходимо решить несколько задач. Во-первых, 

необходим метод поиска различных разбиений функций панели меню на непересекаю-

щиеся осмысленные категории. Кроме того, необходимо знать, каким образом сортиро-

вать категории в панели меню. И в третьих – должна быть возможность сравнивать 

различные варианты наполнения панели меню, т.е. необходимо определить критерий 

оптимальности. 

3.2.4.1. Поиск разбиения функций 

Для поиска осмысленного разбиения функций на категории алгоритм использует 

иерархические классификации функций, предоставленные разработчиком меню. При-

мер возможной классификации функций банковского меню приведен на рисунке 52 

(категории выделены жирным шрифтом).  

Из каждой классификации можно составить множество осмысленных непересе-

кающихся разбиений функций. Например, на основании классификации, приведенной 

на рисунке 52, можно разбить функции на категории «Информация по счетам», «Осу-

ществление банковских переводов», «Настройка финансовых свойств» и «Настройка 

технических параметров». Другим вариантом разбиения является набор категорий 

«Информация о состоянии счета и операциях по счету», «Выписки по вашим счетам», 

«Получение банковских форм и заявлений», «Осуществление банковских переводов», 
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«Настройка» и отдельно стоящей функции «Размещение срочных депозитов». Оба эти 

разбиения покрывают полный набор функций. 

 

 

Рисунок 52. Пример классификации функций 

Из каждой классификации можно составить множество осмысленных непересе-

кающихся разбиений функций. Например, на основании классификации, приведенной 

на рисунке 52, можно разбить функции на категории «Информация по счетам», «Осу-

ществление банковских переводов», «Настройка финансовых свойств» и «Настройка 

технических параметров». Другим вариантом разбиения является набор категорий 

«Информация о состоянии счета и операциях по счету», «Выписки по вашим счетам», 

«Получение банковских форм и заявлений», «Осуществление банковских переводов», 

«Настройка» и отдельно стоящей функции «Размещение срочных депозитов». Оба эти 

разбиения покрывают полный набор функций. 

Для каждой доступной классификации алгоритм использует локальный поиск для 

выбора оптимального разбиения. Ниже поясняется, каким образом сравниваются раз-

личные разбиения и как выбирается наилучшее. 

Информация по счетам 

   Информация о состоянии счета и операциях по счету 

      Узнать остатки по вашим банковским счетам 

      Узнать доступный лимит по кредитной карте 

   Выписки по вашим счетам 

      Заказ выписки по кредитной карте 

      Получение выписки по счету 

   Получение банковских форм и заявлений 

      Получение банковских заявлений 

      Получение одной из банковских форм 

   Размещение срочных депозитов 

Осуществление банковских переводов 

   Осуществление переводов между вашими счетами 

   Погашение задолженности по кредитной карте 

   Осуществление коммунальных платежей 

   Осуществление переводов третьим лицам 

   Осуществление перевода по программе «Заплати в рассрочку» 

Настройка 

   Настройка финансовых свойств 

      Активация получателя 

      Увеличение лимита по кредитной карте 

   Настройка технических параметров 

      Изменение ТПИНа или ПИН-кода 

      Изменение основного текущего счета по карте 

      Создание собственного меню в системе 
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Локальный поиск обходит иерархию классификации, формируя различные разби-

ения. Результат определяются направлением поиска и отправной точкой. Было опробо-

вано шесть вариантов локального поиска: 

1. Поиск сверху вниз с набором категорий верхнего уровня в качестве отправной 

точки. На каждом шаге алгоритм пробует улучшить качество разбиения, заменяя каж-

дую из категорий ее содержимым в дереве классификации, таким образом, двигаясь от 

корня дерева в направлении детализации категорий. Для примера, приведенного на 

рисунке 1, алгоритм стартует с набора категорий «Информация по счетам», «Осу-

ществление банковских переводов» и «Настройка». На следующем шаге категорий 

«Информация по счетам» будет заменена на ее содержимое, т.е. на категории «Инфор-

мация о состоянии счета и операциях по счету», «Выписки по вашим счетам», «Полу-

чение банковских форм и заявлений» и отдельно стоящую функцию «Размещение 

срочных депозитов». Далее аналогичное действие будет проделано с категорией «Осу-

ществление банковских переводов» и т.д. 

2. «Жадный» поиск сверху вниз действует аналогично описанному выше алгорит-

му, но разворачивает только самую популярную категорию. В качестве отправной 

точки также используется набор категорий верхнего уровня. 

3. Поиск сверху вниз в качестве отправной точки использует набор отдельных 

функций. На каждом этапе алгоритм пробует улучшить качество разбиения, сворачивая 

несколько элементов в категорию, который они принадлежат в классификации. Таким 

образом, поиск происходит от самого широкого разбиения вверх к корню дерева. 

4. Двунаправленный поиск на каждом шаге пробует как развернуть каждую из ка-

тегорий, так и свернуть элементы разбиения в общие категории. В качестве отправной 

точки используется набор категорий верхнего уровня. 

5. Вариант двунаправленного поиска, использующий полный набор функций в ка-

честве отправной точки. 

6. Двунаправленный поиск, использующий в качестве отправной точки субопти-

мальное разбиение, которое построено по шаблону, рассчитанному при помощи мини-

мизации (83) без учета семантических аспектов. 

Описанные варианты локального поиска были опробованы на ряде типовых клас-

сификаций. Оказалось, что все варианты двунаправленного поиска в результате дают 

тот же результат, что либо поиск сверху вниз, либо поиск снизу вверх. Таким образом, 

их можно исключить без потери качества алгоритма оптимизации. Дальнейшие экспе-

рименты показали, что жадный поиск сверху вниз в подавляющем большинстве случа-

ев приводит к тому же результату, что полный поиск сверху вниз. В случае различных 
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результатов отклонения незначительны, и ими можно пренебречь ради существенного 

увеличения скорости работы алгоритма за счет исключения поиска сверху вниз. 

3.2.4.2. Сортировка вариантов в панели меню 

Алгоритмы, описанные в предыдущем разделе, работают в том случае, когда 

классификации определяют не только допустимые группировки функций, но и их по-

рядок следования в меню. Если разработчик меню может менять порядок функций, то 

дополнительно возникает задача поиска оптимального упорядочения вариантов в пане-

ли меню. 

Полный перебор всех вариантов сортировки в панели меню, содержащей k вари-

антов, требует рассмотрения k! перестановок, что неприемлемо с точки зрения скоро-

сти работы алгоритма. С другой стороны, когда все варианты в панели меню имеют 

одинаковое семантическое качество, и единственной их характеристикой является 

относительная популярность yi, существует простое решение – чем выше популярность 

элемента yi, тем меньше времени должно требоваться для доступа к этому элементу. 

Задачу сортировки с учетом семантического качества вариантов можно решить 

также для конкретных стратегий поведения пользователя. 

Например, рассмотрим панель меню, содержащую k вариантов. Каждому вариан-

ту i = 1, …, k соответствует его относительная популярность yi и время чтения тексто-

вой метки ωi. Если пользователь придерживается стратегии последовательного поиска 

(что типично, в частности, для голосовых меню), то среднее время поиска в этой пане-

ли меню определяется выражением (82). Необходимо минимизировать это выражение 

перестановкой вариантов в панели меню, что является классической задачей теории 

расписаний. Согласно правилу МакНотона [128] решением является сортировка вари-

антов по возрастанию величины ωi / yi. 

Пусть пользователь придерживается стратегии случайного поиска – варианты в 

панели меню просматриваются в случайном порядке, пока не будет найден искомый. В 

этом случае порядок следования вариантов в меню неважен, т.к. при любом порядке 

среднее время поиска будет одинаковым. 

Аналогичные решения существуют для большинства типов меню и стратегий по-

ведения пользователей. В то же время, в общем случае не существует простого реше-

ния для описания наилучшей сортировки вариантов. 

3.2.4.3. Локальный критерий оптимизации 

Структура каждой панели меню выбирается путем минимизации оценки времени 

поиска в результирующем подменю с корнем в текущей панели. Рассмотрим панель 
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меню, которой соответствует категория s  W, содержащая k подкатегорий s1, …, sk с 

относительными популярностями  y1, …, yk и семантическим качеством 1, …, k. 

В общем случае время поиска в подменю зависит от структуры меню вплоть до ли-

стьев (функций системы). Но для локализации вычислений можно использовать оценку 

(83) для определения времени, затрачиваемого в подкатегориях (структуру которых мы 

не знаем на этапе построения текущей панели меню). Таким образом, среднее время 

1 1
ˆ ˆ( , ,..., , ,..., , )k kT s s s     поиска в подменю с корнем в категории s зависит от набора 

вариантов s1, …, sk, представленных в панели меню s, от семантического качества их 

ярлыков 1, …, k и от «среднего» семантического качества ̂ , принятого для всех 

ярлыков в дочерних панелях меню. 

Пусть все ярлыки в каждой из k дочерних панелей меню имеют одинаковое се-

мантическое качество ̂ . При таком «усреднении» семантических свойств можно ис-

пользовать выражение (83) для вычисления среднего времени поиска в любом подменю 

ˆ( , )iT s  . Для текущей панели меню, которой соответствует группа s, можно вычислить 

точное время поиска по формуле (81). Таким образом, оценка времени поиска в подме-

ню с корнем в категории s, взвешенная на популярность этой категории, определяется 

выражением 

(84) 
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Критерий ˆ ˆ( , )T  , вычисляемый по формуле (84), и используется алгоритмом для 

выбора структуры каждой панели меню.  

3.2.4.4. Шаги алгоритма 

В итоге алгоритм автоматической оптимизации иерархического меню описывает-

ся следующей последовательностью шагов. 

1. Зафиксировать начальное значение «среднего» семантического качества ̂  рав-

ным наилучшему из всех меток семантическому качеству. 

2. Для каждой доступной классификации локальным поиском снизу вверх и «жад-

ным» локальным поиском сверху вниз найти наилучшее (в терминах описанного кри-

терия) разбиение функций на осмысленные категории. Выбрать наилучшее разбиение 

среди различных классификаций и использовать его для формирования верхней панели 

меню. 
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3. Для каждой сформированной категории повторить процесс наполнения соответ-

ствующих панелей меню вплоть до вершин, соответствующих отдельным функциям. 

4. Повторить шаги 2 и 3 для всех ̂  с заданным интервалом вплоть до значения, 

соответствующего наихудшему из всех меток семантическому качеству. 

5. Среди найденных структур меню выбрать структуру с наименьшим средним 

временем поиска. 

3.2.4.5. Оценка качества алгоритма 

Предлагаемый алгоритм использует различные эвристики и локальный поиск для 

достижения приемлемой скорости работы. Это могло повлиять на качество результи-

рующего меню. К счастью, математическая модель предоставляет методы оценки каче-

ства результирующей структуры. 

Если за ̂  взять наилучшее значение семантического качества, то выражение (83) 

даст нижнюю оценку среднего времени поиска в оптимальном меню с учетом семанти-

ческого качества. Эту нижнюю оценку можно использовать для определения качества 

структур, полученных при помощи предлагаемого алгоритма. 

Дополнительная минимизация по семантическому параметру ̂ , очевидно, отри-

цательно влияет на качество этой нижней оценки. Меню, построенные автоматически с 

учетом семантического качества, показывают отклонение в 30% от теоретического 

минимума. Однако более детальный анализ показывает, что значительная часть этого 

расхождения является результатом ухудшения оценки из-за семантических аспектов, и 

нет практической возможности построить меню, которое было бы заметно лучше. 

Исследования на ряде типовых меню показывают, что среднее время поиска в меню, 

сформированных автоматически, находится в пределах 10% от среднего времени поис-

ка для наилучшего меню, которое может быть построено на практике. 

3.2.5. Примеры оптимизации пользовательских меню 

Описанный в предыдущем параграфе алгоритм был реализован в разработанном 

аспирантом А.И. Даниленко инструменте автоматической оптимизации иерархических 

меню. Инструмент также предоставляет разработчику меню средства для ручного и 

полуавтоматического редактирования структуры (например, для внесения неформаль-

ных ограничений в результирующую структуру меню) в рамках идей интерактивной 

оптимизации, описанных в параграфе 2.4.2 выше. 

В первую очередь разработчик меню должен загрузить исходные данные – набор 

функций меню с их популярностями и несколько (желательно, иерархических) класси-
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фикаций этих функций. Далее разработчику предлагается выбрать окружение, в кото-

ром будет использоваться меню – тип меню (например, выпадающий список, таблица 

пиктограмм и т.д.), стратегию навигации в меню и другие характеристики. Реализован-

ный инструмент содержит несколько предустановленных вариантов для типичных 

сценариев, а также предоставляет возможность загрузить экспериментальные данные 

для специфических случаев. Как только настройка окружения завершена, разработчику 

меню предлагаются средства оптимизации. 

На рисунке 53 изображен интерфейс разработанного инструмента. Интерфейс раз-

делен на две части – в левой части содержатся исходные данные и аналитические вы-

числения, а правая часть служит для работы над результирующим меню. 

В левой части приложения доступна таблица с исходными функциями, также име-

ется возможность просмотреть их в структуре любой из классификаций. Если задача 

состоит в улучшении существующего меню, исходная структура также может быть заг-

ружена в инструмент оптимизации. В этом случае интерфейс предоставляет удобные 

средства сравнения исходной и результирующей структур – этот режим изображен на 

рисунке 53. 

 

Рисунок 53. Интерфейс инструмента оптимизации меню 

 

Правая часть интерфейса содержит средства оптимизации структуры меню. В 

первую очередь приложение реализует описанный выше автоматический алгоритм 

оптимизации меню. Другими словами, инструмент позволяет нажатием одной кнопки 

получить осмысленную структуру меню хорошего качества в терминах среднего вре-

мени доступа. Если при этом есть необходимость учесть какие-либо неформальные 

ограничения в меню, разработчику меню доступны инструменты ручной и полуавтома-
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тической корректировки структуры. Разработчик может изменять порядок следования 

вариантов в панели меню, перемещать функции в другую панель меню, добавлять и 

удалять категории, автоматически сортировать варианты в панели меню и оптимизиро-

вать структуру в отдельной части меню или в меню целиком. В процессе изменения 

структуры меню инструмент помогает в принятии решений, предоставляя аналитиче-

ские оценки качества как отдельных панелей меню, так и меню в целом. Качество кате-

горий визуально отображается цветом соответствующих иконок в иерархии (зеленый, 

желтый или красный), что позволяет быстро найти категории, на которые следует обра-

тить внимание в первую очередь. Также под каждой иерархией отображается числен-

ная оценка качества текущего меню и выделенной категории. 

После того как формирование меню завершено, разработчик может сохранить ре-

зультат в файл формата Microsoft
®

 Excel™ и реализовать сформированную структуру в 

реальной системе. 

Инструмент оптимизации меню доступен для загрузки с сайта проекта 

http://www.mtas.ru/person/goubko/themenudesigner/. Там же можно найти более подроб-

ные инструкции по работе с программой и ссылки на ее исходный код. 

Рассмотрим пример построения меню для реальной системы, иллюстрирующий 

описанные выше идеи. Одной из платформ, где проблема оптимизации меню стоит 

особенно остро, являются мобильные телефоны. Так как экран мобильного телефона, 

как правило, сильно ограничен в размерах, иерархическое меню является практически 

единственной альтернативой организации доступа к множеству предоставляемых ко-

манд. Кроме того, размеры экрана, как правило, не позволяют охватить панель меню 

целиком, и пользователь вынужден просматривать варианты последовательно. 

Рассмотрим меню отправки и приема сообщений мобильного телефона Nokia 

7510. На рисунке 54 а) приведена сокращенная структура оригинального меню. Попу-

лярности команд и категорий, приведенные на рисунке, основаны на анализе использо-

вания телефона и статистических исследованиях. Заметим, что структура меню сильно 

неоднородна: на верхнем уровне предлагается 14 вариантов, в то время как на втором 

уровне пользователь выбирает всего из 2-5 вариантов (последующие уровни опущены 

на иллюстрации). Значит, как показано в параграфе 3.1.3, эту структуру возможно 

оптимизировать. Направление оптимизации определяется конкретными параметрами 

рассматриваемого меню. 

 



 236 

 

Рисунок 54. Оригинальная и оптимизированная структура меню мобильного телефона 

Из экспериментов можно выяснить средние временные параметры: время пере-

ключения в новую панель меню не зависит от количества вариантов в меню и равно 

tresp  1 с, среднее время чтения одного пункта tread  1 с (включает время перелистыва-

ния пунктов меню на экране), время нажатия на кнопку выбора tclick  0,5 с. Для приня-

тых параметров численный расчет показывает, что среднее время одной пользователь-

ской сессии в оригинальном меню составляет T  8,36 с. 

Согласно результатам параграфа 3.1.3 оптимальное меню содержит k = 8 вариан-

тов в каждой панели меню, а оптимальная пропорция для популярностей y  (0,33, 0,23, 

0,16, 0,11, 0,07, 0,05, 0,03, 0,02). То есть структура оптимального меню сильно асим-

метрична. Теоретический минимум среднего времени доступа для рассматриваемого 

набора команд – 6,74 сек. 

Однако построить оптимальное дерево невозможно в силу содержательных огра-

ничений (команды меню нельзя организовать произвольным образом) и дискретности 

задачи. Учитывая содержательные ограничения, команды меню могут быть реоргани-

зованы в структуру, приведенную на рисунке 54 б). Численный расчет показывает, что 
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среднее время пребывания пользователя в таком меню составляет 7,22 с. Таким обра-

зом, изменение структуры меню согласно вычисленным оптимальны параметрам уве-

личивает скорость доступа к командам в среднем на 13,5%. Сравнивая аналитический и 

численный результат можно видеть, что построенное меню, хотя и не является един-

ственно возможным, близко по временным затратам к теоретическому минимуму. При 

этом построенное оптимизированное меню не нарушает логической структуры органи-

зации команд в категории. 

Наиболее наглядным приложением модели оптимизации меню с учетом семанти-

ческого качества являются голосовые меню (интерактивные телефонные системы). 

Ниже мы рассмотрим простой пример использования реализованного инструмента для 

улучшения голосового меню международного банка. 

Оригинальная структура меню изображена в левой части интерфейса на рисунке 

53, она содержит 17 функций. При помощи статистических исследований и экспертных 

мнений была проведена оценка популярностей функций и категоризация их по двум 

основаниям – по типу и по объекту действия. Рабочее голосовое меню использовалось 

для замеров времени воспроизведения названий вариантов и других временных пара-

метров оборудования. В результате численного анализа было получено, что время 

воспроизведения метки длины L составляет (1.3 + 0.065∙L) секунд. Также замеры пока-

зали, что системе требуется одна секунда на переключение текущего меню, время со-

вершения действия пользователем в среднем составляет также одну секунду. Используя 

эти значения, вычислено среднее время доступа к функциям оригинального меню – 

19,45 сек. 

В правой части приложения на рисунке 53 отображена автоматически сформиро-

ванная структура меню. Среднее время доступа к функциям в новом меню составляет 

13,66 сек, то есть без вмешательства разработчика было получено улучшение в 30% 

относительно оригинальной структуры меню. 

Оценим эффект от введения семантических аспектов в модель. При оптимизации 

рассматриваемой структуры меню при помощи модели, не учитывающей семантиче-

ское качество, результатом является другая структура со средним временем доступа 

14,31 сек. Таким образом, на данном примере учет семантики позволяет сэкономить 

дополнительные 0,65 сек. (5%) на каждую пользовательскую сессию. Принимая во 

внимание крайне малый размер иллюстративного примера (всего 17 функций), этот 

выигрыш является существенным. 
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3.3. Оптимизация структуры алгоритмов  

3.3.1. Структуры алгоритмов и оптимальные иерархии 

Разработка эффективных алгоритмов решения задач, пригодных для реализации 

на имеющихся вычислительной технике, является основной задачей вычислительной 

математики. Одним из основных при решении этой задачи является вопрос оптимиза-

ции алгоритмов относительно того или иного критерия – среднего или гарантированно-

го времени работы, средней или максимальной необходимой памяти, длины кода и др., 

посвящена обширнейшая научная и техническая литература (не имеет смысла приво-

дить ссылки даже на самые общие и популярные обзоры по теории сложности алго-

ритмов, оптимизирующим компиляторам, схемотехнике и многим другим смежным 

вопросам).  

Почти любой алгоритм можно записать в виде блок-схемы, представив его, тем 

самым, в виде направленного графа. Графических нотаций процессов в информатике 

было разработано огромное количество. В одних из них вершинам графической записи 

алгоритма соответствуют некоторые действия, вычисления, а дуги показывают направ-

ления возможных логических переходов, в других вершинам графа соответствуют 

вычислители, а дуги соответствуют передаче между ними данных (см. далеко не пол-

ный обзор в [156]). Эти записи позволяют сформулировать задачу оптимизации алго-

ритма как задачу оптимизации структуры соответствующей ему блок-схемы.  

Такое представление удобно не для всех исследуемых задач, но в некоторых слу-

чаях такой подход представляется весьма плодотворным. Так, в [3] предложен универ-

сальный метод синтеза структур систем, позволяющий генерировать возможные вари-

анты построения систем и учитывающий структуры данных, способы кодирования, 

формы и точность их представления.  

В первой главе уже отмечалось, что иерархическую структуру имеют многие ал-

горитмы поиска, в качестве примера приводился алгоритм последовательного уточне-

ния из монографии С. Бира [6]. Так, легко показать, что описанная в [36] задача опти-

мизации дерева вычисления логической функции является частным случаем исследо-

ванной выше в разделе 3.1 задачи построения дерева принятия решений.   

3.3.2. Оптимизация иерархии ветвлений 

Многие алгоритмы поиска имеют древовидную структуру. Так, в параграфе 1.1.2 

описан универсальный алгоритм поиска С. Бира. Структура этого алгоритма имеет вид 

дерева, в листьях которого находятся решения, а каждой из остальных вершин соответ-

ствует некоторая частная задача принятия решения, имеющая конечное, обычно не-
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большое, количество вариантов ответа (например, «да» или «нет», «лево» или «право»). 

Исходящие из вершины дуги помечается этими вариантами решения. Процесс приня-

тия решения стартует в корне дерева, направляется по одной из исходящих из вершины 

дуг в зависимости от решения частной задачи, расположенной в этой вершине, и за-

вершается в одном из листьев-решений.  

Например, рассмотрим следующий «жадный» алгоритм поиска приближенного 

решения задачи двоичного программирования  

F(x) → min, x = (x1, …, xp) ∈ X, xi ∈ {0, 1}. 

На каждом шаге алгоритма перебираем оба значения одной из переменных xi. Для 

каждого из значений xi ∈ {0, 1} вычисляется некоторая локальная оценка решения 

задачи при условии данного зафиксированного значения xi. Это может быть, например, 

нижняя оценка на основе релаксированной задачи или любой другой локальный крите-

рий, позволяющий выбрать один из двух вариантов значения переменной xi. 

В результате окончательно фиксируется значение xi, доставляющее минимум ло-

кального критерия, и алгоритм переходит на следующий шаг, где фиксируется значе-

ние другой переменной. В целом работа алгоритма похожа на классификацию с помо-

щью дерева принятия решений (см. раздел 3.1 выше).  

На каждом шаге алгоритма область поиска делится на две примерно равные ча-

сти. Однако, вообще говоря, мы можем на каждом шаге фиксировать значение не од-

ной, а нескольких переменных и, тем самым, делить область поиска не на две, а на 

большее количество частей, при этом не обязательно одинакового размера. Таким 

образом определяется структура дерева поиска – фактически, структура алгоритма 

поиска, и можно ставить задачу выбора оптимального дерева поиска. 

В качестве критерия оптимизации выберем среднее время работы алгоритма. 

Бир в своей книге [6] делает вывод, что «… наиболее эффективный метод выбора 

состоит из ряда дихотомий (последовательного деления на две части) …», то есть, что 

оптимальная структура решения задачи выбора является двоичным деревом. Проверим 

справедливость этого утверждения на примере описанного выше алгоритма для задачи 

двоичного программирования. 

Определим функцию затрат иерархии более формально. Как и для рассмотренной 

выше задачи построения иерархического меню, среднее время работы алгоритма поис-

ка равно сумме времен нахождения алгоритма в каждой вершине дерева, умноженных 

на вероятность того, что алгоритм попадет в эту вершину. Будем считать все допусти-

мые решения x ∈ X априори одинаково вероятными, так что вероятность алгоритма 

оказаться в вершине m ∈ M дерева поиска H, которой подчинена группа листьев (реше-
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ний) sH(m), равна μsH(m) / μW. Пусть в вершине m группа листьев (множество решений) 

s = sH(m) делится на k непересекающихся подгрупп, s1, …, sk. Если подгруппа состоит 

из единственного решения, для него необходимо вычислить значение F(x). Пусть вы-

числение требует A операций. Если подгруппа si, i = 1, …, k, содержит более одного 

решения, для нее необходимо вычислить оценку – значение локального критерия. 

Обычно трудоемкость вычисления оценки является некоторой функцией f(⋅) от размер-

ности задачи, в данном случае, от количества незафиксированных двоичных перемен-

ных в области поиска si, которую можно довольно точно вычислить как log2|μsi
)|. 

Таким образом, если вершине m в иерархии H подчинена группа листьев меры μ, а 

k ее дочерним вершинам подчинены группы мер μ1, …, μk, то среднее время в вершине 

(затраты вершины) m можно записать как  
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Как мы видим, функция затрат вершины является зависящей от мер, хотя и неод-

нородной. Аналитических методов решения задачи об оптимальной иерархии для такой 

функции затрат пока недостаточно, поэтому применим численный алгоритм, описан-

ный в пункте 2.1.1.1. Он позволяет строить оптимальное r-дерево для произвольной 

функции затрат, зависящей от мер в случае, когда меры всех листьев равны единице. 

Рассмотрим зависимость ветвистости корневой вершины оптимального дерева 

для f(x) = x, f(x) = x ln x, f(x) = x
2
 – трех наиболее часто встречающихся примеров зави-

симости трудоемкости вычисления оценки решения задачи двоичного программирова-

ния от размерности этой задачи. 

На рисунке 55 приведен пример графика для f(x) = x. Пока область поиска состоит 

менее чем из 44 элементов, оптимальна веерная иерархия, предполагающая поиск пол-

ным последовательным перебором. Если же область поиска состоит более чем из 43-ти 

элементов (что в реальных задачах поиска верно с большим запасом), оптимальная 

ветвистость корневой вершины равна трем. Анализ оптимальной корневой вершины 

пропорции показывает, что оптимально максимальное симметричное дерево, которое 

предполагает области поиска на равные части при каждом ветвлении. Таким образом, 

если не считать самую нижнюю часть, оптимально симметричное троичное дерево 

поиска. При этом вид нижней части дерева еще зависит от соотношения функции f(x) и 

константы A, верхняя часть от A  не зависит. 
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Рисунок 55. Зависимость ветвистости корня дерева от размера области поиска 

Интересно, что аналогичный вывод верен и для f(x) = x ln x, и для f(x) = x
2
 –для до-

статочно обширных областей поиска оптимальной оказывается симметричная троичная 

в верхней своей части иерархия, строение же нижней части иерархии зависит от соот-

ношения f(x) и A.
55

 Если игнорировать трудозатраты в этой нижней части иерархии, 

совокупная трудоемкость поиска во множестве из 3
l
 элементов по порядку величины 

равна 
1

( )
l

i
f i

 , то есть если трудоемкость оценки f(l) = l
α 

, то трудоемкость поиска 

растет как f(l) = l
α + 1

 в зависимости от размерности задачи l. 

Таким образом, мы показали, что оптимальным деревом поиска является симмет-

ричное троичное дерево (с небольшими вариациями на последних этапах поиска). Этот 

вывод перекликается с известным результатом (который приписывают Дж. Фон Ней-

ману) о максимальной экономичности троичной системы счисления.  

3.3.3. Оптимизация дихотомического представления функций 

В [10] был предложен новый метод решения задач дискретной оптимизации, по-

лучивший название метода дихотомического программирования. Он является обобще-

нием метода динамического программирования, и основан на представлении целевой 

                                                 

55
 В то же время, размер области поиска, при котором окончательно переходит 

переключение корня на ветвистость три, существенно выше, чем для f(x) = x, измеряет-

ся сотнями элементов, и зависит от соотношения f(x) и A. Поэтому исчерпывающая 

проверка этого вывода требует довольно трудоемких вычислений. Строго говоря, это 

заключение – правдоподобная гипотеза, проверенная численно на классе симметрич-

ных иерархий (в алгоритме пункта 2.1.1.1 рассматриваются всевозможные ветвистости, 

но только максимально симметричные пропорции). Схема более формальной числен-

ной и аналитической проверки довольно прозрачна. 
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функции и ограничений задачи в виде композиции функций двух аргументов. По тео-

реме Колмогорова-Арнольда, в таком дихотомическом виде можно представить любую 

функцию f(x1, …, xn) n переменных. Дихотомическое представление имеет форму 

иерархии, в которой начальные вершины соответствуют n аргументам функции, а 

остальные вершины – промежуточным функциям двух аргументов. Дуги иерархии 

показывают, аргументами каких функций композиции являются те или иные перемен-

ные или промежуточные функции.  

Если целевая функция и ограничения задачи двоичного программирования допус-

кают дихотомическое представление в форме дерева, для ее решения можно применять 

метод дихотомического программирования. Такое древовидное представление позволяет 

разрабатывать эффективные алгоритмы решения задач дискретной оптимизации за счет 

декомпозиции решения сложной задачи, сведения его к решению набора более простых 

задач. Ниже на примере задачи о ранце мы докажем, что дихотомическое представление 

является наилучшим с точки зрения вычислительной сложности способом декомпозиции 

задачи по сравнению с разбиением на три, четыре или другое количество частей. Будет 

найдено наилучшее дихотомическое представление задачи. 

Решение задачи о ранце методом дихотомического программирования сводится к 

построению ориентированного дерева, множество листьев которого совпадает с мно-

жеством предметов и соответствующих бинарных переменных (включать или не вклю-

чать в ранец соответствующий предмет), а в промежуточных вершинах находятся таб-

лицы (в общем случае, многомерные).  

Каждое измерение одной таблицы соответствует группе (подмножеству) предме-

тов si  W, i = 1, …, k, из множества W всех предметов, а каждый элемент i-го измере-

ния – допустимому недоминируемому решению (брать или не брать те или иные пред-

меты группы) по поводу соответствующей группы предметов si. Решение допустимо, 

если соответствующие предметы помещаются в ранец. Одно решение доминирует 

другое, если в оно предлагает не меньшую ценность за не больший вес. В частности, из 

решений с одинаковым весом не доминируется только решение, имеющее максималь-

ную ценность. 

Классические двухмерные таблицы получаются, если рассматривается комбина-

ция из двух групп предметов.  

Каждой ячейке таблицы, таким образом, соответствует решение (уже не обяза-

тельно допустимое) относительно группы предметов s1  …  sk (также одни решения 

таблицы могут доминировать другие). В ячейку записывается пара чисел – суммарные 

ценность и вес предметов, которые берутся в ранец в соответствии с данным решением.  



 243 

Если вычислены все k дочерних таблиц, число операций сложения, необходимых 

для вычисления обоих чисел в любой ячейке родительской таблицы, равно 2(k – 1). 

Строго говоря, это оценка сверху – если после каждого сложения проверять допусти-

мость решения, операций может потребоваться и меньше, но добавляются операции 

сравнения.  

Задача оптимизации вычислений тогда состоит в том, чтобы построить дерево, 

суммарное число операций для вычисления всех таблиц которого будет минимально. 

При фиксированном размере ранца введем функцию множества n(s), сопоставля-

ющую произвольной группе предметов s число допустимых решений относительно 

этой группы предметов.  

Свойства этой функции:  

1. 1 ≤ n(s) ≤ 2
|s|

 (всегда есть допустимый вариант не брать ни одного предмета)  

2. n(s  s') ≤  n(s) × n(s'), 

3. n(s) ≤ min[R + 1, 2
|s|

], если веса всех предметов и размер ранца R целочисленные.  

Количество ячеек в любой таблице, объединяющей группы предметов s1, …, sk, 

равно n(s1)
 
× … × n(sk). Поэтому число операций, необходимых для вычисления табли-

цы, с точностью до константы равно 

(85)  c(s1, …, sk) = (k – 1) × n(s1)
 
× … × n(sk). 

Таким образом, задача сведена к поиску оптимального дерева для секционной 

функции затрат вершины. 

Утверждение 33. Оптимальную иерархию достаточно искать среди иерархий с 

двухмерными таблицами.  

Доказательство. Воспользуемся тем, что если секционная функция затрат сужа-

ющая на непересекающихся группах, то для нее оптимально 2-дерево [49]. По опреде-

лению [49], функция является сужающей на наборах непересекающихся групп, если 

любой набор непересекающихся групп s1, …, sk, k > 2 можно разбить на два поднабора 

s'1, …, s'k’, s''1, …, s''k’' так, чтобы выполнялось неравенство  

c(s1, …, sk) ≥ c(s'1, …, s'k’) + c(s'1  …  s'k’, s''1, …, s''k’'). 

Положим k' = k – 1, si = s'i при i = 1, …, k', sk =s''1. Тогда 

c(s'1, …, s'k’) + c(s'1  …  s'k’, s''1, …, s''k’') =  

=(k – 2)n(s1)
 
× … × n(sk – 1) +  n(s1  …  sk – 1) × n(sk). 

По свойствам функции n(⋅), это выражение не превышает  

(k – 2) n(s1)
 
× … × n(sk – 1) × n(sk)+  n(s1)

 
× … × n(sk – 1) × n(sk) = c(s1, …, sk). 
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То есть функция действительно сужающая на непересекающихся группах, и до-

статочно искать оптимальную иерархию среди деревьев, в каждом узле которых объ-

единяются ровно две группы. ● 

Рассмотрим случай целочисленных весов. Рассчитывая на самый худший случай, 

будем считать, что всегда n(s) = min[R + 1, 2
|s|

]. Тогда получим, что функция затрат 

(86)  С(|s1|, …, |sk|) = (k– 1) × min[R + 1, 2
|s

1
|
] × … × min[R + 1, 2

|s
k
|
]. 

зависит не от самих групп s1, …, sk, а только от их размеров |s1|, …, |sk|. Это случай так 

называемых функций затрат, зависящих от мер. По утверждению 33, достаточно 

ограничиться случаем 2-деревьев, то есть функция затрат равна 

(87)  С(|s1|, |s2|) = min[R + 1, 2
|s1|

] × min[R + 1, 2
|s2|

]. 

  

Рассмотрим формирование оптимального поддерева для некоторой вершины, ко-

торой подчинена группа s0  W, причем |s0| ≤ log2(R + 1) + 1. Тогда для любой вершины 

m, детям которой подчинены группы s1, s2, 2
|s

1
|
 ≤ R + 1, 2

|s
2
|
 ≤ R + 1 и С(|s1|, |s2|) = 2

|s
1
| + |s

2
|
 

или С(|s|) = 2
|s|

, где s = s1  s2. 

Эта функция относится к классу, так называемых, аддитивных функций вида 

c(|s|, k) = (|s|) + (k), причем (k) = 0, а функция (|s|) = 2
|s|

 – выпуклая. 

Такие функции исследовались в параграфе 2.2.3 в случае произвольных мер эле-

ментов (в рассматриваемой постановке меры всех начальных вершин равны 1) и (k), 

не равного тождественно нулю.  

В рассматриваемом же случае верно следующее утверждение. 

Утверждение 34. Если детям некоторой вершины оптимального дерева подчине-

ны группы s1 и s2, то |s1| – |s2| ≤ 1.  

Доказательство. Доказываем индукцией по размеру групп. Утверждение верно 

при |s1| + |s2| = 2 и 3, так как в этом случае нет альтернативных структур иерархий. 

Пусть утверждение верно для любых пар групп s1 и s2 с |s1|+ |s2| <  и пусть в оп-

тимальном дереве есть вершина, которой подчинена группа начальных вершин s c 

|s| = ,  и дочерним вершинам которой подчинены группы s1 и s2 с |s1|+ |s2| =. По ин-

дуктивному предположению в оптимальном дереве меры групп s11 и s12, а также s21 и 

s22, подчиненных группам s1 и s2 соответственно, отличаются не более чем на единицу. 

Без ограничения общности считаем |s11| ≤ |s12|, |s21|≤ |s22|.  

Предположим, что |s1| – |s2| > 1. Тогда перестроим дерево: поменяем местами 

группы s11 и s22. В перестроенном дереве группа s «собирается» из групп s'1 = s22  s12 и 

s'2 = s11  s21, причем легко видеть, что |s'1| – |s'2| ≤ 1. Затраты () вершин, подчиненных 
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вершине s выровнялись, а значит, в силу выпуклости (), уменьшились (то есть 

(s1) + (s2) ≤ ( s'1) + (s'2)), что противоречит оптимальности дерева. ● 

Рассмотрим теперь случай |s0| > R + 1. 

Утверждение 35. Функция затрат С(|s1|, |s2|) = min[R + 1, 2
|s1|

] × min[R + 1, 2
|s2|

]  

сильно сужающая на наборах непересекающихся групп при |s1| + |s2| ≥ log2(R + 1) + 2. 

Доказательство. Без ограничения общности считаем |s1| ≤ |s2|. Будем проверять 

неравенство а) из определения 33 сильно сужающей на наборах непересекающихся 

групп функции затрат. С учетом вида функции затрат и неравенства |s1| ≤ |s2| имеем 

четыре случая: 

 2
|s

1
| 
≤ R + 1, 2

|s
2
| 
≤ R + 1. Тогда неравенство а) запишется в виде  

 2
|s

1
| + |s

2
|
 + 2

|s
1
|
 ≥ 2

|s
1
| + |s

2
| – 1 

+ 2(R + 1) или, упростив, 2
|s

1
| + |s

2
| – 1

 + 2
|s

1
|
 ≥ 2(R + 1). По 

условию имеем |s1| + |s2| – 1 ≥ log2(R + 1) +1, то есть 2
|s

1
|+|s

2
| – 1 

≥ 2(R + 1) и неравен-

ство верно. 

 2
|s

1
| 
≤ R+1, 2

|s
2
| 
> R+1. Неравенство а) записывается в виде  

 2
|s

1
|
(R + 1) + 2

|s
1
|
 ≥ 2

|s
1
| – 1

(R + 1) + 2(R + 1), или, упростив,  

2
|s

1
| – 1

(R + 1) + 2
|s

1
|
 ≥  2(R + 1). По определению сильного сужения |s1| ≥ 2, поэтому 

2
|s

1
| – 1 

≥ 2 и неравенство верно. 

 R + 1 < 2
|s

1
| 
≤ 2(R + 1), 2

|s
2
| 
> R + 1. Неравенство а) записывается в виде 

(R + 1)
2 

+ 2(R + 1) ≥ 2
|s

1
| – 1

(R + 1) + 2(R + 1), т.е. R + 1 ≥ 2
|s

1
| – 1

, или 2(R + 1) ≥ 2
|s

1
| 
, что 

верно. 

 2
|s

1
| 
> R + 1, 2

|s
2
| 
> R + 1. В этом случае а) имеет вид 

(R + 1)
2 

+ 2(R + 1) ≥ (R + 1)
2
 + 2(R + 1) и, очевидно, верно. 

Таким образом, неравенство а) верно всегда, и функция сильно сужающая на 

наборах непересекающихся групп. ● 

Таким образом, на множестве всех двоичных деревьев оптимальна комбинация 

симметричной иерархии для размера групп не более log2(R + 1) + 1 и последовательной 

иерархии (беллмановской ветви) для размеров групп от log2(R + 1) + 2 и больше.  

 

Итак, в последнем разделе третьей главы рассмотрены модели оптимизации 

иерархической структуры алгоритмов. Рассмотренные примеры показывают возмож-

ность применения общих методов оптимизации иерархия для ускорения работы алго-

ритмов, а также сокращения требований к памяти. В то же время, стоит отметить, что 

оптимизация структуры алгоритма обычно позволяет ускорить выполнение алгоритма 

максимум в разы, но никак не на порядок; обычно не может она и изменить показателя 
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степени роста трудоемкости алгоритма по объему начальным данных. Столь тонкая 

доводка алгоритмов требуется чрезвычайно редко, что снижает интерес к данному 

приложению теории оптимизации иерархических структур. Однако те же задачи при-

обретают большую актуальность, в ситуациях, когда вычисления выполняются людь-

ми, а алгоритм представляет собой бизнес-процесс функционирования организации. 

Подобные модели, в числе прочих, рассматриваются в следующей главе (раздел 4.5). 

 



 247 

ГЛАВА 4. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ  

ИЕРАРХИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

4.1. Организационная структура фирмы 

В третьей главе рассматривается применение теории оптимизации иерархических 

структур к задачам формирования рациональной структуры организационной систе-

мы – системы управления организацией.  

Формальная постановка задачи оптимизации иерархии включает в себя множе-

ство элементов нижнего уровня – начальных вершин иерархии, множество допустимых 

иерархий и критерий эффективности. Чтобы определить, откуда в задаче построения 

организационной структуры берутся эти начальные данные, необходимо определить 

место этой задачи во всем комплексе задач организационного управления, чему и по-

священ настоящий раздел. 

Задачи управления организацией весьма многообразны, и классифицировать их 

можно по разным основаниям. Для наших целей целесообразно разделить задачи орга-

низационного управления на задачи управления функционированием или оперативного 

управления, и задачи управления изменениями.  

Задачи первого типа касаются ежедневного, ежемесячного управления организа-

цией – заводом, коммерческой фирмой или учреждением – в относительно стабильных 

условиях. К ним относятся задачи планирования, распределения ресурсов, стимулиро-

вания сотрудников и многие другие [8, 26, 28, 52, 80, 127]. 

Задачи второго типа имеют дело с коренной перестройкой организации, принци-

пиальными изменениями в ней. Необходимость решения таких задач возникает как при 

создании новой организации (организационный дизайн), так и в процессе функциони-

рования уже существующей (реинжиниринг) [37, 62], например, в связи с существен-

ным изменением внешних условий. 

Рассматриваемые ниже задачи можно отнести к задачам организационного дизай-

на, поскольку рассматривается построение структуры организации «с нуля», без учета 

уже существующей структуры. Однако они могут быть полезны и при реинжиниринге, 

хотя бы для оценки качества существующей организационной структуры по сравнению 

с оптимальной. 

Многие исследователи (например, [40]) делят процесс организационного дизайна 

на следующие три этапа. 

1. Определение технологии. 
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На первом этапе определяются цели организации, строятся технологические про-

цессы, позволяющие достичь этих целей, определяется количество и состав рядовых 

сотрудников (исполнителей), которые необходимы для реализации технологических 

процессов. 

2. Построение структуры управления. 

На втором этапе находится количество менеджеров, которые необходимы для 

управления исполнителями, и определяется взаимная подчиненность менеджеров. 

Именно на этом этапе находят свое применение методы оптимизации иерархических 

структур. 

3. Разработка механизмов управления. 

На последнем этапе определяются полномочия менеджеров, допустимые способы 

их воздействия на своих подчиненных и т.п., то есть строятся механизмы управления.
56

 

Выбор технологии функционирования организации дает часть исходных данных 

для задачи построения организационной структуры. Именно, он определяет множество 

исполнителей, которые при построении иерархии будут элементами нижнего уровня. 

Также технология может ограничивать множество допустимых иерархий. Скажем, если 

некоторые исполнители выполняют существенно различные по своей природе виды 

работ, может быть невозможным непосредственное их подчинение одному начальнику. 

Кроме того, на этапе построения технологии определяются цели организации, которые 

также могут накладывать определенные ограничения как на множество допустимых 

иерархий, так и на вид критерия эффективности.  

Третий этап – разработка механизмов управления – является, пожалуй, наиболее 

хорошо исследованной областью организационного дизайна. Многочисленные публи-

кации российских и зарубежных авторов, развиваемые в рамках таких научных направ-

лений как теория активных систем [8], теория контрактов [59, 68, 80] и mechanism 

design [115], посвящены вопросам создания рациональных механизмов организацион-

ного управления. 

В подавляющем большинстве случаев рассматриваемые модели предполагают не-

которую заданную, фиксированную структуру системы. Так, например, в простейшей 

теоретико-игровой модели организационной системы [52] предполагается, что система 

                                                 

56
 Строго говоря, сведение решения задачи организационного дизайна к последо-

вательному решению этих подзадач не вполне оправдано из-за их тесной взаимосвязи. 

Тем не менее, на это приходится идти, так как даже по отдельности задача любого из 

трех этапов остается весьма сложной. 
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состоит из центра (в роли которого выступает владелец фирмы или менеджер) и фик-

сированного числа агентов – сотрудников. Модель позволяет прогнозировать поведе-

ние агентов при том или ином управлении со стороны центра, искать наилучшее в 

некотором смысле воздействие – оптимальный механизм управления. Однако за рамка-

ми рассмотрения остаются чрезвычайно важные вопросы о целесообразности именно 

такого числа агентов, о допустимости различных способов их взаимного подчинения и 

т.п. Эти вопросы и должны решаться на втором этапе организационного дизайна – в 

процессе построения структуры организации. 

Как уже отмечалось, для решения задачи поиска оптимальной организационной 

структуры необходимо определить критерий эффективности, который позволял бы 

сравнивать между собой различные структуры. Обычно в роли такого критерия высту-

пает стоимость компании или ее прибыль (которые необходимо максимизировать) или, 

как предполагается в настоящей книге, управленческие издержки – затраты на содер-

жание системы управления (которые необходимо минимизировать).  

Однако теория организационного управления говорит о том, что затраты компа-

нии, а, значит, и ее прибыль, будут существенно зависеть от используемых механизмов 

управления. В то же время, структура организации сама по себе определяет только 

взаимную подчиненность менеджеров, но почти не ограничивает менеджеров в спосо-

бах воздействия на своих подчиненных.  

Следовательно, чтобы определить затраты той или иной организационной струк-

туры, необходимо для этой фиксированной структуры найти оптимальные механизмы 

управления. Поэтому, строго говоря, чтобы формулировать и решать задачи построе-

ния организационной структуры, необходимо уметь решать и задачу выбора техноло-

гии, и задачу поиска оптимальных механизмов управления для каждой конкретной 

структуры организации. 

В то же время, теоретико-игровые модели, используемые на третьем этапе орга-

низационного дизайна, в общем случае весьма громоздки и их исследование довольно 

трудоемко. Решение может не выражаться аналитически, что делает невозможным и 

аналитическое выражение затрат организационной структуры для использования их на 

втором этапе организационного дизайна
57

. 

                                                 

57
 Стоит также отметить, что в уже сложившихся организациях зачастую гораздо 

проще изменить структуру, чем принятые в этих организациях механизмы управления. 

Тогда на третьем этапе организационного дизайна используются фиксированные меха-

низмы управления и задача их оптимизации не рассматривается. 
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В данной главе исследуется второй этап организационного дизайна – поиск опти-

мальной структуры, поэтому мы заинтересованы в максимальной изоляции постановки 

задачи от специфики первого и третьего этапов. Оказывается, что, даже не зная этой 

специфики, но вводя некоторые содержательно обоснованные предположения относи-

тельно вида критерия эффективности организационной структуры, можно немало ска-

зать о том, как должна выглядеть оптимальная иерархия. 

4.2. Обзор литературы 

4.2.1. Историческая ретроспектива 

Литература, посвященная формированию организационных иерархий, весьма об-

ширна и многообразна. С далекой древности, когда появились первые человеческие 

коллективы, возник вопрос о рациональной организации взаимодействия людей, вовле-

ченных в процесс достижения общей цели.  

Скажем, вопросам рационального государственного устройства (а государство 

можно считать разновидностью организации) посвящен широко известный диалог 

Платона «Государство». В этом произведении большое внимание уделяется организа-

ционной структуре, причем уже здесь структура государства имеет вид иерархии, воз-

главляемой мудрецами-правителями
58

. 

Ниже кратко рассмотрим лишь работы, в которых описываются формальные ма-

тематические модели формирования организационных иерархий. Формальные модели 

организационных иерархий начали активно разрабатываться с середины XX века, под-

стегнутые, с одной стороны, практической потребностью управления все усложняю-

щимися экономическими, социальными и военными организациями, а с другой сторо-

ны, развитием адекватного математического аппарата – математического программи-

рования [32] и исследования операций [19].  

Большая часть описываемых ниже моделей формирования организационных 

иерархий принадлежит зарубежным авторам. Это обусловлено тем, что в обзор вклю-

чены только относительно новые публикации, начиная примерно с 1980-го года. С 

более ранними моделями отечественных и зарубежных исследователей можно ознако-

                                                 

58
 Интересно, что уже в этой работе появляются попытки количественного описа-

ния параметров оптимальной организации. Так, Платон говорит о том, что идеальное 

государство должно состоять из 5040 семей, поскольку это число делится нацело на все 

числа от двух до двенадцати (кроме одиннадцати), что позволяет удобным образом 

распределять поровну обязанности между подгруппами граждан. 
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миться в [29, 54, 64]. Основной целью обзора является установление связи между этими 

подходами и математической моделью оптимизации иерархических структур, которой 

посвящена настоящая работа. 

4.2.2. Классификация моделей 

Многие авторы [40, 54] отмечают, что говоря о структуре организации, имеет 

смысл говорить сразу о нескольких различных структурах, например, об иерархии 

формального подчинения (органиграмме), иерархии принятия решений, структуре 

информационных потоков и т.д. Важность совместного и согласованного формирова-

ния различных структур организации несомненна, однако большая часть имеющихся в 

настоящее время формальных моделей относится к формированию лишь одной из этих 

структур (обычно в качестве такой ключевой структуры выбирается иерархия фор-

мального подчинения), и задача все равно остается весьма сложной, а подходы различ-

ных исследователей к ее решению – очень разными. 

Разобраться в многообразии моделей формирования организационных структур 

помогает их классификация. В литературе встречаются несколько принципов система-

тизации моделей формирования организационных структур. Так, ряд систем классифи-

кации основывается на формальных характеристиках моделей, таких как используемый 

математический аппарат, типы рассматриваемых структур (двухуровневые, многоуров-

невые и т.п.). Например, в [27] вводились следующие основания классификации: 

 Цель исследования (анализ или синтез). 

 Природа элементов системы (активные, то есть обладающие собственными 

интересами, или пассивные). 

 Природа системы в целом (целенаправленная, такая как большинство ор-

ганизаций, или нецеленаправленная, как, например, система дружеских 

связей в группе людей). 

 Количество элементов системы (конечное или бесконечное). Обычно си-

стемы состоят из конечного числа элементов, но иногда удобно считать за-

пас элементов неограниченным, что позволяет упростить задачу (см., 

например, [23]). 

 Однородность элементов структуры (элементы могут быть идентичными 

или обладать различными персональными характеристиками). 

 Наличие в модели динамики (рассматривается ли изменение структуры во 

времени). 
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 Наличие неопределенности (детерминированная модель или модель с не-

определенностью). 

 Тип организационных структур (иерархические структуры или неиерархи-

ческие – сетевые). 

 Тип связей (направленные или ненаправленные). 

 Наличие исходной структуры (формирование структуры «с нуля» или ре-

организация некоторой исходной структуры). 

 Количество уровней организационной структуры (в ряде моделей количе-

ство уровней жестко фиксируется). 

 Распределение ролей (фиксировано или не фиксировано). В некоторых мо-

делях фиксируется априорное разделение элементов на «начальников» и 

«подчиненных», тогда как в других моделях такое разделение отсутствует. 

 Направление формирования структуры (снизу вверх, последовательно объ-

единяя элементы низших уровней, или сверху вниз, декомпозируя элемен-

ты более высоких уровней). 

Эта довольно подробная система классификации позволяет разбить все множе-

ство моделей на большое количество классов и анализировать, например, степень по-

хожести моделей по количеству совпадающих признаков. В [27] приведена классифи-

кация по этой системе примерно сотни работ различных авторов. 

Другие известные системы классификации базируются не на формальных, а на 

содержательных характеристиках моделей, на тех основных предположениях о роли 

иерархии в управлении организацией, которые подчеркивают их авторы.  

Для настоящего обзора примем «исторический» подход и разделим имеющиеся 

модели на, так называемые, «линии исследований» – группы взаимосвязанных публи-

каций, авторы которых либо развивают общую модель, либо, наоборот, дискутируют 

друг с другом
59

. Преимущество такого разбиения состоит в его большей историчности 

– оно позволяет проследить развитие во времени подходов к исследованию задач фор-

мирования организационных иерархий (недостатком же является некоторая его эклек-

тичность). Имеющиеся модели могут быть разбиты на следующие линии исследований:  

 многоуровневые симметричные иерархии, 

 иерархии знаний, 

 многоуровневые иерархии обработки информации, 

                                                 

59
 При этом в одну группу могут попасть работы, существенно отличающиеся по 

формальному аппарату и содержательным предпосылкам. 
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 иерархии и теория команд (teams theory), 

 иерархии принятия решений, 

 игры и иерархии. 

Более подробно специфика моделей каждой из этих групп описывается ниже. 

4.2.3. Многоуровневые симметричные иерархии 

Данный параграф охватывает, пожалуй, самые известные публикации зарубежных 

авторов, посвященные формальным моделям формирования организационных иерар-

хий. В основу рассматриваемой здесь линии исследований легла модель организацион-

ной структуры как последовательности иерархически упорядоченных уровней управле-

ния. На самом нижнем уровне иерархии находятся конечные исполнители, на верхнем 

уровне – топ-менеджер или владелец компании, остальные уровни состоят менеджеров 

среднего звена, причем считается, что непосредственный начальник каждого сотрудни-

ка находится на предыдущем уровне иерархии. Особенностью модели является то, что 

длина «цепочки подчинения» между любым исполнителем и топ-менеджером одинако-

ва и равна количеству уровней иерархии, что позволяет называть такие иерархии «сим-

метричными», что и отражено в названии раздела. 

Одной из первых работ, в которых возникает подобная модель иерархии, является 

статья Г. Саймона [163], однако она посвящена не собственно поиску наилучшей 

иерархии, а лишь объяснению экспериментальной зависимости вознаграждения топ-

менеджеров от размера организации. 

Проблемы, рассматриваемые в описываемых ниже работах, родились из дискус-

сии, имевшей место в экономической литературе в 30-е годы XX века 

[90, 116, 120, 142, 143, 153, 155], и посвященной факторам, ограничивающим рост 

фирмы. Ее результатом стало представление о том, что основным подобным фактором 

является ограниченность индивидуальных возможностей владельца фирмы по коорди-

нации и контролю деятельности исполнителей и связанная с этим необходимость деле-

гирования соответствующих полномочий менеджерам среднего звена. Именно потери, 

связанные с функционированием иерархии менеджеров (не только чисто финансовые 

расходы на их содержание, но и снижение производительности из-за, так называемой, 

потери контроля), и являются тем фактором, который в результате может перевесить 

выгоды большого размера фирмы – концентрацию технологий и капитала, нивелирова-

ние рисков и т.д.  
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Однако будут ли эти потери достаточно существенными, чтобы привести к невы-

годности неограниченного роста фирмы? Ответ на этот вопрос потребовал разработки 

формальных моделей организационных иерархий.  

Так, в модели М. Бекманна [74] структура управления организацией моделируется 

последовательностью иерархических уровней, пронумерованных сверху вниз начиная с 

нулевого. На i-м уровне находится Li менеджеров, и каждый из них получает возна-

граждение за свою работу в размере wi. Отношение Li + 1/Li числа менеджеров на двух 

соседних уровнях определяет норму управляемости, по сути, среднее количество непо-

средственных подчиненных у каждого менеджера уровня i. Согласно Бекманну, затра-

ты иерархии управления не мешают неограниченному росту организации. Важным 

допущением, на котором основан этот вывод, является то, что эффективность управле-

ния не уменьшается с ростом размера фирмы.  

В отличие от него, О. Вильямсон в своей известной статье [175] отстаивает про-

тивоположную точку зрения. Ссылаясь на работы [90, 119, 152], а также на экспери-

ментальные исследования о том, как искажается смысл сообщений при передаче их по 

длинной цепочке людей, он делает вывод о том, что уменьшение эффективности 

управления с ростом организации неизбежно. Ведь при расширении организации топ-

менеджер вынужден получать меньше информации о «старой» ее части, чтобы иметь 

время ознакомиться с данными о «новой» части, и его приказы становятся все менее 

детальными
60

. 

Ключевым предположением, приводящим к ограниченности размера фирмы в 

модели Вильямсона, является вогнутость выручки по количеству исполнителей (произ-

водственных рабочих). Действительно, в разделе 4.3.4 показывается, что при условии 

s >  затраты иерархии Вильямсона с увеличением размера организации растут линей-

но. Поэтому прибыль организации имеет максимум по ее размеру только если функция 

выручки вогнута. Однако даже имевшиеся на то время статистические данные (см., 

например, [129]) показывают, что выручка производственных фирм примерно линейно 

зависит от их размера, так что это предположение следует признать довольно спорным. 

Также в [130] и [83] отмечалось, что пропорция исполняемых приказов  должна быть 

внутренним параметром модели, зависящим от используемой в организации техноло-

гии управления.  
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 Ниже в разделе 4.3.3 рассматривается похожая модель, в которой детальность 

приказов уменьшается «вверх по иерархии». 
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Г. Кальво и С. Веллиц в [84, 85] предложили обобщение модели Вильямсона, в 

котором эта мысль развивается. Они считают, что основной функцией менеджеров 

иерархии является мониторинг интенсивности работы своих непосредственных подчи-

ненных, и потеря контроля, приводящая к ограниченности размера фирмы, может 

иметь или не иметь место в зависимости от специфики используемой процедуры мони-

торинга.
61

.  

В модели Г. Кальво и С. Веллица роль менеджеров ограничивалась мониторингом 

работы своих непосредственных подчиненных. В то же время классическая теория 

фирмы [90, 176] доказывает, что основные задачи менеджеров – это планирование 

деятельности подчиненных подразделений и принятие управленческих решений. При 

этом важную роль играет время принятия решения – решения должны быть своевре-

менными. 

В статье М. Керена и Д. Левхари [118] рассматривается модель иерархической 

фирмы, в которой время планирования  (и, соответственно, принятия решений) опреде-

ляется суммарным временем принятия решений уровнями иерархии и напрямую влияет 

на объем производства. При довольно реалистичных предположениях о параметрах 

модели показывается, что средние затраты на единицу продукции возрастают с ростом 

размера организации. Керен и Левхари для поиска оптимальной иерархии впервые 

использовали аппарат теории оптимального управления. Его применение удобнее про-

иллюстрировать на примере более поздней работы Ч. Киана [144].  

Модель Киана объединяет в себе отдельные черты всех рассмотренных выше ра-

бот. Чтобы упростить решение задачи, Киан преобразует дискретную задачу к непре-

рывной, используя подход, развитый в работах Керена и Левхари [117, 118]. Для реше-

ния получающейся задачи оптимального управления используется принцип максимума 

Понтрягина. Киан, как и Бекманн [74], приходит к выводу, что потенциальная потеря 

контроля в иерархии управления не приводит к ограниченности рационального размера 

фирмы. Отметим, что частный случай модели Киана, когда усилие сотрудника имеет 
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 Стоит отметить, что статья Кальво и Веллица – это первая работа, в которой 

собственно ставится задача поиска оптимальной иерархии. Скажем, у Вильямсона [175] 

вид иерархии целиком определяется размером организации, так как ветвистость была 

фиксирована. Важно также то, что Кальво и Веллиц впервые исследуют влияние ис-

пользуемых механизмов управления (механизмов мониторинга сотрудников и их моти-

вации) на вид организационной иерархии. 
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лишь две градации (работает или отлынивает), можно свети [28] к поиску оптимальной 

иерархии для однородной функции затрат. 

Несколько особняком в череде публикаций, посвященных моделям симметрич-

ных многоуровневых иерархий, стоит статья Розена [154], в которой изучается не от-

дельная организация, а целый рынок, включающий и организации, и менеджеров. Це-

лью работы является описание равновесного распределения организаций по размеру, а 

также рыночных процессов формирования вознаграждения менеджеров в зависимости 

от их способностей.  

Среди российских ученых, в настоящее время развивающих модели симметрич-

ных многоуровневых иерархий, отметим А.П. Михайлова [41, 42], однако предметом 

его работ является не поиск оптимальных иерархий, а закономерности динамических 

процессов перераспределения власти между уровнями фиксированной административ-

ной (властной) иерархии. 

4.2.4. Иерархии знаний 

В рамках данного подхода считается, что основной задачей менеджеров является 

решение проблем, возникающих в процессе функционирования организации. Решать 

проблемы менеджерам помогают их знания и опыт. Общеизвестна эффективность 

специализации, концентрации отдельного индивидуума на решении лишь определенно-

го класса проблем [107]. В то же время, специализация порождает проблемы координа-

ции, поиска специалиста, который может решить конкретную проблему организации. 

Как оказывается, одним из эффективных механизмов такой координации является 

иерархия, основанная на знаниях. Главной проблемой при построении такой иерархии 

является поиск компромисса между эффективностью использования знаний и затрата-

ми на координацию. 

В модели, предложенной Л. Гарикано [98], для успешной реализации технологи-

ческого процесса помимо привычных факторов производства (таких, как материалы, 

оборудование, капитал) требуются еще и знания сотрудников, проявляющиеся в их 

умении решать проблемы. Организационная структура, по Гарикано, описывается 

разбиением всего множества сотрудников организации на L классов. Каждый класс 

характеризуется множеством проблем, которые умнеют решать сотрудники этого клас-

са, списком классов, у которых сотрудники данного класса могут просить помощи, а 

также распределением времени сотрудников класса между производственной деятель-

ностью и помощью другим классам. Прибыль, приносимая организации сотрудником 
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i-го класса, равна произведению его рабочего времени на вероятность решения органи-

зацией его проблем, за минусом затрат на обучение сотрудника. 

Задача построения оптимальной организации сводится к нахождению количества 

классов, распределения сотрудников организации по классам, областей компетенции, 

списков «советчиков» и распределения времени каждого класса, максимизирующих 

совокупную прибыль организации. 

Гарикано показывает, что в оптимальной организации сотрудники специализиру-

ются либо на производственной деятельности, либо на решении проблем. Кроме того, 

области компетенции различных классов не перекрываются. Компетенция исполните-

лей покрывает наиболее часто встречающиеся проблемы, в то время как менеджеры 

компетентны в обработке исключений.
62

. 

Похожие иерархии менеджеров, решающих проблемы, рассматривались А. Бег-

гсом в [76]. В его модели менеджеры, решающие сложные проблемы, должны уметь 

решать и более простые. Вознаграждение менеджеров растет с ростом их квалифика-

ции. Отличие от Гарикано состоит в том, что Беггс большее внимание уделяет модели-

рованию процесса передачи проблем вверх по иерархии, используя для этого аппарат 

теории массового облуживания [33].  

В статье выводится формула среднего времени решения проблемы в зависимости 

от количества менеджеров на каждом уровне и их квалификации. Затраты иерархии 

складываются из затрат на содержание менеджеров и потерь от задержки в решении 

проблем. Ставится задача минимизации затрат и рассматривается ее решение в ряде 

частных случаев. В числе прочего, показывается, что ветвистость менеджеров (отно-

шение количества менеджеров на соседних уровнях) растет вверх по иерархии. 

4.2.5. Многоуровневые иерархии обработки информации 

В параграфе 4.2.5 кратко описан  подход Раднера [146-149], Ван Зандта [172, 174] 

и др., рассматривавших модели вычислительных иерархий в контексте организацион-

ного дизайна. Статья П. Болтона и М. Деватрипонта [79] является дальнейшим разви-

тием подхода Раднера и Ван Зандта. Организация функционирует в непрерывном вре-

мени, новые когорты данных для обработки доступны в любой момент, и задача состо-

ит лишь в том, чтобы обработать все элементы данных, собрав их «в руках» одного из 

менеджеров (топ-менеджера). Для этого формируется вычислительная сеть из мене-
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 Ниже в разделе 4.3.2 рассматривается похожая модель иерархии, в которой ме-

неджеры решают возникающие у исполнителей проблемы. 
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джеров. Доказывается, что она имеет вид направленного дерева, в самом низу которого 

находятся элементы данных, а вверху – топ-менеджер. 

Необходимость создания сложных сетей менеджеров обусловлена положитель-

ным эффектом от специализации – чем чаще выполняется обработка данных, тем де-

шевле она обходится. Целью организации считается непосредственно обработка ин-

формации, и задача поиска оптимальной иерархии разбивается на два этапа. Сначала 

ищется иерархия, минимизирующая суммарные трудозатраты  менеджеров при усло-

вии обеспечения фиксированной частоты обработки данных. Затем ищется частота, 

максимизирующая среднюю прибыль. 

Авторы доказывают, что решением задачи первого этапа является древовидная 

иерархия, в которой трудозатраты всех менеджеров стараются выровняться (насколько 

позволяет дискретность задачи). Кроме того, оптимальная иерархия стремится быть 

симметричной – межуровневое взаимодействие в ней минимально (опять же, насколько 

позволяет дискретность задачи). 

В частном случае Болтон и Деватрипонт показывают, что оптимальна либо регу-

лярная иерархия
63

, либо последовательная иерархия (все менеджеры обрабатывают 

один элемент данных, и на каждом уровне иерархии находится ровно один менеджер). 

Также находятся условия, при которых одна из этих организационных форм выгоднее 

другой. 

Заметим, что если каждый элемент данных обрабатывается специализированным 

менеджером нижнего уровня (как это имеем место в регулярной иерархии), то при 

фиксированной частоте сети x трудозатраты любого менеджера верхних уровней опи-

сываются секционной функцией, и задачу, решаемую в модели Болтона и Деватрипонта 

на первом этапе, можно сформулировать как задачу поиска оптимальной иерархии с 

секционной функцией затрат. 

В [21] А.Б. Горстко и Г.А. Угольницкий рассматривают задачу построения сети стан-

ций экологического мониторинга. Фиксированное число станций нижнего уровня осу-

ществляют сбор и первичную обработку экологических данных. Собранные данные 

необходимо передать в единый Центр. Чтобы не перегружать Центр информацией 
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 В ней каждый менеджер нижнего уровня иерархии обрабатывает один элемент 

данных. Остальные же менеджеры только принимают отчеты с предыдущего уровня и 

передают их «наверх», причем все менеджеры одного уровня имеют одинаковую норму 

управляемости. 
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необходимы промежуточные уровни станций мониторинга, осуществляющие агрегиро-

вание информации, устранение неточностей и т.д.  

Считается, что скорость и качество обработки информации в каждой вершине 

иерархии (станции мониторинга) убывают с увеличением ее нормы управляемости, 

качество информации снижается при переходе на более высокие уровни, затраты на 

содержание станции возрастают с увеличением уровня иерархии от первичных станций 

к Центру. Задача решается численно с помощью алгоритма динамического программи-

рования, оптимальные иерархии оказываются приблизительно однородными. 

4.2.6. Иерархии и теория команд 

Базовая модель теории команд [125] представляет собой нечто среднее между 

классической задачей оптимизации и задачами, рассматриваемыми в рамках теории игр 

[24, 133]. Одна из первых попыток применения результатов этой теории к задаче поис-

ка оптимальной иерархии была предпринята Ж. Кремером в [92]. Он рассматривает 

фирму, состоящую из n производственных единиц (заводов), производящих k видов 

продукции (товаров). Продукция одних заводов может использоваться другими заво-

дами в качестве исходного сырья, то есть реализация технологического процесса фир-

мы предполагает трансферты товаров между заводами. Задача поиска оптимальной 

организации сводится к выбору наилучшего допустимого
64

 разбиения заводов на объ-

единения.  

Основная идея статьи состоит в том, что в первую очередь между собой должны 

объединяться технологически наиболее сильно связанные заводы, трансферты между 

которыми подвержены наиболее сильным колебаниям при изменении случайных фак-

торов. Недостатком описанной модели является то, что она рассматривает лишь орга-

низации с единственным промежуточным уровнем управления – уровнем объединений. 

Введение новых промежуточных уровней в модели Кремера бессмысленно. 

В этом смысле интересно сравнить ее с более ранним подходом, разработанным 

Б.Л. Овсиевичем и его сотрудниками [54]. Они рассматривали систему из n элементов, 

каждый из которых характеризуется конечным числом возможных состояний. Состоя-

ние s системы в целом определяется вектором состояний ее элементов. Функциониро-

вание системы задается вероятностной мерой (s) на множестве ее состояний. Основ-

ной числовой характеристикой системы является ее информационная энтропия 

                                                 

64
 Допустимые разбиения могут, например, ограничивать сверху количество заво-

дов, входящих в одно объединение. 
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s(s)ln(s). Элементы системы взаимосвязаны, поэтому разница суммарной энтропии 

отдельных элементов системы и энтропии системы в целом больше нуля. Считается, 

что эта разница как раз и определяет объем работы по координации элементов системы, 

которую должна осуществить система управления. Объем работы, которую может 

осуществлять один управляющий элемент (менеджер), ограничен сверху. В связи с 

этим ставится задача разбиения множества элементов системы на подсистемы, каждая 

из которых управляется отдельным менеджером. Это разбиение должно минимизиро-

вать разницу между суммарной энтропией подсистем и системы в целом при выполне-

нии ограничения на объем работы по координации каждой подсистемы.  

Полученное разбиение определяет нижний уровень иерархии управления. Теперь 

можно строить следующий уровень иерархии, решая аналогичную задачу разбиения 

подсистем на группы, управляемые менеджерами второго уровня, и так далее, пока на 

самом верху иерархии не останется единственный менеджер. 

Помимо ограниченности количества уровней иерархии модель Кремера обладает 

еще одним существенным недостатком. Из нее следует, что чем больше заводов входит 

в объединение, тем выше эффективность организационной структуры. При этом упус-

каются из виду временные и финансовые затраты, связанные с получением достовер-

ной информации о параметрах заводов в большом объединении.  

В подходе, предложенном Геанакоплосом и Милгромом [99], эти затраты фигу-

рируют в явном виде, что позволяет сделать норму управляемости внутренним пара-

метром модели. Интересно, что оптимизация организационной структуры в их модели 

сводится к поиску оптимальной иерархии для секционной функции (см. определение 

8), правда, не затрат, а выигрыша, и для ее анализа потенциально применимы методы, 

развиваемые в настоящей работе. 

4.2.7. Иерархии принятия решений 

В ряде работ Р.К. Саха и Дж. Стиглица [157, 158] развивается подход к организа-

ционному дизайну, основанный на детальном описании механизмов принятия решений 

менеджерами. «Отдельному человеку свойственно ошибаться» – этим авторы обосно-

вывают целесообразность построения сложных структур коллективного принятия ре-

шений, таких, как организационные иерархии.  

В модели Саха и Стиглица организация занимается анализом потока проектов. С 

вероятностью  каждый проект может быть «хорошим» и приносить прибыль zG, а с 

вероятностью 1 –   – «плохим» и приносить убыток zB.  Задача организации состоит в 

отборе хороших проектов для их дальнейшей реализации.  
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Оценку проектов осуществляют менеджеры. Отдельный менеджер может допус-

кать ошибки, рекомендуя к реализации плохие проекты, или отклоняя хорошие. Для 

повышения эффективности отбора предлагается принимать решение о реализации 

проекта на основе коллективного мнения менеджеров. Для организации процесса при-

нятия решения может быть сформирована одна из трех организационных структур: 

комитет, иерархия или полиархия. Имея формулы затрат и эффективности всех трех 

стуктур, находится оптимальный размер комитета, иерархии и полиархии, и затем 

исследуется сравнительная выгодность использования этих организационных структур 

в зависимости от значений параметров модели. В частности, показывается, что полиар-

хия принимает больше проектов (как хороших, так и плохих), поэтому она эффективна 

при хорошем среднем качестве проектов; затраты на содержание комитета максималь-

ны, поэтому с ростом вознаграждения менеджеров сравнительная эффективность коми-

тета падает. В [159] с использованием описанной выше модели исследуется влияние 

организационной структуры на качество составляющих ее менеджеров.  

Три рассмотренные организационные формы можно комбинировать, строя из них 

более сложную организационную структуру: рассматривать, например, иерархии, каж-

дый элемент которой представляет собой комитет; исследовать иерархии полиархий 

или полиархии иерархий. Подобные организационные структуры рассматриваются Я. 

Иоаннидесом в [114].  

Совершенно другую модель иерархии, принимающей решения, предлагают О. 

Харт и Дж. Мур в [105, 106]. В их модели иерархия, состоящая из идентичных мене-

джеров, надстраивается над фиксированным множеством активов W = {a1, …, an}. 

Активом считается объект, использование которого по отдельности или в комбинации с 

другими активами может приносить прибыль. Таким образом, любой набор активов 

представляет собой потенциальный проект, который организация может реализовать. 

Каждому менеджеру i дается в управление непустое подмножество активов 

Ai  W. С вероятностью p(Ai) менеджер может иметь идею по поводу использования 

этого подмножества активов. В случае ее реализации идея приносит прибыль v(Ai) > 0. 

Роль иерархии состоит в том, что в первую очередь реализуются идеи менеджеров 

верхнего уровня. Если у них нет идеи, решения принимают их непосредственные под-

чиненные. Если и те не имеют идей, право принятия решения переходит к их подчи-

ненным, и так далее. Основная теорема работы Харта и Мура позволяет существенно 

сузить множество иерархий, «подозрительных на оптимальность». Она гласит, что чем 

выше уровень менеджера в оптимальной иерархии, тем меньше должна быть вероят-

ность появления идеи у этого менеджера. 
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4.2.8. Игры и иерархии 

Д.А. Новиковым в [51] была предложена модель формирования иерархии, позво-

ляющая исследовать организации, состоящие из произвольного количества сотруд-

ников и изучать сложные организационные иерархии. Модель основана на использова-

нии концепции иерархических игр Ю.Б. Гермейера [20], а также результатов теории 

активных систем [50, 52, 53].  

Рассматривается организация, состоящая из n сотрудников (агентов). Каждый 

агент i  W := {1, …, n} имеет возможность выбирать действие xi из некоторого множе-

ства допустимых действий Xi. Выбором действия агент стремится максимизировать 

свою целевую функцию fi(x1, …, xn), зависящую как от его действия, так и от действий 

других агентов. Считается, что агенты точно знают целевые функции и допустимые 

множества, как свои, так и других агентов. 

Пусть все множество агентов W разбито на группы S1, …, Sm так, что сначала од-

новременно и независимо свое действие выбирают агенты множества S1, затем – агенты 

множества S2 и т.д. Тогда агенты множества Sk, k = 2, …, m, при выборе своего действия 

уже будут знать, какие действия выбрали агенты из множеств S1, …, Sk -1, и эта инфор-

мация будет существенно влиять на их рациональные действия. Такая модель описыва-

ется иерархической игрой Г1 [20]. Более сложное поведение агентов в рамках того же 

порядка принятия решений описывается игрой Г2 [20], в которой агенты, принимающие 

решение раньше, могут фиксировать свое действие, как функцию от действий агентов, 

делающих свой ход после них.  

Задача управления структурой состоит в том, чтобы выбрать количество иерархи-

ческих уровней m, разбиение агентов S = (S1, …, Sm) и способ их взаимодействия (Г1, 

Г2), максимизирующие гарантированный выигрыш Центра ( )(min 0)(1 1
xfK SEx , 

)(min 02 2
xfK Ex  в зависимости от выбранного способа взаимодействия агентов). 

Показывается, что даже если в одноуровневой структуре у каждого агента имеет-

ся доминантная стратегия [24], то, усложняя структуру, центр может изменить исход 

игры. В [51] подробно исследуется синтез оптимальных двухуровневых организацион-

ных структур, находятся методы вычисления исходов игры для различных способов 

взаимодействия агентов. В частности, доказывается, что, если целевые функции всех 

агентов одинаковы, то существует оптимальная веерная структура с единственным 

начальником.  
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Сравним описанные в обзоре математические модели с подходом к оптимизации 

иерархий, принятым в данной работе. Его основные отличительные черты – моделиро-

вание сложных организационных иерархий направленными ациклическими графами, 

надстроенными над фиксированным множеством исполнителей и сведение задачи 

формирования организационной структуры к минимизации суммарных затрат на со-

держание менеджеров. При этом затраты менеджера описываются секционной функци-

ей (см. определение 8). 

Используемое определение иерархии является достаточно широким и обобщает 

подавляющее большинство известных из литературы определений. Некоторые сомне-

ния может вызвать лишь четкое разделение производственной и управленческой дея-

тельности между исполнителями и менеджерами, однако на самом деле это ограниче-

ние не является столь сильным. Понятие «исполнителя» достаточно абстрактно, и если 

необходимо, исполнителя можно трактовать как элементарную работу, выполняемую в 

рамках технологического процесса организации. Тогда менеджер, непосредственно 

управляющий таким «исполнителем» – это просто сотрудник, которому поручено вы-

полнение данной работы (ниже в разделе 4.5 описывается модель, именно так и интер-

претирующая исполнителей). 

К самым сильным ограничениям приводит использование в качестве критерия оп-

тимизации секционной функции затрат. В ряде работ вместо минимизации затрат ста-

вится задача максимизации прибыли организации, причем зачастую вклады отдельных 

менеджеров входят в формулу прибыли неаддитивно (см., например, [144, 175]). В тех 

моделях, где минимизируется время принятия решений
65

, вклады отдельных менедже-

ров в затраты иерархии также существенно неаддитивны. В то же время, большое ко-

личество известных постановок задач формирования иерархий сводятся именно к ми-

нимизации суммы затрат на содержание менеджеров, причем затраты отдельного мене-

джера удается описать секционной (а иногда даже однородной) функцией
66

.  

                                                 

65
 Это, например, модели Раднера и Ван-Зандта, а также модель Керена и Левхари 

[118]. Онако в разделе 2.5.1 выше описывается обобщение модели секционных функ-

ций, позволяющее минимизировать максимальное время принятия решений. 

66
 Примеры таких моделей – [14, 72, 77, 84, 99, 144, 163], а также ряд моделей, 

описанных в [54]. 
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4.3. Приложения однородных функций затрат 

4.3.1.  Однородные функции затрат менеджера 

В настоящем разделе описываются модели формирования организационных 

структур, основанные на однородных функциях затрат менеджера.  

В экономической литературе имеются определенные эмпирические предпосылки 

к описанию затрат менеджера именно однородными функциями. Начиная со статьи 

[151], и заканчивая последними работами [180], большое количество публикаций 

[71, 89, 121] экспериментально исследуют зависимость вознаграждения топ-

менеджеров
67

 от размера организации и обосновывают ее степенной вид. Поразитель-

ным является тот факт, что зависимость вида c = s

 между суммой вознаграждения топ-

менеджера c и размером управляемой им компании s (в различных работах в качестве 

оценки размера компании рассматривалась сумма продаж, стоимость активов и др.) 

проявляет удивительную стабильность во времени
68

 и пространстве, слабо завися от 

сферы деятельности компании и страны ее размещения. Параметр степени однородно-

сти функции затрат  также довольно постоянен во времени. Если в 40-х годах XX века 

этот коэффициент составлял примерно 0.3-0.4 [151, 163], то последние исследования 

[89, 180] говорят о диапазоне от 0.2 до 0.3, что может быть обусловлено изменениями в 

технологии управления за последние полвека. 

Базируясь на данных [93, 151] Г. Саймон [163] предложил теоретическую модель, 

обосновывающую формулу c = s

. Модель Саймона основана на четырех основных 

предположениях, которые он называет «социальными нормами». Первое предположе-

ние говорит о том, что ветвистость постоянна в рамках одной организации, то есть 

каждый ее менеджер имеет примерно одинаковое количество подчиненных. Согласно 

второму предположению, отношение вознаграждения любого менеджера к вознаграж-

дению любого его непосредственного подчиненного является константой. Третья пред-

посылка – это предположение о симметричности организации или одинаковой длине 

цепочки подчинения между топ-менеджером и любым конечным исполнителем. Чет-

                                                 

67
 В силу большого размера вознаграждений, получаемых менеджерами высоких 

уровней в крупных организациях, эти вознаграждения составляют большую часть за-

трат на содержание менеджеров. 

68
 Экспериментальные данные, подтверждающие эту зависимость, охватывают 

временной диапазон практически в 80 лет. 
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вертое предположение состоит в том, что вознаграждение всех конечных исполнителей 

одинаково.  

Саймон показывает, что этих допущений достаточно для обоснования степенной 

зависимости вознаграждения топ-менеджеров от размера компании. Однако согласно 

современным взглядам считать вознаграждение менеджера зависящим от «социальных 

норм» не совсем правильно. Результаты теории управления организационными систе-

мами [8, 53] и теории контрактов [59, 68, 80] показывают, что вознаграждение сотруд-

ников организации определяется структурой используемых механизмов управления, 

сложным образом учитывающих усилия сотрудников, их вклад в результат работы 

организации в целом, возможности мониторинга их работы, а также частную информа-

цию, которую они имеют. При этом можно говорить, что как раз ветвистость и другие 

параметры организационной иерархии определяются выявленной функцией вознаграж-

дения менеджеров, по сути, функцией затрат на их содержание.  

Одним из результатов настоящей главы будет то, что из эмпирически наблюдае-

мой однородности функции затрат менеджера
69

 следуют те социальные нормы, о кото-

рых говорит Саймон: постоянство ветвистости, постоянство отношения вознагражде-

ния менеджера и его непосредственного подчиненного, а также, в большинстве случа-

ев, и симметричность оптимальной иерархии
70

.  

В то же время, мы покажем, что для нахождения оптимальной иерархии необхо-

димо знать существенно больше, чем просто зависимость затрат на содержание мене-

джера от размера управляемой группы. Для определения формы оптимальной иерархии 

нужно еще как минимум знать, как затраты на содержание менеджера зависят от коли-

чества его непосредственных подчиненных.  

                                                 

69
 Строго говоря, большинство экспериментальных работ исследуют только зави-

симость вознаграждения топ-менеджера от размеров компании в целом, и не рассмат-

ривают вознаграждения других менеджеров иерархии. Исключением является работа 

[93] в которой анализируются данные о вознаграждениях всех менеджеров компании 

General Motors за определенный промежуток времени. Саймон [161] отмечает, что в 

рамках его предположений приведенная там статистика также подтверждает постоян-

ство эластичности вознаграждения менеджера по размеру управляемой им группы 

исполнителей. 

70
 Можно также доказать оптимальность равномерного распределения работы 

между конечными исполнителями, приводящего к одинаковости их вознаграждений 

(четвертое допущение Саймона). 
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Статистических и теоретических исследований на эту тему почти нет
71

, поэтому 

был проведен массированный Интернет-опрос российских менеджеров для выявления 

зависимости заработной платы от структуры организации, в которой они раюботают. 

Подробнее результаты обработки данных описаны в параграфе 4.3.5. 

4.3.2. Модель делегирования решения проблем 

В настоящем параграфе рассматривается пример решения задачи поиска опти-

мальной организационной структуры. В его основу легла простая модель принятия 

решения менеджерами на основе отчетов от своих непосредственных подчиненных. 

Рассмотрим организацию, основной задачей которой является реализация некото-

рого технологического процесса (например, процесса производства продукта или ком-

мерческой деятельности). В этот процесс вовлечено n сотрудников – конечных испол-

нителей, каждый из которых выполняет некоторые фиксированные задачи, реализует 

некоторый этап процесса. 

В процессе работы у исполнителей могут возникать проблемы, решение которых 

необходимо для успешной реализации порученных им задач. Эти проблемы могут быть 

обусловлены необходимостью координации работы исполнителей, отсутствием нужной 

информации, отработкой нештатных ситуаций (например, брака производства) и мно-

гими другими причинами. 

Исполнители не могут самостоятельно решать данные проблемы в силу своей уз-

кой специализации, ограниченности квалификации и отсутствия времени. Поэтому 

возникает потребность делегирования решения проблем специально обученным со-

трудникам – менеджерам. Менеджеры формируют систему управления, которая берет 

на себя обеспечение бесперебойного выполнения технологического процесса, а значит, 

и успешное решение задач организации. 

Из-за большого количества проблем, возникающих в процессе работы исполните-

лей, один менеджер может не справляться с их решением, и эту задачу необходимо 

разбивать на подзадачи, поручая отдельным менеджерам управление отдельными 

участками технологического процесса – различными группами исполнителей. Однако 

если ответственность менеджера ограничена решением проблем лишь одной группы 

                                                 

71
 Исключением являются, возможно, лишь методические рекомендации по нор-

мам управляемости в различных отраслях промышленности, действовавшие в СССР во 

второй половине XX века. 
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исполнителей, он не может решать проблемы, в которые помимо исполнителей его 

группы вовлечены и другие сотрудники.  

В связи с этим возникает необходимость координации работы менеджеров, для 

чего формируется новый, более высокий уровень системы управления, состоящий из 

менеджеров, управляющих менеджерами. Эти менеджеры, в свою очередь, нуждаются 

в следующем уровне управления, координирующего их работу, и так далее до тех пор, 

пока на последнем уровне не останется лишь один менеджер (называемый топ-

менеджером), которому непосредственно или опосредовано будут подчинены все ме-

неджеры и исполнители организации, и который поэтому сможет решать любую возни-

кающую проблему. Таким образом, система управления представляет собой иерархию 

(см. определение 1) над множеством исполнителей W = {1, …, n}. 

Содержание каждого менеджера требует затрат (зарплата, организация рабочего 

места и т.п.), в общем случае зависящих от объема выполняемой менеджером работы. 

Объем работы, в свою очередь, определяется количеством принимаемых менеджером 

решений, направленных на решение стоящих перед ним проблем. 

Предположим, что если менеджеру в единицу времени приходится принимать P 

решений, то затраты на его содержание равны P

, где  – константа, описывающая 

скорость роста затрат. Логично считать, что маржинальные затраты [55] не убывают с 

ростом объема работы, то есть   1. Параметр  описывает эффективность работы 

менеджеров – более квалифицированные менеджеры при одинаковом числе проблем 

несут меньшие затраты, а при одинаковых затратах решают большее число проблем. 

Пусть каждый исполнитель w  W характеризуется своей мерой (w), соответ-

ствующей количеству проблем, возникающих на его участке в единицу времени. Тогда 

число проблем, которые в единицу времени возникают у группы исполнителей, равно 

сумме мер входящих в нее исполнителей, то есть мере группы. 

Менеджер принимает решения на основе отчетов, предоставляемых его непосред-

ственными подчиненными. Будем считать, что объем отчета, который готовит подчи-

ненный для своего начальника, равен , где  – мера управляемой этим подчиненным 

группы исполнителей. Кроме того, предположим, что количество принимаемых 

начальником решений пропорционально суммарному объему получаемых им отчетов. 

Параметр , принимающий значения на отрезке [0, 1], интерпретируется как ко-

эффициент сжатия информации о проблемах в отчете. Этот коэффициент определяется 

типичностью проблем, возникающих у исполнителей – если у многих исполнителей 

возникает одинаковые проблемы, то объем отчета об этих проблемах слабо зависит от 
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количества исполнителей
72

, и значение  существенно меньше единицы. Иначе говоря, 

параметр  описывает степень единообразия технологического процесса. С другой 

стороны, этот параметр может описывать «проблемность» технологического процесса – 

если  = 0, то объем отчета о работе группы исполнителей минимален и не зависит от 

размера группы, что соответствует отчету «Все в порядке».  

Итак, если k непосредственных подчиненных менеджера управляют группами мер 

1, …, k, то суммарный объем подготовленного ими отчета равен 1

 + … + k


, и 

затраты менеджера с точностью до константы равны 

(88) c(1, …, k) = (1

 + … + k


)

. 

Тогда построение оптимальной организационной структуры сводится к поиску 

иерархии с минимальными суммарными затратами менеджеров. Помимо собственно 

получения оптимальной иерархии интерес представляет и анализ зависимости ее ос-

новных характеристик – нормы управляемости менеджеров и затрат иерархии – от 

параметров модели (степени единообразия технологического процесса  и квалифика-

ции менеджеров ).  

Выражение (88) затрат менеджера совпадает с формулой функции затрат (II), вве-

денной в примере 5. Как показано в [18], эта функция затрат монотонна по группам, 

следовательно, оптимальная иерархия имеет вид дерева. Там же показано, что при   1 

или   1 оптимальна веерная иерархия. Поэтому интерес представляет поиск опти-

мального дерева в области параметров  < 1,  > 1. 

В соответствии с результатами раздела 2.1 найдем параметры наилучшего одно-

родного дерева – норму управляемости и пропорцию. 

Пусть степень однородности функции затрат   1. По формуле (15), чтобы для 

фиксированной нормы управляемости k найти наилучшую пропорцию, необходимо 

найти пропорцию (y1, …, yk), минимизирующую выражение 

(89) |1|/)(
11  


k

i ik yyy   . 

Как показано в пункте 2.1.1.4, достаточно ограничиться поиском внутренних ре-

шений (в силу нормальности функции затрат и неограниченного роста выражения (89) 

при k = 2 и стремлении y1 к нулю). Если  = 0, то выражение (89) не зависит от пропор-

ции, поэтому рассмотрим случай  > 0. 

                                                 

72
 Сравним, например объемы отчетов «Рабочему X необходимо приобрести рабо-

чие рукавицы» и «Для работников слесарного цеха необходимо приобрести 200 пар 

рабочих рукавиц». 
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Лемма 19. Если при  > 0 минимум выражения (89) достигается во внутренней 

точке (x1, …, xk), то найдутся такие числа a и b, что xi  {a, b}, i = 1, …, k. 

Доказательство. Поскольку достаточно рассматривать только внутренние реше-

ния, для фиксированной нормы управляемости k поиск оптимальной пропорции сво-

дится к минимизации нелинейной функции  

|1|
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1

1
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k
k
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при линейном ограничении y1 + … + yk = 1. Поскольку минимизируемая функция глад-

кая, точка ее минимума является особой точкой лагранжиана  
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, 

то есть в этой точке производная лагранжиана по каждой компоненте пропорции равна 

нулю.  

Докажем, что если в особой точке все компоненты пропорции строго положи-

тельны, то они принимают не более двух различных значений. Поскольку выражение 

 


k

i iy
1

1   при фиксированных  и  знакопостоянно, при поиске особых точек ла-

гранжиана модуль в формуле (90) можно опустить. Дифференцируя лагранжиан по 

y1, …, yk, получаем систему уравнений 

(91) 
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)()( , i = 1, …, k. 

Умножим каждое уравнение на yi, просуммируем их и, воспользовавшись тем, что 

y1 + … + yk = 1, выразим )1/()(
1 


k

j jk yyF  . 

Подставив полученное выражение для множителя Лагранжа в систему уравнений 

(91), и разделив обе части каждого уравнения на Fk(y), получим уравнения 
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, i = 1, …, k. 

или, что то же самое, 
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, i = 1, …, k. 

Правые части всех уравнений равны между собой. Следовательно, равны между 

собой и левые части уравнений. Поэтому систему уравнений можно записать в виде 
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или, с учетом того, что все компоненты пропорции y строго положительны, 

)1(1)1(1   
jjii yyyy , i, j = 1, …, k. 

Введем в рассмотрение функцию f(x) = x
1 – 

  – x
( – 1)

, определенную на отрезке 

[0, 1]. Легко проверить, что на всей области определения функция f() имеет не более 

одного промежутка возрастания и не более одного промежутка убывания, следователь-

но, каждое значение этой функции достигается не более чем при двух различных зна-

чениях ее аргумента. 

В особой точке лагранжиана для всех i, j = 1, …, k f(yi) = f(yj), следовательно, в 

этой точке компоненты пропорции могут принимать не более двух различных значе-

ний.  

В силу симметрии минимизируемой функции можно считать, что первые m ком-

понент пропорции равны a, а последние k – m компонент равны b. Тогда, поскольку 

сумма компонент пропорции всегда равна единице, b = (1 – ma)/(k – m), и выражение 

(89) принимает вид 

(92) 
|)]/()1)[((1|

))]/()1)[(((




mkmamkma

mkmamkma




. 

Кроме того, поскольку компоненты пропорции положительны, 0 < a < 1/m, и по-

иск наилучшей пропорции для заданной нормы управляемости k сводится к задаче 

минимизации выражения (92) по всем целым m от 1 до k и по всем a  (0, 1/m). 

Этих упрощений достаточно, чтобы для любой максимальной нормы управляемо-

сти r предложить эффективный численный алгоритм [28] поиска параметров наилуч-

шего однородного r-дерева. Результаты численного расчета наилучшей нормы управ-

ляемости однородного дерева приведены на рисунке 56. Видно, что для больших зна-

чений параметра  оптимальны 2-деревья (область их оптимальности отмечена на ри-

сунке числом «2»). С уменьшением , а также со стремлением  к единице, последова-

тельно становятся оптимальными 3-деревья, 4-деревья и т.д. (эти области подписаны на 

рисунке числами «3», «4», …). 

Также видно, что при относительно малых  оптимальны симметричные 2-

деревья с пропорцией x
*
 = (0.5, 0.5). Для  > 6.7 имеется область, где оптимальны 

асимметричные 2-деревья (область их оптимальности выделена на рисунке 56 пункти-

ром), в которых соотношение компонент пропорции варьируется в широких пределах. 
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Рисунок 56. Нормы управляемости наилучшего однородного дерева  

для функции затрат (II) 

 

Рисунок 57. Численное моделирование для функции затрат (II) 

(нелинейная ось абсцисс) 

Оказывается, в исследуемой области параметров  и  имеются и области опти-

мальности асимметричных 3-деревьев, 4-деревьев и так далее. Все эти области локали-

зованы в правой части рисунка, где  близко к единице. На рисунке 57 приведен чис-

ленный расчет параметров наилучшего однородного дерева в области   [0.999, 1), 

  [1, 30] с нелинейным шагом по . Области оптимальности асимметричных деревь-
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ев выделены серым фоном и обозначены «2а», «3а» и т.д. Области оптимальности 

симметричных деревьев обозначены «2с», «3с» и т.д. 

Проведенный анализ позволяет сделать вывод, что, по крайней мере, в наиболее 

важной с практической точки зрения области параметров (  [0, 1],   [1, 6]) 

наилучшие однородные деревья симметричны. Найдем аналитическое выражение для 

границ областей оптимальности различных норм управляемости.  

Для нормы управляемости k и симметричной пропорции выражение (89) приобре-

тает вид k
(1 – )

/ |1 – k
1 – 

|. Следовательно, на границе между областями оптимальности 

k-деревьев и (k + 1)-деревьев выполняется равенство 

k
(1 – )

/ |1– k
1 – 

| = (k + 1)
(1 – )

/ |1– (k + 1)
1 – 

|. 

Вводя новую переменную t = , и разрешая получившуюся систему уравнений 

относительно  и , получаем в плоскости    семейство параметрических кривых 
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Подставляя в эти выражения k = 2, получаем уравнение границы областей опти-

мальности 2-деревьев и 3-деревьев, подставляя k = 3 – 3-деревьев и 4-деревьев, и так 

далее. Полученные кривые изображены сплошными линиями на рисунке 56. 

Итак, показано, что при   [0, 1],   [1, 6] наилучшее однородное дерево сим-

метрично, то есть каждый менеджер делит подчиненную ему группу исполнителей 

между своими непосредственными подчиненными на части равной меры. Норму 

управляемости r(, ) наилучшего однородного дерева для любых значений парамет-

ров ,  можно определить
73

 из рисунка 56. 

Зная параметры наилучшего однородного дерева, по формуле (7) можно вычис-

лить его затраты. По утверждению 7 они задают нижнюю оценку затрат оптимального 

дерева. В виду симметричности решения, при   1 эта оценка хорошо описывает 

затраты оптимального дерева, и, кроме того, легко построить субоптимальное дерево 

(TD-дерево, описанное в пункте 2.1.2.2) с затратами, близкими к нижней оценке. Если 

 < 1, то субоптимальное дерево (BU-дерево из пункта 2.1.2.3) можно построить в том 

случае, когда меры всех исполнителей одинаковы. 

                                                 

73
 Дополнительного рассмотрения требует случай  = 1, но он не меняет рисунка 

в силу непрерывной зависимости затрат от параметров. 
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Проанализируем зависимость нормы управляемости оптимального дерева и его 

затрат от параметров модели – квалификации менеджеров  и степени единообразия 

технологии .  

Из рисунка 56 видно, что с ростом квалификации (с уменьшением параметра ) 

оптимальная ветвистость растет, то есть более квалифицированным менеджерам назна-

чается большее количество непосредственных подчиненных. Это вполне объяснимо и с 

содержательной точки зрения – более квалифицированные менеджеры выполняют 

больший объем работы. 

Более неожиданным является то, что оптимальная ветвистость увеличивается с 

ростом степени атипичности проблем (параметра ). Действительно, если считать, что 

меры всех исполнителей больше единицы, то легко проверить, что с ростом  объем 

работы менеджера, определяемый выражением r
1-

, увеличивается, а, следовательно, 

возрастают его затраты. Увеличение ветвистости r еще сильнее увеличивает объем 

выполняемой менеджером работы.  

Однако понятно, что общее количество менеджеров в иерархии равно  

(n – 1)/(r – 1), то есть с ростом ветвистости количество менеджеров убывает. Оказыва-

ется, уменьшение числа менеджеров – это самый «дешевый» способ противодействия 

росту степени атипичности проблем, поскольку при усложнении иерархии в решении 

большого количества проблем участвуют все больше и больше менеджеров, что увели-

чивает суммарные затраты. 

Для оценки влияния параметров  и  на затраты оптимальной иерархии найдем 

приближенное аналитическое выражение для оптимальной ветвистости r(, ). Извест-

но, что при оптимальной ветвистости выражение k
(1 – )

/ |1– k
1 – 

| достигает минимума 

по всем целым k > 1. Для упрощения задачи снимем ограничение целочисленности k и 

найдем оптимальную норму управляемости из условий первого порядка. Эта (нецело-

численная) ветвистость определяется выражением 

  1

1

)]1/()1([),(r . 

Подставляя ее в формулу (7), получаем примерную зависимость затрат оптималь-

ной иерархии от параметров модели. 

Кроме того, вычислим затраты топ-менеджера иерархии, определяемые формулой 

(1 )(1/ ( , ),...,1/ ( , )) ( , )W Wc r r r            . 

Теперь легко проверить, что, с ростом  (степени атипичности проблем) как за-

траты оптимальной иерархии, так и затраты топ-менеджера возрастают. Это вполне 



 274 

ожидаемо из содержательной интерпретации задачи. Также вполне логично, что затра-

ты оптимальной иерархии монотонно убывают с ростом уровня квалификации мене-

джеров (с уменьшением параметра ). 

 

Рисунок 58. Пример зависимости затрат топ-менеджера  

от параметра  при  = 0.2 

Однако зависимость затрат топ-менеджера от параметра  уже не столь очевидна. 

Из рисунка 58 видно, что с ростом квалификации (с уменьшением ) затраты топ-

менеджера сначала уменьшаются (ведь его квалификация также растет), а затем начи-

нают возрастать. Дело в том, что, как было отмечено выше, с ростом квалификации 

менеджеров растет и оптимальная ветвистость, уменьшается количество менеджеров в 

иерархии, и, следовательно, растут затраты отдельного менеджера. 

Следовательно, если высшее руководство организации вкладывает средства в по-

вышение квалификации менеджеров иерархии, например в их обучение, то эти дей-

ствия приводят к уменьшению управленческих расходов иерархии, однако затраты 

самого высшего руководства при этом могут и возрасти, если, конечно, иерархия па-

раллельно изменяется с тем, чтобы наилучшим образом использовать новые условия. 

Таким образом выглядят результаты исследования задачи поиска оптимальной 

иерархии для простой модели, сформулированной в начале настоящего параграфа. 

Теперь эту модель можно постепенно усложнять, включая в нее новые факторы, влия-

ющие на затраты менеджера.  

Во-первых, заметим, что работа менеджера состоит не только в принятии реше-

ний, но и в составлении отчетов для своего непосредственного начальника (даже топ-

менеджер, у которого нет руководителя, должен отчитываться о работе организации, 

например, перед акционерами). Если менеджер управляет группой меры , то он гото-
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вит своему руководителю отчет объема . Введем новый параметр A, описывающий 

трудоемкость составления отчетов по сравнению с процессом решения проблем. Тогда 

к объему выполняемой менеджером работы необходимо добавить слагаемое A. 

Далее, среди допущений, легших в основу модели работы менеджера, одним из 

наиболее сильных является предположение о линейной зависимости между количе-

ством принимаемых менеджером решений и суммарным объемом отчетов   r1 , 

предоставляемых его непосредственными подчиненными.  

Действительно, более логично считать, что менеджер в первую очередь включает 

в отчет для своего руководителя информацию о проблемах, которые сам менеджер 

решить не в состоянии. Соответственно, разница между суммарным объемом отчетов 

1

 + … + k


 и объемом (1 + … + k)


 отчета, отправляемого начальнику, является 

более адекватной характеристикой количества решенных менеджером проблем, чем 

суммарный объем получаемых отчетов. Тогда формулу объема работы следует скор-

ректировать, вычтя слагаемое (1 + … + k)

. 

В то же время, принятие решения о том, что ту или иную проблему сам менеджер 

решить не в состоянии, и должен передать ее своему руководству, тоже требует трудо-

затрат. Если обозначить через B сравнительную трудоемкость принятия такого реше-

ния по сравнению с самостоятельным решением проблемы, то учет этих трудозатрат 

сводится к добавлению слагаемого B(1 + … + k)

 к объему работы менеджера. 

Подытоживая все сказанное, приходим к выводу, что скорректированный объем 

работы менеджера должен определяться формулой
74

 

  )...)(1( 11 rr BA  , а его затраты 

(93)   ])...)(1([),...,( 111 rrr BAc   . 

Поиск оптимальных деревьев для этой функции затрат проводится по той же схе-

ме, что и для функции (II). Доказывается аналог леммы 19, который позволяет полу-

чить численное решение задачи. Результаты расчетов показывают, что области опти-

мальности различных норм управляемости качественно соответствуют рисунку 56 – 

просто если коэффициент 1 BA  больше нуля, то границы всех областей сдвигаются 

на рисунке вверх, в сторону больших значений параметра  (включая и обозначенную 

пунктиром границу области оптимальности асимметричных иерархий). Если же 

01 BA , то границы всех областей сдвигаются вниз.  

                                                 

74
 Заметим, что из формулы (5) следует, что объем работы менеджера всегда не-

отрицателен. 
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Таким образом, если при фиксированных параметрах  и  коэффициент A + B 

растет (то есть растут трудозатраты менеджера по общению со своим руководителем), 

то оптимальная ветвистость возрастает, если же BA  убывает, то и оптимальная вет-

вистость убывает. 

Качественный вид зависимости оптимальной ветвистости, затрат оптимальной 

иерархии и затрат топ-менеджера от параметров  и  будет таким же, как и для функ-

ции (II).  

4.3.3. Исполнение приказов и детализация планов 

Рассмотренная в предыдущем параграфе модель базировалась на предположении, 

что затраты менеджера зависят от количества проблем, которые решает этот менеджер. 

При этом источником проблем были конечные исполнители, а одной из задач менедже-

ров иерархии было информирование руководства о возникающих проблемах, то есть 

обеспечение движения информации снизу вверх, от нижних уровней иерархии к топ-

менеджеру. 

Однако в организации присутствуют и информационные потоки, направленные 

сверху вниз, от топ-менеджера к его подчиненным и далее до конечных исполнителей. 

Например, подобные информационные потоки возникают в процессе планирования 

функционирования организации. 

Cначала высшее руководство (например, собрание акционеров) определяет стра-

тегический план функционирования и развития организации. План, оформленный соот-

ветствующими документами, доводится до топ-менеджера организации, чья задача 

состоит в том, чтобы дополнить этот план, обычно довольно общий и схематичный,  

конкретными деталями, действиями и мероприятиями, необходимыми для успешной 

его реализации.  

Выполнение запланированных действий относится к сфере ответственности раз-

личных непосредственных подчиненных топ-менеджера, поэтому он должен, помимо 

всего прочего, подготовить более детальный план работы для каждого из подразделе-

ний, управляемых его непосредственными подчиненными. 

Эти более детальные планы передаются непосредственным подчиненным топ-

менеджера, и теперь уже они должны проделать такую же работу по детализации пла-

нов и по разбиению их на «подпланы» для своих непосредственных подчиненных. 

Процесс уточнения и детализации продолжается до тех пор, пока каждый исполнитель 

на самом нижнем уровне иерархии не получит свой максимально детализированный 

план работы. 
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Такие же нисходящие информационные потоки характерны и для процесса разра-

ботки и исполнения приказов. Менеджеры анализируют полученные от своих началь-

ников указания для того чтобы определить, какие из подчиненных им подразделений 

будут участвовать в выполнении приказа, формируют для руководителей этих подраз-

делений более подробные инструкции, в частности, по организации взаимодействия 

между ними, и передают эти инструкции вниз по иерархии. 

В данном параграфе рассматриваются одна из возможных формализаций процес-

са планирования и исполнения приказов, и решается задача поиска оптимальной иерар-

хической структуры системы управления организацией, в которой основной задачей 

менеджеров является именно детализация планов и выполнение приказов руководства. 

Формулировка модели приводится в терминах исполнения приказов – процессы плани-

рования описываются аналогично. 

Пусть в технологический процесс организации вовлечено n исполнителей. Рабо-

ты, порученные исполнителям, могут требовать различных усилий по  управлению 

ими, поэтому для каждого исполнителя w  W = {1, …, n} определим число (w) (меру) 

описывающее сложность управления этим исполнителем. На протяжении данного 

параграфа будем считать, что меры всех исполнителей одинаковы и равны единице (это 

предположение существенно упрощает содержательную интерпретацию модели). Тогда 

объем максимально детализированной инструкции, подробно регламентирующей рабо-

ту некоторой группы исполнителей s  W (измеряемый, например, количеством знаков 

в соответствующем документе), будет пропорционален суммарной мере (s) исполни-

телей группы, то есть количеству входящих в нее исполнителей.  

Однако на практике создание такой подробной инструкции действий для сколько-

нибудь большой группы сотрудников невозможно – руководители верхних уровней 

иерархии зачастую просто не обладают настолько подробной информацией о работе 

подчиненных им исполнителей.  

Поэтому реальный объем приказа, который получает от своего начальства мене-

джер крупного подразделения, будет существенно меньше, и информации, содержа-

щейся в нем, будет недостаточно для полного описания того, что должны делать под-

чиненные этого менеджера. Ниже будем считать, что объем приказа, получаемый ме-

неджером, управляющим группой меры , равен , где   [0, 1] – коэффициент, 

определяющий то самое неизбежное сжатие информации. 

Задача менеджера состоит в том, чтобы проанализировать каждое положение 

приказа с целью определения того, какие из k непосредственно подчиненных ему под-
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разделений будут вовлечены в процесс исполнения данного приказа, то есть, по сути, 

решить задачу классификации. 

Если приказ касается просто организации работы подразделений, то объем работы 

менеджера по анализу каждого положения приказа будет пропорционален количеству k 

его непосредственных подчиненных. Однако если реализация приказа, помимо инди-

видуальной работы подразделений, требует их согласованного взаимодействия, мене-

джер уже вынужден думать о том, требуется ли организовать совместную работу каж-

дой пары непосредственных подчиненных, и объем работы над каждым положением 

приказа будет пропорционален k
2
. В общем случае объем работы задается некоторой 

функцией (k), а совокупный объем работы менеджера пропорционален (k).
75

 

Затраты менеджера могут нелинейно зависеть от объема P выполняемой им рабо-

ты. Будем считать, что эта зависимость описывается степенной функцией вида P

. 

Тогда если анализ положений приказа является единственной работой менеджера, то 

его затраты задаются выражением (k)

, то есть описываются введенной в примере 4 

мультипликативной функцией затрат. 

Однако в рамках рассматриваемой модели менеджер должен еще дополнить и де-

тализировать полученный приказ, превратив его в k приказов для своих непосредствен-

ных подчиненных. Будем считать, что объем связанной с этим работы пропорционален 

разнице 1

 + …+ k


 –  

между суммарным объемом детализированных приказов и 

объемом полученного приказа.  

Следовательно, если k непосредственных подчиненных менеджера управляют 

группами исполнителей с мерами 1, …, k, а сам он управляет группой меры 

 = 1 + …+ k, то его затраты определяются выражением  

(94) (A(k) + 1

 + …+ k


 – )


,  

где A – коэффициент, описывающий трудоемкость анализа одного положения приказа 

по сравнению с трудоемкостью его детализации для подчиненных. 

                                                 

75
 Такая зависимость объема работы менеджера от меры управляемой группы  и 

ветвистости k может возникать не только при решении задачи классификации. Напри-

мер, работа менеджера может состоять в ознакомлении непосредственных подчинен-

ных с положениями полученного им приказа. Если менеджер собирает для этого своих 

подчиненных вместе, то объем его работы пропорционален объему приказа , если он 

знакомит с приказом каждого из k своих починенных по отдельности, то объем работы 

пропорционален k. 
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Ниже, как и в предыдущем примере, решается задача поиска иерархии с 

наименьшими затратами на содержание менеджеров. Основной интерес представляет 

зависимость нормы управляемости оптимальной иерархии и ее затрат от параметров 

модели.  

Уменьшение параметра  соответствует росту общей квалификации менеджеров, 

как управленцев, повышению их способности к переработке информации. Увеличение 

параметра  можно интерпретировать как рост уровня специализации менеджеров, их 

информированности о технологических особенностях функционирования данной орга-

низации, что позволяет им готовить более детальные приказы для своих подчиненных.  

Рассмотрим произвольного менеджера, управляющего группой исполнителей ме-

ры , r непосредственных подчиненных которого управляют группами исполнителей с 

мерами 1, …, r. Легко проверить, что объем 1

 + …+ k


 –  работы этого менедже-

ра по детализации получаемых приказов немонотонно зависит от показателя степени , 

возрастая до некоторого значения , а затем убывая до нуля при , стремящемся к 

единице
76

.  

Эта немонотонность является результатом двух тенденций – стремления суммар-

ного объема работы всех менеджеров иерархии к уменьшению с ростом уровня специа-

лизации  этих менеджеров (более специализированные менеджеры легче и быстрее 

принимают правильные решения), и стремления объема работы по детализации прика-

зов к увеличению (более специализированные менеджеры сильнее детализируют при-

казы). 

На практике при подборе персонала редко удается найти достаточное количество 

сотрудников, которые были бы одновременно и специалистами в технологии, и опыт-

ными управленцами, и приходится искать некоторый компромисс в обладании этими 

навыками. Исследование влияния параметров  и  на затраты оптимальной иерархии 

позволяет в процессе формирования команды менеджеров сделать выбор между специ-

алистами и профессиональными управленцами. 

                                                 

76
 Степень однородности рассматриваемой функции затрат равна . Согласно 

описываемым в параграфе 4.3.5 статистическим данным, в коммерческих фирмах сте-

пень однородности функции затрат менеджера не превышает 0.4. Поскольку параметр 

 обычно близок к 1, то можно сделать вывод о том, что значений , превышающих, 

скажем, 0.5, на практике не наблюдалось. 



 280 

Можно проверить, что функция затрат (94) монотонна по группам (см. определе-

ние в параграфе 1.2.5), и, следовательно, оптимальную иерархию достаточно искать на 

классе деревьев.  

Рассматриваемая функция затрат представляет собой «гибрид» мультипликатив-

ной функции и функции затрат (93), введенной в конце предыдущего параграфа. По-

этому сначала рассмотрим решение задачи поиска оптимальной иерархии для мульти-

пликативной функции затрат вида ((k))

. 

Степень ее однородности равна . Для поиска оптимальной древовидной иерар-

хии в соответствии с подходом раздела 2.1 найдем параметры наилучшего однородного 

дерева. В примере 21 показано, что для этой функции затрат достаточно рассматривать 

только симметричные пропорции вида (1/k, …, 1/k). 

Пусть степень однородности   1. Подставим оптимальную пропорцию 

(1/k, …, 1/k) в минимизируемое выражение формулы (15). Получим функцию 

|1|/)( 1   kk . Чтобы найти оптимальную норму управляемости, необходимо найти 

ее минимум по всем целым k, большим единицы. 

Например, рассмотрим случай, когда объем работы менеджера линеен по количе-

ству его непосредственных подчиненных, то есть (k) = k. Тогда минимизируем функ-

цию |1|/ 1   kk . 

Легко проверить, что при  +  < 1 эта функция монотонно стремится к нулю 

при k  +. Следовательно, нижняя грань в (15) не достигается по ветвистости. Под-

ставляя симметричную пропорцию в (14) находим, что для произвольного множества 

из n исполнителей оптимальная ветвистость равна n. Если при этом меры всех испол-

нителей равны между собой, то оптимальна веерная иерархия. 

Если  +   1, то из условия первого порядка (равенства нулю производной) 

имеем следующее уравнение относительно k:  

 (1 – k
1–

) = ( – 1)k
1–

,  

из которого находим 

1

1

* 1 








 







k . 

Аналогично примеру 20 показывается, что для заданных параметров  и  функ-

ции затрат оптимальная ветвистость r
*
 будет одним из ближайших целых к величине k

*
.  

Чтобы изобразить в плоскости параметров   области, в которых оптимальной 

будет та или иная ветвистость, заметим, что на границе областей, в которых оптималь-



 281 

ны k-деревья и (k + 1)-деревья, затраты k-деревьев и (k + 1)-деревьев одинаковы, то есть 

выполняется равенство 

(95) |)1(1|/)1(|1|/ 11    kkkk . 

Вводя новую переменную t = , и разрешая получившуюся систему уравнений 

относительно  и , получаем в плоскости    семейство параметрических кривых 
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Так, положив, к примеру, в этой формуле k = 2, получим в плоскости параметров 

  уравнение границы областей, в которых оптимальны 2-деревья и 3-деревья. 

 

Рисунок 59. Оптимальные нормы управляемости  

для мультипликативной функции затрат с(r, ) = r 

На рисунке 59 изображены области оптимальности различных значений нормы 

управляемости. При достаточно больших  и  оптимальны 2-деревья, при уменьшении 

этих параметров становятся оптимальными 3-деревья, далее – 4-деревья, и т.д. 

Чем ближе параметры функции затрат  и  к кривой  +  = 1, тем большие 

значения принимает оптимальная норма управляемости. Ниже этой кривой оптимальны 

веерные иерархии (на рисунке эта область отмечена символом «»). В силу непрерыв-

ности функции затрат по степени однородности  рисунок 59 остается верным и для 

 = 1, поэтому в проведении отдельного расчета для этого случая нет необходимости. 

Вернемся к рассмотрению «гибридной» функции (94). При интересных с содер-

жательной точки зрения сочетаниях параметров для составляющих этой функции за-

трат (мультипликативной функции и функции (II)) наилучшие однородные деревья 
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были симметричны. Поэтому при поиске оптимальной иерархии ограничимся поиском 

наилучших симметричных деревьев. 

Тогда в соответствии с формулой (15), чтобы при фиксированных параметрах ,  

и A найти норму управляемости наилучшего однородного дерева, необходимо найти 

целое число k, большее единицы, при котором достигается минимум функции

|1|/)1)(( 11    kkkA . Эта задача легко решается численно. 

Чтобы проанализировать зависимость оптимальной ветвистости от параметров, 

изобразим границы областей оптимальности различных норм управляемости на плос-

кости параметров   (при фиксированном A). Для этого выпишем условие равенства 

затрат симметричных деревьев с ветвистостью k и k + 1, аналогичное уравнению (95): 

|)1(1|

)1)1()1((

|1|

)1)((
1

1

1

1







 

















k

kkA

k

kkA
, k = 2,3, … 

 

Рисунок 60. Оптимальные нормы упраавляемости для функции затрат (94) при A = 0.5 

Если, как и выше, принять (k) равным k и зафиксировать параметр A, то решая 

(численно, поскольку аналитическое решение получить в общем случае невозможно) 

эти уравнения, получаем в плоскости    семейство кривых, описывающих границы 

областей оптимальности различных норм управляемости. 

Скажем, на рисунке 60 оптимальные ветвистости изображены для значения пара-

метра A (описывающего трудоемкость анализа приказа по сравнению с его детализаци-

ей) равного 0.5. Из рисунка видно, что и с уменьшением уровня специализации мене-

джеров (уменьшением ), и с ростом их квалификации (уменьшением ), оптимальная 

ветвистость растет.  
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Таким образом, иерархии, составленные из «чистых» управленцев (для них зна-

чение  относительно мало), должны быть более «плоскими», то есть включать мень-

шее количество менеджеров, имеющих большее количество непосредственных подчи-

ненных. Использование же в роли менеджеров специалистов в технологии (с большим 

значением ) предполагает более «высокие» иерархии с меньшей ветвистостью. 

 

Рисунок 61. Оптимальные нормы управляемости для функции затрат (94) при A = 0.05 

В то же время, если детализация плана становится более трудоемкой по сравне-

нию с его анализом (то есть если значение параметра A уменьшается), это правило 

может и нарушаться.  

Так, например, на рисунке 61 изображены оптимальные ветвистости для A = 0.05. 

Легко видеть, что при небольших значениях  (более квалифицированных менеджерах) 

сохраняется прежняя зависимость ветвистости от уровня специализации , в то время 

как при  > 1.03 оптимальная ветвистость с ростом  уже не убывает, а растет. 

Чтобы ответить на вопрос о том, кто для организации более выгоден – специали-

сты в технологии или «универсальные» управленцы, исследуем зависимость затрат 

оптимальной иерархии от уровня специализации менеджеров (параметра ). 

Для простоты положим значение параметра  (уровня квалификации менеджеров) 

равным единице и, аналогично тому, как это делалось в предыдущем параграфе, 

найдем приближенное аналитическое выражение для оптимальной нормы управляемо-

сти. 

При  = 1 для ее нахождения необходимо найти целочисленную норму управляе-

мости k, минимизирующую выражение |1|/)1( 11    kkAk . Ослабив ограничение 
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целочисленности, из условий первого порядка без труда находим, что оптимальная 

норма управляемости (нецелочисленная), задается выражением 1*   k . Заметим, 

что она не зависит от значения параметра A (трудоемкости анализа приказа по сравне-

нию с трудоемкостью его детализации). 

Подставив найденную оптимальную норму управляемости в формулу (10), полу-

чим приближенное выражение для затрат оптимальной иерархии, зависящее от количе-

ства исполнителей n, а также от параметров  и A. 

Приведем пример зависимости затрат оптимальной иерархии (точнее, их прибли-

женного значения) от параметра  для количества исполнителей n = 1000. 

 

Рисунок 62. Пример зависимости затрат оптимальной иерархии  

от уровня специализации менеджеров (параметра ) при n = 1000 

Семейство кривых на рисунке 62 описывает зависимости затрат иерархии от  

при различных значениях параметра A. Из рисунка видно, что если детализация прика-

зов играет большую роль в работе менеджеров (то есть значение параметра A мало), то 

затраты иерархии минимальны при большом уровне специализации менеджеров (мак-

симальном значении ). Значит, в этом случае организации более выгодно иметь мене-

джеров – специалистов в технологии. Однако с увеличением роли работы по классифи-

кации положений приказа (с ростом параметра A) затраты «узких специалистов» воз-

растают, и при A, больших 0.05, затраты иерархии минимальны уже при минимальном 

, то есть становится выгодным формировать организационную иерархию из «универ-

сальных» управленцев. 
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Рисунок 60-62 показывают, что характеристики оптимальной иерархии сложным 

образом зависят от параметров функции затрат менеджеров. Поэтому обоснованные 

выводы о выгодности тех или иных управленческих действий по изменению организа-

ционной структуры можно делать лишь после подробного анализа конкретной ситуа-

ции, в которой находится организация. 

4.3.4. Скорость роста функции затрат иерархии 

С точки зрения математической экономики весьма важно знать, как затраты 

иерархической системы управления организацией зависят от размера этой организации. 

Понимание этой зависимости позволяет дать ответ на принципиальный вопрос – может 

ли иерархически управляемая организация расти неограниченно, или существует неко-

торый критический размер, превышение которого для организации невыгодно, и даль-

нейший рост может осуществляться только посредством взаимодействия равноправных 

экономических субъектов – в рамках рыночных отношений [90, 116, 152]. 

Рассматриваемую проблему можно проиллюстрировать следующей простейшей 

моделью. Пусть доход организации в зависимости от количества n рабочих, непосред-

ственно вовлеченных в процесс производства, описывается функцией V(n). Логично 

предположить, что эта функция не убывает по n. Для простоты будем считать, что 

функция V(n) имеет вид pn (линейный доход на масштаб [127]), где p – размерный 

коэффициент.  

Пусть расходы организации состоят только из заработной платы ее сотрудников. 

Если все рабочие имеют одинаковую зарплату , то общий фонд их заработной платы 

равен n. 

Однако для нормального функционирования организации одних производствен-

ных рабочих мало, необходима система управления – иерархия менеджеров, содержа-

ние которых также требует расходов. Для заданного количества рабочих n существует 

оптимальная иерархия менеджеров – иерархия с минимальными возможными затрата-

ми С(n).  

Тогда прибыль организации (доход минус затраты) определяется выражением  

(p – )n – C(n). Из этого выражения видно, что если затраты иерархии C(n) при боль-

ших n растут линейно (причем со скоростью меньше p – ), то прибыль возрастает по n, 

то есть неограниченный рост организации приносит выгоду. Если же затраты иерархии 

при больших n растут сверхлинейно, то существует оптимальное количество рабочих n
*
 

(для выпуклой функции C(n) оно определяется условием C (n
*
) = p – ), при превыше-
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нии которого прибыль организации уменьшается, то есть дальнейший рост организа-

ции становится невыгодным. 

Именно линейность зависимости затрат иерархии от размера организации стала 

предметом продолжительной дискуссии в экономической литературе. Например, в 

[74, 144] рассматривается ряд моделей, из которых следует линейная зависимость за-

трат иерархии от размера организации. В то же время в [99, 117, 175] показывается, что 

затраты иерархии с ростом организации растут сверхлинейно. В [149] рассматриваются 

модели «вычислительных иерархий» как с линейными, так и со сверхлинейными затра-

тами. 

Покажем, что с помощью рассматриваемых в данной книге однородных функций 

затрат также можно (в зависимости от параметров модели) описывать оба варианта 

зависимости затрат оптимальной иерархии от размера организации. 

Итак, пусть задана однородная степени  функция затрат менеджера c(1, …, r) и 

известно, что для нее задача (15) поиска параметров наилучшего однородного дерева 

имеет внутреннее решение – некоторую норму управляемости r
*
 и пропорцию x

*
. 

Будем считать, что организация включает в себя n исполнителей меры 1. Тогда, 

как показано в разделе 2.1, для достаточно больших n нижняя оценка C(n) затрат опти-

мальной иерархии определяется выражением 

(96) 
| | , если 1,

( )
( ln ) , если 1.

n n F
C n

n n F

 






  
 


 

В нем положительная константа F, вычисляемая по формуле (15), не зависит от 

количества исполнителей n. 

В параграфе 2.1.1 показано, что при введенных предположениях эта оценка хоро-

шо описывает затраты оптимальной иерархии, и ею можно пользоваться вместо точно-

го значения затрат. 

Исследуем зависимость затрат оптимальной иерархии от размера организации 

(количества исполнителей n). 

Из выражения (96) легко видеть, что для любой степени однородности  затраты 

оптимальной иерархии выпукло возрастают по n. Действительно, при  < 1 множитель 

|n

 – n| равен разнице линейной функции n и вогнутой функции n


, при  > 1 этот мно-

житель равен разнице выпуклой функции n

 и линейной функции n, при  = 1 зависи-

мость затрат от n также определяется выпуклой возрастающей функцией nln n. 
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Далее, заметим, что если  < 1, то при больших n затраты оптимальной иерархии 

растут линейно с увеличением n, поскольку в этом случае отношение 


 FnnnCL )1(/)( 1   стремится к константе F при стремлении n к бесконечности. 

Если  = 1, то затраты иерархии растут пропорционально nln n, то есть сверхли-

нейно. Также сверхлинейный рост затрат наблюдается и при  > 1 – при этом затраты 

растут пропорционально n

 (см. рисунок 63). 

 

Рисунок 63. Пример зависимости затрат C оптимальной иерархии  

от размера организации n 

Таким образом, если в рамках введенных предположений степень однородности  

функции затрат менеджера организационной иерархии меньше единицы, то такая орга-

низация может расти неограниченно. Если же степень однородности больше или равна 

единице, то затраты организационной иерархии растут сверхлинейно и существует 

предел роста организации, превышать который для организации невыгодно. 

Заметим, кстати, что затраты на содержание отдельного менеджера оптимальной 

иерархии с ростом размера |s| управляемой им группы исполнителей s растут как |s|

. 

Они вогнуты при степени однородности  < 1, линейны при  = 1 и выпуклы при  > 1. 

Таким образом, для решения вопроса о возможности неограниченного роста орга-

низации необходимо знать, превышает ли степень однородности функции затрат мене-

джера единицу. Результаты опроса менеджеров, описанные в параграфе 4.3.5 показы-

вают, что зарплата менеджера вогнута по размеру управляемого подразделения. Однако 

под затратами вершины иерархии управления может пониматься не только зарплата 

руководителя, но и затраты на организацию его работы, включающие, возможно, и 

содержание его аппарата, а также, как мы увидим из описываемой в разделе 4.4 модели 
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совместной оптимизации иерархии управления и объема производства, убытки в ре-

зультате потери контроля. 

Для конкретной организации степень однородности функции затрат можно грубо 

оценить с помощью следующей процедуры анализа затрат на содержание ее менедже-

ров. 

Предположим, что функция затрат менеджеров организации однородная и суще-

ствующую в настоящий момент организационную структуру можно считать оптималь-

ной. Тогда если затраты на содержание менеджера иерархии больше суммарных затрат 

на содержание всех непосредственно подчиненных ему менеджеров, то степень одно-

родности функции затрат больше единицы. Если его затраты меньше, то степень одно-

родности меньше единицы, если равны – то степень однородности равна единице.  

Действительно, в предположении однородности функции затрат оптимальная 

древовидная иерархия является однородным деревом (или является близкой к нему). 

Если менеджер этой иерархии управляет группой исполнителей меры  и делит эту 

группу между r своими непосредственными подчиненными в пропорции x = (x1, …, xr), 

то его затраты равны c(x), а затраты непосредственных подчиненных – x1

c(x), …, 

xr

c(x). Тогда разница между затратами менеджера и суммарными затратами его 

непосредственных подчиненных определяется выражением 

(97) c(x)(1 – x1

 – … – xr


). 

Так как сумма компонент пропорции всегда равна единице, из неравенств (4) и (5) 

следует, что выражение (97) положительно при  > 1, отрицательно при  < 1 и равно 

нулю при  = 1. 

Итак, грубо говоря, если в организации содержание начальника стоит меньше, 

чем содержание всех его непосредственных подчиненных вместе взятых, то такая орга-

низация может расти неограниченно, если больше – то организация имеет верхний пре-

дел размера, превышение которого невыгодно. 

4.3.5. Идентификация функции затрат на содержание менеджеров 

При построении описанной в предыдущем параграфе теоретической модели счи-

тается, что известна функция затрата менеджера, однако на практике, даже имея по-

дробную теоретическую модель, идентифицировать ее параметры очень сложно. Про-

блема идентификации состоит в том, что напрямую измерить характеристики иерархи-

ческой позиции проблематично, поскольку, как правило, исследователь имеет дело с 

характеристиками конкретного менеджера, занимающего данную позицию.  
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Дело в том, что к настоящему времени (по крайней мере, в открытых источниках 

подобной информации нет) ни в России, ни за рубежом не проводилось систематиче-

ского сбора эмпирических данных относительно связи между организационной струк-

турой, позицией в ней менеджера, решаемыми менеджером задачами и суммами полу-

чаемых им вознаграждений. Отсутствие подобных опросов объясняется огромными 

трудностями в их проведении. Для статистической обработки данных нужна достаточ-

но обширная база. Для этого необходимо собрать данные о как минимум нескольких 

тысячах менеджеров в разных организациях, отраслях экономики и регионах. Это само 

по себе непросто. Но специфика опроса вдобавок очень сужает возможные способы его 

проведения. В число задаваемых вопросов входит вопрос о доходах, получаемых мене-

джером. Это вопрос очень болезненный для многих респондентов, особенно руководя-

щих сотрудников государственных учреждений. Другие вопросы менее личные, но 

требуют раздумий при ответе. Значит, например, массовый телефонный опрос будет 

практически бесполезным. Во-первых, потому, что ответить на вопросы анкеты по 

телефону мало кто согласится, а если согласится, то мало кто сможет, во-вторых, при 

телефонном опросе крайне тяжело добиться попадания в целевую аудиторию (это 

должны быть преимущественно руководители – менеджеры).  

Методологически правильным, несомненно, был бы сбор информации не об от-

дельных сотрудниках, а о компаниях целиком. Данные о штатном расписании всей 

компании вкупе с информацией о заработной плате сотрудников и финансовыми ре-

зультатами компании позволили бы составить довольно выпуклое представление об 

организации работы в ней, политике стимулирования, стиле управления и т.д., а также 

влиянии этих факторов на результатах деятельности компании. Однако в любой компа-

нии эта информация является одной из наиболее охраняемых, и получить ее сторонним 

лицам, ни за деньги, ни под гарантии нераспространения, абсолютно невозможно. В 

связи с этим приходится работать с персональными анкетами, а потому, например, 

ограничивать вопросы теми, на которые может ответить отдельный сотрудник, исклю-

чая, например, информацию о финансовом состоянии всей организации. 

Единственной физически (и финансово) реализуемой формой проведения опроса 

является Интернет-опрос с рассылкой приглашений к заполнению анкеты по электрон-

ной почте.  

Список вопросов был сформирован исходя из той фактической информации о за-

кономерностях управленческой деятельности, которую было бы интересно получить, 

из структуры разработанных теоретических моделей, адекватность которых хотелось 

проверить, а также ряда озвученных в литературе гипотез, которые также хотелось 
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проверить. Учитывались ограничения по сложности и количеству вопросов – ответы на 

все вопросы анкеты не должны были занимать больше десяти минут. Список вопросов 

неоднократно корректировался, дополнялся, критиковался, обсуждался на открытых 

научных семинарах. Следующий, итоговый, список вопросов по-прежнему очень уяз-

вим для критики, но знаменует собой тот компромисс между различными требования-

ми, к которому мы стремились. 

 

Таблица 6. Вопросы анкеты. 

No Вопрос Переменная модели 

1.  Ваш возраст Age 

2.  Ваш пол sex 

3.  Ваше образование  education 

4.  Регион, в котором Вы работаете region 

5.  Основной владелец Вашей организации owner 

6.  Оцените количество сотрудников в Вашей организации org_size 

7.  Оцените общее количество сотрудников в вышестоящей 

организации (если таковая имеется) 

parent_org_size 

8.  Отрасль, к которой относится Ваша организация  industry 

9.  Сфера Ваших функциональных обязанностей  duty 

10.  Оцените количество иерархических уровней управления 

между Вами и топ-менеджером  

levels_to_top 

11.  Оцените количество иерархических уровней между Вами 

и рядовым сотрудником  

levels_to_bottom 

12.  Общее количество сотрудников, подчиненных Вам непо-

средственно или опосредовано  

subordinates 

13.  Количество Ваших непосредственных подчиненных  span 

14.  Сколько у Вас непосредственных начальников?   superiors 

15.  Сумма Вашей фиксированной заработной платы (оклад в 

рублях в месяц до вычета налогов)  

salary 

16.  Средняя сумма Ваших премий и других поощрений, 

включая участие в прибыли организации (в среднем в 

рублях в месяц до вычета налогов) 

bonus 

17.  Оцените количество непосредственных подчиненных 

Вашего непосредственного руководителя  

superior_span 
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18.  При наличии у Вас плана оцените его в денежном экви-

валенте (в рублях в месяц) (например, плановый объем 

продаж или производства)   

plan 

19.  Оцените процент выполнения Вами плана (при его нали-

чии) в настоящее время   

plan_exec 

20.  Оцените среднюю продолжительность Вашего рабочего 

дня в часах   

workday_lenght 

21.  Стаж управленческой работы manager_exp 

22.  Ваши основные руководящие функции management_func 

23.  Оцените процент рабочего времени, который Вы тратите 

на взаимодействие с Вашим руководством 

time_for_superiors 

24.  Оцените процент рабочего времени, который Вы тратите 

на взаимодействие с Вашими подчиненными 

time_for_subordinates 

25.  Оцените процент информации, которую Вы получаете в 

электронном виде. 

electronic 

 

В реальности формулировки вопросов были несколько более развернутыми. От-

веты на некоторые вопросы выбираются из списков. Кроме того, для каждого вопроса 

было подготовлено доступное респонденту развернутое объяснение причин, по кото-

рым этот вопрос задается, и детальное описание требуемой информации. Анкета была 

реализована на базе модуля «Опросы» Интернет-платформы Битрикс и доступна в 

Интернете по адресу http://new.mtas.ru/form/18/. 

Для повышения результативности анкетирования состав и формулировки вопро-

сов многократно обсуждались на открытых семинарах, а в анкете вопросы снабжались 

развернутыми всплывающими подсказками. Мотивация респондентов повышалась 

объяснением причин включения каждого вопроса в анкету. Заполнение анкеты не 

должно было требовать более десяти минут.  

Первоначально e-mail-ы респондентов предполагалось брать из баз данных учеб-

ных заведений; более перспективными представлялись бизнес-школы и учреждения 

дополнительного образования. Однако пришлось использовать и организованное за-

полнение анкет студентами, и рассылку по клиентам наших партнеров – рекрутинговых 

фирм, и даже пользоваться платными услугами специализированных фирм. Большин-

ство партнеров сотрудничали с нами в обмен на полную итоговую базу заполненных 

анкет, и мы очень благодарны всем, кто помогал в проведении опроса.  
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Сбор анкет продолжался с конца осени 2008 по сентябрь 2009 года. За это время 

было собрано более 8500 анкет (из них не менее 8100 полностью заполненных). Около 

800 анкет были заполнены силами наших партнеров в ВУЗах, более 7500 анкет были 

заполнены в ходе прямых рассылок по клиентам сотрудничавших с нами рекрутинго-

вых агентств, 250 анкет обеспечила специализированная фирма. Анализ показал отсут-

ствие существенных отличий в статистических характеристиках данных, собранных из 

разных источников, что позволяет рассматривать всю совокупность как одну выборку.  

Процент отклика почтовой рассылки составил 14-20%, что говорит о большом ин-

тересе менеджеров к науке управления. Результативность максимальна при именной 

рассылке с кратко сформулированной просьбой о помощи в проведении научного ис-

следования и гиперссылкой на анкету. Наиболее удачный день для рассылки – вторник. 

Хотя большая часть откликов приходится на первые дни, есть и отклики с лагом в пару 

месяцев. Результаты завершенных опросов говорят о том, что современные технологии 

позволяют эффективно проводить масштабные статистические исследования при весь-

ма ограниченном финансировании. 

Распределение информации по регионам России было крайне неравномерным – 

более 80% процентов откликов приходится на Москву и Московскую область, еще 15% 

– на Санкт-петербуржскую и Самарскую области. В связи с этим основная часть зави-

симостей исследовалась на выборке данных Москвы и Московской области; данные 

других регионов использовались для проверки и калибровки параметров выявленных 

зависимостей.  

Распределение результатов по отраслям промышленности было также весьма не-

однородным. Причина состояла в специфике технологии проведения опросов. С боль-

шим отрывом в списке отраслей лидировали «Торговля», «Строительство» и «Инфор-

мационные технологии». В связи с этим исследование было сфокусировано на исследо-

вании зависимостей формирования организационных иерархий именно для этих отрас-

лей. 

Главной целью было исследование зависимости вознаграждения менеджеров (за-

работной платы и премии) от остальных параметров – личных данных менеджера (воз-

раста, опыта работы), внешних факторов (региона, отрасли и т.п.), а также организаци-

онной структуры (позиции менеджера в иерархии, количества непосредственных под-

чиненных, начальников и т.п.). Основная проверяемая гипотеза состояла в том, что 

связь между вознаграждением менеджера и размером управляемого им подразделения 

описывается степенной зависимостью с показателем степени порядка 0.2 – 0.5. Зависи-
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мость становится линейной при переходе к логарифму заработной платой менеджера 

salary и логарифмуsubordinates общего числа его подчиненных. 

Первоначально зависимость проверялась на всей совокупности собранных дан-

ных, однако коэффициент корреляции между salary и subordinates не превышал 0.5, что 

говорило о сильном влиянии посторонних факторов. В качестве таких факторов рас-

сматривались регион, отрасль и функциональная область ответственности менеджера. 

Сначала предполагалось устранить специфику региона приведением доходов к средне-

му по региону доходу, однако такое приведение не улучшило статистических характе-

ристик зависимости salary(subordinates). Причина, по-видимому, состоит в том, что 

вознаграждение менеджеров существенно слабее зависит от региона, чем в среднем по 

всем работающим.  

Наилучшая многомерная нелинейная модель зависимости salary от других изме-

римых параметров респондентов приведена ниже. 

 ' '

1

2 3 4 5

lg( ) lg ( ')

_ ,

age levelsalary A k B electronic C subordinates plan q

k foreign k oil gas k adm k moscow

         

       
 

где age' = min[age, max_age],   

plan' = max(x, plan),  

level' = min[levels_to_top, max_levels], 

foreign – dummy-переменная для компаний, имеющих зарубежного владельца,  

oil_gas – dummy-переменная для компаний нефтегазового сектора, 

adm – dummy-переменная для менеджеров, занимающихся административной работой, 

moscow – dummy-переменная для московских менеджеров. 

Минимизировалась взвешенная сумма квадратов в присутствии ограничений не-

отрицательности. В результате R
2
 = 0,417 при следующих значениях параметров 

Таблица 7. Оптимальные значения параметров регрессии. 

A C k1   B k3 k4 q k5 k2 

max_ 

age 

max_ 

level x 

824.5 280.2 1.1 0,2 0.23 85.5 0,21 -0,076 0,8 0,24 0,12 32,7 5,000 0,2 

 

Для повышения точности регрессии проводился анализ подвыборок. В частности, 

рассматривался каждый регион по отдельности. Также по отдельности рассматривалась 

и каждая из отраслей. Такая таксономия позволила повысить средние значения коэф-

фициентов линейной корреляции между salary и subordinates. Однако для достижения 

приемлемой точности описания зависимости salary(subordinates)  пришлось рассматри-
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вать отдельные классы менеджеров, работающих в одном регионе, отрасли, и имеющие 

сходные функциональные обязанности. Размер заработной платы и скорость ее роста с 

ростом размера управляемого подразделения существенно зависят от этих параметров. 

Таким образом, проведенное исследование подтверждает гипотезу о степенном 

законе, связывающем затрату зарплату менеджера с размером управляемого им подраз-

деления. Однако зависимость эта в большой мере зашумлена другим значимыми пара-

метрами, и, по-видимому, предсказать правильный показатель степени в зависимости 

salary(subordinates) можно только для менеджеров отдельной специализации в рамках 

определенной отрасли в конкретном регионе. Для такого подробного анализа собран-

ных данных, увы, недостаточно. 

 

Подведем итоги раздела. В нем были рассмотрены несколько моделей формиро-

вания организационных структур, сводящихся к исследованию оптимальных древовид-

ных иерархий для однородных функций затрат. Эти задачи решались с использованием 

теоретических результатов, описанных в разделе 2.1. 

В результате решения задач для каждой из моделей были вычислены параметры 

оптимальных древовидных иерархий. В частности, были найдены зависимости нормы 

управляемости оптимальной иерархии от параметров модели. Кроме того, были полу-

чены аналитические выражения, приближенно описывающие затраты оптимальной 

иерархии и проанализирована их зависимость от параметров.  

Также описана попытка идентификации функции затрат менеджера на реальных 

данных, собранных в результате Интернет-опроса российских менеджеров. 

4.4. Модель совместной оптимизации иерархии и объема выпуска 

В разделе 4.1 выше описаны три этапа организационного дизайна – синтез техно-

логии, формирование структуры управления, выбор механизмов управления. В разделе 

4.3 описывались две стилизованные модели второго этапа – оптимизации иерархиче-

ской структуры управления в организации. Они отличались предположениями о том, 

чем занимаются менеджеры, но в обеих моделях предполагалось, что нижний уровень 

иерархии – уровень конечных исполнителей – фиксирован. В настоящем разделе мы 

рассмотрим более сложную модель совместной оптимизации размера организации 

(объема производства) и иерархии управления. 

Начнем с описания технологии производства. Производственная компания выби-

рает из некоторого множества конечных продуктов (товаров или услуг) продукт, кото-

рый она будет производить (считаем, что фирма может выбрать только один продукт). 
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Для каждого продукта p имеется технология его производства, требующая некоторого 

уникального набора W(p) исполнителей (производственных рабочих). Поскольку мно-

жество W целиком определяет производимый конечный продукт, ниже иногда будем 

использовать W как синоним продукта. 

Доход фирмы определяется функцией R(W, z) где z – объем выпуска продукта W. 

Независимо от того, какой продукт W и объем выпуска z выбирает фирма, она несет два 

типа затрат: расходы, специфичные для данного продукта W и не зависящие от внут-

ренней структуры фирмы (стоимость сырья, маркетинговые затраты и т.п.), а также 

расходы, зависящие (помимо продукта W) от того, как организовано производство в 

фирме (например, зарплата сотрудников). Будем считать, что затраты первого типа уже 

учтены в функции дохода R().  

Простейшая функция дохода – это линейная функция R(W, z) = (W)z (фирма 

приобретает сырье и продает готовую продукцию по фиксированным ценам). Такой 

вид функции дохода часто используется в литературе. Мы же будем использовать чуть 

более сложную, вогнуто возрастающую по объему выпуска z функцию 

R(W, z) = (W)ln(a(W)z) где параметры a(W) и (W) могут зависеть от продукта и зада-

ют «горизонтальный» и «вертикальный» масштаб дохода соответственно. 

Перейдем собственно к технологии производства продукта W. Часто считается 

(см. [84, 154] и др.), что все исполнители w  W производят однородную продукцию в 

объемах zw, и общий выпуск z равен просто сумме индивидуальных выпусков: 

ww W
z z


 . Такой подход совершенно не учитывает взаимодополняемости вкладов 

отдельных исполнителей. В то же время, подобная комплементарность обычно счита-

ется одной из главных причин существования фирмы как таковой. В нашей модели 

используется технология Леонтьева wNw zz  min , предполагающая крайнюю степень 

комплементарности (т.е. для производства единицы готовой продукции каждый испол-

нитель должен произвести единицу выпуска
77

, и выпуск каждого исполнителя незаме-

ним). 

Предполагаем, что планирование в фирме централизованное, т.е. Центр (владелец 

фирмы) выбирает плановое значение общего выпуска x.
78

 В то же время, предполагает-

                                                 

77
 Считаем, что единицы измерения выпусков zw подобраны соответствующим образом. 

78
 При технологии Леонтьева общий план x однозначно определяет планы для каждого 

исполнителя w  W. Для выполнения плана x без излишков все выпуски должны совпа-

дать с планом: zw = x. 
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ся, что исполнитель w  W влияет выбором уровня своих усилий w  [0, 1] на объем 

своего выпуска zw (неполное усилие w < 1 соответствует определенной степени укло-

нения от работы). Усилия исполнителей непосредственно не наблюдаются Центром, 

поэтому для назначения эффективных схем мотивации Центру требуется наладить 

систему мониторинга (подробнее см. [84]). Задача мониторинга возлагается на иерар-

хию менеджеров, надстроенную над множеством исполнителей. Иерархия моделирует-

ся ориентированным деревом, листьями которого являются исполнители, промежу-

точными вершинами – менеджеры, корнем – топ-менеджер, а дуги задают отношение 

подчинения между сотрудниками. 

Неформально задачу Центра можно сформулировать так: выбрать продукт W, 

план x, и организовать эффективное исполнение этого плана, т.е. определить, сколько 

необходимо менеджеров (включая топ-менеджера) и как подчинить исполнителей 

менеджерам и менеджеров друг другу для обеспечения больших усилий (и, следова-

тельно, выпуска) при меньших затратах. 

Обозначим через M множество менеджеров иерархии. У каждого менеджера есть 

множество непосредственных подчиненных (исполнителей или менеджеров). Пусть 

менеджер m имеет k непосредственных подчиненных. Обозначим через (j(m))j=1,…,k 

вектор усилий менеджера m (j(m)  0, j = 1, …, k), j-я компонента которого соответ-

ствует усилиям по мониторингу j-го непосредственного подчиненного
79

. Наряду с 

обеспечением мониторинга усилия менеджера оказывают непосредственное влияние на 

выпуск z, а именно, на объемы выпуска исполнителей, непосредственно или опосредо-

вано (через цепочку подчиненных) подчиненных менеджеру. Так, если исполнитель 

w  W выбирает уровень усилий w, его непосредственный начальник m1 выбирает 

уровень усилий 1 по управлению исполнителем w, начальник m2 менеджера m1 выби-

рает уровень усилий 2 по управлению менеджером m1, и т.д. до топ-менеджера, кото-

рый выбирает уровень усилий l, то объем выпуска исполнителя w равен 

                                                 

79
 Менеджер наблюдает (возможно, неидеально) усилия своих непосредственных под-

чиненных. 
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zw = xw12…l.
80

 

Определим целевые функции сотрудников. Исполнитель w  W максимизирует 

разницу uw = w – с(x, w) между своим вознаграждением w и затратами с(x, w), зави-

сящими как от плана x (от того, что исполнителю «поручено делать»), так и от уровня 

усилий исполнителя. При наличии рынка труда можно рассматривать подобную функ-

цию затрат как ограничение индивидуальной рациональности – как исполнитель, так и 

Центр знают, как рынок оценивает определенные обязанности (план x) и уровни уси-

лий. Аналогично, каждый менеджер m  M максимизирует разницу um = m – K(m, H), 

где K(m, H) – функция затрат менеджера m в иерархии H. 

Затраты K(m, H) менеджера m могут зависеть как от его положения в иерархии H, 

так и от уровней прикладываемых им усилий. Пусть менеджер m управляет (непосред-

ственно или опосредовано) группой (множеством) исполнителей s  N и имеет k непо-

средственных подчиненных, которые, в свою очередь, управляют группами исполните-

лей s1, …, sk (s = s1… sk). Пусть менеджер m выбрал вектор усилий (1, …, k). Его 

затраты могут зависеть от группы s (чем больше управляемое подразделение, тем более 

сложные задачи приходится выполнять менеджеру), а также от плана x (выполнение 

более амбициозных планов требует больших затрат). Затраты также должны зависеть 

от нормы управляемости k (непосредственно руководить, скажем, 1000 подчиненными 

очень сложно, и потому затратно). Допустим также, что затраты менеджера могут 

зависеть от того, как подчиненная группа s распределена между его непосредственны-

ми подчиненными. Наконец, затраты менеджера должны возрастать с ростом его уси-

лий. Таким образом, затраты менеджера m можно записать как 

K(m, H) = K(x, s1, …, sk, 1, …, k). 

Зададимся определенным видом функции затрат менеджера, что позволит полу-

чить аналитические выражения для всех параметров оптимальной иерархии. Для про-

извольной группы исполнителей s определим ее меру s = x|s| (мера возрастает как с 

                                                 

80
 Это выражение совпадает с описанной выше формулой кумулятивной потери кон-

троля, и для ее обоснования можно использовать схожую аргументацию (несовершен-

ство коммуникаций в [175], механизм мониторинга в [84], промежуточный управленче-

ский продукт в [154]). В общем случае «производственные» усилия менеджера могут 

отличаться от усилий, затраченных на мониторинг, но мы будем считать, что они сов-

падают (в [154] это предположение детально обсуждается). 
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увеличением плана x, так и размера группы |s|). Будем считать, что затраты менеджера 

зависят не от самих групп s1, …, sk, а от их мер. Рассмотрим функцию 

    


k

i iikkkk KssxK
11111 )ln(),...,,,...,(),...,,,...,,( , 

где   [0, 1],   [0, 1] и   [0, +) – параметры (вообще говоря, зависящие от про-

дукта W). 

Данная функция удовлетворяет описанным выше требованиям монотонности. 

Также заметим, что затраты стремятся к бесконечности при приближении любой ком-

поненты усилий i к единице, что соответствует невозможности «полного контроля». 

Параметр  соответствует эластичности функции затрат по «объему работы» менедже-

ра  


k

i ii1
)ln(    (1/ можно рассматривать как меру квалификации менеджеров). 

Параметр  описывает эластичность объема работы по размеру управляемого подраз-

деления.  

Вознаграждение каждому сотруднику назначается Центром по результатам мони-

торинга его усилий, т.е. вознаграждение является функцией наблюдаемых усилий со-

трудника. В общем случае мониторинг может быть несовершенным, и эффективность 

системы стимулирования  сотрудника может зависеть от степени неточности монито-

ринга
81

. Будем предполагать совершенный мониторинг, что позволяет декомпозировать 

задачу на множество задач мотивации отдельных сотрудников. При этом менеджерам 

невыгодно искажать результаты мониторинга. В условиях полной информированности 

Центр может реализовать любые усилия сотрудников, просто компенсируя их затра-

ты
82

, и задача Центра сводится к поиску баланса между доходом и суммарными затра-

тами сотрудников. 

Итак, сформулируем задачу Центра: максимизировать прибыль  

F = R(W, z) – ( , ) ( , )ww W m M
c x K m H

 
  . 

выбором множества сотрудников (продукта) W, плана x, иерархии менеджеров H, и 

уровней усилий всех менеджеров и исполнителей. 

Для описанной модели задача поиска оптимальной иерархии может быть решена 

практически полностью. Технология Леонтьева наряду с монотонностью затрат по 

усилиям приводит к необходимости равенства объемов выпуска zw каждого исполните-

ля w  W в оптимальной иерархии. При логарифмической функции дохода можно 

                                                 

81
 Она, в свою очередь, зависит от нормы управляемости его начальника и его усилий. 

82
 В предположении некооперативного поведения сотрудников фирмы. 
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провести аддитивную декомпозицию вкладов менеджеров в прибыль фирмы, что поз-

воляет решать задачу выбора оптимальных усилий для каждого менеджера по отдель-

ности
83

. Проведем эти выкладки более подробно. 

Если задан продукт W, план x и иерархия H, задача определения оптимальных уси-

лий сотрудников сводится к максимизации прибыли фирмы 

(98) F = (W)ln(a(W) z) –  ( )

1
( , ) ( ) ( ln ( ))

k m

w i iw W m M i
c x m m


    

  
     

выбором уровней усилий w  [0, 1] каждого исполнителя w  W и вектора усилий 

(i(m))i = 1,…,k(m) каждого менеджера m в иерархии (здесь через k(m) обозначена норма 

управляемости менеджера m в иерархии H).  

Для краткости обозначим n = |W| – количество исполнителей. 

При технологии Леонтьева wNw zz  min , и экономия на непродуктивных расходах 

требует, чтобы оптимальные усилия сотрудников уравнивали объемы выпуска каждого 

исполнителя, то есть  каждый wz  должен равняться z. С учетом формулы 

zw = xw1(w)2(w) …l(w)(w), где 1(w), 2(w), …, l(w)(w) – уровни усилий менедже-

ров в цепочке длины l(w) управления исполнителем w, прибыль (98) записывается как: 

 ( )

1 ( ) 1

( )
ln( ( ) ( )... ( )) ( , ) ( ) ( ln ( ))

k m

w l w w i iw W m M i
w N

W
F a W x w w c x m m

n


 

      

  


       . 

Делая ряд тождественных преобразований, получаем:  
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( )

1
1

( )
[ln ( ) ln ln( ( ))] ( , ) ( ) ( ln ( ))

l w
k m

w j w i iw N m M i
w N j

W
F a W x w c x m m
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          . 

Заметим, что если непосредственные подчиненные менеджера m в иерархии H 

управляют группами исполнителей s1(m), …, sk(m)  N, то компонента усилий i(m) 

менеджера m входит в первую сумму приведенного выражения |si(m)| раз. Тогда пере-

группируем компоненты усилий менеджеров, получая: 

 
( )

( )

1
1

( )
( )ln( ( ) ) ln ( , )

( )
| ( ) | ln ( ) ( ) ( ln ( )) .

w ww W

k m
k m

i i i im M i
i

W
F W a W x c x

n

W
s m m m m

n


 


  


  





 


 
     

 
   

 



  

 

По определению, i(m) := x|si(m)|, т.е. получаем следующее окончательное выра-

жение для прибыли: 

                                                 

83
 Похожую декомпозицию использовали Дж. Геанакоплос и П. Милгром [99] при 

анализе иерархического планирования для случая билинейных функций производ-

ственных затрат. 
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(99) 
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 Теперь задачу можно переформулировать. Необходимо максимизировать функ-

цию (99) выбором усилий при условии, что объемы выпуска zw = xw1(w) …l(w)(w) 

всех исполнителей равны между собой. На самом деле, ниже это ограничение опуска-

ется при максимизации. Мы найдем оптимальные усилия всех менеджеров без учета 

этого условия. Затем найдем иерархию, оптимальную при этих усилиях менеджеров. 

Наконец, мы покажем, что оптимальная иерархия симметрична, т.е. условие равенства 

выпусков в ней соблюдается автоматически. Таким образом, мы обоснуем правомер-

ность исключения этого ограничения.  

Заметим, что прибыль фирмы теперь распадается на сумму вкладов каждого мене-

джера и исполнителя, т.е. оптимальные усилия каждого сотрудника можно искать по 

отдельности, максимизируя соответствующее слагаемое. 

Пусть, для простоты, исполнители имеют следующую функцию затрат: 

c(x, ) = x

(-ln)

-
, где  и  – некоторые положительные параметры. Затраты растут 

как с ростом плана, так и сростом уровня усилий. Из условий первого порядка находим 

оптимальное усилие *
w   исполнителя w  W:  

(100) ])()(exp[ 1

1

1

1

* 


   Nnxw . 

Теперь найдем усилия менеджеров. Пусть k непосредственных подчиненных мене-

джера m в иерархии H управляют группами исполнителей мер 1, …, k. Тогда для 

нахождения оптимальных усилий 1, …, k  менеджера m достаточно максимизировать 

вклад fm этого менеджера в прибыль фирмы. Из (99) получаем, что вклад менеджера 

описывается формулой: 

(101)  
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nx

N
f

1
1

)ln(ln
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. 

Для удобства введем обозначение yi := –lni. Если i – это уровень усилий, то yi – 

уровень «потери контроля». Значение yi убывает от бесконечности до нуля при уровне 

усилий i, растущем от нуля до единицы.  

Обозначим 
nx

N
b

)(
:


 . В этих обозначениях (101) можно записать как 

(102)  
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Найдем оптимальный вектор (y1, …, yk). Из условий первого порядка:  

(103)    
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1
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Суммируя эти выражения, получаем 

(104)  
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Заметим, что, из формулы (104), максимальный вклад менеджера удовлетворяет 

формуле  

(105)   
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Обозначим  
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 . Тогда, из формулы (103), получаем, что 

(106) 
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Подставляя (106) в формулу (104), получаем уравнение относительно A: 
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Решая его, находим 
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Наконец, подставляя выражение для A в формулу (106), находим оптимальные зна-

чения yi: 

(107) 
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Тогда, по формуле (105), максимальный вклад менеджера составляет: 
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С учетом обозначений
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1

1
:  перепишем оптималь-

ные усилия менеджера m и его максимальный вклад в следующей форме: 

(108)  
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 , i = 1, …, k, 
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(109)  
1
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Вклад менеджера всегда неположителен. При заданном продукте W и плане x этот 

вклад зависит только от мер 1, …, k групп исполнителей, управляемых непосред-

ственными подчиненными менеджера. Абсолютную величину max
mf  вклада менеджера 

можно интерпретировать как «эффективные затраты» c(m, H) Центра на содержание 

менеджера m. Помимо собственно зарплаты менеджера эти затраты включают в себя 

потери из-за связанной с менеджером m потери контроля, 

(110) c(m, H) = c(1, …, k) := max
mf (1, …, k) =  

1

1

1 ( )

(1 )

k

ii

W

nx
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Легко видеть, что эта формула определяет функцию затрат (II), введенную в при-

мере 5. Задача поиска оптимальной иерархии для такой функции затрат была подробно 

исследована в параграфе 4.3.2. 

Напомним, что для наиболее интересного диапазона значений   (0, 1) и 

  (1, 6] параметров модели оптимальная иерархия является однородной и симмет-

ричной. Это означает, что в приближенно оптимальной иерархии все менеджеры имеют 

одинаковую норму управляемости (количество непосредственных подчиненных, выше 

обозначаемое через k) и делят управляемую группу исполнителей между своими непо-

средственными подчиненными на части равной меры (насколько позволяет дискрет-

ность множества W). То есть если менеджер m управляет группой исполнителей s  W, 

и эта групп имеет меру , то любой из k его непосредственных подчиненных должен 

управлять группой /k. 

Оценка оптимальной нормы управляемости r задается следующей формулой: 

(111) 
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Если   1, то оценка минимальных затрат иерархии определяется выражением  

(112)  
(1 )* (1 ) 1( , ) ( , ) ( ) [ ( ) ] ( ) 1

m M

r
С W x c m H nx nx nx W

r r


    


  

    



   


 . 

Подставляя усилия исполнителей из формулы (100) и затраты иерархии из форму-

                                                 

84
 Это выражение дает оценку оптимальной нормы управляемости. Сама норма управ-

ляемости будет одним из двух ближайших к этой оценке целых чисел. 
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лы (112) в выражение прибыли (99), получаем формулу максимальной прибыли фирмы 

как функцию продукта W и плана x: 

(113) 
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1 1 1
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Оптимальные усилия всех исполнителей равны между собой. Кроме того, так как 

оптимальная иерархия симметрична, длина цепочки управления и произведение усилий 

входящих в нее менеджеров одинаковы для каждого исполнителя. Отсюда следует 

равенство степени потери контроля для каждого исполнителя, и, следовательно, равен-

ство их объемов выпуска. Опущенное выше ограничение задачи максимизации функ-

ции (99) выполнено в точке максимума, таким образом, его исключение не сказывается 

на результате. 

На рисунке 64 изображена оптимальная норма управляемости иерархии управле-

ния для различных пар параметров  и . Напомним, что  – это степень стандартиза-

ции (чем меньше , тем больше стандартизованы бизнес-процессы в организации), а 

  – эластичность затрат менеджера по объему его работы (1/ можно рассматривать как 

уровень квалификации менеджеров). 

 

Рисунок 64. Оптимальная норма управляемости как функция  и  (при  = 0.1) 

Неожиданным выводом из рисунка 64 является то, что оптимальная норма управ-

ляемости растет с уменьшением степени стандартизации – чем менее стандартные 

задачи решают менеджеры, тем меньший управленческий аппарат должна иметь фир-

ма. Объяснение такого поведения оптимальной нормы управляемости состоит в том, 
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что с уменьшением уровня стандартизации (с ростом ) функция затрат менеджера 

предполагает все большее его стремление переложить решение задач на своего началь-

ника. Таким образом, объем работы, выполняемый высшим руководством, неизбежно 

растет, в то время как значение менеджеров среднего звена уменьшается. Таким обра-

зом, для фирмы становится более выгодным удалить некоторые промежуточные уров-

ни управления, даже несмотря на повышение загруженности топ-менеджмента (более 

подробно зависимость вида оптимальной иерархии от параметров функции затрат (II) 

обсуждалась выше в параграфе 4.3.2). Значение цветных областей на рисунке 64 объяс-

няется чуть ниже. 

Равновесные усилия менеджеров задаются формулой (108). В оптимальной иерар-

хии i =/r, то есть 

(114)   ]exp[])/()/(exp[ )1(111     rBrrrBi , где 
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Отсюда видно, что если 1 , то усилия менеджеров по мониторингу усилий 

подчиненных растут с ростом меры  управляемого подразделения, и уменьшаются в 

противном случае. Таким образом, потеря контроля растет «вверх по иерархии», если 

1
1
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 . Такое «патологическое» поведение крайне отрицательно сказывается 

на прибыли фирмы и ниже показывается, что обратное неравенство 1  – это усло-

вие возможности неограниченного роста фирмы
85

. 

Напомним, что вознаграждение wm менеджера m компенсирует его затраты
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)ln( . Тогда, из формулы (114) получаем, что равновесное вознаграждение 

записывается как 
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Из этой формулы видно, что вознаграждение менеджера зависит от размера 

управляемого им подразделения по степенному закону с показателем степени 











1

)(
. Таким образом, если 1 ,  то вознаграждение вогнуто по размеру 

подразделения (при фиксированном плане x), и выпукло в противном случае. Из эмпи-

                                                 

85
 Выше в параграфе 4.3.4 условия сверхлинейного роста функции затрат органи-

зации обсуждаются более подробно. Здесь же мы видим, что вознаграждение менедже-

ра имеет степень однородности   за счет стимулирования больших усилий менедже-

ров верхних уровней иерархии. 
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рических исследований вознаграждений менеджеров [71, 121, 178], а также результатов 

параграфа 4.3.5, известно, что этот показатель степени лежит в диапазоне [0.2, 0.4], что 

позволяет выделить область потенциально интересных сочетаний параметров  и  

(объединение тонированных областей на рисунке 64). Учитывая, что в большинстве 

существующих организаций норма управляемости варьируется от 4 до 10, можно еще 

сузить область потенциально интересных значений параметров (для  = 0.1 эта область 

обведена жирной линией на рисунке 64). 

Имея выражения для оптимальной нормы управляемости, а также усилий мене-

джеров и исполнителей, можно в явном виде записать прибыль фирмы F(W, x) как 

функцию продукта W и плана x, так что выбор оптимального продукта и плана сводит-

ся к стандартной задаче максимизации.  

Полученные результаты позволяют анализировать произвольные зависимости по-

казателей фирмы от параметров модели. Ниже ограничимся кратким анализом зависи-

мости прибыли от размера фирмы для случая неизменного эффекта масштаба. Пусть 

функция дохода линейна по размеру фирмы (количеству входящих в нее исполнителей 

n): )ln(),( aznznR  . Тогда формула прибыли (113) становится функцией плана x  и 

размера n:  

  .1)]()([)()1()ln(),(
)1(1)1(1
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Ниже рассматриваются два численных примера. В первом примере принимаем 

a = e  2.72,  = 10,  = 0.4,  = 0.1,  = 0.1,  = 1.3,  = 0.2 (т.е.   0.345 < 1). Вычис-

ленная зависимость оптимального плана x от размера фирмы n приведена на рисунке 

65. Из рисунка видно, что оптимальный план слабо убывает по размеру фирмы из-за 

возрастающего давления управленческих расходов. Однако, как показывает рисунок 

66, прибыль  фирмы при этом растет примерно пропорционально ее размеру. 

Во втором примере изменим значения  на 100,  – на 2.3,  – на 0.8 (т.е. 

  1.683 > 1). Из рисунка 67 видно, что оптимальный план резко уменьшается с ро-

стом фирмы. Также из рисунка 68 видно, что прибыль фирмы имеет максимум по ее 

размеру. Таким образом, существует оптимальный размер фирмы, в данном примере 

примерно равный тридцати исполнителям. 

Этот пример завершает краткий анализ выводов базовой модели. В заключение 

отметим лишь, что введение в модель несовершенного мониторинга и ненаблюдаемых 

типов менеджеров может существенно сузить область параметров, при которых возмо-

жен неограниченный рост фирмы, однако для проверки этого предположения требуют-
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ся дальнейшие исследования. 

 

Рисунок 65. Пример зависимости x(n) оптимального плана от размера фирмы ( < 1) 

 

Рисунок 66. Максимальная прибыль F(n, x(n)) фирмы  

в зависимости от ее размера n ( < 1) 

 

Рисунок 67. Пример зависимости x(n) оптимального плана от размера фирмы ( > 1) 
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Рисунок 68. Максимальная прибыль F(n, x(n)) фирмы  

в зависимости от ее размера n ( > 1) 

4.5. Оптимизация иерархии контроля исполнения бизнес-процессов 

В разделе 4.1 отмечалось, что затраты на содержание менеджеров зависят от того 

технологического процесса, которым они в конечном счете управляют.  

В разделах 4.1-4.4 выше описание технологического процесса организации своди-

лось к перечислению мер исполнителей. Однако в действительности задачи, реализуе-

мые каждым исполнителем в рамках технологии функционирования организации, 

могут требовать существенно более сложного описания, чем одно единственное число. 

Кроме того, исполнители организации вовлечены в единый технологический процесс, и 

для его адекватного описания важно учитывать и взаимодействия между исполнителя-

ми, связывающие их материальные, финансовые и информационные потоки. 

В различных работах [54, 64] отмечается, что структура производственных пото-

ков в наибольшей степени определяет структуру системы управления организацией, 

поэтому для построения формальных моделей организационных иерархий требуется 

разработать формальную модель производственных потоков. 

Для этих целей в настоящее время существуют промышленные стандарты и ши-

роко используемые технологии (методология функционального моделирования IDEF, 

форматы ARIS, Oracle Business Models и другие) [65, 94, 109]. Большинство из них 

позволяет моделировать технологические процессы (бизнес-процессы) организации в 

форме так называемых, технологических сетей – графов, вершины которых описывают 

элементарные работы, а дуги – связывающие эти работы материальные, финансовые и 

информационные потоки. При этом вершинам и дугам технологической сети присваи-

ваются метки, в которых хранятся количественные параметры элементарных работ и 
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связывающих их потоков. Затраты менеджеров определяются потоками технологиче-

ской сети, и допускают формализацию с помощью модели затрат по контролю потоков, 

введенной в параграфе 1.2.4 и исследованной в разделе 2.3.  

Технологической сетью [25] над конечным множеством элементарных работ W 

назовем ориентированный граф R = <W, ER> с множеством вершин W и множеством 

дуг ER, ребрам (u, w)  ER которого поставлены в соответствие p-мерные вектора 

xR(u, w) с неотрицательными компонентами. Вершины данного графа – это элементар-

ные работы, операции технологического процесса организации. Связь (u, w)  ER тех-

нологической сети означает, что от элементарной работы u к работе w идет 

p-компонентный поток сырья, материалов, энергии, информации и т.п. Интенсивность 

каждой компоненты потока и определяется компонентами вектора xR(u, w). В техноло-

гической сети допускаются петли, дуги вида (w, w), w  W. Компоненты соответству-

ющего вектора xR(w, w) описывают количественные характеристики элементарной 

работы w – трудозатраты, ресурсоемкость и другие показатели. 

Иногда при реализации технологических процессов ограничиваются тем, что 

назначают ответственных за выполнение той или иной работы. Однако для нормально-

го функционирования организации этого недостаточно, так как технологические связи 

между работами не контролируются. Для успешной реализации технологического 

процесса необходима система управления технологическими связями, которая контро-

лировала бы потоки между отдельными элементами технологической сети. 
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Рисунок 69. Пример технологической сети  

процесса подписания договоров 

Простой пример технологической сети с трехкомпонентными потоками приведен 

на рисунке 69. Первая компонента – это документы, вторая – «устная информация». 
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Эти компоненты описывают потоки между работами. Третья компонента, трудозатра-

ты, является характеристикой самих элементарных работ. 

Если «расположить» технологическую сеть организации в горизонтальной плос-

кости (см. рисунок 16), то задачу построения системы управления организацией можно 

сформулировать как задачу надстройки над технологической сетью древовидной 

иерархии менеджеров-контролеров. 

При этом вершины технологической сети можно рассматривать и как рабочие ме-

ста (отдельных исполнителей организации), и как элементарные операции.  

В первом случае считаем, что уже определено распределение работ по исполните-

лям и требуется только координировать и контролировать их работу. Тогда все верши-

ны иерархии управления будут менеджерами, управляющими другими менеджерами 

или конечными исполнителями. В этой модели один сотрудник организации не может 

совмещать производственную деятельность и управление, то есть является либо «чи-

стым исполнителем», либо «чистым менеджером». 

На рисунке 16 приведен пример системы управления технологической сетью ри-

сунка 69. Система управления состоит из исполнителей 1-7 и менеджеров I, II и III. 

Подчиненными менеджера I являются все маркетологи (вершины 1–3 технологической 

сети), подчиненными менеджера II – специалисты 1, 2 и юрист – вершины 4–6), в под-

чинении менеджера III – менеджеры I и II, а также бухгалтер (вершина 7 технологиче-

ской сети). 

Во втором случае в задачу построения структуры системы управления включается 

и распределение элементарных работ по выполняющим их сотрудникам. Сотрудник 

организации может и выполнять работы технологического процесса (если ему непо-

средственно подчинена вершина технологической сети), и руководить другими сотруд-

никами (если ему непосредственно подчинен другой сотрудник).  

В рамках этой модели рисунок 16 можно интерпретировать как организацию, со-

стоящую из трех сотрудников – I, II и III. При этом сотруднику I поручены работы по 

сбору и анализу информации о поставщиках и покупателях, сотруднику II – работы по 

согласованию условий и подготовке проектов договоров, а сотруднику III поручена 

координация работы первых двух сотрудников и, кроме того, работа по визированию 

договоров. 

Тем не менее, в целях согласования терминологии данного раздела с терминоло-

гией других разделов главы, будем независимо от интерпретации называть вершины 

технологической сети (сети потоков) исполнителями, а узлы иерархии управления – 

менеджерами. 



 310 

В этих обозначениях построение системы управления сводится к построению 

древовидной иерархии (см. определение 2) менеджеров над множеством исполнителей 

W, определяемым технологической сетью R = <W, ER>. 

Содержание каждого менеджера иерархии управления требует от организации 

определенных затрат, и эти затраты зависят от той работы, которую менеджер выпол-

няет. Основной задачей менеджеров является выполнение элементарных работ и коор-

динация потоков между элементарными работами. В рамках рассматриваемой модели 

эти работы и потоки описываются векторами xT . Поэтому будем считать, что затраты 

менеджеров определяются технологическими потоками xT между исполнителями (вер-

шинами технологической сети) которыми этот менеджер непосредственно или опосре-

дованно (через других менеджеров) управляет в рамках иерархии. 

Определим затраты менеджера более формально. 

Для этого напомним, что подчиненная группа исполнителей sH(m)  W менеджера 

m из иерархии H – это группа исполнителей, для которых менеджер m является началь-

ником в иерархии H. Например, на рисунке 16 овалами обведены группы исполнителей 

s(I), s(II) и s(III), которыми управляют менеджеры I, II и III соответственно. Однако в 

отличие от определения, приведенного в параграфе 1.2.2, в рассматриваемой модели 

удобнее считать, что конечный исполнитель управляет пустой группой. 

Напомним, что вектор суммарного потока xR(s) между элементами произвольной 

группы исполнителей s  W задается формулой 
,

( ) ( , )int

R Ru w s
x s x u w


  и включает в 

себя, в том числе, и «петлевые» потоки, описывающие элементарные операции техно-

логической сети. Будем считать, что менеджер должен контролировать те технологиче-

ские потоки между элементами подчиненной ему группы исполнителей, которые еще 

не контролируются его непосредственными подчиненными, то есть, в терминологии 

параграфа 1.2.4, функция затрат зависит от контролируемого менеджером потока

1
1 ( ', '') ( ,..., )

( ,..., ) ( ', '')c
R k

c

R k Rw w E s s
x s s x w w


 , где s – группа исполнителей, подчиненная мене-

джеру m, а s1, …, sk – группы исполнителей, подчиненные его непосредственным под-

чиненным. 

Например, менеджер III в иерархии, изображенной на рисунке 16, контролирует 

суммарный поток (6, 12, 3), поскольку он управляет группой из всех семи исполните-

лей с суммарным потоком (49, 15, 65), но два непосредственно подчиненных ему мене-

джера I и II уже контролируют суммарные потоки размеров (30, 0, 25) и (13, 3, 37). Лег-

ко видеть, что контролируемый менеджером III поток складывается из потока 3-4 меж-

ду исполнителями 3 и 4, потока 3-5, потока 6-7 и «петлевого» потока исполнителя 7. 
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Для успешной реализации технологического процесса организации в иерархии 

менеджеров для каждой связи технологической сети должен быть назначен ответствен-

ный менеджер. Если технологическая сеть R связная, то для того, чтобы каждая ее 

связь кем-то контролировалась, необходимо наличие в иерархии менеджера (топ-

менеджера) управляющего всем множеством исполнителей W.  

Задача формирования структуры оптимальной системы управления технологиче-

ской сетью состоит в поиске оптимальной древовидной иерархии на множестве испол-

нителей W с функцией затрат менеджера, зависящей от контролируемого потока. 

Эта задача подробно исследована в разделе 2.3. Были найдены условия оптималь-

ности веерной иерархии и 2-дерева. Для выпуклых функций затрат вершины, завися-

щих от линейной комбинации компонент вектора контролируемого потока, получена 

нижняя оценка затрат оптимальной иерархии и показано, что в оптимальной иерархии 

затраты всех вершин верхних уровней стремятся выровняться. Предложен эвристиче-

ский алгоритм построения «приближенно оптимального» дерева. 

Рассмотрим пример применения этого алгоритма для надстройки оптимальной 

иерархии управления над технологической сетью, изображенной на рисунке 69. 

Пример 34. Пусть для сети, приведенной на рисунке 15, задана функция затрат 

c(x) = 300 + x
2
, где x – «эффективный» однокомпонентный поток, вычисляемый просто 

как сумма компонент трехкомпонентных потоков. 

Суммарный поток сети равен 129. Тогда по формуле (48) легко вычисляется оп-

тимальное количество вершин верхних уровней q
*
 = 7. Соответственно, «эталонный» 

поток равен 129/7, то есть примерно 18.43. Добавим в иерархию вершину, которой 

подчиним листья 6 и 7, и, которая, соответственно, будет контролировать поток между 

ними. Суммарный поток, контролируемый этой вершиной, равен 18, что весьма близко 

к «эталонному» потоку 18.43. Добавим вершину, который будут подчинены листья 1 и 

2. Она контролирует суммарный поток величины 20, что также близко к эталонному. 

Еще одной вершине, с номером III, подчиним лист 5, контролируемый поток равен 16. 

Вершине IV подчиним вершину I и лист 4, и она будет контролировать суммарный 

поток объема 16. Вершине V подчиним вершиной III, а также лист 3. Контролируемый 

поток равен 14, что довольно далеко от эталонного, но другие варианты назначения 

дочерних вершин дают еще большее отклонение от эталонного потока. Вершине VI 

подчиним вершины IV и V, что дает контролируемый поток величины 15. И, наконец, 

вершине VII, которой будут подчинены вершины II и IV, придется контролировать 

поток величины 30. Величина этого потока также довольно далека от «эталонной», но 

другого выбора нет. В результате получили иерархию H, изображенную на рисунке 70. 
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Ее затраты равны C(H) = 4657, а нижняя оценка (48) дает C(R) ≈ 4477,29, то есть по-

строенная иерархия имеет погрешность не более 4%.  

 

Рисунок 70. Пример построения иерархии с помощью эвристического алгоритма 

4.6. Оптимизация сети поставок 

Сеть поставки торговой или производственной компании представляет собой 

граф с начальными вершинами – производителями, терминальными вершинами – по-

требителями, промежуточными вершинами – производственными или складскими 

центрами, и дугами – каналами транспортировки продуктов. Можно ставить задачу 

поиска оптимальной сети, то есть сети, позволяющей удовлетворить спрос с мини-

мальными затратами или достичь максимальной суммарной прибыли (полезность по-

требителей за вычетом себестоимости, транспортных и накладных расходов). 

В комплексе задач управления сетями поставок (supply chain management) задача 

формирования структуры дистрибьюторской сети относится к стратегическому уров-

ню. После формирования структуры сети, то есть определения того, сколько и каких 

именно дилерских компаний и дистрибьюторов необходимо привлечь, можно решать 

задачи среднесрочного и краткосрочного планирования. Это задачи распределения 

потоков и выбора уровней складских запасов каждого узла дистрибьюторской сети, что 

обычно сводятся к решению задачи линейного программирования, которая, хотя и 

имеет обычно довольно большую размерность, но эффективно решается с использова-

нием современных вычислительных мощностей [103]. 

В параграфе 4.6.1 задача формирования структуры логистической сети сводится к 

модели оптимизации структуры связывающей сети параграфа 2.5.3. Вершины нижнего 

уровня соответствуют производителям и получателям товаров, потоки – потребностям 

в транспортировке товаров. Необходимо выбрать количество перевалочных складских 

центров, связать их между собой, а также с производителями и потребителями, транс-
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портными каналами необходимой пропускной способности (например, организовать 

автомобильное грузовое сообщение требуемой интенсивности), а также, в случае не-

скольких маршрутов между источником и пунктом назначения, выбрать маршрут или 

распределить товаропоток между маршрутами. 

В параграфе 4.6.2 описывается типичная модель среднесрочного планирования – 

оптимизации товарных потоков, когда необходимо выбрать оптимальные товаропотоки 

при фиксированной структуре сети, и связанная с ней задача трансфертного ценообра-

зования.  

4.6.1. Оптимизация структуры сети поставок  

Пусть задан двудольный граф связей <S  D, R>, то есть множество источников 

(производителей товаров) S, множество пунктов назначения (потребителей товаров) D 

и множество связей R  S  D. Совокупность множеств источников и потребителей 

образует множество первичных вершин W = S  D. 

Каждая связь ij  R соответствует потребности в передаче товара между источни-

ком i  S и пунктом назначения j  D. Подмножества множества R (множества связей) 

будем называть потоками. Для произвольных i  S и j  D обозначим 

D(i) := {k  D: ikR}, S(j) := {k  S: kjR}.   

Для обеспечения перетекания товарных потоков создается сеть <V , E> (где 

V := S  D  M, E  V  V), состоящая из перевалочных пунктов – промежуточных 

узлов m  M, соединенных дугами между собой, а также с источниками из S и пункта-

ми назначения из D. Направление дуг соответствует направлению потока товара.  

Перевалочные пункты m  M способны перенаправлять потоки из входящих дуг в 

исходящие, тогда как источники и пункты назначения, так же как и начальные верши-

ны из параграфа 2.5.3, будем считать неспособными к коммутации: любой источник 

может иметь не более одной исходящей дуги и не может иметь входящих дуг; анало-

гично, любой пункт назначения может иметь не более одной входящей дуги и не может 

иметь исходящих дуг. 

Напомним, что для любой вершины v  V сети H через (v) := E(, v) обозначается 

множество ее непосредственных предшественников в сети H, а через (v) := E(v, ) – 

множество ее непосредственных последователей. Для любого источника i  S 

(i) пусто, а (i) состоит из единственной вершины, поскольку источники неспособны к 

коммутации. Для любого пункта назначения j  D, наоборот, (j) пусто, а (j) состоит 

из единственной вершины.  
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Содержание каждого перевалочного пункта m  M в сети H сопряжено с затрата-

ми, которые описываются функцией c(m, H), зависящей от узла и от того места, которое 

он занимает в сети. Затраты сети складываются из затрат ее промежуточных вер-

шин – перевалочных пунктов, а затраты вершины описываются потоковой функцией 

1 1( , ) ( , ) ( , ' ) ( , ' )( , ) ({ ( ),..., ( )},{ ( ),..., ( )})
k rv m v m m v m vc m H c          (см. подробнее в параграфе 2.5.3). 

Потоковые функции предоставляют довольно богатые средства для моделирова-

ния зависимости затрат от сложности коммутации (числа дуг, входящих в вершину и 

исходящих из нее), от общего числа дуг и вершина в сети и от мощности передаваемых 

товаропотоков. 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной связывающей сети для жесткой маршру-

тизации потоков, когда ( , ')( , ) {0,1}v v s d   для функций маршрутизаций всех потоков. Эта 

задача является частным случаем сформулированной в параграфе 2.5.3 задачи о связы-

вающей сети. В параграфе 2.5.3 было показано, что для жесткой маршрутизации пото-

ковую функцию можно записать как функцию 
1 1( ,..., , ,..., )k rc s s d d  от разбиения 

1,..., ks s   

множества протекающих через вершину потоков между k  входящими дугами и от 

разбиения того же множества потоков между r исходящими дугами. 

Модель оптимизации связывающей сети является обобщением задачи поиска оп-

тимальной иерархии для секционной функции затрат. Поэтому на эту постановку мож-

но обобщить многие понятия теории оптимизации иерархических структур, например, 

определение сужающих функций затрат (см. параграф 1.2.5). 

Определение 48. Потоковую функцию затрат назовем сужающей снизу, если для 

любой вершины m  M, по k входящим дугам которого протекают потоки s1, …, sk, а по 

r исходящим – потоки d1, …, dr, при k ≥ 3 существует такое подмножество входящих 

дуг (без ограничения общности можно считать, что это первые k' дуг, где 1 < k' < k), что  

(115)  с({s1, …, sk}, {d1, …, dr}) ≥ с({s1, …, sk'}, {s1  …  sk'}) +  

+ с({s1 …  sk', sk' + 1, …, sk}, {d1, …, dr}). 

Аналогично, функция затрат сужающая сверху, если при r ≥ 3 существует такое под-

множество исходящих дуг (без ограничения общности можно считать, что это первые r' 

дуг, 1 < r' < r), что   

(116) с({s1, …, sk}, {d1, …, dr}) ≥ с({s1, …, sk}, {d1…dr', dr' + 1, …, dr) + 

+ с({d1  …  dr'}, {d1, …, dr'}). 

Утверждение 36. При сужающей снизу функции затрат существует оптимальная 

сеть, в которой каждая промежуточная вершина имеет не более двух входящих дуг. Для 
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сужающей сверху функции существует оптимальная сеть, в которой каждая промежу-

точная вершина имеет не более двух исходящих дуг. 

Доказательство (аналогично [49]). Рассмотрим некоторую оптимальную сеть H. 

Пусть k – максимальное число входящих дуг у вершин этой сети. Если k = 2, утвержде-

ние доказано. В противном случае рассмотрим вершину m, имеющую ровно k входя-

щих дуг. Преобразуем сеть: добавим вершину m' и переведем на нее k' входящих дуг 

вершины m, выбрав такие дуги, чтобы выполнялось (116). Добавим дугу (m', m) и 

назначим ей поток s1 …  sk'. Все вершины новой сети удовлетворяют требованиям 

баланса потоков, и вся сеть также допустима. Поскольку функция затрат сужающая 

снизу, затраты новой сети не увеличились, и она по-прежнему оптимальна. В этой сети 

количество вершин с k входящими дугами уменьшилось на единицу. Продолжая анало-

гичные преобразования, придем к оптимальной сети, в которой все вершины будут 

иметь не более двух входящих дуг.  

Пример 35. Рассмотрим функцию затрат c(m, H) = f(ρ)(k + r – 2)

, где ρ – суммар-

ный объем одномерных потоков, протекающих через узел m, f() – произвольная моно-

тонная неотрицательная функция, а степенной сомножитель отражает рост затрат с 

ростом сложности коммутации – количества входящих связей k и исходящих связей r. 

Если степень   1, то эта потоковая функция является сужающей (как сверху, так и 

снизу). Действительно, в силу супераддитивности степенной функции с показателем 

 > 1 и монотонности функции f(): 

с({s1, …, sk}, {d1, …, dr}) = f(ρ)(k + r – 2)

 ≥ f(ρ)[(k – k' + 1 + r – 2)

 
+ (k' + 1 – 2)


] ≥ 

≥ f(ρ)(k – k' + 1 + r – 2)
 

+ f(ρ') (k' + 1 – 2)

 = 

= с({s1, …, sk'}, {s1  …  sk'}) + с({s1 …  sk', sk' + 1, …, sk}, {d1, …, dr}). 

В результате доказали верность неравенства (116) для произвольного k > 2 и 1 < k' < k.  

Зачастую в момент создания сети потребность в связи неизвестна. В этом случае 

требуется построить сеть, обеспечивающую полный набор связей S  D между задан-

ным множеством источников S и множеством пунктов назначения D.  

Самая простая такая сеть содержит единственную промежуточную вершину, со-

бирающую и распределяющую все потоки через себя. Этот перевалочный пункт имеет 

огромное число входящих и исходящих дуг, а также концентрирует в себе весь поток. 

Более сложная структура сети будет оптимальной, если имеются ограничения (или 

относительная дороговизна) на пропускаемый поток и/или ограничения (дороговизна) 

большого числа входящих и исходящих в вершину дуг.  
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Рассмотренный выше пример функции затрат позволяет проиллюстрировать два 

важных эффекта, во многих приложениях определяющих вид затрат вершины и, как 

следствие, вид оптимальной сети – это эффекты масштаба и сложности коммутации. 

В простейшем случае масштаб операций вершины определяется множеством потоков 

lH(m), протекающих через узел в сети H, тогда как сложность коммутации определяется 

количеством поддерживаемых узлом входящих дуг kH(m) и исходящих дуг rH(m). Таким 

образом, функция затрат (потоковая!), учитывающая оба эти эффекта, записывается как 

функция множества l  R и двух целочисленных переменных k и r: c(m, H) = f(l, k, r). 

Обычно как больший масштаб, так и большая сложность требуют больших затрат, так 

что функция f(⋅) монотонна по каждому аргументу (в случае первого параметра имеется 

в виду монотонность по расширению множества потоков).  

Более того, субаддитивные по потоку затраты сами по себе, в отсутствие эффек-

тов сложности, не могут породить сложных сетей, состоящих более чем из одной про-

межуточной вершины. Так, справедлива следующая лемма, являющаяся, на самом деле, 

обобщением следствия 11 из пункта 2.5.3.5. 

Лемма 20. Если функция затрат вершины зависит только от протекающего через верши-

ну потока и субаддитивна, то существует оптимальная сеть, содержащая единственную проме-

жуточную вершину (см. рисунок 71). 

 

 

Рисунок 71. Пример сети с единственной промежуточной вершиной 

Доказательство. Рассмотрим оптимальную сеть H. Если она содержит един-

ственную промежуточную вершину, лемма доказана. В противном случае разобьем все 

множество промежуточных вершин на группы G1, G2, … по расстоянию в сети H от 

множества источников до промежуточных вершин данной группы. Пусть существует k 

– минимальное расстояние, при котором группа вершин состоит более чем из одной 

вершины. Легко проверить, что через вершины группы Gk проходят все потоки из мно-

жества R потребности в связи. Преобразуем сеть, объединив вершины группы Gk в одну 

вершину, переназначив на нее все дуги вершин группы Gk с учетом удаления дублиру-

ющихся дуг в вершины групп G1, …, Gk – 1. В силу субаддитивности и монотонности 

функции затрат это не увеличит затрат сети, кроме того, сеть останется допустимой. 
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Если же все группы состоят из единственной вершины, сеть представляет собой 

цепочку промежуточных вершин, через каждую из которых проходят все потоки мно-

жества R. Сольем все вершины в одну. Сеть останется допустимой, а ее затраты не 

возрастут, поскольку поток через оставшуюся вершину, а значит и ее затраты, не изме-

нился. Следовательно, сеть останется оптимальной, но теперь будет состоять из един-

ственной вершины.  

Определение 49. Максимально распределенной сетью назовем сеть, состоящую 

из двух слоев. Первый слой состоит из |S| промежуточных вершин, причем i-я вершина 

имеет единственную входящую дугу из источника i  S и исходящие дуги в каждую из 

вершин второго уровня. Второй уровень состоит из |D| промежуточных вершин, при-

чем j-я вершина имеет единственную исходящую дугу в пункт назначения j  D. 

Утверждение 37. Если затраты вершины c(l) зависят только от множества l  R 

протекающих через узел потоков, и функция c(⋅) супераддитивна, множества источни-

ков и пунктов назначения состоят более чем из одного элемента, то существует опти-

мальная максимально распределенная сеть. 

 

 

Рисунок 72. Пример максимально распределенной сети  

Доказательство. В силу того, что источники не способны к коммутации, из лю-

бого источника i  S в любой допустимой сети идет единственная исходящая дуга в 

некоторую вершину. В силу баланса потоков по этой дуге течет множество потоков 

D(i) = {ij: j  D}. Поскольку имеется как минимум два пункта назначения, которые 

также не способны к коммутации, эта вершина будет промежуточной.  

Докажем, что в условиях утверждения существует оптимальная сеть, в которой 

эта вершина, относящаяся к источнику i, имеет единственную входящую дугу, и, сле-

довательно, через нее протекает ровно набор потоков D(i). Действительно, пусть в 

некоторой оптимальной сети H вершина mi, в который идет исходящая дуга из источ-

ника i, имеет и другие входящие дуги. Преобразуем сеть H – добавим вершину mi', 

перенаправим в нее дугу из источника i, и продублируем в узле mi' все исходящие дуги 
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узла mi, назначая каждой дуге (mi', v) набор потоков l(mi', v) = l(mi', v)  D(i) (для сохра-

нения допустимости сети в условиях отсутствия дублирования потоков из каждой дуги 

(mi, v) потоки из множества D(i) исключаются. В результате получим допустимую сеть, 

в которой вместо вершины mi с потоком l(mi) есть две вершины с потоками D(i) и 

l(mi)\D(i), потоки же через остальные вершины не изменяются. В силу супераддитивно-

сти затраты новой сети не возросли, а дуга из источника i – единственная входящая 

дуга в промежуточную вершину, соответствующую этому источнику (вершина mi'). 

Аналогично доказывается, что для любого пункта назначения j  D в любой сети 

присутствует промежуточная вершина, по одной из исходящих вершин которой идет 

набор потоков S(j) = {ij: i  S}, и существует оптимальная сеть, в которой эта промежу-

точная вершина имеет единственную исходящую дугу и через него идет в точности 

поток S(j).  

Множества S(i) и D(j) попарно не пересекаются. Следовательно, существует оп-

тимальная сеть H
*
, содержащая как минимум |S| вершин, через которые протекают 

потоки D(i), i  S, и |D| вершин, через которые протекают потоки S(j), j  D. Макси-

мально распределенная сеть включает в себя только эти узлы, следовательно, ее затра-

ты не превышают затрат сети H
*
. Следовательно, максимально распределенная сеть 

оптимальна. ● 

Несложно показать, что в случае единственного источника или пункта назначения 

оптимальная сеть состоит из единственного коммутатора. Это утверждение развивает 

утверждение 27  из пункта 2.5.3.5 для случая двудольного графа связей. В случае графа 

связей общего вида не дается показать, что каждая первичная вершина будет инци-

дентна своей вторичной внутренней вершине. 

Вообще, сети для функций, зависящих только от потока, довольно просто устрое-

ны. Существенно интереснее на структуре оптимальных сетей сказывается эффект 

сложности, когда затраты вершины зависят от числа входящих и исходящих дуг. В 

отсутствие эффекта масштаба априори представляется логичной оптимальность сете-

вой структуры типа «сдвоенного дерева». Она обладает минимальным числом дуг, что 

достигается высокой степенью концентрации потоков – в такой сети потоки сначала 

собираются с помощью древовидной структуры в одну вершину из всех источников 

(это т.н. собирающая воронка), а затем передаются в корень другой древовидной струк-

туры (распределяющей воронки) и распределяются с ее помощью из этой вершины по 

всем пунктам назначения. Кроме того, корни собирающей и распределяющей воронок в 

сдвоенном дереве могут быть одной вершиной. 
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Рисунок 73. Два примера сдвоенного дерева  

Для дистрибьюторской сети структура типа сдвоенного дерева соответствует 

наличию «супердилера», пропускающего через себя все товарные потоки. 

Утверждение 38. Пусть функция затрат вершины c(k, r) зависит только от числа 

входящих дуг k и от числа исходящих дуг r, не убывает по обоим аргументам, и для 

всех k, r ≥ 2 верны неравенства c(k, 2) ≥ c(k + 1, 1), c(2, r) ≥ c(1, r + 1). Тогда, если суще-

ствует оптимальная ациклическая сеть, обеспечивающая полный набор связей, то су-

ществует и оптимальное сдвоенное дерево (с одной или двумя вершинами воронок). 

Доказательство.  

Пусть H – оптимальная ациклическая сеть, обеспечивающая полный набор связей. 

Обозначим через A множество промежуточных вершин сети H, из которых есть 

направленный путь во все пункты назначения множества D. В силу того, что сеть H 

обеспечивает полный набор связей, множество A непусто. Обозначим через A' подмно-

жество таких вершин из A, из которых недостижим ни одна из вершин множества A. 

Это множество также непусто в силу ацикличности H. Каждая вершина m ∈ A' имеет по 

меньшей мере две исходящие дуги, иначе из его единственного потомка достигались 

бы все пункты назначения D, а сам потомок принадлежал бы A, но был бы достижим из 

m в нарушение определения A'.  

Выберем произвольную вершину m ∈ A' и рассмотрим подсеть Hm сети H, постро-

енную на вершине m и всех ее предках (все предки, очевидно, принадлежат множеству 

A). В силу ацикличности и допустимости сети H ее подсеть Hm представляет собой 

связный ациклический граф с некоторым множеством начальных вершин Sm  S и 

единственной терминальной вершиной m. Поэтому для Hm существует по меньшей 

мере одно направленное остовное дерево с множеством листьев Sm и корнем m (дуги в 
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нем направлены к корню). Выберем произвольное остовное дерево и удалим из H те 

дуги подсети Hm, которые отсутствуют в этом остовном дереве (заметим, что исходя-

щие дуги узла m не удаляются, так как только один их конец принадлежит A, а значит, 

и Hm). Затраты сети H при этом не возрастают в силу монотонности функции затрат 

узла по числу входящих и исходящих связей. Если в остовном дереве присутствуют 

узлы с единственным входом и единственным выходом, удалим их, соединив напря-

мую входящую и исходящую дуги. В силу неотрицательности затрат это не увеличива-

ет затрат сети. 

Теперь для каждого источника s ∈ Sm существует единственный путь в сети H до 

вершины m, причем каждая вершина этого пути имеет по меньшей мере две входящие 

дуги. Направим в преобразованной сети H все потоки из s по дугам этого пути. Повто-

рим для всех s ∈ Sm. В результате потоки из всех источников множества Sm достигают 

m, а затраты сети не изменились. Поскольку m ∈ A', в H существует путь из m в любую 

из вершин d ∈ D. Перенаправим по этому пути все потоки, дошедшие до m, и имеющие 

назначение в d (после удаления лишних дуг из подсети Hm необходимо изменить путь 

прохождения некоторых потоков для сохранения допустимости сети). В силу отсут-

ствия эффекта масштаба, затраты сети при этом не изменятся. 

Преобразованная сеть H является допустимой, так как в ней для каждого источни-

ка s ∈ Sm есть путь (проходящий через вершину m) в любой пункт назначения D, а дуги 

пути прохождения остальных потоков, не из источников Sm, не изменились. 

Повторим ту же процедуру последовательно для всех остальных узлов из A' и обо-

значим результирующую преобразованную сеть через H'. Обозначим через B множе-

ство вершин сети H', достижимых из всех источников множества S. 

Заметим, что множество узлов B пересекается с множеством узлов A' в единствен-

ном случае – если A' состоит из единственной вершины (заметим, что все вершины 

множества A' остались в сети H'). Обозначим через B' множество вершин множества B, 

которые недостижимы ни из одной вершины множества B. Выберем произвольную 

вершину m ∈ B', и аналогично тому, как это делалось для вершин множества A', рас-

смотрим остовное дерево на m и его потомках, удалим из H' лишние вершины. Повто-

рим процедуру для всех вершин множества B'. Обозначим преобразованную сеть через 

H''. 

В сети H'' вершины из A' являются корнями ориентированных деревьев (дуги ко-

торых направлены в сторону корня) с листьями из множества источников S, а вершины 

из B' являются корнями ориентированных деревьев (дуги которых направлены от кор-

ня) с листьями из D. Если A'  B'  , то их пересечение состоит из единственной вер-
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шины – общего корня входящей и исходящей воронок. Таким образом, H' представляет 

собой искомое сдвоенное дерево. 

Если A'  B' = , то из каждой вершины m множества A' в сети H исходило по 

меньшей мере две дуги. Если в сети H'' у вершины m осталось больше чем две дуги – 

удалим все, кроме двух. Если меньше – восстановим число исходящих дуг до двух – 

затраты узла m при этом по-прежнему будут меньше его затрат в исходной сети H. 

Воспользовавшись неравенством в условии утверждения, превратим одну исходящую 

дугу во входящую не увеличивая этим затраты каждой вершины. Теперь у каждой 

такой вершины есть одна висячая входящая дуга. Соединим в произвольном порядке 

эти вершины в цепочку, соединив единственную оставшуюся исходящую дугу каждой 

вершины с висячей входящей дугой следующей вершины. Аналогичным образом со-

единим в цепочку вершины множества B', оставляя в каждой вершине единственную 

входящую дугу и превращая одну из входящих дуг в исходящую без увеличения затрат. 

Наконец, соединим единственную исходящую дугу последней вершины цепочки A' c 

единственной входящей дугой первой вершины цепочки B' и получим сдоенное дерево 

с разделенными корнями собирающей и распределяющей воронок. ● 

Обратим внимание, что доказательство утверждения намного сложнее доказатель-

ства аналогичного утверждения 25 для неориентированной сети из пункта 2.5.3.4. Так-

же заметим, что одной лишь монотонности функции по каждому аргументу недоста-

точно для доказательства. Контрпример дает сеть для |S| = |D| = 4 и 

c(2, 1) = c(2, 1) = c(2, 2) = 1 (остальные затраты равны бесконечности). Здесь затраты 

оптимальной сети равны четырем, а затраты оптимального сдвоенного дерева – пяти 

(см. рисунок 74). 

 

Рисунок 74. Пример оптимального сдоенного дерева,  

не являющегося оптимальной сетью 

В условиях утверждения решение задачи об оптимальной сети свелось к поиску 

оптимального сдвоенного дерева. Эта задача распадается на две задачи – поиска струк-

туры дерева, концентрирующего потоки из источников в одной вершине, и поиска 

структуры дерева, распределяющего потоки по пунктам назначения. Каждая из этих 

задач сводится к задаче поиска оптимального дерева для однородных функций затрат. 
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Сначала рассмотрим случай, когда собирающая и распределяющая воронки сдво-

енного дерева не имеют общего корня. Все вершины собирающей воронки имеют 

единственную исходящую дугу и затраты каждой вершины определяются числом вхо-

дящих дуг. Необходимо определить число вершин в собирающей воронке и количество 

входящих дуг каждой вершины, которые минимизировали бы суммарные затраты вер-

шин собирающей воронки. 

В терминах раздела 2.1 рассматриваемая функция затрат является однородной 

степени ноль. Как показано в параграфах 2.1.1, 2.1.2, для таких функций оптимальная 

иерархия стремится быть однородной – во всех вершинах число входящих дуг должно 

быть по возможности одинаковым. Оптимальное число входящих дуг k
*
 для вершин 

собирающей воронки находится из минимизации функции c(k, 1)/(k – 1) по всем 

k = 2, 3, … При этом выражение (|S| – 1)c(k
*
, 1)/(k

*
 – 1) дает нижнюю оценку затрат 

оптимальной собирающей воронки, и, в силу того, что для рассматриваемой затрат все 

пропорции равнозначны, наилучшей можно считать симметричную пропорцию, из 

чего, по утверждению 12, следует, что эта оценка имеет хорошее качество при большом 

количестве источников |S|. При этом существует приближенно оптимальное BU-дерево 

(отношение его затрат к их нижней оценке стремится к единице с ростом |S|). 

Аналогично, оптимальное число исходящих дуг r
* 

любой вершины распределяю-

щего дерева доставляет минимум функции c(1, r)/(r – 1) по всем r = 2, 3, …, а выраже-

ние (|D| – 1)c(1, r
*
)/(r

*
 – 1) дает нижнюю оценку затрат оптимальной распределяющей 

воронки, причем эта оценка имеет хорошее качество при большом |D| и можно постро-

ить приближенно оптимальное дерево. 

Таким образом, задачу об оптимальном сдвоенном дереве с разделенными корня-

ми можно считать решенной. 

Для нахождения оптимального сдвоенного дерева с общим корнем собирающей и 

распределяющей воронок необходимо определить количество k
**

 входящих и количе-

ство r
**

 исходящих дуг этого общего корня из условия минимизации суммарных затрат 

всего сдвоенного дерева 

(|S| – k
**

)c(k
*
, 1)/(k

*
 – 1) + (|D| – r

**
)c(1, r

*
)/(r

*
 – 1) + c(k

**
, r

**
), 

что также несложно. 

Итак, если функция затрат зависит только от количества связей вершины, то оп-

тимально бидерево, воплощающее собой тенденцию к концентрации потоков. Если 

функция затрат супераддитивно зависит лишь от проходящего через вершину потока, 

оптимальна максимально распределенная сеть, воплощающая собой тенденцию к раз-

делению потоков, если субаддитивно – то оптимальная сеть состоит из единственной 
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промежуточной вершины. Реальные же логистические сети представляют собой ком-

промисс двух этих тенденций.  

4.6.2. Задача среднесрочного планирования товарных потоков  

В настоящем параграфе описывается модель среднесрочного планирования товар-

ных потоков интернациональной торговой компании. В качестве критерия эффективно-

сти используется суммарная прибыль после налогообложения. Минимальный период 

планирования – один бизнес-цикл. Отличительной чертой модели является ее статич-

ность – здесь планируются бизнес-схема – совокупность относительно стабильных 

товарных потоков. Детальное планирование товарных и финансовых потоков во време-

ни является предметом оперативного планирования, которое проводится в рамках фик-

сированной бизнес-схемы. 

Рассмотрим корпорацию, состоящую из n компаний, расположенных в различных 

странах. Пронумеруем компании в произвольном порядке и обозначим N = {1, …, n} – 

множество компаний. Местное налоговое законодательство для каждой их компаний 

описывается едиными ставками налогов с продаж αk и c прибыли βk, k ∈ V.  

Ниже для простоты рассматривается случай одного товара. Цикл функционирова-

ния корпорации можно грубо представить в виде последовательности: закупка – транс-

портировка – продажа – расчеты. 

Рассмотрим сеть поствки G = <V, E>, соединяющую поставщиков товара с потре-

бителями, где V = {1, …, m} – множество «контрактных точек», в которых может про-

исходить передача собственности на товар, а каждой из дуг (i, j) множества E  V × V 

приписаны наборы числовых меток τijk – тарифы на транспортировку из точки i ∈ V в 

точку j ∈ V для компании k ∈ N, пропускные способности Wijk для каждой из компаний 

и/или общие пропускные способности Wij. Множество вершин и дуг сети поставки 

являются решением задачи оптмизации структуры сети (см. предыдущий параграф). 

Известны списки потенциальных поставщиков и покупателей и цены закупок и 

продаж. В точках i ∈ V сети компании корпорации могут приобретать товар у внешних 

(по отношению к корпорации) поставщиков по ценам s

ip  в объемах, не превышающих 

квот поставки s

iW  и продавать потребителям по ценам c

ip  в объемах, не превышающих 

квот потребления c

iW . Все это исходные данные для процесса планирования, который 

должен определить, с какими поставщиками и покупателями будут заключаться кон-

тракты на поставку товара, и по каким маршрутам товар будет транспортироваться.  

Обозначим s

ikw  и c

ikw  объемы внешних закупок и продаж k-й компании в точке 

i ∈ V. Закупив товар, компания k ∈ N может транспортировать закупленный товар из 
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точки i ∈ V в точку j ∈ V в объеме vijk, неся затраты в размере τijkvijk, а также продавать 

товар в любой точке i ∈ V другой компании корпорации l ∈ N в объеме wikl по цене pikl. 

Помимо транспортных расходов, компании корпорации несут другие виды затрат. 

Для простоты будем считать, что расходы по осуществлению внешних закупок и про-

даж включены в цены закупок и продаж. Прочие же затраты будем считать постоянны-

ми для каждой компании и обозначим их через Ck, k ∈ N. Тогда прибыль после налого-

обложения для компании k ∈ N принимает вид 

(1 ) {(1 )[ ] }.c c s s

k k k i ik ikl ikl i ik ilk ilk ijk ijk k

i V l N l N j V

f p w p w p w p w v C  
   

            

Задача планирвания состоит в том, чтобы выбором объемов внешних закупок s

ikw  

и продаж c

ikw ,  объемов и цен внутренних закупок/продаж 
iklw , iklp , а также объемов 

транспортировки ijkv  максимизировать совокупную прибыль kk N
f

  корпорации при 

следующих ограничениях: 

(117) 0c

ikw  , 0s

ikw   для всех i V , k N . 

(118)  0 ijk ijkv V   для всех ,i j V , k N ; 

(119)  0iklp  , 0iklw   для всех i V , ,k l N ; 

(120)  c c

ik ikk N
w W


 , s s

ik ikk N
w W


  для всех i V ; 

(121)  ijk ijk N
v V


  для всех ,i j V ; 

(122)  s c

ik jik ilk ik ijk ikl

j V l V j V l V

w v w w v w
   

         для всех i V , k N ; 

(123)  0kf   для всех k N . 

Условия (117) и (119) – это естественные ограничения неотрицательности объе-

мов и цен. Условия (118) и (121) описывают ограничения по объемам транспортировки. 

Условие (120) относится к ограничениям по квотам внешних закупок и продаж. Усло-

вие (122) – это условие баланса потоков товара через каждую компанию k ∈ N в каждой 

точке i ∈ V. Иначе говоря, суммарный объем товара, приобретенного каждой компани-

ей корпорации в любой точке у внешних поставщиков или других компаний корпора-

ции, а также пришедшего из других точек сети, должен равняться суммарному объему 

товара, проданного в данной точке внешним покупателям или другим компаниям кор-

порации, а также перевезенному из этой точки в другие точки транспортной сети. 

Условие (123) – это ограничение самоокупаемости каждой из компаний. Оно до-

вольно естветсвенно с тточки зрения долгосрочного существования каждой компании  

и позволяет избежать необходимости внесения в задачу негладких нелинейностей, 

связанных с налогообложением убыточных компаний. 
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Ограничения (117)-(123) линейны, а единственная нелинейность в целевой функ-

ции связана с формированием цен pikl и объемов wikl  внутрикорпоративных поставок.  

Введем следующие понятия «внутренних трансфертов»: :k ikl ikli V l N
p w 

 
   – 

общая сумма поступлений в компанию k N  от других компаний корпорации, 

:k ilk ilki V l N
p w 

 
   – сумма платежей в другие компании корпорации. Заметим, что 

[ ] 0k kk N
  


  .  

Также обозначим :
ik ilk

l V

w



  – объемы внутренних потоков входящих в компа-

нию k ∈ N в точке i ∈ V, :
ik ikl

l V

w



 – объемы исходящих потоков.  

Для всех контрактных точек i ∈ V верен баланс ( ) 0ik ikk N
  


  .  С учетом вве-

денных обозначений прибыль k-й компании приобретает следующий вид: 

(124)     
,

1 { 1 [ ] },c c s s

k k k i ik k i ik ijk ijk k k

i V i V i j V

f p w p w v C     

  

           

а условие (122) преобразуется к виду 

(125)  s c

ik jik ik ik ijk ik

j V j V

w v w v  

 

       для всех i V , k N . 

Таким образом, нелинейными в задаче остаются лишь ограничения вида импликаций  

0 0ik ki V
  


   , 0 0ik ki V

  


   , 

говорящие о невозможности формирования ненулевых трансфертов при отсутствии 

товарных потоков в компанию или из нее в другие компании группы. 

Эти ограничения весьма усложняют задачу, превращая ее в задачу нелинейной 

оптимизации. Однако на практике эти ограничения не являются такими уж строгими. 

Между компаниями корпорации обычно существует насколько много финансовых 

связей (отношения лизинга, взаимных займов, владения, оказания услуг и т.п.), что 

желанию финансового директора перевести определенную сумму денег из одной ком-

пании в другую не может помешать отсутствие товарных поставок между этими ком-

паниями. Таким образом, в большинстве практически интересных случаев эти ограни-

чения на трансферты между компаниями можно опустить, и решать релаксированную 

задачу линейного программирования, являющуюся разновидностью транспортной 

задачи, и в большинстве случаев допускающую достаточно эффективное численное 

решение [103]. 

Помимо упрощения задачи, допущение неограниченности внутренних трансфер-

тов расширяет допустимое множество задачи планирования. Максимальная прибыль 

корпорации при решении релаксированной задачи по крайне мере не меньше, чем 
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максимальная прибыль в исходной задаче, и может служить верхней оценкой для ис-

ходной задачи. 

Введение трансфертов позволило декомпозировать задачу, сократив число управляе-

мых переменных до набора s

ikw , c

ikw , ijkv , k
 , k

 , ik , ik . Эти величины полностью 

описывают взаимодействие корпорации с внешним миром – объемы внешних закупок, 

схему транспортировки, налоговые отчисления и прибыль компаний.  

В то же время, конкретизация содержания внутренних трансфертов k
 , k

 , ik , 

ik  требует решения другой задачи – задачи внутрикорпоративного финансового пла-

нирования, то есть определения объемов и цен закупок/продаж в точках передачи соб-

ственности на товар и поиска довольнительных способов осуществления внутренних 

трансфертов при отсутствии возможности их реализовать с помощью варьирования 

только трасфетных цен.  

Критерием эффективности здесь может служить стремление к минимизации сумм 

внетоварных финансовых расчетов (не сводящихся к подбору цен внутренних заку-

пок/продаж). Тогда задачу планирования финансовых схем формально можно записать 

в виде следующей задачи выпуклой оптимизации: 

(126)  

2 2

,
min
ikl ikl

k ilk ilk k ikl ikl
p w

k N i V l N i V l N

p w p w  

    

    
       

     
   . 

при условиях min max0 ikl ikl iklP p P    для всех i V , ,k l N  (законодательные ограничения 

на цены контрактов) и 
ik ikl

l V

w



 , :
ik ilk

l V

w



  для всех i V , k N  (баланс внутренних 

товарных потоков). 

При решении данной задачи можно учитывать только те точки сети поставки, в 

которых, в соответствии с решением первой задачи (задачи формирования бизнес-

схемы) происходит передача собственности на товар между компаниями корпорации. 

Количество этих точек обычно существенно меньше общего числа контрактных точек 

сети, поэтому на практике число эффективных переменных iklp  и 
iklw  достаточно мало, 

что позволяет эффективно находить численное решение задачи стандартными метода-

ми выпуклой оптимизации. 

Критерий (126) является не единственным возможным. Альтернативным критери-

ем может стать, например, уменьшение количества внутренних договоров. В других 

случаях решение данной задачи уже может потребовать рассмотрения финансовых 

потоков во времени и проводиться в рамках оперативного планирования. 
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Итак, в настоящем параграфе рассмотрена задача среднесрочного планирования 

товарных потоков в транснациональных корпорациях. С помощью предположения 

неограниченности внутрикорпоративных трансфертов задача была декомпозирована на 

транспортную задачу (задачу линейного программирования) и задачу выпуклой опти-

мизации внутренних трансфертов. Результаты решения обеих задач позволяют опреде-

лить оптимальную схему транспортировки, оптимальные финансовые взаиморасчеты, а 

также могут использоваться для расчета себестоимости товара по любому покупателю 

или маржинальной прибыльности любого поставщика. 
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ГЛАВА 5. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ  

ИРАРХИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

5.1. Иерархическая структура сетей мобильной связи 

Задача обеспечения связи между множеством абонентов – это основная задача те-

лекоммуникаций в целом, в частности, сетей мобильной связи. Современные мобиль-

ные сети поддерживают перемещение клиента (mobile node, MN) между сотами без 

потери соединения. Связь в мобильных сетях организована через единый центр (см. 

рисунок 75), поэтому в одном месте (в большинстве современных протоколов мобиль-

ной связи это т.н. домашний агент – home agent, HA) хранится таблица соответствия 

«клиент-сота» (mobile anchor point, MAP), которая обновляется при смене соты. Этот 

процесс связан с большим количеством сообщений между объектами оборудования 

сотовой сети, т.к. каждый раз при смене подсети клиентское мобильное устройство 

через т.н. гостевой шлюзовой агент (gateway foreign agent) посылает сообщение своему 

домашнему агенту. Это может приводить к значительным задержкам регистрации, и 

сообщения загружают канал между гостевой и домашней сетью. 

Чтобы не перегружать шлюз сообщениями о регистрации, можно, как в совре-

менном стандарте HMIPv6 (Hierarchical Mobile IPv6), предложить многоуровневую 

структуру, где между шлюзовым агентом (gateway foreign agent) и отдельными сотами 

расположены один или несколько буферных уровней гостевых агентов (foreign agents, 

роутеров), каждый уровень хранит локальную таблицу MAP «клиент-агент следующего 

уровня». Теперь при перемещении клиента между сотами одного роутера происходит 

обновление только его таблицы и, в силу меньшей зоны покрытия, в ней находится 

меньше клиентов и, соответственно, нагрузка на шлюз и задержки переключения 

меньше. Правда, при этом возрастает задержка передачи данных, так как они теперь 

передаются не напрямую, а через цепочку гостевых агентов. 

 

Рисунок 75. Иерархическая структура сети сотовой связи 
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Структуру этой иерархии можно оптимизировать относительно разных критериев, 

например, времени переключения мобильного агента или линейной комбинации вре-

мени переключения и задержки передачи данных (см., например, [140]).  

Модель иерархической структуры сети мобильной связи естественным образом 

сводится к задаче формирования структуры сети контроля потоков, исследованной в 

параграфе 2.5.3 – элементам нижнего уровня соответствуют базовые станции, к кото-

рым подключаются абоненты, матрица R хранит статистику объемов передачи инфор-

мации между парами базовых станций, а затраты роутера определяются как объемом 

протекающей информации, так и количеством связей роутера с другими компонентами 

сети.  

В задаче построения иерархии обеспечения мобильности абонентов вершины 

нижнего уровня, по-прежнему, базовые станции, но элементы матрицы R – двухкомпо-

нентные вектора. Первая компонента xww' – это число абонентов, перемещающихся из 

зоны покрытия базовой станции w в зону покрытия станции w'. Вторая компонента 

потока, yww', отлична от нуля только при w = w' и равна среднему числу абонентов в зо-

не покрытия базовой станции w. Чтобы сеть могла обеспечивать коммутацию звонков, 

над множеством базовых станций надстраивается древовидная иерархия роутеров H.  

Основной задачей роутеров иерархии является хранение и обновление таблиц 

маршрутизации вида «абонент – номер дочерней вершины». Если роутеру m в иерар-

хии H подчинены k дочерних роутеров, а тем подчинены группы базовых станций 

s1, …, sk  W, то таблица в среднем содержит int

1( ... )R ky s s  строк – по одной на каждо-

го абонента, находящегося в зоне действия одной из базовых станций группы s1…sk. 

При перемещении абонентов из зоны покрытия базовой станции w ∈ W в зону базовой 

станции w' ∈ W обновляются таблицы всех роутеров, принадлежащих пути в иерархии 

H между вершинами w и w', поэтому общее количество обновлений строк таблицы 

роутера m равно 1 1( ,..., ) ( ... )c ext

R k R kx s s x s s . Если трудоемкость обновления таблицы из 

N строк пропорциональна ln N, то общая трудоемкость операций, выполняемых роуте-

ром, описывается функцией int

1 1 1[ ( ,..., ) ( ... )] ln ( ... )c ext

R k R k R kx s s x s s y s s  . 

В рамках этой модели можно ставить задачу минимизации затрат, зависящих от 

трудоемкости операций, но имеющиеся методы пока не позволяют ее решать без суще-

ственных упрощений. 
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5.2. Модели проектирования структуры сборочного производства 

5.2.1. Постановка задачи 

Одним из этапов проектирования сборочного производства является разработка 

технологии сборки исходя из конструктивных особенностей собираемого изделия и 

требуемых объемов производства. При решении этой задачи в числе прочего необхо-

димо определить структуру сборочной линии – количество сборочных постов и распре-

деление технологических операций между ними. В литературе эта проблема известна 

как задача балансировки сборочной линии [70, 72, 73]. Одна из ее модификаций – зада-

ча минимизации себестоимости [70] – формулируется следующим образом.  

Процесс сборки разбивается на технологически неделимые элементарные опера-

ции – работы – и моделируется сетью, вершины которой – это элементарные работы, а 

дуги определяют причинно-следственные связи (работа не может быть начата, если не 

завершены все ее предшественники). Каждой работе ставятся в соответствие две чис-

ловые характеристики – нормативное время выполнения и ставка оплаты труда (в руб-

лях в час).  

Выполнение нескольких работ может поручаться одному исполнителю (осу-

ществляться в рамках одного рабочего места). При этом суммарное время выполнения 

этих работ равно сумме их времен. Ставка оплаты исполнителя считается равной мак-

симальной из ставок порученных ему работ (предполагается, что большая ставка соот-

ветствует большей квалификации исполнителя). Задача состоит в том, чтобы при за-

данном темпе выпуска t, определяющем верхнее ограничение на суммарное время 

работ исполнителя, распределить работы между исполнителями с целью минимизации 

суммарных расходов на оплату труда. Назначение также должно быть совместимым с 

причинно-следственными связями между работами. 
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Рисунок 76. Задача балансировки сборочной линии 



 331 

1 32 4

40 20 40 24

 

Рисунок 77. Пример конвейера 

Графически задачу можно проиллюстрировать следующим образом. Пусть работа 

представляется прямоугольником, длина которого равна ставке оплаты, а высота – 

времени выполнения. Работы, назначенные одному исполнителю, изображаются пря-

моугольниками, «поставленными» друг на друга, при этом работы разных исполните-

лей разделяются вертикальными «перегородками». На рисунке 76 изображена техноло-

гическая сеть, каждой задаче которой соответствует пара «время, ставка оплаты». Зада-

ча состоит в упаковке работ в «полосу» высоты t для минимизации длины получаю-

щейся фигуры. Связи между работами изображаются стрелками между прямоугольни-

ками, и ограничение причинности приводит к тому, что при допустимом разбиении все 

стрелки идут слева направо.
86

 

В результате исполнители выстраиваются последовательно в цепочку, формируя 

сборочную линию, конвейер (см. рисунок 77). Число напротив каждого исполнителя на 

рисунке соответствует сумме оплаты его труда на единицу произведенной продукции 

(при темпе выпуска t = 4). 

Получающуюся при решении задачи балансировки конвейерную линию можно 

представить в виде древовидной иерархии исполнителей, надстроенной над множе-

ством элементарных работ технологической сети (см. рисунок 78). Листьями этого 

дерева являются элементарные работы, а остальные вершины соответствуют исполни-

телям (рабочим местам). Дуги от работ к исполнителю определяют множество работ, 

выполнение которых ему поручено. Дуги между исполнителями (изображенные пунк-

тиром) определяют порядок вхождения исполнителей в сборочную линию. 

Исполнители в иерархии образуют цепочку, соответствующую конвейеру. Так, 

если сеть работ описывает процесс сборки автомобиля, то такой конвейер предполагает 

огромную сборочную линию, на входы которой подаются элементарные детали, а на 

выходе – готовое изделие. 

 

                                                 

86
 Стоит отметить, что эта часто используемая графическая аналогия, тем не ме-

нее, не совсем точно отвечает исходной задаче, являясь некоторым ее сужением. 
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Рисунок 78. Сборочная линия как древовидная иерархия 

Однако, вообще говоря, «линейный» конвейер вовсе не обязан быть оптимальной 

формой организации производства. Иногда более рациональным является объединение 

нескольких конвейерных линий, собирающих отдельные узлы изделия, и главного 

конвейера, на котором осуществляется узловая сборка. Такая форма организации ха-

рактерна для сборки сложных изделий, и ее моделирование в рамках базовой постанов-

ки задачи балансировки невозможно. В то же время, поскольку вспомогательные кон-

вейеры могут сильно сократить себестоимость производства, важной представляется 

разработка математических моделей для обоснования необходимости таких конвейер-

ных линий и для нахождения их рациональной структуры.  

Модель удобнее формулировать не в терминах сети элементарных работ, а непо-

средственно на базе конструкторской документации, чертежей. На основе чертежа 

собираемого изделия можно построить т.н. граф связей деталей R = <W, ER> вершина-

ми которого являются отдельные детали (множество деталей обозначается через W), а 

ненаправленные ребра (их множество обозначается через ER  WW) показывают со-

единения между ними.  
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Рисунок 79. Чертеж изделия и соответствующий ему граф связей деталей 

Так, для «изделия», изображенного на рисунке 79а (точками показаны связи меж-

ду деталями, например, сварочные швы), соответствующий граф связей изображен на 

рисунке 79б. Для сборочного производства логично считать, что элементарная работа 
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по сборке изделия состоит в присоединении детали или узла
87

 к другой детали или 

узлу. В этом случае на основе графа связей довольно просто строится описанная выше 

сеть элементарных сборочных работ. Пусть мы решили, что сборка должна начинаться 

с детали 1 (основания). Тогда первыми операциями сборки может быть присоединение 

к основанию либо детали 2, либо детали 3. После завершения обоих этих работ к полу-

чившемуся узлу {1, 2, 3} может быть присоединена деталь 4. Несмотря на то, что де-

таль 4 имеет два соединения с узлом {1, 2, 3}, выполнение обоих этих соединений 

входит в одну элементарную работу, поскольку иначе узел {1, 2, 3, 4} не будет моно-

литным. Продолжая подобным образом, можно построить сеть работ, изображенную на 

рисунке 76. 

Несмотря на описанную аналогию, моделирование изделия графом связей имеет 

ряд преимуществ по сравнению с моделированием через элементарные сборочные 

работы. Так, глядя на граф связей на рисунке 79б, легко увидеть, что сборка не обяза-

тельно должна начинаться с детали 1. Можно, например, реализовать другую схему 

сборки, независимо собрав узлы {5, 6, 7, 8} и {2, 3, 4}, а затем соединив их между со-

бой и с основанием (деталью 1), получая в результате готовое изделие.  
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Рисунок 80. Пример технологической схемы сборки 

                                                 

87
 Узлом (сборочной единицей) называется сборный элемент конструкции, состо-

ящий из нескольких монолитных или сборных элементов, соединяемых друг с другом в 

процессе сборки [60]. Для конкретного изделия узел однозначно определяется подмно-

жеством составляющих этот узел деталей. Так, для «изделия» на рисунке 79а можно 

говорить об узле {1, 2, 3}, состоящем из трех первых деталей, или об узле {7, 8}. Все 

детали узла, однако, должны быть соединены между собой. Так, группа деталей {1, 4} 

узлом не является, так как эти детали разрознены (между ними нет соединений). Ниже 

будет удобным также считать узлом отдельную деталь. 
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Произвольную технологическую схему сборки тогда можно изобразить в виде 

ориентированного дерева, надстроенного над графом связей деталей. Листьями этого 

дерева будут детали из множества W, а остальные вершины интерпретируются одно-

временно и как сборочные посты, и как узлы собираемого изделия. При этом дуги 

дерева, входящие в вершину – сборочный узел, показывают, из каких узлов и деталей 

данный узел собирается на данном сборочном посту. Например, описанная в предыду-

щем абзаце схема сборки изображена на рисунке 80. Она состоит из трех сборочных 

постов: I, II и III. На посту I из деталей 2, 3 и 4 собирается  узел {2, 3, 4}, на посту II – 

из деталей 5-8 собирается узел {5, 6, 7, 8}, а на посту III – из узлов I, II и детали 1 соби-

рается готовое изделие.  

Приведем формальную постановку задачи поиска оптимальной технологической 

схемы сборки. В рамках фиксированной схемы сборки H каждому ее сборочному посту 

m соответствует группа деталей s  W – множество деталей, непосредственно или опо-

средовано подчиненных данному посту в схеме сборки H. Например, на рисунке 80 

овалами изображены группы sI-sIII, соответствующие постам I-III соответственно. Схе-

ма сборки называется допустимой, если группа деталей sm, соответствующая каждому 

ее сборочному посту m, является узлом (связанной группой деталей). Корневой вер-

шине схемы сборки всегда соответствует узел W – готовое изделие. 

Для каждого сборочного поста m допустимой схемы сборки H можно определить 

затраты c(m, H) этого узла на единицу продукции, складывающиеся из расходов на 

содержание персонала и оборудования поста, энергозатрат и т.п. Затраты c(m, H) пред-

ставляют собой часть себестоимости изделия, относящуюся к данному сборочному 

посту, и совокупная себестоимость изделия C(H) для фиксированной схемы сборки H 

представляет собой сумму затрат c(m, H) по всем постам m, входящим в схему сборки H. 

Тогда задача определения оптимальной технологической схемы состоит в поиске 

допустимой схемы сборки H, имеющей минимальную себестоимость C(H) производ-

ства единицы продукции. 

Затраты сборочного поста m полностью определяются тем, какой узел s и из каких 

узлов s1, …, sk собирается на данном посту
88

, а также внешними параметрами, напри-

мер, требуемым темпом производства t. Будем считать внешние параметры фиксиро-

                                                 

88
 Узлы s1, …, sk соответствуют сборочным постам (или отдельным деталям), из 

которых в технологической схеме H идут дуги в сборочный пост m. Так, сборочный 

пост III на рисунке 80 имеет три подчиненных узла: s1 = {2, 3, 4}, s2 = {5, 6, 7, 8}, 

s3 = {1}, на посту III собирается узел s = W. 
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ванными. Поскольку узел s всегда равен s1…sk, затраты с(m, H) сборочного поста m 

можно записать как функцию узлов подчиненных сборочных постов: 

с(m, H) = c(s1, …, sk). 

Таким образом, показали, что функция затрат сборочного поста секционная, и за-

дача сведена к поиску оптимальной древовидной иерархий для секционной функций 

затрат. При этом можно считать, что рассматривается множество иерархий с ограниче-

нием на допустимые разбиения (см. определение в параграфе 2.4.1), которое ограничи-

вает группы деталей, которые могут подчиняться вершинам верхних уровней, только 

допустимыми узлами (сборочными единицами).
89

 Или же можно считать, что ищется 

произвольная древовидная иерархия, но функция затрат содержит штрафы за содержа-

ние в иерархии недопустимого узла (содержательно это соответствует дорогой 

«спецоснастке», необходимой для реализации сборки данного «неудобного» узла). 

Как мы помним, задача поиска оптимального дерева для секционной функции за-

трат общего вида является вычислительно сложной, поэтому разработка эффективных 

точных и приближенных алгоритмов возможна только для частных случаев описанной 

выше функции затрат. 

Рассмотрим пример построения функции затрат сборочного поста. Каждой связи 

ij  E в графе связей деталей изделия поставим в соответствие пару чисел – время tij на 

выполнение этого соединения и ставку cij оплаты труда исполнителя. Каждому собира-

емому узлу s соответствует множество связей E
int

(s) := {ij  E: i, j  s} между деталями 

этого узла. Тогда если на сборочном посту m из узлов s1, …, sk собирается узел s, то на 

нем выполняются соединения из множества E
c
(s1, …, sk) = E

int
(s)\E

int
(s1)\...\ E

int
(sk). От-

метим, что в параграфе 1.2.4 эта формула определяет т.н. контролируемые связи графа 

связей. 

Однако функция затрат в рассматриваемой модели не является функцией кон-

троля потоков, поскольку затраты с(m, H) узла определяются как максимальная ставка 

cij по всем связям ij  E
c
(s1, …, sk), умноженная на требуемый темп производства t: 

1( ,..., )
( , ) : max c

k
ijij E s s

c m H t c


  . При этом суммарное время 
1

1 ( ,..., )
( ,..., ) : c

k
k ijij E s s

t s s t


  выпол-

нения соединений на сборочном посту m не должно превышать темпа сборки t, поэтому 

положим c(m, H) = + в случае если t < t(s1, …, sk). Легко видеть, что построенная та-

ким образом функция затрат  

                                                 

89
 Дополнительно в рамках определения допустимых разбиений может запре-

щаться сборка того или иного узла из определенных подузлов. 
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зависит только от s1, …, sk, то есть является секционной. 

В следующем параграфе рассматриваются алгоритмы поиска оптимальной схемы 

сборки для такой функции затрат. Описываются точный переборный алгоритм решения 

задачи, алгоритм ветвей и границ и эффективный эвристический алгоритм. 

Рассматриваемая функция затрат сборочного поста легко обобщается. Например, 

в нее можно включить транспортные расходы cT(s) на перемещение собранного узла s 

на следующий сборочный пост. Простая модель влияния транспортных расходов на 

решение задачи оптимизации схемы сборки описана в параграфе 5.2.3. Показывается, 

что с ростом транспортных расходов оптимальной становится объединение в схеме 

сборки большего числа конвейерных линий, каждая из которых имеет меньшую длину. 

5.2.2. Алгоритмы оптимизации схем сборки 

Опишем точный алгоритм для задачи поиска оптимальной схемы сборки для 

функции затрат (127), основанный на переборе всевозможных схем сборки и представ-

ляющий собой адаптацию предложенного в [18] переборного алгоритма поиска опти-

мального дерева для произвольной секционной функции затрат. Работа алгоритма 

основана на том, что любое поддерево оптимальной схемы сборки также является оп-

тимальной схемой сборки соответствующего узла изделия. Основная структура данных 

– индексированный список, хранящий для каждого узла изделия его оптимальные 

подузлы верхнего уровня, то есть множество узлов, из которых собирается данный узел 

в оптимальной схеме сборки. Эти разбиения вычисляются рекурсивно. 

Основная функция алгоритма, «Разбиение», получает на входе некоторый узел – 

множество деталей и возвращает оптимальное его разбиение (ссылку на элемент списка 

оптимальных разбиений).  

Если входной узел состоит из единственной детали, его затраты равны нулю. Со-

ответствующий элемент при необходимости добавляется в список оптимальных разби-

ений и возвращается ссылка на него. Если для входного узла уже есть оптимальное 

разбиение в списке оптимальных разбиений, возвращается этот элемент списка. Если 

все соединения деталей входного узла можно собрать на одном сборочном посту за 

время t – темп сборки, данный узел будет простейшим – его разбиение нецелесообраз-

но. Затраты оптимальной схемы сборки равны затратам данного поста. Добавляется 

соответствующий элемент в список оптимальных разбиений и возвращается ссылка на 

него. 
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В противном случае функция перебирает (с помощью описываемой ниже функ-

ции «Перебор») все допустимые способы разбиения входного узла на подузлы. Каждое 

разбиение определяет затраты «корневого» сборочного поста некоторой схемы сборки. 

Для каждого из подузлов из списка оптимальных разбиений получаются его затраты 

рекурсивным вызовом функции «Разбиение». Выбирается оптимальное разбиение, 

минимизирующее сумму затрат корневого сборочного поста и оптимальных затрат на 

сборку подузлов. Оптимальное разбиение добавляется в список оптимальных разбие-

ний. Функция возвращает ссылку на этот элемент списка. 

Алгоритм состоит в том, что функция «Разбиение» запускается для множества 

всех деталей. Она возвращает оптимальное разбиение этого множества на узлы, по 

которому из списка оптимальных разбиений легко восстанавливается вся оптимальная 

схема сборки. Специфика алгоритма, отличающая его от общего переборного алгорит-

ма поиска оптимального дерева [18], состоит в экономной схеме перечисления всех 

допустимых разбиений узла с учетом связности соответствующего подграфа R.  

Именно это и делает функция «Перебор». Она использует представление графа 

соединений как массива 1, …, |s| (|s| – число деталей в узле s). Элементами массива 

являются списки Li (i = 1,…, |s|) деталей из s, которые имеют номер, больший i, и с 

которыми у i-й детали есть связь. Каждая связь входит в эти списки только один раз. 

Тогда на любую связь графа можно сослаться парой чисел i, j, первое из которых задает 

элемент Li, вторая – смещение в списке Li. «Псевдоразрезом» назовем любое подмно-

жество дуг графа соединений деталей. 

Функция «Перебор» проходит все элементы массива слева-направо и сверху-вниз 

и рекурсивно вызывается для перебора всевозможных псевдоразрезов, максимально 

загружающих текущий сборочный пост (очевидно, невыгодно оставлять пост «недо-

груженным»). Для каждого псевдоразреза запускается функция «Разрез». 

Функция «Разрез» проверяет, является ли псевдоразрез разрезом подграфа соеди-

нений рассматриваемого узла (то есть порождает ли псевдоразрез разбиение узла s на 

подузлы), и если является, то вычисляет затраты оптимальной семы сборки узла с по-

мощью рекурсивного запуска функции «Разбиение» для каждого из подузлов соответ-

ствующего разбиения и добавления к ним затрат корневого поста сборки. При необхо-

димости в таблице обновляется наилучшее разибение узла. 

Описанный выше переборный алгоритм легко превращается в эвристический за-

меной точного рекурсивного вычисления оптимальных затрат сборки подузла его ниж-

ней или верхней оценкой. 
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В целях оптимизации для описания узлов используются бинарные маски, а опти-

мальные разбиения узлов хранятся в виде индексированного списка с применением 

бинарного иерархического индекса. Алгоритм включает механизмы расчета времени, 

затраченного как на поиск оптимальной схемы сборки целиком, так и на выполнение 

промежуточных задач, в частности, на построение и проверку разбиений графа связей. 

Анализ результатов показал, что алгоритм имеет экспоненциальную сложность по 

количеству связей, однако он может служить как отправной точкой для реализации 

алгоритмов приближенного решения задачи, так и инструментом измерения точности 

приближенных решений.  

Перебор в рассматриваемом точном алгоритме можно сократить с помощью отсе-

чений. Отличие только в том, что перед тем как запускать из функции «Разрез» функ-

цию «Разбиение» для всех подузлов текущего разбиения, запускается расчет нижней 

оценки затрат оптимальной схемы сборки для каждого из подузлов. К сумме нижних 

оценок затрат сборки подузлов добавляются затраты корневого поста сборки s, и полу-

чается нижняя оценка затрат оптимальной схемы сборки узла s. Она сравнивается с 

текущим вычисленным значением затрат сборки узла s (из списка оптимальных разби-

ений) и если она превышает затраты лучшей уже найденной схемы сборки, то текущее 

разбиение заведомо не оптимально, и запускать функции Разбиение нет смысла. 

Для функции затрат (127) можно предложить несколько вариантов нижних оце-

нок, в целом аналогичных оценкам, полученным в литературе для классической задачи 

балансировки сборочной линии и имеющей с ней очень много общего задачи кален-

дарно-сетевого планирования. 

Например, рассмотрим узел s  W. Для сборки этого узла необходимо так или 

иначе выполнить набор операций E
int

(s) := {ij  E: i, j  s}. Изобразим эти операции в 

виде прямоугольников, длина которых соответствует трудоемкости этих операций tij, а 

высота – ставке cij, и расположим эти прямоугольники на прямой в порядке возрастания 

ставки (см. заштрихованные прямоугольники на рисунке 81). Последовательно отло-

жим на прямой минимальное количество прямоугольников длины t, суммарная длина 

которых превышает суммарную длину операций из E
int

(s). Назначим этим прямоуголь-

никам минимальную высоту, достаточную для того чтобы «покрыть» последователь-

ность прямоугольников, соответствующих операциям (см. выделенные жирным прямо-

угольники на рисунке 81). Тогда легко проверить, что общая площадь этих выделенных 

жирным прямоугольников дает нижнюю оценку затрат оптимальной технологической 

схемы сборки узла s.  
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Рисунок 81. К вычислению нижней оценки затрат схемы сборки 

5.2.3. Модель с учетом транспортных расходов 

Следующая простая модель позволяет найти аналитическое решение задачи об 

оптимальной схеме сборки. На ее примере исследуем влияние транспортных расходов 

(по перемещению узла на следующий сборочный пост). Во-первых, будем предпола-

гать, что технологические ограничения отсутствуют, и допустимы все схемы сборки 

(все древовидные иерархии).  

Введем понятие сложности работы по присоединению детали к некоторому узлу. 

Будем считать, что сложность детали w  W определяется некоторым положительным 

числом (w) (мерой
90

), и не зависит от того, к какому узлу эта деталь присоединяется. 

Сложность присоединения узла s  W (к другому узлу) равна суммарной сложности 

деталей, из которых он состоит (мере группы начальных вершин s). 

Будем считать, что трудоемкость присоединения узла определяется его сложно-

стью, возведенной в неотрицательную степень . Если на некотором этапе сборки 

соединяются r узлов и/или деталей со сложностями 1, …, r, то на этом этапе необхо-

димо выполнить 1r  соединений узлов. Понятно, что выгоднее всего присоединять 

менее сложные узлы/детали к самому сложному узлу, поэтому общая трудоемкость 

этапа сборки равна 

),,max( 11
  rr   . 

                                                 

90
 В самой простой интерпретации сложность присоединения детали может быть 

пропорциональной ее массе.  
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Предположим вдобавок, что затраты этапа равны его трудоемкости, возведенной 

в некоторую неотрицательную степень , и получим, что затраты этапа сборки опреде-

ляются введенной в примере 5 функцией (I). Она задается формулой 

  )],,max([),...,( 111 rrrc   . 

Логично полагать, что маржинальные затраты не убывают с ростом трудоемко-

сти, то есть   1.  

В [43] показано, что при   1 функция затрат (I) сужающая, то есть оптимальным 

является 2-дерево. Следовательно, невыгодно на одном этапе соединять более двух 

узлов, и при выборе схемы сборки достаточно рассматривать только такие схемы, в 

которых на каждом этапе соединяются ровно два узла или детали. Заметим, что в этом 

случае формула затрат этапа упрощается: затраты равны наименьшей из сложностей 

узлов, возведенной в неотрицательную степень :  ],min[),( 2121 c . 

Если интерпретировать соединение более двух узлов на одном этапе сборки как 

введение некоторого параллелизма в выполнении этапа
91

, то полученный результат 

показывает невыгодность такого распараллеливания. 

Далее, в [43] доказано, что если произведение   1, то функция затрат является 

сильно сужающей, и оптимальна последовательная иерархия (см. рисунок 12), в кото-

рой на каждом этапе сборки некоторый узел объединяется с одной из исходных дета-

лей. То есть в последовательной иерархии отсутствуют этапы, на которых между собой 

соединяются два составных узла. 

С содержательной точки зрения последовательная иерархия соответствует ис-

пользованию линейного сборочного конвейера, в котором на каждом его участке к 

частично собранному устройству добавляется новая мельчайшая деталь. 

Как показано в примере 29 в параграфе 2.2.4, последовательная иерархия также 

оптимальна и при  < 1 если сложности всех деталей одинаковы. То есть и в этом 

случае оптимален линейный конвейер
92

. 

                                                 

91
 Постановка задачи предполагает, что каждый этап выполняет один сборщик. В 

этом случае распараллеливание представить довольно сложно. Однако оно вполне 

возможно в условиях роботизированного производства, когда один робот-сборщик 

может одновременно выполнять несколько операций. 

92
 Если иерархии с ветвистостью больше двух считать заведомо неоптимальными, 

то, используя следствие 8, можно доказать, что последовательная иерархия оптимальна 
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Таким образом, рассмотренная стилизованная модель позволяет обосновать эко-

номическую целесообразность конвейерного производства. 

Продолжим аналогию с конвейером. Функция затрат (I) учитывает затраты на сам 

процесс присоединения деталей к узлу, но не учитывает затрат на перемещение узла к 

следующему сборочному посту. Если считать, что эти затраты зависят только от слож-

ности  перемещаемого узла, то их учет добавляет к затратам этапа сборки слагаемое 

вида (), где () – некоторая неотрицательная возрастающая функция. 

Функция затрат (I) является однородной со степенью однородности . Чтобы 

иметь возможность использовать полученные в разделе 2.1 результаты для исследова-

ния модифицированной функции затрат, учитывающей затраты на перемещение узла, 

предположим, что затраты на перемещение равны A, где A – положительный коэф-

фициент, описывающий существенность этих затрат по сравнению с затратами на, 

собственно, соединение деталей. Тогда модифицированная функция затрат 

  )()),,max((),...,(
1111  


r

i ir

r

i ir Ac  . 

также будет однородной степени . 

Чтобы для такой функции затрат найти оптимальную (или хотя бы субоптималь-

ную) схему сборки, в соответствии с развиваемым в разделе 2.1 подходом необходимо 

решить задачу (15) поиска параметров наилучшего однородного дерева.  

Ограничимся поиском наилучшего однородного 2-дерева в предположении, что 

распараллеливание заведомо невыгодно. Тогда, в соответствии с формулой (15), для 

поиска параметров наилучшего однородного дерева достаточно найти пропорцию 

)1,( xx   (где ]2/1,0(x ), минимизирующую функцию
93

 

(128) 
|)1(1| 



xx

Ax




. 

При стремлении x (первой компоненты пропорции) к нулю числитель функции 

(128) стремится к A, а знаменатель – к нулю, то есть вся функция стремится к беско-

нечности. Следовательно, минимум этой функции достигается некоторой внутренней 

точке x
*
 > 0. Этот минимум легко находится численно. 

Оптимальная пропорция (x
*
, 1 – x

*
) показывает соотношение, в котором при оп-

тимальной схеме сборки должны находиться сложности соединяемых на каждом этапе 

                                                                                                                                                         

и для неоднородной функции затрат более общего вида: c(1, 2) = ξ(min[1, 2]), где ξ – 

некоторая возрастающая функция. 

93
 Для простоты считаем, что   1. 
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узлов. Так, если x
*
 = 0.1, то сложности соединяемых узлов должны соотноситься как 

один к девяти. 

 

Рисунок 82. Пример сложного конвейера 

Поскольку оптимальная пропорция внутренняя, из утверждения 11 следует, что 

при степени однородности   1 легко строится субоптимальная схема сборки (опи-

санное выше в пункте 2.1.2.2 TD-дерево) с затратами, ненамного превышающими за-

траты оптимальной схемы. На рисунке 82 приведен пример такой схемы для 50-ти 

деталей одинаковой меры и пропорции (0.2, 0.8). Схема сборки состоит из основной 

конвейерной линии и нескольких соединяющихся с ней вспомогательных линий (кон-

вейерные линии обведены на рисунке пунктиром). 

 

 

Рисунок 83. График оптимальной пропорции при  = 0.5 
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Численный анализ функции (128) показывает, что значение x
*
 оптимальной про-

порции с ростом коэффициента A (то есть, с ростом затрат на перемещение) возрастает 

от близких к нулю величин при малых A до величин порядка 0.3 … 0.5 при A = 1. При-

мер графика зависимости оптимальной пропорции x
*
 от A приведен на рисунке 83. 

Также x
*
 возрастает с ростом степени однородности функции затрат. 

Итак, в настоящем разделе задача построения оптимальной схемы организации 

сборочного производства сведена к задаче поиска оптимальной иерархии с секционной 

функцией затрат. Предложена модель функции затрат сборочного поста, для которой 

предложены точные и приближенные алгоритмы. Рассмотрены примеры однородных 

функций затрат, описывающих производственные издержки сборочного производства. 

Показано, что в отсутствие затрат на перемещение оптимальна линейная конвейерная 

сборка, исследовано влияние затрат на перемещение на вид оптимальной схемы сборки и 

показано, что с ростом транспортных расходов число сопряженных конвейеров растет, а 

их длина уменьшается. 

5.3. Структура иерархий сбора информации  

В распределенных системах управления сложными объектами зачастую возникает 

необходимость в оперативном сборе больших объемов информации в одно место для 

целей мониторинга, выработки управленческих решений или архивирования. Зачастую 

для этого используются автоматизированные системы сбора данных. Они находят 

применение в различных областях – от сельского хозяйства до экспериментальной 

физики. В случае небольшого числа источников данных или небольших объемов пере-

даваемой информации могут использоваться типовые модули, связанные в одноранго-

вую локальную сеть [110]. Однако необходимо в режиме реального времени собирать 

огромные объемы информации с большого числа источников, возникает необходи-

мость в нескольких уровнях агрегирования данных – появляется многоуровневая си-

стема сбора данных. 

В качестве примера приведем систему сбора данных (DAQ) установки COMPASS 

(COmmon Muon Proton Apparatus for Structure and Spectroscopy) ЦЕРН. На рисунке 84 

приведена используемая на данный момент архитектура системы. Экспериментальные 

данные с порядка 300 тысяч датчиков по более чем тысяче каналов передачи данных 

пропускной способностью 40Мб/с поступают на (примерно) 250 разнотипных модулей-

обработки данных (HGeSiCa, CATCH, Gandalf), смонтированных в 28-ми стойках, 

после чего сформированные пакеты консолидированных данных на скорости 160Мб/с 

передаются на ≈90 коммутаторов двух типов (4-х и 18-тивходовых). Эти данные по 
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оптическим Slink каналам собираются 30-ю специализированными ROB серверами 

(readout buffer) и, наконец, через единый синхронный переключатель попадают на один 

из серверов формирования событий (EVB server) и уже с него – в единое хранилище 

данных ЦЕРН. 

 

Рисунок 84. Существующая структура системы сбора данных COMPASS (из [111]) 

Рациональная структура системы сбора данных определяется масштабом системы 

(количеством элементов нижнего уровня) требованиями к объему, частоте и качеству 

собираемых данных, а также имеющимися в распоряжении разработчиков технология-

ми. Так, естественным образом возникают задачи минимизации себестоимости всей 

системы сбора данных (возможно, с учетом эксплуатационных расходов) при условии 

выполнения требований на пропускную способность или задержку сбора данных и, 

наоборот, минимизации времени сбора при ограничениях на стоимость системы и ее 

отдельных компонент. 

Влияние технологических возможностей на структуру системы можно проиллю-

стрировать на примере проекта новой системы сбора данных DAQ COMPASS, в кото-

рой 30 ROB-серверов заменяются 8-ю устройствами на базе ПЛИС, каждое из которых 

теперь обслуживает 8-15 маршрутизаторов предыдущего уровня. 
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Рисунок 85. Перспективная структура системы сбора данных COMPASS (из [111]) 

5.3.1. Минимизация времени сбора информации 

В работах Р. Раднера [146-149], Т. Ван Зандта [172-174] и других ученых развива-

лись модели оптимизации иерархии, понимаемой как вычислительная сеть. Целью 

вычислений считается обработка информации, и моделью этого процесса является 

распределенное вычисление некоторой ассоциативной функции
94

. Начальные вершины 

вычислительной сети соответствуют аргументам этой функции, остальные вершины 

выступают в роли процессоров, дуги же задают порядок и правила передачи промежу-

точных результатов вычислений между процессорами. 

В [147, 149] считается, что основные аспекты обработки информации, приводя-

щие к затратам, а потому нуждающиеся в экономии – это общее время вычисления 

функции и количество процессоров. Задача состоит в том, чтобы при заданном количе-

стве суммируемых элементов n и количестве процессоров P построить эффективную 

вычислительную сеть, то есть сеть, минимизирующую время суммирования.  

При этом предполагаются следующие правила работы вычислительной сети. 

Процессор состоит из регистра и входного буфера. За один такт времени процессор 

забирает один суммируемый параметр или результат промежуточного вычисления из 

входного буфера и прибавляет его к содержимому регистра. В запрограммированные 

                                                 

94
 Примерами подобных функций являются линейные правила принятия решений 

и задачи распознавания ситуаций (sampling) [147]. 



 346 

моменты времени процессор посылает содержимое своего регистра во входные буферы 

других процессоров сети, с которыми он соединен, обнуляя при этом свой регистр 

(считается, что эта операция не занимает времени). Определенный процессор в задан-

ное время посылает содержимое своего регистра (общую сумму) «наружу». 

Для поиска эффективной вычислительной сети используется аппарат дискретной 

оптимизации. В результате находится алгоритм построения эффективной сети, схожей 

с последовательной иерархией (см. определение 6). Процессоры этой иерархии выстро-

ены в линию: получив промежуточный результат от предыдущего узла, процессор 

прибавляет к нему несколько аргументов и передает на следующий процессор. 

Для фиксированного количества суммируемых параметров n и количества мене-

джеров P оценка C минимального времени вычисления    )mod(log/ 2 PnPPnC  , 

где    и    – операции округления к ближайшим снизу и сверху целым числам.  

Для данных, прибывающих в систолическом режиме, когда отдельные когорты 

(cohorts) данных прибывают периодически, Т. Ван Зандт [167] также нашел прибли-

женные формулы для эффективных пар P и C:  

С = n/Q + log2Q, P = (n + Q – 1)/T, 

где каждая когорта данных прибывает каждые T тактов и в среднем обрабатывается Q 

процессорами. Изменяя Q от 1 до n, по этим формулам можно вычислить все эффек-

тивные комбинации количества процессоров P и задержки С. 

Из формул следует, что необходимое число процессоров растет как минимум 

пропорционально количеству n суммируемых объектов. Также с ростом n растет и 

время вычисления (даже при неограниченном количестве процессоров).  

Покажем связь задачи поиска оптимального дерева с описанными выше моделями 

вычислительной сети агрегирования данных на следующем примере. 

Пример 36. Пусть необходимо найти произведение n чисел, имеющих 

(1), …, (n) двоичных разрядов, комбинируя между собой входы и выходы умножите-

лей, которые могут за один такт работы перемножать несколько чисел. Стоимость 

умножителя в зависимости от количества его входов r и числа разрядов каждого входа 

i (i = 1, …, r)  в некотором приближении описывается однородной функцией 

c(1, …, r). Предполагается, что новые исходные числа «прибывают» на вход системы 

с каждым тактом, поэтому организовать схему с обратной связью
95

 невозможно, и 

                                                 

95
 В схеме с обратной связью выход умножителя подается с отставанием в такт на 

один из его входов. Эта схема позволяет уменьшить количество используемых умно-

жителей, но ее можно использовать только если исходные числа поступают не чаще, 

чем раз в два такта. 
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искомую схему соединения умножителей можно представить в виде дерева, листья 

которого соответствуют исходным числам, а остальные вершины – умножителям.  
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Рисунок 86. Пример схемы умножителей 

В этом дереве дуга от умножителя m к умножителю m проводится в том случае, 

если на вход умножителя m подается выход умножителя m. Результирующее же произ-

ведение снимается с выхода умножителя, находящегося в корне дерева (см. рису-

нок 86). Как известно, число двоичных разрядов произведения в общем случае не пре-

вышает суммарного числа двоичных разрядов сомножителей. Поэтому, если в терми-

нах раздела 2.1 число разрядов входного числа считать его мерой, то затраты каждого 

умножителя определяется мерами групп начальных вершин (суммарным числом разря-

дов исходных чисел, которые непосредственно или опосредовано попадают на входы 

умножителя). Так, например, затраты вершины IV на рисунке 86 равны 

))7()6(),5()4(),3()2()1((  c . 

Если необходимо найти самую дешевую схему соединения умножителей, то, по-

нятно, что эта задача является частным случаем задачи поиска оптимальной древовид-

ной иерархии для функций затрат, зависящих от мер.  

В статье М. Керена и Д. Левхари [118] рассматривается модель иерархической 

фирмы, в которой время планирования  (и, соответственно, принятия решений) опреде-

ляется суммарным временем принятия решений уровнями иерархии и напрямую влияет 

на объем производства. При довольно реалистичных предположениях о параметрах 

модели показывается, что средние затраты на единицу продукции возрастают с ростом 

размера организации. Позже эта модель получила развитие в статье П. Болтона и М. 

Деватрипонта [79]. Модели сбора данных симметричной иерархией рассматривались 

также А.Д. Цвиркуном [64], В.Т. Дементьевым, А.И. Ерзиным и др. [29], а также А.Б. 

Горстко и Г.А. Угольницким [21]. 

В параграфе 2.5.1 исследовались модели минимизации максимального веса пути 

от листа до корня дерева. Они естественным образом описывают задачи минимизации 

максимального времени сбора данных от большого числа источников в едином Центре. 
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Обычно именно это максимальное время интерпретируется как задержка сбора данных 

и служит критерием оптимизации. В утверждении 24 параграфа 2.5.1 получена нижняя 

оценка времени передачи данных древовидной иерархией. Ключевым элементом моде-

ли является функция β(k) зависимости времени задержки информации в вершине в 

зависимости от ее ветвистости k. 

Покажем, как результат утверждения 24 работает в модели М. Керена и Д. Левха-

ри [118], в которой   (k) =  + k. Решением задачи минимизации (55) в этом случае 

будет k
*
(A) = max[A, 2]. Подставляя его в (56), в предположении, что A ≥ 2, получаем 

другое уравнение,  + A = Aln A. Его решение – ( ) / ( / )A W e    (где W() – это 

W-функция Ламберта). В частности, A(0) = e  2,73, A(1)  3.59. Заметим, что для всех β  

выполняется условие A ≥ 2. Следовательно, ветвистость оптимального дерева также 

определяется формулой * / ( / )k W e  , и чем больше задержка (latency) канала пере-

дачи данных (именно так можно интерпретировать параметр β), тем более плоской 

становится оптимальная иерархия, оставаясь при этом однородной. 

 

Рисунок 87. Зависимость оптимальной ветвистости дерева  

от времени задержки канала передачи данных β 

5.3.2. Иерархическая структура мультиагентной системы 

В заключение рассмотрим еще одно перспективное приложение математических 

методов оптимизации структур в области теории управления. Задачи сбора данных 

естественным образом возникают в системах группового управления мобильными 

интеллектуальными агентами. В настоящее время активно исследуются перспективы 

использования коллективов мобильных роботов для решения разнообразных задач 

поиска, картографирования, мониторинга, а также в военной сфере. Считается, что 

группе роботов будут под силу более сложные задания, чем отдельным механизмам. 

Решение общей масштабной задачи коллективом агентов, каждый из которых 

действует на основе информации со своих сенсоров, не дающих полной информации о 
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зоне проведения операции, требует согласованного поведения отдельных членов кол-

лектива. Оно может обеспечиваться как децентрализованной системой группового 

управления, разработка принципов проектирования и функционирования которых 

является одной из актуальных задач современной теории управления (см. [30]), так и 

более привычной централизованной системой управления. 

Последняя предполагает, что вся релевантная информация для выработки реше-

ний собирается в едином Центре, там вырабатывается решение, которое затем доводит-

ся до исполнительных агентов. В децентрализованных же системах каждый агент при-

нимает решение относительно собственных действий самостоятельно, но при этом 

может использовать переданную другими агентами информацию об их состоянии, 

действиях или о наблюдаемой ими внешней обстановке.  

В обоих случаях частью системы коллективного управления является система 

сбора данных. В случае централизованной системы ее задача состоит в том, чтобы 

собрать оперативную информацию в центре принятия решений (а затем распространить 

выработанное управление исполнительным устройствам). В децентрализованных си-

стемах необходимо перераспределить между агентами информацию, релевантную для 

принимаемых ими решений, и можно говорить о системе информационного обмена. 

В качестве передающих и принимающих узлов системы сбора/обмена данных мо-

гут выступать как сами исполнительные агенты (формируются т.н. mesh-сети), так и 

специальные агенты-ретрансляторы [66]. В настоящем параграфе рассматриваются 

модели формирования рациональной централизованной и децентрализованной струк-

туры распределенного коллектива мобильных агентов с агентами-ретрансляторами. 

Сначала рассмотрим задачу формирования структуры централизованной систем. 

Пусть имеется мультиагентной система, состоящая из n рядовых агентов. В процессе 

функционирования системы агенты собирают оперативную информацию, которую 

необходимо передавать в Центр для принятия решений относительно дальнейших 

действий. Если Центр не может в режиме реального времени обрабатывать всю посту-

пающую информацию, возникает необходимость в ее агрегировании специальными 

агентами-ретрансляторами, формирующими промежуточные уровни иерархии сбора 

данных. В зависимости от задачи, условий функционирования и технических возмож-

ностей система сбора данных будет состоять из различного числа агентов с различны-

ми техническими характеристиками, и можно ставить задачу формирования рацио-

нальной структуры иерархической системы сбора данных. 

При этом может минимизироваться как экономический критерий (стоимость со-

здания и содержания системы агентов-ретрансляторов) так и энергопотребление, явля-

ющееся ключевым фактором эффективности автономных мобильных систем. 
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Пусть в зависимости от объема обрабатываемой информации затраты агента-

ретранслятора (например, это стоимость соответствующего устройства) описываются 

степенной функцией P

, где   1 – константа, описывающая скорость роста затрат.  

Степенная зависимость затрат является модельным предположением, которое 

упрощает анализ, позволяя использовать теорию для однородных функций затрат. На 

практике с помощью такой функции затрат можно аппроксимировать реальную зави-

симость, являющуюся решением задачи оптимального подбора оборудования под тре-

бования обработки информации (объем и требуемая скорость обработки). В этом слу-

чае реальная функция затрат будет огибающей функций затрат различных типов обо-

рудования.  

В наиболее простой и практичной модели затраты объекта сетевого оборудования 

конкретного типа i характеризуются тремя параметрами – постоянные затраты ai, за-

траты bi на единицу объема обрабатываемой информации, ограничение по максималь-

ному объему vi обрабатываемой информации. За большую производительность прихо-

дится платить большей стоимостью, и в реальности для пары типов оборудования i и j 

из vi > vj и bi < bj обычно следует ai > aj. 

 

Каждый исполнительный агент (агент нижнего уровня) w  W характеризуется 

своей мерой (w), соответствующей объему передаваемой им оперативной информа-

ции. Мера группы агентов-исполнителей – это суммарный объем информации, переда-

ваемой агентами группы. 

Агенты верхних уровней не только ретранслируют, но и агрегируют информа-

цию, ведь информация о наблюдаемой агентами-исполнителями обстановке дублирует-

ся, да и при перепаковке телеметрической информации в пакеты большего объема при 

передаче на верхние уровни удается сэкономить. Предположим, что объем агрегиро-

ванного отчета равен , где  < 1 – это коэффициент сжатия информации (чем меньше 

, тем агрегирование больше), определяемый степенью дублирования информации в 

отчетах рядовых агентов.  

Тогда, если k непосредственных подчиненных агента-ретранслятора контролиру-

ют группы мер 1, …, k, то суммарный объем отчета, получаемого этим агентом от 

своих подчиненных, равен 1

 + … + k


, и затраты агента по обработке и агрегирова-

нию этой информации с точностью до константы описываются однородной функцией 

c(1, …, k) = (1

 + … + k


)

. 

Задача построения древовидной иерархии для такой функции затрат подробно ис-

следована в параграфе 4.3.2. Там показано, что в наиболее важной области параметров 

  [0, 1],   [1, 6] оптимально симметричное однородное дерево. Его ветвистость 

можно определить из рисунка 56 или по приближенной формуле  
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1

)]1/()1([),(r . 

С совершенствованием технологии обработки информации (что соответствует умень-

шению параметра ) оптимальная ветвистость растет, то есть количество уровней си-

стемы сбора данных и общее число ретрансляторов уменьшается, точно так же как и с 

уменьшением коэффициента агрегирования информации (что соответствует росту 

параметра ). Таким образом, из модели следует, что эффект уменьшение коэффициен-

та агрегирования информации можно купировать только использованием более произ-

водительных устройств (обрабатывающих большие объемы информации), но не увели-

чением числа ретранслирующих агентов. 

Рассмотрим теперь задачу минимизации суммарного энергопотребления иерархии 

ретранслирующих агентов. В рамках рассматриваемой задачи энергопотребление мо-

бильного агента аддитивно и линейно зависит от  

 трудоемкости решаемой им задачи агрегирования данных, 

 от энергопотребления передатчика.  

В первом приближении трудоемкость решения задачи агрегирования имеет квад-

ратичную сложность по объему исходных данных – суммарному объему отчета от 

непосредственно подчиненных узлов, соответствующее ей энергопотребление равно 

A(1

 + … + k


)
2
, где A – размерный множитель. Энергопотребление передатчика 

пропорционально произведению времени передачи на мощность передатчика. Время 

передачи пропорционально объему  
передаваемого отчета.  

Мощность передатчика пропорциональна степени расстояния передачи (с показа-

телем , меняющимся от 2 до 6 в зависимости от сложности среды). Необходимое же 

расстояние определяется расстоянием до родительского ретранслятора, которое при-

мерно пропорционально квадратному корню от зоны покрытия этого родительского 

ретранслятора. При приблизительно однородном расположении исполнительных аген-

тов на плоскости зона покрытия пропорциональна размеру |sр| группы агентов sр, кон-

тролируемых родительским ретранслятором. Таким образом, энергопотребление пере-

датчика можно записать как B|sр|
/2

, где B – размерная константа. Итого, энергопо-

требление узла c(1, …, k, |sр|) = A(1

 + … + k


)
2
 + B(1 + … + k)


|sр|

/2
. Если объем 

информации, передаваемый каждым агентом, одинаков, то |sр|  (s) и функцию энер-

гопотребления можно записать как  

c(1, …, k, р) = A(1

 + … + k


)
2
 + B(1 + … + k)


р

/2
. 

Получили окрестностную функцию затрат, исследованию которых посвящен па-

раграф 2.5.2. Там описывается точный алгоритм поиска оптимальной древовидной 

иерархии ветвистости не более k, имеющий сложность n
k + 1

, где n – число агентов ниж-

него уровня. Он подходит и для решения приведенной задачи. Решение облегчается 
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тем, что, как показывает исследование функции затрат (1

 + … + k


)

 в параграфе   

4.3.2, оптимальная иерархия для приведенной функции затрат должна быть симметрич-

ной. На практике достаточно искать оптимальную иерархию на классе симметричных 

иерархий, имеющих в нижней своей части одну ветвистость, а в верхней – другую.  

Кратко рассмотрим модель формирования структуры информационного обмера 

децентрализованной системы управления коллективом мобильных агентов. Пусть для 

достижения целей мультиагентной системы множество W = {1, …, n} агентов-

исполнителей обмениваются между собой оперативной информацией. Обозначим через 

R = (xR(w, w')) n×n-матрицу объемов информационных обменов между парами w, w' ∈ W 

агентов-исполнителей. В силу технологических ограничений сами агенты не могут 

обеспечивать маршрутизацию информационных потоков, и эта задача делегируется 

специализированным агентам – роутерам. Роутеры формируют сеть фиксированной 

структуры H = <M, E>, где E   M × M, которая не меняется в процессе решения муль-

тиагентной системой поставленной задачи. Технологическими ограничениями опреде-

ляется и количество исполнителей km, подчиненных каждому роутеру m = 1, …, p ниж-

него уровня.  

Задача – выбрать такое распределение s1, …, sp множества W агентов-

исполнителей по агентам-роутерам, при котором минимален суммарный информаци-

онный поток, протекающий через все роутеры (или, что то же самое, минимальна сред-

няя длина маршрута передачи информационного пакета). 

Если обозначить через DH – матрицу расстояний между роутерами в сети H, а 1p –

 вектор из p единиц, то нижняя оценка xH(k) суммарного потока через роутеры сети 

определяется утверждением 30 из пункта 2.5.3.6 и вычисляется по формуле 

(129)  1/2 1/2

1

( , ) 1 1 ( ) 1 1
p

T T

n n i i p p H

i

x H k q R R K q D K 


      , где K = diag(k1, …, kp). 

Проблема состоит в том, что эту нижнюю оценку можно вычислить только для 

всей мультиагентной системы – эту формулу напрямую нельзя использовать для вы-

числения нижней оценки затрат некоторой подсети, состав роутеров которой фиксиро-

ван (в формуле суммарного информационного потока возникает линейный член, кото-

рый мешает применению спектральной оценки).  

Поэтому для того чтобы использовать нижнюю оценку (129) в алгоритме ветвей и 

границ поиска оптимального распределения исполнителей по роутерам, ее необходимо 

модифицировать. Если через Y обозначить n×p матрицу, i-й столбец которой – это 

индикаторный вектор принадлежности агентов-исполнителей к i-й группе, то суммар-

ный информационный поток через все роутеры сети записывается как 

( ) 1 1 ( 1 1 )T T T

H n n p p Hx Y q R trY RY q D    . 
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Если зафиксировать некоторым образом распределение по группам t агентов 

(например, первых по счету), то 
0

1

Y
Y

Y

 
  
 

, где Y0 – t×p матрица-индикатор фиксирован-

ного распределения первых t агентов, а Y1 – матрица-индикатор распределения осталь-

ных n – t агентов. Тогда 

0 00 0 0 01 1 1 11 1( ) 1 1 [ 2 ]( 1 1 )T T T T T

H n n p p Hx Y q R tr Y R Y Y R Y Y R Y q D      , где 
00 01

10 11

R R
R

R R

 
  
 

. 

В результате задача минимизации по Y1 сведена к минимизации квадратичной 

формы с ненулевым линейным членом. Как предложено в [150], нижняя оценка для 

линейного и квадратичного членов получается по-отдельности. Для квадратичного 

члена она дается формулой (129), а для линейного сводится к решению непрерывной 

релаксации – линейной транспортной задачи: максимизации 0 01 12 ( 1 1 )T T

p p HtrY R Y q D
 

при линейных ограничениях 1 01 = 1T T

n t tY k Y   , 1 =1p nY  , и всех элементах матрицы Y1, 

принадлежащих отрезку [0, 1]. 

Такая модифицированная нижняя оценка уже может использоваться в алгоритме 

ветвей и границ, где ветвление осуществляется по номеру группы, в которую назнача-

ется агент-исполнитель w ∈ W. Таким образом, на первом шаге матрица X0 состоит из 

единственной строки, и при рекурсивном вызове к ней добавляются новые строки, 

соответствующие фиксации роутера, к которому относится очередной агент-

исполнитель. 

Для приближенного решения задачи распределения агентов-исполнителей по ро-

утерам можно использовать известные алгоритмы разрезания графа связей (на заданное 

количество подграфов фиксированной степени) [95, 150] в качестве «жадного» алго-

ритма. Алгоритмы разрезания графа позволяют минимизировать суммарный межгруп-

повой поток, однако они не позволяют учесть расстояние между этими группами в сети 

роутеров. 

Для преодоления этих недостатков можно рассмотреть следующий эвристический 

алгоритм локального поиска. Алгоритм стартует с произвольного распределения аген-

тов-исполнителей по роутерам. На каждом шаге этапе алгоритма рассматриваются все 

возможности перестановки двух исполнителей, подчиненных разным роутерам, и вы-

бирается перестановка, дающая самое дешевое распределение. Делаются несколько 

прогонов с разными стартовыми точками. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные научные и практические результаты, полученные в диссертационной 

работе, состоят в следующем: 

1. Обоснована возможность и целесообразность единого подхода к постановке и 

решению задач синтеза структуры иерархических систем обработки информа-

ции. Предложенный подход предполагает сведение синтеза структуры к поиску 

оптимальной иерархии над заданным множеством начальных вершин для сек-

ционной функции затрат вершин. Предложена система классификаций задач 

синтеза структуры и методов их решения. 

2. Исследован подкласс функций затрат, зависящих от мер, в т.ч.:  

2.1. Для важного класса т.н. однородных функций затрат показано, что оптимальная 

иерархия стремится быть однородной (каждая вершина по возможности имеет 

одинаковое число дочерних вершин и делит между ними подчиненную группу 

начальных вершин на части примерно одинаковой меры), получена аналитиче-

ская нижняя оценка затрат оптимальной древовидной иерархии, предложены 

эффективные алгоритмы построения приближенно оптимальных деревьев. До-

казано, что относительная погрешность верхних и нижних оценок стремится к 

нулю с ростом количества начальных вершин.  

2.2. Для функций затрат, представимых в виде суммы однородных функций, полу-

чены достаточные условия оптимальности однородного дерева. Нижняя оценка 

затрат дерева получена для кусочно-однородных функций затрат, обоснована 

форма оптимальной иерархии. 

2.3. Доказано, что если аддитивная функция затрат вогнуто зависит от меры подчи-

ненной группы, то обобщенное дерево Хаффмана оптимально на множестве де-

ревьев с фиксированным количеством вершин с заданной ветвистостью. 

3. Для секционных функций общего вида предложена универсальная схема алго-

ритма поиска оптимального дерева, сочетающая использование нижних оценок 

затрат поддерева, локальный поиск и подбор параметров, и основанная на этом 

алгоритме интерактивная методика оптимизации древовидной иерархии.  

4. Исследованы обобщения секционных функций, в т.ч.: 

4.1. Разработан полиномиальный алгоритм поиска оптимального k-дерева для 

окрестностной функции затрат (зависящей от ветвистости как самой вершины, 

так и ее родителя). 

4.2. Сформулирована задача оптимизации связывающей сети. Для древовидной се-

ти она сводится к поиску оптимальной иерархии для секционной функции за-

трат. Предложены спектральные нижние оценки затрат связывающей сети. 

5. С помощью описанных выше результатов решены задачи оптимизации иерархи-
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ческой структуры информационных систем, в т.ч.: 

5.1. Предложена общая математическая модель навигации пользователя в иерархи-

ческих пользовательских меню; эффективные алгоритмы поиска приближенно-

го оптимальной структуры меню разработаны и реализованы в интерактивной 

автоматизированной системе проектирования TheMenuDesigner, апробирован-

ной на ряде прикладных задач оптимизации пользовательских интерфейсов.  

5.2. Предложена нижняя оценка стоимости дерева принятия решений, основанная 

на сведении к линейной релаксации набора задач о покрытии, разработанные на 

ее основе алгоритмы интегрированы в open-source программный продукт реше-

ния задач классификации Weka. Показана более высокая эффективность этих 

алгоритмов по сравнению с ранее известными. 

6. Разработаны методы оптимизации  иерархической структуры организационных 

систем, в т.ч.: 

6.1. Предложены модели иерархий делегирования решения проблем и исполнения 

приказов. Для этих моделей, основанных на однородных функциях затрат, 

найдены оптимальные иерархии, исследована зависимость формы оптимальной 

иерархии от параметров моделей. 

6.2. Исследована зависимость прибыли компании от ее размера, решена задача сов-

местного выбора объема производства и иерархии управления.  

6.3. Сформулирована задача оптимизации структуры логистической сети, для ряда 

частных случаев разработаны методы поиска оптимальной сети поставок. Эти 

модели и методы легли в основу автоматизированной системы оптимизации то-

варных потоков крупной нефтегазовой корпорации. 

7. Показано, что разработанные методы оптимизации иерархий позволяют проекти-

ровать структуры технических систем, в т.ч.: 

7.1. Задача планирования сборочного производства (являющаяся обобщением зада-

чи балансировки сборочной линии) сведена к задаче поиска оптимальной дре-

вовидной иерархии для секционной функции затрат, предложены точные и 

приближенные алгоритмы ее решения. 

7.2. Результаты, полученные для поиска оптимальной связывающей сети, примене-

ны для решения задачи построения оптимальной коммуникационной сети на 

примере оптимизации иерархической структуры мультиагентной системы. 

8. Разработанные модели и методы оптимизации иерархических структур нашли 

применение на практике и в учебном процессе, что подтверждается справками и 

актами о внедрении. 
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Личный вклад автора в работах, опубликованных в соавторстве, заключается в 

следующем: в [1] – постановка задачи и исследование кооперативной игры менеджеров 

матричной структуры, в [6, 15, 16] – разработка и исследование математической модели 

оптимизации организационной структуры, в [11, 13, 40, 42, 49] – разработка математи-

ческой модели навигации пользователя в меню, постановка задачи оптимизации и 

разработка алгоритмов ее решения, в [12, 14, 17, 18, 31] – описание механизмов управ-

ления структурой организационной системы, в [21] – участие в разработке системы 

классификаций моделей оптимизации оргструктур, в [26, 46, 47] – участие в создании и 

исследовании математической модели, в [30] – обзор математических моделей форми-

рования рациональных организационных структур, а также методы поиска оптималь-

ных деревьев для однородных функций затрат, в [32] – разработка модели иерархии 

управления технологическими связями, в [33] – описание теоретико-игровой модели 

многоуровневой иерархии, в [37] – разработка математической модели оптимизации 

структуры сборки, в [39] – описание методики опроса и статистическое исследование 

его результатов, в [43] – описание оптимизационных моделей управления структурой 

сложных систем. 
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