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Общая характеристика работы 

Разрабатываются аналитические и алгоритмические методы оптимизации иерар-
хической структуры систем обработки информации. 
 
Актуальность  

 Эффективность системы управления во многом определяется ее структурой 

 Сложные системы управления обычно имеют иерархическую структуру 

 Обработка информации – одна из основных задач системы управления 

Поэтому оптимизация структуры системы управления – это оптимизация 
иерархии обработки информации  

Подход настоящей работы – единый взгляд 
на оптимизацию структуры: задаются 

 множество элементов нижнего уровня W 

 множество допустимых иерархий 

 критерий эффективности С:  → 
+. 

Задача – найти * Argmin ( )
H

H c H


 . 

 
Известно не много общих формальных результатов, которые позволяют синтези-
ровать иерархические структуры систем различной природы, что связано, в част-
ности, с колоссальной сложностью возникающих задач дискретной оптимизации.  

Множество 

допустимых 

иерархий

...

W
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Несколько примеров задач оптимизации структуры системы 

Информационные системы: Оптимальный префиксный код 

Задано множество W символов входного алфавита и частоты их 

появления μ(w), w ∈ W. Каждому символу сопоставляется префикс-

ный двоичный код так, чтобы любая последовательность кодов поз-
воляла восстановить закодированное сообщение. Задача – выбором 
кодов минимизировать среднюю длину закодированного сообщения.  

Организационные системы: иерархия сбора данных  

Задан набор W пунктов-источников информации, которую 

необходимо собрать в едином Центре. Чтобы не перегру-
жать Центр обработкой данных, создаются центры частич-
ного агрегирования данных. Задача – выбрать иерархию 
таких центров для сбора данных за заданное время при 
минимальных затратах на содержание всей системы. 

Технические системы: иерархическая структура сетей сотовой связи 

Для обеспечения мобильности клиентов беспроводных 
сетей ведется таблица соответствия «клиент-сота». Чтобы 
не перегружать единый центр сообщениями о смене соты, 
создаются буферные уровни роутеров для хранения таб-
лицы «клиент-агент следующего уровня». Задача – вы-
брать иерархию роутеров для минимизации линейной 
комбинации времени переключения и задержки передачи 
данных к корню дерева.  

m

... ...

Подразд. 1 Подразд. i Подразд. k
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$

 
$  $
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Цели и задачи исследования 
 

Цель работы – разработка математических моделей, алгоритмических и 
аналитических методов оптимизации структуры иерархических систем 
обработки информации с приложениями к информационным, организа-
ционным и техническим системам.  

Задачи: 

1. Обоснование общности задач оптимизации структуры  
2. Формулировка единой математической модели оптимизации структуры 

иерархических систем обработки информации. 
3. Разработка методов оптимизации иерархических структур, в т.ч.: не-

прерывные релаксации, аналитические условия оптимальности, точ-
ные и приближенные алгоритмы (а также оценка их вычислительной 
сложности и эффективности). 

4. Исследование прикладных моделей оптимизации структуры иерархи-
ческих систем: информационных, организационных и технических. 

5. Внедрение полученных результатов в практику управления. 
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Общая постановка задачи оптимизации иерархий 

Определение. Ациклический граф 
H = <W ∪ M, E> с множеством дуг 

E  (W ∪ M) × M назовем иерархией над за-

данным множеством вершин нижнего 
уровня W = {w1, …, wn}, если множество его 
начальных вершин совпадает с W и най-
дется вершина, в которую есть пути из всех 

начальных вершин. Через (W) обозначим 
множество всех иерархий над W. Множе-

ство допустимых иерархий  ⊆ (W). 

Типичные допустимые множества  ⊆ (W): Оценка мощности 

Множество последовательных корневых 2-деревьев (каждая 
вершина имеет две дочерние, одна из которых принадлежит W) 

= (|W| – 1)! 

Множество корневых k-деревьев (каждая вершина верхних 
уровней имеет не более k дочерних вершин) с множеством ви-
сячих вершин W 

> S(|W|, k) ~ k
|W| – k + 1

  

Множество корневых деревьев с множеством висячих вершин W > |W|
|W| – 2 

Множество (W) всех иерархий над заданным множеством W См. (Мишин, 2003) 
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Рассматриваемые классы  
функций затрат: секционные,  
зависящие от мер, однородные 

Затраты C(H) любой иерархии H ∈ Ω предста-
вимы в виде суммы затрат c(m, H) ≥ 0 вершин 

m ∈ M иерархии H. 

Определение. Для v ∈ M в иерархии H подчи-

ненная группа начальных вершин sH(v)  W – 
подмножество вершин W, из которых v дости-
жима в иерархии H. 

Определение. Секционная функция затрат вершины зависит только от групп начальных 
вершин, подчиненных непосредственным подчиненным этой вершины в иерархии H. Если 
вершина m в иерархии H имеет k дочерних вершин v1, v2,…, vk, то ее затраты 
c(m, H) = c(sH(v1), …, sH(vk)). 

Определение. Вершинам w  W поставим в соответствие меры (w) > 0 . Мера группы 

s  W : ( )s w s
w 


 . Функция затрат зависит от мер, если затраты вершины m ∈ M c k 

подчиненными v1, …, vk в иерархии H затраты записать как c(H(v1), …, H(vk), H(m)).  

Определение. Функция затрат вершины c(1, …, k, ) однородна, если существует число 

 ≥ 0, что для любого числа a > 0 и любого набора мер 1, …, k, , 

c(aμ1, …, aμk, aμ) = a
γ
c(μ1, …, μk, μ). Число  – степень однородности функции затрат.  

подчиненная группа s

s3

Непосредственно 
подчиненные 

вершины

группа s2группа s1

1 432 5 876

m

11109

Фиксированное множество W начальных вершин 

Остальная часть иерархии

Вершина верхних 
уровней
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Рассматриваемые классы функций затрат: контроль потоков 

Определение. Сеть потоков над множеством начальных вершин W – это орграф 
R = <W, ER>. Его дуги (w, w')  ER помечены p-мерными векторами xR(w, w').  

Дуга (w, w') называется внутренней для s  W, если w, w' ∈ s. Внутренний поток 
 

int ( )Rx s =
( , ') ( )

( , ')int
R

Rw w E s
x w w

 , где ( )int

RE s  – множество внутренних дуг s. Дуга (w, w') 

называется внешней дугой группы s  W, если w  s, w'  s или w  s, w'  s. Внеш-
ний поток ( )ext

Rx s  =
( , ') ( )

( , ')
ext
R

R

w w E s

x w w


 , где ( )ext

RE s  – множество внешних дуг группы s. 

Определение. Вершина m, детям которой в T 

подчинены группы s1, …, sk  W, контролирует 

множество дуг 1( ,..., )c

R kE s s   и поток 

1

1

( , ') ( ,..., )

( ,..., ) ( , ')
с
R k

c

R k R

w w E s s

x s s x w w


  .  

Определение. Функция затрат по 
контролю потоков 

( ( ), ( ), ( ))int c ext

R R Rc x x x     

зависит от контролируемого, внут-
реннего и внешнего потоков.

mI mII

1

76

4

3

52

s(mI)

s(mII)

s(mIII)

mIII
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Рассматриваемые классы функций затрат 
 

  

Функции затрат иерархии общего вида

Окрестностные функции

Секционные функции затрат

Функции затрат контроля потоков

Функции, зависящие от мер

Однородные функции 
затрат

Аддитивные функции

Мультипликативные функции
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Исследования по оптимизации иерархических структур  

Абстрактные математические модели 

Теория оптимизации иерархических структур: А.Д. Цвиркун (1975,1982), В.Т. Де-
ментьев, А.И Ерзин (1996), А.А. Воронин (1999-…), С.П. Мишин (1999-…). 
Теория экстремальных графов: P. Erdős (1946), B. Bollobás (1978-…), … 

Предметно-ориентированные исследования 

Теория фирмы и организационная структура: H. Simon (1957), O. Williamson (1968), 
M. Keren (1979, 1983), Б.Л. Овсиевич (1979), S. Rosen (1982), Sah-Stiglitz 
(1986), Y. Qian (1994), Bolton-Dewatripont (1994), L. Garricano (2000-…), H. 
Minzberg (2001), Д.А. Новиков (2003), Hart-Moore (2005)… 

Иерархические вычисления: О.П. Кузнецов (1977), T. Van Zandt (1994,1995), И.В. 
Буркова (2004), … 

Оптимизация пользовательских интерфейсов: Lee-MacGregor (1985), Landauer-
Nachbar (1985), Fisher-Yungkurth-Moss (1990), Cockburn-Gutwin-Greenberg 
(2007), Е.И. Артамонов (2010), … 

Построение деревьев принятия решений: J.R. Quinlan (1979), Hyafil-Rivest (1976), 
Biasizzo-Žužek-Novak (1998), Ohta-Kanaya (1991), M. Núñez (1991), Bessier-
Hebrard-O'Sullivan (2009), П.П. Пархоменко (2010). 

Оптимизация схем сборки: Baybars (1986), М. Amen (2000), … 
Математическая химия (оптимизация графовых индексов): I. Gutman (1985-…), D. 

Stevanović (2000-…), … 
… 
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Задачи, решенные в диссертации 

Допуст. 
иерарх. 

Функ. затр. 

Сете-
вые  

струк-
туры  

Иерархии Древовидные  
иерархии 

Симметричные  
иерархии 

После-
дова-

тельные  
иерархии 

Обобщения 
секционных 
функций 

Общая 
поста-
новка 

задачи 
(§ 2.5.3) 

 Точный алгоритм для  
окрестностной функции 

(§ 2.5.2) 

  

Секционные Аналитич. 
условия оптим. 

(§ 2.4.3) 

Аналитич. условия оптим. (§ 2.4.3),  
эвристики (§ 2.4.1) 

 

Контроля 
потоков 

Аналит. 
нижние 
оценки 

для 
частн. 
случ. 

(§ 2.5.3) 

 Аналитические нижние оценки для частных случа-
ев (§ 2.3, § 2.5.3), эвристики (§ 2.3) 

Зависящие 
от мер 

    

Мультипл. и 
аддитивные 

Эффективные «почти точные» (§ 2.1.2) и точные алгоритмы 
(§ 2.2.3) 

Однородные 
функ. и их 
обобщения 

Нижние оценки, эффек-
тивные «почти точные» 
алгоритмы (раздел 2.1), 

необх. условия для 
однородных деревьев 

Аналит. реш-е задачи 
совм. оптимизации 

иерархии и пр-ва ([Ми-
шин], разд. 4.4) 

Аналити-
ческие 

условия 
опти-

мально-
сти 

(§ 2.1.3) 
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Исследованность задач оптимизации иерархических структур 

Допуст. 
иерарх. 

Функ. затр. 

Сетевые  
структу-

ры  

Иерархии Древовидные  
иерархии 

Симметричные  
иерархии 

Последова-
тельные  
иерархии 

Обобще-
ния секци-
онных 
функций 

Общая 
поста-
новка 

задачи 
(§ 2.5.3) 

 Точный алгоритм для  
окрестностной функции 

(§ 2.5.2) 

Аналитич. и алгоритмич. 
методы оптимиз. распр. 
полномочий и иерархии 

[Мишин], точные алг. [Цвир-
кун, Ерзин] 

 

Секцион-
ные 

Аналитич. условия 
оптим. (§ 2.4.3) 

Аналитич. условия оптим. (§ 2.4.3),  
эвристики (§ 2.4.1) 

Точные 
алгоритмы, 
эвристики 
[Мишин, 
Amen, 
Bybars] 

Аналитич. 
условия, точные 
алг. и эвристики 

[Мишин] 

Аналитич. условия оптимальн. 
и точные алг-мы с оценкой 

трудоемкости [Мишин], эври-
стики 

 

Контроля 
потоков 

Аналит. 
нижние 
оценки 

для 
частн. 
случ. 

(§ 2.5.3) 

Аналит. реше-
ние для решет-

ки связей  
[Мишин] 

Аналитические нижние оценки для частных случаев  
(§ 2.3, § 2.5.3), эвристики (§ 2.3) 

Аналитические нижние оценки для частных случаев   
[Мишин]), эвристики [Овсиевич] 

Зависящие 
от мер 

Точные  
алгоритмы  
и эвристики 

[Мишин] 

Эффективные точные алго-
ритмы для одинаковых мер, 

эвристики [Мишин] 

Аналитическое приближен-
ное решение [Keren & 

Levhari] 

Эвристики 
[Мишин] 

Мультипл. 
и адди-
тивные 

Эффективные «почти точные» (§ 2.1.2) и точные алгоритмы (§ 2.2.3) 

Однород-
ные функ. 
и их 
обобще-
ния 

Нижние оценки, эффективные 
«почти точные» алгоритмы 
(раздел 2.1), необх. условия 
для однородных деревьев 

Аналит. реш-е задачи совм. 
оптимизации иерархии и пр-

ва ([Мишин], разд. 4.4) 

Аналитиче-
ские условия 
оптимально-
сти (§ 2.1.3) 



 

12 

Логика изложения 

Допуст. 
иерарх. 

Функ. затр. 

Сете-
вые  

струк-
туры  

Иерархии Древовидные  
иерархии 

Симметричные  
иерархии 

После-
дова-

тельные  
иерархии 

Обобщения 
секционных 
функций 

Общая 
поста-
новка 

задачи 
(§ 2.5.3) 

 Точный алгоритм для  
окрестностной функции 

(§ 2.5.2) 

  

Секционные Аналитич. 
условия оптим. 

(§ 2.4.3) 

Аналитич. условия оптим. (§ 2.4.3),  
эвристики (§ 2.4.1) 

 

Контроля 
потоков 

Аналит. 
нижние 
оценки 

для 
частн. 
случ. 

(§ 2.5.3) 

 Аналитические нижние оценки для частных случа-
ев (§ 2.3, § 2.5.3), эвристики (§ 2.3) 

Зависящие 
от мер 

    

Мультипл. и 
аддитивные 

Эффективные «почти точные» (§ 2.1.2) и точные алгоритмы 
(§ 2.2.3) 

Однородные 
функ. и их 
обобщения 

Нижние оценки, эффек-
тивные «почти точные» 
алгоритмы (раздел 2.1), 

необх. условия для 
однородных деревьев 

Аналит. реш-е задачи 
совм. оптимизации 

иерархии и пр-ва ([Ми-
шин], разд. 4.4) 

Аналити-
ческие 

условия 
опти-

мально-
сти 

(§ 2.1.3) 
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Оптимальные деревья для однородных функций затрат 

Однородные деревья 

Определение. Элементы симплекса Dk будем называть k-пропорциями. 

Определение. Дерево называется (k, x)-однородным, если в нем каждая вершина, 
кроме листьев, имеет ровно k дочерних вершин, и меры подчиненных вершине групп 
листьев соотносятся в пропорции x = (x1, …, xk). Число k называется ветвистостью 
однородного дерева. 

Утверждение 6. Если при однородной степени  функции затрат вершины c(1, …, k) 
для ветвистости k и пропорции x = (x1, …, xk). существует (k, x)-однородное дерево H, 
то его затраты равны  

 

1

1

1

1

( ,..., )
| ( ) | , если 1,

|1 |
( )

( ,..., )
( ln ( ) ln ( )) , если 1,

ln

k

k
w W ii

k

k
w W i ii

c x x
w

x
C H

c x x
w w

x x

 


  

    








 


 
  
 







 

где : ( )
w W

w 


 . 
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Оптимальные деревья для однородных функций затрат 

Нижняя оценка затрат оптимального дерева 

Затраты наилучшего однородного дерева задаются выражением: 

1

2... ( )

1

1

2... ( )

1

( ,..., )
| ( ) | min min ,если 1,

|1 |
( )

( ,..., )
( ln ( ) ln ( )) min min ,если 1,

ln

k

k

k

kk n y D
w W ii

k

kk n y D
w W i ii

c y y
w

y
C W

с y y
w w

y y

 





  

    

 




 





 


 
  
 







  

где min ( ) /w W w   .
 

 

Утверждение 7. При однородной функции за-
траты С

*
(W) оптимального дерева не меньше, 

чем C(W), то есть C(W) – нижняя оценка затрат 
оптимального дерева. 

Следствие. Если наилучшее однородное дерево 
существует, то оно оптимально на множестве всех 
древовидных иерархий. 
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  1       2    3   4  5     6    7     8     9   10   11  12 13   14      15

y0 y3y1 y2

Оптимальные деревья для однородных функций затрат 

Приближенно оптимальные деревья и качество нижней оценки 

Алгоритм построения «почти» одно-
родного (r, x)-дерева (TD-дерева) с 

затратами , ( )TD

r xC W . 

Утверждение 11. Пусть γ ≥ 1, μ(w) ∈ [  ,  ], а (r, x) – параметры наилучшего однород-

ного дерева. Если функция затрат степенно-ограничена на симплексе Dr (это обоб-

щение непрерывности по Липшицу) то , ( )TD

r xC W / ( )C W  → 1 при |W| → ∞ (TD-дерево при-

ближенно оптимально). 

Следствие. В условиях утверждения С*
(W)/C(W) → 1 при |W| → ∞. 

Алгоритм построения приближенно однородного дерева (BU-дерева) с затратами 

)(nC r
BU  для пропорции (1/r, …, 1/r) и μ(w) = 1.  

Утверждение 12. Пусть γ < 1, μ(w) = 1, w ∈ W, а 

наилучшее однородное дерево имеет ветви-
стость r и пропорцию (1/r, …, 1/r). Если 
c(μ1, …, μk) ограничена на симплексе Dr' для 

всех r'  r, то )(nC r
BU /C(n)  1 при n   (BU-дерево приближенно оптимально). 

Следствие. В условиях утверждения С*
(W)/C(W) → 1 при |W| → ∞  

a0 = 2
a1 = 1

a2 = 2

a3 = 1
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Оптимальные деревья для обобщений однородных функций 

Обобщения однородных функций 

Функции, представимые в виде суммы однородных: 1 1

1 1

( , ) ( , ..., ) ( , ..., )a

A A

a k a k

a a

c m H c c y y
  

 

   . 

Затраты однородного дерева:

 

( , ) 1

1 1

( ) : | ( ) ( ) | ( ,..., )/ |1 |a a a

A r

r x a r i

a w W i

C W W w c x x x
   

  

      

Когда однородное дерево оптимально для таких функций? 

Определение. Для W = {1, …, n} и непустого набора попарно непересекающихся групп 

s1, …, sk  W, k ≥ 2, множество листьев W ' = {1, …, k} мер i := (sw), i = 1, …, k, назовем множе-
ством листьев, производным к множеству W.  

Утверждение 13. Пусть число r{2, 3, …} и пропорция x = (x1,…, xr)  Dr таковы, что для лю-

бого производного множества W ' из k листьев с мерами 1, …, k выполнено неравенство 

1 ( , )1
( , ..., ) ( ')

A

a k r xa
c C W 


 . Тогда C*

(W) ≥ C(r, x)(W).  

Определение. Кусочно-однородная функция 










,при),1,,...,(

,при),1,,...,(
),,...,(

012

011
1

2

1










r

r
r

xxc

xxc
c  

где  /iix  , ri ,...,1 , 0 0  .  

Для них оптимальна комбинация однородных  
деревьев с известными параметрами. 
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Оптимальные деревья для аддитивных функций затрат 

Аддитивные функции затрат 

Определение. Аддитивная функция 1( ,..., , ) ( ) ( )rc r       где (), () ≥ 0 монотонны. 

Лемма 17. Если ( ) ( ') ( ' 1)r r r r       для любых r, r ' > 1, то оптимальна веерная иерархия. 

Лемма 18. Если (r) строго монотонна, то в оптимальном дереве любая вершина 
имеет не большую ветвистость, чем ее родитель. 

       – множество деревьев с множеством листьев W заданных мер μ(w), w ∈ W, и с 
множеством нелистьевых вершин M = {1, …, q} ветвистостей rm m ∈ M. 

Алгоритм Хаффмана 

Шаг 0. Пусть элементам множества W1 ≔ W сопоставлены меры ρ1(w) := μ(w), w ∈ W1.  

Шаг m = 1, …, q. В дерево добавим дуги к вершине m из вершин множества m ms W : 

w ∈ sm,  w' ∈ W1 \ sm ⟹ ρm(w) ≤ ρm(w'). Множество 

Wm + 1 = Wm\sm{m}, причем 
1( ) : ( )

m
m mw s

m w  
 .  

Утверждение 15. Если при аддитивной функции 

затрат 1( ,..., , ) ( ) ( )rc r        функция () 

вогнута, то дерево Хаффмана оптимально на 
множестве       .   

3 33 4 75 81 22

1

4

2

3
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Оптимальные деревья для секционных функций затрат 

Универсальная схема алгоритма поиска приближенно оптимального дерева 

1. Задано множество вершин ниж-
него уровня W и секционная 
функция c(s1, …, sk). 

2. Пусть умеем для любой группы 

s  W вычислять нижнюю оценку 
C(s) затрат поддерева с множе-
ством листьев s. 

3. Дерево строится «сверху вниз», на каждом этапе выбирается число k непосред-
ственных подчиненных вершины и разбиение s1, …, sk между ними группы s, подчи-
ненной текущей вершине, для минимизации эмпирического критерия  

K(s1, …, sk) = c(s1, …, sk) + (s)(C(s1) + … + C(sk)). 

Значение коэффициента (s) ≥ 1 подбирается исходя из качества нижней оценки. 

4. Для неполного перебора разбиений –  
локальный поиск по решетке разбиений. 

Если вычисление C(s) требует ~(|s| – 1)
 опе-

раций, то гарантированная трудоемкость ал-

горитма ~|W|
 + 4 (средняя трудоемкость мо-

жет быть гораздо ниже). 

подчиненная 

группа ss3группа s2группа s1

1 432 5 876

m

Остальная часть иерархии

Текущая вершина

{1}{2}{3}{4}

{12}{3}{4} {13}{2}{4} {14}{2}{3} {1}{23}{4} {1}{24}{3} {1}{2}{34}

{123}{4} {12}{34} {13}{24} {14}{23}{2}{134}{3}{124} {1}{234}

{1234}
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Оптимальные иерархии для секционных функций затрат 

Монотонность функций относительно частичного порядка 

На множестве допустимых иерархий  задается строгий частичный порядок . 

Обозначим (H)   – множество последователей H ∈  в этом частичном порядке. 

Определение. Затраты иерархии С(H) слабо возрастают  (убывают) относитель-

но , если H    найдется такой H '  (H), что C(H)   (≥)  C(H ').  

Минимум слабо убывающей функции затрат достигается на одном из 
максимальных элементов упорядочения . 

Определение. Функция затрат называется  сильно сужающей на набо-

рах непересекающихся групп, если для любых s1, s2  W, s1s2 = , |s1|, 

|s2| ≥ 2, выполнено по крайней мере одно из двух неравенств: 

а) 1
sw   1 2 1 1 2 1 2( , ) ( \{ },{ }) ( \{ }, ) (( \{ }) ,{ })c s s c s w w c s w s c s w s w    ,  

б) 2
sw   1 2 2 1 2 1 2( , ) ( \{ },{ }) ( , \{ }) ( ( \{ }),{ })c s s c s w w c s s w c s s w w    . 

 

 

Утверждение 18. Для сильно сужающей на наборах непересекающихся 
групп функции затрат на множестве всех деревьев существует оптималь-
ное последовательное дерево. 

1 432

m1

m

m2

v v’

w w’

m

m2

v v'

w w’

m3
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Оптимальные сети для потоковых функций затрат 

Общая модель связывающей сети  

 Задан граф связей R на множестве W из n вершин нижнего 

уровня. В частности, его дуги могут быть взвешены p-мер-

ными векторами xR(w, w') – объемами потоков. 
 Для обеспечения потоков создается сеть (орграф) H, в кото-

рой они являются висячими вершинами, а внутренние вер-
шины коммутируют потоки.  

 Движение потоков определяется функциями маршрутизации 
λ(v, v')(w, w') → [0, 1], определяющими долю каждого потока 
(w, w') в дуге (v, v').  

 В допустимой сети выполняются требования баланса пото-
ков в каждой вершине.  

 Затраты внутренней вершины m определяются ее входящими 

и исходящими потоками. 

 Если u1m, ..., ukm – входящие дуги, а mv1, ..., mvr
 – исходящие, то  

c(m, H) = c(λu1m(⋅), … , λukm(⋅), λmv1
(⋅), … , λmvr

(⋅)). 

 Задача – найти допустимую сеть с минимальными затратами. 

 Для сетей древовидной структуры задача сводится к поиску 
оптимальной древовидной иерархии для секционной функции 
затрат, а суммарный поток, протекающий в сети H через вер-

шину m записывается как xH(m) = ∑w,w' ∈ W 
int ( )Rx W  – ∑i=1,..., k 

int ( )R ix s .  
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Оптимальные сети для потоковых функций затрат 

Неориентированные сети для аддитивной функции затрат 

Определение.  Аддитивная функция затрат c(m, H) = с1(dH(m)) + с2(xH(m)), где dH(m) – степень 

вершины m в сети H, а c1(⋅), c2(⋅) ≥ 0. Обозначим С1(H) := ∑m∈M с1(dH(m)), С2(H) := ∑m∈M с2(xH(m)). 

Лемма. Пусть Ω1 := ArgminH∈Ω С1(H), C1 – нижняя оценка С1(H), C2 – нижняя оценка С2(H) при 

H ∈ Ω, и сеть H1 ∈ Ω1. Тогда C = C1 + C2 – нижняя оценка затрат сети для функции затрат 

вершины с1(⋅) + с2(⋅), относительная погрешность затрат сети H1 ε(H1) = (C2(H1) – C2) / (C1 + C2) 

= ε, где ε – относительная погрешность C.  

Для поиска H1 и вычисления ее погрешности ε(H1) необходимо уметь: 

1. Решать оценочную задачу для функции затрат сети С2(H) = ∑m∈M с2(xH(m)), 

2. Находить множество Ω1 сетей, доставляющих минимум С1(H) = ∑m∈M с1(dH(m)) и искать 

на нем оптимальное или приближенно оптимальное дерево H1: С2(H1)  minH∈Ω1
C2(H).  

 Монотонная Субаддитивная Выпуклая 

с1(dH(m)) Дерево  

(Утв. 25)  

«Звезда»  

(Лемма 20) 

Однородное  
дерево  
(Утв. 26)  

с2(xH(m)) Двухуров-
невая  
сеть (Утв. 27) 

«Звезда» 
(Следств. 
9)  

Двухуров-
невая сеть 
(Утв. 27) 
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Оптимальные сети для потоковых функций затрат 

Спектральные оценки для двухуровневой и древовидной сетей 

Пусть для симметричной матрицы А λ1(A) ≥ … ≥ λn(⋅) – ее собственные числа 

Задача 1. Утверждение 28. Если двухуровневая сеть H содержит p  
внутренних вершин, имеющих по km ≥ 0, m = 1, …, p, инцидентных листьев, то 

(*)
 1

' 1 ' 1

2 2 2 2
,..., 1

( ) sup { ([ ] ( )) [ ] ( ) ( ')}
p

p

m m m m m n p m

m

C H c c c k R
 

     

 



   , где ' 2 ( 1 )nR diag R R   . 

Таким образом, для нахождения оценки затрат С2(H)  необходимо перебрать все раз-
биения числа (n – 1) на неотрицательные слагаемые и для каждого вычислить (*). 

Задача 2. Утверждение 29. Пусть древовидная сеть H содержит q ≥ 1 
внутренних вершин, первые p из них имеют по km инцидентных вершин 
нижнего уровня (m = 1, …, p), D(α1, …, αq) – матрица вершинных расстоя-
ний между p этими вершинами в сети H, внутренние вершины которой 
взвешены числами α1, …, αq, и 

K = diag(k1, …, kq). Тогда 

(**)  
1

' 1 ' 1 1/2 1/2

2 2 2 2 11
,..., 1 1

( ) sup ([ ] ( )) [ ] ( ) 1 1 ( ) 1 1 ( ,..., ) .
q

q p
qT T

m m m m n n i i m p p qm
m i

C H c c c R R K D K
 

         


 

          
    

 
Эта нижняя оценка используется в универсальном эвристическом алгоритме постро-
ения дерева, приближенно оптимального на Ω1.  
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Приложения. Обработка информации в: 

 Информационных системах 
o Оптимальные схемы вычисления логических функций 
o Построение деревьев принятия решений для анализа данных 
o Оптимизация пользовательских меню 
o Структура иерархических индексов СУБД 
o Структура алгоритмов 
o Иерархическая декомпозиция задач и параллельные вычисления 

 

 Организационных системах 
o Реинжиниринг организационно-штатного расписания 
o Модели иерархической организации для теории фирмы 
o Сети сбора данных 
o Оптимизация структуры сетей поставки (supply networks) 

 

 Технических системах 
o Структура иерархических сетей мобильной связи 
o Планирование производства (балансировка сборочной линии) 
o Организация вычислений и агрегирование в реальном времени 
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Приложения: информационные системы 

Деревья принятия решений 

• Дерево принятия решений – популярный метод классификации с широкой сфе-
рой применения 

• Решение принимается на основе серии тестов значений атрибутов 
• Тесты имеют различную стоимость 
• Следующий тест выбирается в зависимости от результатов предыдущих тестов 
• Деревья решений обучаются на тестовой выборке 
• Компактные деревья 

решений обладают 
большей предсказа-
тельной силой 

• Задача – построить 
дерево с минималь-
ной средней стоимо-
стью решения  

• Эта задача NP-полна, 
как и задача аппрок-
симации с заданной 
точностью 
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Приложения: информационные системы 

Деревья принятия решений: результаты 

D = {1, …, d} – множество решений 

M = {1, …, q} – множество вопросов (тестов),  

W – множество из n примеров  

 Стоимость дерева – секционная функция 

 Нижняя оценка C(W) основана на сведе-

нии к более простой комбинаторной за-

даче. 

 Ее вычисление сводится к решению |W| 
NP-трудных задач о покрытии множества 
W |M| множествами или их линейных ре-
лаксаций, но в реальных задачах оценка 
в среднем вычисляется за время 

O(mn
2
).  

 C(W) использована в универсальном алгоритме, описанном выше.  

 Несколько модификаций алгоритма были реализованы в виде модуля открытой 
информационной системы анализа данных Weka (Василий Гинз, 2013). 

 Алгоритм и его модификации строят в среднем более эффективные деревья, чем 
популярные эвристики типа CS-ID3, IDX и EG2. 
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Приложения: информационные системы 

Тестирование алгоритмов построения деревьев принятия решений 

 В строках – различные алгоритмы, в столбцах – примеры задач классификации 

 Предложенные новые алгоритмы обведены черной рамкой  

 Числа в таблице – проигрыш лучшему алгоритму в процентах 

 Зеленым фоном выделены победители 

 Желтым фоном выделены базовые версии новых алгоритмов 
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Приложения: информационные системы 

Иерархические пользовательские меню 

 W – множество функций системы  

 (w) – вероятность того, что пользователь ищет функцию w  W  

 Иерархическое меню – дерево с множеством листьев W, его промежуточные вершины – 
подменю. Каждому подменю соответствует множество подчиненных функций s  W. 

 Допустимые группировки функций определяются заданным набором иерархических 
классификаций функций системы.  

 Если группы s1, …, sk формируют панель меню с ярлыками l1, …, lk соответственно, то 

время выбора пользователем i-го пункта меню 1 1
ˆ( , ,..., ) ( ) ( ,..., )i k i i kt k t k      , где i := (li) – 

семантическое качество ярлыка li. Например, для голосового меню (l) – время воспро-
изведения метки, а ti(k, ) = 1 + … + i. 

 Среднее время, которое пользователь проводит в панели меню,  

1 1 1

1 1

ˆ( ,..., , ,..., ) ( ) ( ,..., ), 1
k k

k k i i i k i

i i

t y y y t k y    
 

   , 

где yi – относительная популярность i-го пункта меню. 

Среднее время поиска в иерархическом меню H   
1 ( ) 1 ( )( ) ,..., , ,...,

k ss s s s s k s

s H

T H t      


  , 

где k(s) – количество пунктов в панели меню s, 
1 ( )
,...,

k ss s   – вероятности их выбора, а 

1, …, k(s) – семантическое качество их ярлыков – однородная степени 1 функция 

Задача поиска оптимальной структуры меню – из допустимых категорий построить 
структуру меню H, в которой среднее время поиска T(H) минимально. 
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Приложения: информационные системы 

Оптимизация структуры пользовательских меню  

 При одинаковом качестве ярлыков ̂  нижняя оценка среднего времени навигации: 

     
 

1

1

,...,

1

ˆ ˆ,..., , ,...,
ˆ, ln ln min min

lnk

k

W W k
k y y

w W i ii

t y y
T W w w

y y

 
    




 
   

 



 

 Решение этой задачи минимизации дает ветвистость r и соотношение x1, …, xr 
между популярностями пунктов панелей идеального меню 

 Оптимизация меню с учетом семантического качества – универсальный алгоритм 
с локальным критерием оценки разбиения группы s на подгруппы s1, …, sk с относи-

тельными популярностями  y1, …, yk и семантическим качеством 1, …, k 

       
 

1

1

1 1 1
,...,

1
1

ˆ ˆ,..., , ,...,
ˆ ˆ, ,..., , ,..., , ,..., , ,..., ln ln min min ,

ln
i k i i

r
i

k
r

k k s s s s s k s s r
r x x

i w s j jj

t x x
T s s s t w w

x x

 
             

 


 
    

 
 


 

 где ̂  – настраиваемый параметр («среднее» семантическое качество) 

 Перечисление допустимых разбиений – различные варианты локального поиска 
(«сверху вниз» и «снизу вверх») по иерархическим классификациям функций  

 Оптимальный порядок отображения пунктов меню на панели для голосовых меню 
– по возрастанию ωi/yi (в общем случае это нетривиальная задача) 
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Приложения: информационные системы 

Оптимизация структуры пользовательских меню  

 TheMenuDesigner – автоматизированная система разработки и оптимизации меню 
(Александр Даниленко, 2010).  

 Оптимизированы меню сотового телефона, домовой системы управления энерго-
снабжением, голосовое меню банковского колл-центра и др.  
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Приложения. Обработка информации в: 

 Информационных системах: 
o Оптимальные схемы вычисления логических функций 
o Построение деревьев принятия решений для анализа данных 
o Оптимизация пользовательских меню 
o Структура иерархических индексов СУБД 
o Структура алгоритмов 
o Иерархическая декомпозиция задач и параллельные вычисления 

 

 Организационных системах: 
o Реинжиниринг организационно-штатного расписания 
o Модели иерархической организации для теории фирмы 
o Сети сбора данных 
o Оптимизация структуры сетей поставки (supply networks) 

 

 Технических системах: 
o Структура иерархических сетей мобильной связи 
o Планирование производства (балансировка сборочной линии) 
o Организация вычислений и агрегирование в реальном времени 
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Приложения: организационные системы 

Модель делегирования  
решения проблем 

 Рассматривается иерархическая органи-
зация над множеством исполнителей W 

 Менеджеры иерархии решают проблемы 
своих подчиненных на основе предо-
ставляемых теми отчетов   

 Мера μ(w) исполнителя w ∈ W – число его проблем  

 1

 + … + k

 – суммарный объем отчета, присылаемого k 

непосредственными подчиненными менеджера, управляющими 

группами мер 1, …, k 

 Затраты менеджера c(1, …, k) = (1

 + … + k


)
, где β ≥ 1 – 

удельные затраты принятия решений, α ∈ [0, 1] – степень нестан-

дартности проблем. Функция затрат однородна степени αβ. 

 Задача – найти иерархию с минимальными затратами  

 Оптимальна однородная иерархия, ее параметры (норма 
управляемости, затраты и т.д.) вычислены аналитически  

 Норма управляемости менеджера растет с ростом степени 
атипичности проблем α.  

 Норма управляемости растет с ростом квалификации  

 Повышение квалификации менеджеров уменьшает общие 
расходы, но затраты высшего руководства могут возрасти.  

 

Оптимальная  
ветвистость иерархии 
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Приложения. Обработка информации в: 

 Информационных системах: 
o Оптимальные схемы вычисления логических функций 
o Построение деревьев принятия решений для анализа данных 
o Оптимизация пользовательских меню 
o Структура иерархических индексов СУБД 
o Структура алгоритмов 
o Иерархическая декомпозиция задач и параллельные вычисления 

 

 Организационных системах: 
o Реинжиниринг организационно-штатного расписания 
o Модели иерархической организации для теории фирмы 
o Сети сбора данных 
o Оптимизация структуры сетей поставки (supply networks) 

 

 Технических системах: 
o Структура иерархических сетей мобильной связи 
o Планирование производства (балансировка сборочной линии) 
o Организация вычислений и агрегирование в реальном времени 
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Приложения: технические системы 

Оптимизация схем сборки 

 На основе чертежа изделия строится граф 
соединений R = <W, E> с множеством вер-
шин-деталей W и ребрами-соединениями 

 Схема сборки – это ордерево, надстроен-
ное над R и имеющее множество листьев W. Нелистьевые вершины m ∈ M – сборочные 
посты. Группа sH(m)  W поста m – узел изделия, собираемого на посту m. Входящие в m 
дуги показывают, из каких узлов и деталей узел sH(m) собирается на посту m. 

 При темпе сборки t вклад поста m схемы сборки H в себестоимость единицы продукции 
описывается секционной функцией  

 Для каждого ww'  E  зададим время tww' на выполнение этого соединения и ставку cww' 

оплаты труда исполнителя. Если на посту m из узлов s1, …, sk собирается узел s, там вы-

полняется набор соединений 1( ,..., )c

R kE s s  и секционная функция затрат поста 

1 1
' '' ( ,..., ) ' ( ,..., )

max при ,
( , )

в противном случае

c c
R k R k

ww wwww E s s ww E s s
t c t t

c m H
 

  
 



 .  

 Схема сборки допустима, если сужение R на все 

множества вершин sH(m), m ∈ M, связно. 

 Задача – минимизировать себестоимость изделия 
выбором допустимой схемы сборки.  

 Точный алгоритм экспоненциальной сложности. Дерево строится «сверху-вниз», при 
этом экономно перечисляются лишь допустимые разбиения узла.  
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Основные результаты и выводы 

1. Обоснована возможность и целесообразность единого подхода к постановке и решению задач синте-
за структуры иерархических систем обработки информации. Предложенный подход предполагает 
сведение синтеза структуры к поиску оптимальной иерархии над заданным множеством начальных 
вершин для секционной функции затрат вершин. Предложена система классификаций задач синтеза 
структуры и методов их решения. 

2. Исследован подкласс функций затрат, зависящих от мер, в т.ч.:  
2.1. Для важного класса т.н. однородных функций затрат показано, что оптимальная иерархия стре-

мится быть однородной (каждая вершина по возможности имеет одинаковое число дочерних 
вершин и делит между ними подчиненную группу начальных вершин на части примерно одина-
ковой меры), получена аналитическая нижняя оценка затрат оптимальной древовидной иерар-
хии, предложены эффективные алгоритмы построения приближенно оптимальных деревьев. До-
казано, что относительная погрешность верхних и нижних оценок стремится к нулю с ростом ко-
личества начальных вершин.  

2.2. Для функций затрат, представимых в виде суммы однородных функций, получены достаточные 
условия оптимальности однородного дерева. Нижняя оценка затрат дерева получена для кусоч-
но-однородных функций затрат, обоснована форма оптимальной иерархии. 

2.3. Доказано, что если аддитивная функция затрат вогнуто зависит от меры подчиненной группы, 
то обобщенное дерево Хаффмана оптимально на множестве деревьев с фиксированным коли-
чеством вершин заданной степени. 

3. Для секционных функций затрат общего вида предложена универсальная схема алгоритма поиска 
оптимального дерева, сочетающая использование нижних оценок затрат поддерева, локальный по-
иск и подбор параметров, и основанная на этом алгоритме интерактивная методика оптимизации 
древовидной иерархии.  

4. Исследованы обобщения секционных функций затрат, в т.ч.: 
4.1. Разработан полиномиальный алгоритм поиска оптимального k-дерева для окрестностной функ-

ции затрат (зависящей от ветвистости как самой вершины, так и ее родителя) 
4.2. Сформулирована задача оптимизации связывающей сети. Для древовидной сети она сводится к 

поиску оптимальной иерархии для секционной функции затрат. Предложены спектральные ниж-
ние оценки затрат связывающей сети. 
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5. С помощью описанных выше результатов решены задачи оптимизации иерархической структуры 
информационных систем, в т.ч.: 
5.1. Предложена общая математическая модель навигации пользователя в иерархических пользова-

тельских меню; эффективные алгоритмы поиска приближенного оптимальной структуры меню 
разработаны и реализованы в интерактивной автоматизированной системе проектирования 
TheMenuDesigner, апробированной на ряде прикладных задач оптимизации пользовательских 
интерфейсов. Данный продукт вошел в комплекс услуг по оптимизации работы колл-центров 
компании «Поиск-ИТ». 

5.2. Предложена нижняя оценка стоимости дерева принятия решений, основанная на сведении к ли-
нейной релаксации набора задач о покрытии, разработанные на ее основе алгоритмы интегри-
рованы в open-source программный продукт решения задач классификации Weka. Показана бо-
лее высокая эффективность этих алгоритмов по сравнению с ранее известными. 

6. Разработаны методы оптимизации иерархической структуры организационных систем, в т.ч.: 
6.1. Предложены модели иерархий делегирования решения проблем и исполнения приказов. Для 

этих моделей, основанных на однородных функциях затрат, найдены оптимальные иерархии, 
исследована зависимость формы оптимальной иерархии от параметров моделей. 

6.2. Исследована зависимость прибыли компании от ее размера, решена задача совместного выбо-
ра объема производства и иерархии управления.  

6.3. Сформулирована задача оптимизации структуры логистической сети, для ряда частных случаев 
разработаны методы поиска оптимальной сети поставок. Эти модели и методы легли в основу 
автоматизир. системы оптимизации товарных потоков крупной нефтегазовой корпорации. 

7. Показано, что разработанные методы оптимизации иерархий позволяют проектировать структуры 
технических систем, в т.ч.: 
7.1. Задача планирования сборочного производства (являющаяся обобщением задачи балансировки 

сборочной линии) сведена к задаче поиска оптимальной древовидной иерархии для секционной 
функции затрат, предложен точный алгоритм ее решения. 

7.2. Результаты, полученные для поиска оптимальной связывающей сети, применены для решения 
задачи построения оптимальной коммуникационной сети на примере оптимизации иерархиче-
ской структуры мультиагентной системы. 

8. Разработанные модели и методы оптимизации иерархических структур нашли применение на прак-
тике и в учебном процессе, что подтверждается справками и актами о внедрении. 




