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1. Введение 

Одной из ключевых проблем в теории управления в 

социальных и экономических системах является проблема 
минимизации потерь из-за отсутствия полной информации, 

необходимой для принятия управленческих решений. При этом 

специфика социально-экономических систем позволяет 
выделить отдельный класс задач – в которых необходимая 

информация для принятия решений недоступна лицу, 

принимающему решения, но доступна другим участникам 

системы, интересы которых затрагивают принимаемые 
решения – задачи принятия решений в условиях неполной 

асимметричной информированности [11]. Для данного класса 

задач исследуется возможность разработки механизмов, в 
которых лицо, принимающее решение, получает необходимую 

для этого информацию от остальных участников системы и 

которые позволяют получать эффективные решения, позволяю-

щие достигать максимальной суммарной полезности всех 
участников системы . 

В рамках современной теории разработки механизмов при-

нятия решений в социально-экономических системах (mecha-
nism design) можно выделить два класса задач: разработку меха-

низмов в условиях нетрансферабельной полезности, когда 

передача полезности между участниками системы невозможна, 
и в условиях трансферабельной полезности – когда возможна 

передача полезности между участниками системы.  

При этом классическим результатом, например [2, 27], яв-

ляется тот факт, что для первого класса задач за счет передачи 
информации от участников системы к ЛПР невозможно обеспе-

чить ту же эффективность принятия решений, что и в условиях 

полной информированности ЛПР о необходимых параметрах 
системы. В то время как для второго класса задач это возмож-

но – эффективность механизмов в условиях неполной асиммет-

ричной информированности может быть не ниже, чем в услови-
ях полной информированности. 

Исследования в области разработки эффективных механиз-

мов для второго класса задач были начаты еще в семидесятых 

годах прошлого столетия [19, 21, 32]. Но все эти механизмы 
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имели определенные недостатки, затрудняющие их практиче-

скую реализацию. 

В частности, механизм Гровса–Лейдярда [19] не гарантиро-
вал индивидуальной рациональности получаемого решения, так 

как оно не являлось равновесием Линдаля. Механизм Гурви-

ча [21] использовал структуру сообщений от участников систе-
мы ЛПР, затрудняющее его практическую реализацию. Меха-

низм Волкера [32] давал неустойчивое решение. Кроме того, 

эффективные решения в последних двух механизмах не могли 

быть достигнуты в рамках обучающей динамики, т.е. их реали-
зация на практике была крайне затруднительна. 

В данный момент наблюдается очередная волна интереса к 

данной проблеме: появился целый ряд новых публикаций, со-
держащих результаты теоретических исследований и имитаци-

онных экспериментов – см., например [12, 20, 28, 31]. В основ-

ном исследования сосредоточены на разработке механизмов, 

реализующих равновесие Линдаля при определении уровня 
производства коллективного блага. При этом общим недостат-

ком большинства предлагаемых в данных работах механизмов 

являются: 
1) сложные сообщения от участников системы к ЛПР; 

2) несбалансированность побочных платежей при неравно-

весных заявках. 
Задача распределения ограниченных ресурсов с помощью 

нерыночных механизмов при нетрансферабельной полезности 

рассматривалась как отечественными авторами, например 

[2, 10], так и зарубежными [13, 30]. При этом практическая 
актуальность разработки таких механизмов является актуальной 

и на данный момент [17, 26].  

Публикации, посвященные построению эффективных ме-
ханизмов распределения ресурсов при наличии трансферабель-

ной полезности, в основном рассматривают эту задачу для 

моделей мультиагентных систем со сложной сетевой структу-
рой. В первую очередь, исследуются так называемые «аукцион-

ные подходы» определения приоритетности потребителей (см., 

например [14]), в которых распределение ресурсов определяется 

на основе того, кто из претендентов назовет большую цену за 
единицу ресурса, по которой он готов компенсировать осталь-
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ным претендентам то количество ресурса, которое они недопо-

лучают. Однако основной акцент в этих моделях делается на 

сложные процедуры распределения ресурсов на сетевых струк-
турах [22, 24], а сами механизмы строятся на основе подходов к 

построению неманипулируемых механизмов (Викри–Гровса–

Кларка) [23]. 
Исследования ведутся также в направлении построения 

«квази»-оптимальных механизмов, которые могут реализовы-

вать почти оптимальное распределение ресурсов, напри-

мер, [27]. 
Отдельным направлением следует выделить работы в обла-

сти построения процедур распределенной оптимизации, где в 

последнее время были получены результаты, очень тесно пере-
секающиеся с теорией разработки механизмов [15]. Однако в 

настоящее время эти итеративные процедуры не представлены в 

форме механизмов, что не позволяет исследовать их теоретико-

игровые свойства. 
Наиболее близкой к предлагаемым авторами в данной ста-

тье подходу можно считать работу [20], в которой был предло-

жен механизм, реализующий равновесие Вальраса при распре-
делении индивидуальных благ. Но:  

1) предложенное ими решение не позволяет учитывать огра-

ниченность распределяемого ресурса; 
2) механизм обладает все той же сложной структурой заявок, 

о которой уже упоминалось выше. 

Нами предлагается развитие механизма Гровса–Лейдярда, 

предложенное в [8] для решения задачи активной экспертизы 
при трансферабельной полезности. В частности, было показано, 

что в рамках решения задачи активной экспертизы механизм 

Гровса–Лейдярда является индивидуально рациональным (что 
являлось, пожалуй, его ключевым недостатком при решении 

задач определения уровня коллективного блага). Данный меха-

низм предполагается адаптировать для задачи распределения 
ресурсов, так как можно предположить, что механизм распреде-

ления ресурсов также будет реализовывать индивидуально-

рациональные решения и можно будет обеспечить сбалансиро-

ванность трансферов как в эффективном решении, так и вне его. 
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В основе адаптации лежит идея представления задачи рас-

пределения ресурсов как многокритериальной задачи активной 

экспертизы, целесообразность и продуктивность которой была 
продемонстрирована в [7] для задачи распределения ресурсов 

при нетрансферабельной полезности. Суть идеи очень проста: 

задачу распределения ресурсов предлагается трактовать не как 
задачу распределения индивидуальных благ, а как задачу мно-

гокритериального выбора, в которой каждый из агентов может 

сообщить, каким он хочет видеть значение многокритериально-

го коллективного блага – распределения ресурсов между всеми 
агентами. 

Структура дальнейшего изложения такова. В разделе 1 опи-

сываются формальная постановка задачи эффективного распре-
деления ресурсов (максимизирующего сумму полезностей всех 

агентов) и модель, для которой ищется решение этой задачи. В 

разделе 2 описывается предлагаемый механизм распределения 

ресурсов на основе многокритериального голосования и дока-
зывается, что он реализует эффективное распределение ресур-

сов между агентами. Раздел 3 посвящен описанию процесса 

итеративных переговоров на основе предлагаемого механизма, 
который предполагается применять в условиях, когда каждый 

агент может не обладать полной информацией о функциях 

полезности всех претендентов на ресурс. В разделе 4 исследует-
ся построение «редуцированной» версии предложенного меха-

низма, в которой каждый агент будет сообщать только то, 

сколько ресурса он хочет получить сам. Основные результаты 

статьи иллюстрируются примерами, базирующимися на одной 
постановке задачи распределения ресурсов, которая также 

лежит в основе описанной в разделе 5 деловой игры, предназна-

ченной для экспериментальной апробации разработанного 
механизма. Кроме того, в разделе 5 приведены результаты 

нескольких пробных игр.  

2. Постановка задачи и основные определения  

Формально, задача распределения ресурсов записывается 
следующим образом. Организационная система состоит из 
одного центра и множества N = {1, …, n} агентов. У центра 
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имеются ресурсы в ограниченном количестве – 1
R


 , которые 

могут быть распределены между агентами в любой пропорции.  
Полезность каждого агента i  N относительно количества 

выделяемых ему ресурсов xi  [0, R] определяется функцией 
( )

i
u  : 1 1


 , принадлежащей некоторому множеству допу-

стимых функций полезности Ui. 
Обозначим множество допустимых распределений ресурса 

как  

 {A x 
1

( ,..., ) : , },
n

n i

i N

x x x R x




   

множество возможных профилей полезности агентов как  
{U u 

1
( ( ),..., ( )) : ( ) , }.

n i i
u u u U i N      

«Базовая» задача заключается в нахождении такого отобра-
жения ( ) : ,g U A   которое является утилитарно эффектив-
ным, т.е. максимизирует суммарную полезность всех агентов от 
распределенного ресурса для любого из возможных профилей 
полезности  u U : 

(1) ( ) max ( ).
i i

x A i N

g u Arg u x
 

   

Однако даже если решение (1) существует, может оказать-
ся, что оно манипулируемо [11] (или несовместимо со стимула-
ми, например [27]). То есть u U   и k N   что найдется про-
филь полезности ( , )

k k
u u u U


   такой, что 

 ( ( )) ( ( )),
k k k k

u g u u g u  

где 
k

u


 – профиль полезности всех агентов за исключением k; 
( , ),

k k
u u u


  а ( )

k
g u ( )

k
g u – количество ресурса, выделяемое 

агенту k при профиле полезности u. В рамках данной статьи 
будем рассматривать следующее множество профилей полезно-
сти U :  

1) функция полезности любого агента строго вогнута, не 

убывает и дважды непрерывно дифференцируема; 

2) u U  решение задачи (1) является внутренним.  

Очевидно, что в рамках данных предположений решение 

задачи (1) будет существовать и будет единственным, что поз-

волит сосредоточиться на проблеме совместимости со стимула-
ми. В качестве иллюстрации рассмотрим следующий пример. 
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Пример 1.  Пусть полезность каждого из агентов описыва-

ется функцией вида
1
 

(2) ( ) ,
i i i

u x r x   ,i N  

где 
i
r  – собственные «резервы» агента i, известные лишь ему.  

Максимум суммарной полезности всех агентов будет достигать-
ся при выделении каждому агенту ресурса в количестве  

 ( ) / ,
i i i

i N

x R r n r


    .i N  

То есть для решения задачи (1) от агента необходимо получить 
информацию о значении .

i
r  Очевидно, что если агента спросить 

о значении ,
i

r  то ему будет выгодно не сообщать правду, а 
занизить сообщаемое значение. Что и означает, что полученное 
правило эффективного распределения ресурсов несовместимо 
со стимулами агентам достоверно раскрывать информацию о 
своей функции полезности. ■

2
 

Будем называть механизмом набор , , ,S t    где 

i N i
S S


  – некоторое множество допустимых действий аген-

тов; ( ) : S A    – некоторая процедура, отображающая дей-
ствия агентов в множество допустимых распределений ресур-
сов;  ( ) :

n
t S   – некоторая процедура трансфера 

полезностей агентов. Обозначим ( ) 
,

, ,
u

N S    – игру, 
индуцированную механизмом, где 

, 1
{ ,..., }

u n    – профиль 
предпочтений агентов, определяемый на основе их профиля 
полезности u U и процедур ( )  и ( )t  : 

 ( ) ( ( )) ( ),
i i i

s u s t s    .i N   

В рамках данной статьи рассматривается следующая поста-
новка задачи распределения ресурсов: возможно ли найти меха-
низм, который позволит реализовать по Нэшу эффективное 
распределение ресурсов в случае, если решение задачи (1) 

                                         

1 Выбор постановки задачи распределения ресурсов, которая исполь-

зуется для иллюстрации основных результатов статьи – числа 

агентов, вида и параметров функций полезности агентов и парамет-

ров механизма, будет объяснен в разделе 6, где описывается поста-

новка деловой игры, разработанной для экспериментальной апробации 

разработанного механизма.  
2 Здесь и далее будем подобным образом обозначать конец примеров. 
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несовместимо со стимулами – т.е. u U  в игре будет един-
ственное равновесие Нэша ( )s u S


 : 

 ,i N 
i i

s S  ( ( )) ( , ( )),
i i i i

s u s s u  


  

такое, что ( ( )) ( ).s u g u 
  

Кроме того, сам механизм можно считать эффективным, 

только если ( ( )) ( ( )).
i i

i N i N

s u u g u 

 

   Что подразумевает  сба-

лансированность платежей: ( ( )) 0.
i

i N

t s u




  

3. Применение механизма Гровса–Лейдярда 
для решения задачи распределения ресурсов 

Рассмотрим механизм , , .S t    Каждый агент i N  
сообщает, каким он видит распределение ресурсов в системе, 
причем от любого из агентов он может потребовать «попол-
нить» ресурс. Требуется лишь, чтобы предлагаемое распределе-
ние удовлетворяло первоначальному ресурсному ограничению: 

 { : },
n

i i ji

j N

S s s R


    ,
i N i

S S


  

где 
ji

s  – заявка агента i о том, какое количество ресурса он 
считает нужным выделить агенту j. 

Процедура 
1

( ) { ( ),..., ( )}
n

s x s x s  , определяющее распреде-
ление ресурсов, усредняет заявки всех агентов: 

(3) 
1

1
( ) ,

n

i ij

j

x s s
n 

   .i N  

Трансферы агентов определяются следующим образом. С 

каждого из агентов взимается штраф за «разногласие», опреде-

ляемый следующим образом:  

(4) 2

1

( ) ( ( ) ) ,
n

i j ji

j

p s x s s


  .i N  

Параметр 0   можно трактовать как силу штрафов. Часть 
[0,1]   всех собранных штрафов возвращается агентам – 

делится поровну между ними, поэтому полный трансфер запи-
сывается следующим образом: 
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(5) 
1

( ) ( ) ( ),
n

i i j

j

t s p s p s
n





    ,i N  

Нераспределенная часть штрафов «сжигается» (или остает-

ся у лица, распределяющего ресурс). 
Параметр  удобно трактовать как балансировочный коэф-

фициент, так как при 1   трансферы всегда сбалансированы:   

 s S 
1

( ) 0.
n

i

i

t s


  

Кроме того, при 1   механизм можно трактовать как 

«квадратичное правило» Гровса-Лейдярда [12, 19], применяемое 

к n задач определения объема производства коллективного блага 

при отсутствии затрат на производство этих коллективных благ 
и наличии ограничения на суммарный объем производства 

(
i

i N

x R


 ), связывающий эти задачи
1
.  

Наличие совместных ограничений не позволяет сразу 

утверждать о применимости результатов, полученных при 
исследовании «квадратичного правила» Гровса–Лейдярда для 

рассматриваемой нами задачи, и требует дальнейших теорети-

ческих исследований. 

Опишем некоторые очевидные, но полезные для дальней-
шего исследования свойства данного механизма и индуциро-

ванной им игры  с функциями предпочтений агентов  

 ( ) ( ( )) ( ),
i i i

s u s t s    .i N   

Обозначим 
i i

s S
 
  – обстановку для агента ,i N  

\{ }
.

i j N i j
S S
 
  Обозначим ( )

i i i
br s S


  – функцию наилучшего 

ответа агента: 

 ( ) max ( , ).
i i

i i i i i
s S

br s Arg s s
 



  

Тогда можно записать следующее утверждение: 

                                         

1 В Приложении к статье приведено пояснение данного утверждения. 
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Лемма 1.  Пусть 1.n    Тогда ,u U   ,i N   

i i
s S
 

   функция предпочтения ( , )
i i i

s s


 вогнута и 

! ( )
i i

br s


 = max ( , ).
i i

i i i
s S

arg s s




 

Доказательство леммы 1 и других утверждений приведены 
в Приложении. 

Так как в исследуемой игре множества 
i

S  – выпуклые под-
множества n , а функции ( , )

i i i
s s


 в соответствии с леммой 1 

вогнуты по 
i

s и, по построению, непрерывны по ,
i

s


 то в этой 
игре существуют равновесия по Нэшу, см., например, [4]. 

Важным следствием из леммы 1 является тот факт, что при 
2n   принудительная балансировка трансферов невозможна, 

так как допустимы только значения 1.   Кроме того, если 
исследовать зависимость ( )

i i
br s


 от параметров   и  , кото-

рую будем обозначать как ( , , ),
i i

br s  


 то ,i N   
i i

s S
 

   
( , , )

i i
br s  


= ( ,0, ),

i i
br s 


 где  

 
1

.
1

n

n


 

 



 

Иными словами, функции наилучших ответов агентов для 
механизма с параметрами   и   эквивалентны функциям 
наилучших ответов для механизма с параметрами 0   и  , 
при которых трансферы (5) агентов определяются более простой 
формулой: 

 2

1

( ) ( ( ) ) .
n

i j ji

j

t s x s s


   

Обозначим
\{ }

1

1
j i jk

k N i

x s
n








  – количество ресурса, кото- 

рое предлагают выделить агенту j N  все агенты за исключе-
нием агента .i N  Очевидно, что если агент i согласится с 
«мнением» остального «общества» относительно выделяемого 
агенту j ресурса, т.е. ,

ji j i
s x


  то в соответствии с процедурой 

( )s  получится, что .
j j i

x x


  

Обозначим ,i j N   
ji

  ( ) ,
ji i j i

br s x
 

   

max{0; }.
i ii j i

j N

A x R




     С учетом введенных обозначений, 
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функции наилучшего ответа ( ) { ( )} ,
i i ji i j N

br s br s
  

 ,i N  опре-

деляются следующим утверждением. 
Лемма 2.  Пусть 1.n    Тогда ,u U   ,i N   

i i
s S
 

   
ii

  определяется из решения уравнения
1
 

(6) 
1

i ii i i
u x

n


 
    
 

1
2 (( 1) ),

ii i

n
n A

n



    

 а \ { }j N i  / (1 ).
ji i

A n    

Определив функции наилучших ответов агентов с помощью 

леммы 2, можно осуществить поиск равновесных по Нэшу 
сообщений агентов как неподвижных точек отображения 

( )BR   { ( )} : .
i i i N

br s S S
 

   

Кроме того, лемма 2 формально обосновывает следующее 

рациональное поведение агентов в индуцированной игре. Если 
агенту целесообразно просить для себя большее количество 

ресурса, чем ему предлагает общество, то возникающий от этого 

«дефицит» в рамках своей заявки агенту оптимально устранять, 
уменьшая предлагаемые обществом остальным агентам заявки 

на одинаковую величину – \ { }j N i 
ji

  / (1 ).
ii

n   При 

этом, если в соответствии с заявками остальных агентов, необ-

ходимо распределять весь ресурс ( j i

j N

x R




 ), уравнение (6) 

приобретает следующий вид: 

(7) 
1

i ii i i
u x

n


 
    
 

2 ( 1) ,
ii

n    

и 
ji

  / (1 ),
ii

n  \ { }.j N i  

Ведем обозначение   ,
ii

i N

s R




  которое можно интерпре-

тировать как «дефицит» ресурса в системе – разницу между 

суммой того, что каждый агент просит выделить себе, и доступ-

                                         

1 ( )
i

u  обозначает частную производную ( )
i

u   по ,
i

x  ( )
i

u   – вто-

рую частную производную по .
i

x  
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ным количеством ресурса. Через 1
( )

i
u

   обозначим функцию, 

обратную к ( )u  . 

Утверждение 1.  ,u U   [0,min(1, 1)],n    0   в иг-
ре ( )  существует единственное равновесие Нэша s S


 , 

такое что 

( ) arg max ( ).
i i

x A i N

s u x 

 

     

При этом *
s и ( )s   связаны следующими соотношениями:  

 i N 
* *

( ) ,
i ii

x s s
n


    

\ { }j N i 
* *

( ) ,
( 1)

j ji
x s s

n n


 


 

где   является единственным решением уравнения 

(8) 1
(2 ) .

i

i N

u R



    

Таким образом, утверждение 1 показывает, что исследуе-
мый нами механизм   обеспечивает решение задачи (1) как 
равновесие Нэша в индуцированной им игре агентов ( ),  
которое единственно, и дает понимание того, как связаны рав-
новесные заявки агентов с параметрами механизма и решением 
задачи (1). 

Из утверждения 1 можно получить следующие свойства 
предложенного механизма. В первую очередь, определим 

трансферы агентов (5) в равновесии: 

(9) 
2

*
( ) (1 ) ,

( 1)
i

t s
n n

 


 


 .i N  

Из (9) очевидным образом следует, что трансферы всех 
агентов при любых значениях параметров механизма одинако-
вы. А в сбалансированном механизме ( 1  ) в равновесии 
трансферы отсутствуют. Это можно трактовать следующим 
образом: механизм   позволяет использовать трансферы как 
«угрозу», без необходимости их осуществления при достижении 
эффективного распределения ресурсов. Более того, один из 
основных недостатков механизма Гровса–Лейдярда при приме-
нении его в задаче определения уровня производства коллек-
тивного блага состоял в том, что решение могло оказаться инди-
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видуально нерациональным для отдельных агентов (см., напри-
мер [19]). Отсутствие трансферов в случае применения сбалан-
сированного механизма к рассматриваемой нами задаче означа-
ет, что если оптимальное распределение ресурсов является 
индивидуально рациональным, то и решение игры будет инди-
видуально рациональным для всех агентов. 

Однако обеспечить максимум суммарной полезности аген-

тов при применении механизма можно только при 1 
1
. 

Следствие 1.  u U 
*

1

( ) 0
n

i

i

t s


  тогда и только тогда, 

когда 1.    

Любопытным является также тот факт, что в несбалансиро-
ванном механизме (при 1  ) итоговый трансфер для каждого 
агента уменьшается с ростом силы штрафов, так как (9) можно 
записать как 

 * 2 *(1 )
( ) ( ( )),

( 1)
i i i

t s u x s
n n



 




 
 

откуда видно, что для заданных ,N  u U и R  размеры транс-
феров зависят только от  и  . Причем они обратно пропорци-
ональны последнему параметру – силе штрафов. То есть, увели-
чивая силу штрафов, трансферы агентов также можно сделать 
сколь угодно малыми. 

Таким образом, предложенный механизм позволяет 

реализовать эффективное распределение ресурсов, как 
единственное равновесие Нэша, и при сбалансированных 

платежах является эффективным. 

Проиллюстрируем предложенный механизм на решении 
задачи распределения ресурсов из примера 1. 

Пример 2.  Пусть 3 агента претендуют на ограниченный 
ресурс, доступный в количестве R = 115. Полезность каждого из 
агентов описывается функцией (2). Собственные резервы аген-
тов заданы набором r={1;9;25}, где 

i
r  – резервы агента i, из-

вестные лишь ему.  

                                         

1
 Если отказаться от требования возрастания функций полезности 

агентов, то платежи могут оказаться сбалансированными при 

1  , если решение задачи (1) будет внутренним. 
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В этом случае эффективным будет распределение 

x={49;41;25},  а полезность любого из агентов будет примерно 

7,07. 
Если применить предложенный механизм с параметрами 
1,   0,0005,   то в индуцированной им игре агентов равно-

весными будут следующие заявки (с точностью до второго 
знака после запятой):  

1
{96,14; 17,43; 1,43},s    

2
{25,43; 88,14; 1,43},s    

3
{25,43; 17,43; 72,14}.s   

 Усреднение этих заявок для каждого из агентов дает эффек-

тивное распределение ресурса x={49;41;25}.  То есть каждый из 

агентов просит себе примерно на 47,14 большее количество 
ресурса, чем получает, занижая свои заявки для остальных 

на 23,57.  
В соответствии с (4), штраф за разногласие для любого из 

агентов составят 1,67,
i

p   {1;2;3}.i  Поэтому трансферы 
очевидным образом равны 0 и сбалансированы. 

Увеличение силы штрафов в два раза ( 0,001  ) приведет 
к уменьшению «разногласий» в два раза – каждый агент будет 
просить себе примерно на 23,57 большее количество ресурса, 
чем получает, занижая свои заявки для остальных на 11,785: 

 
1

{72,57; 29,215; 13,215},s   

 
2

{37,215; 64,57; 13,215},s    

 
3

{37,215; 29,215; 48,57}.s   

Очевидно, что распределение ресурсов будет также 
оптимальным – {49;41;25}.x   А штрафы за разногласие также 
уменьшатся вдвое – 0,83

i
p   {1;2;3}.i   Трансферы агентов, 

опять же, будут равны 0 и останутся сбалансированными.  
Если же оставить силу штрафов 0,0005,   но «отменить» 

полностью балансировку – 0,   то заявки агентов будут в 
точности совпадать с описанными в предыдущем абзаце. Не 
изменятся и штрафы за разногласие, но трансферы агентов уже 
не будут сбалансированными – 0,83

i i
t p  {1;2;3}.i   Сум-

марная полезность агентов уменьшится на 2,5.■ 
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4. Исследование сходимости  процесса 
итеративных переговоров на основе 
предложенного механизма 

Реализация равновесия Нэша требует от агентов полной 
информированности о параметрах индуцированной механизмом 
игры, что крайне редко встречается в практических задачах 
распределения ресурсов. Исследуем возможность применения 
механизма в условиях, когда каждый агент может знать только 
свою функцию полезности, доступное количество ресурса, 
общее число агентов и механизм. Для определения распределе-
ния ресурсов между ними используется следующий итератив-
ный процесс переговоров I  на основе предложенного меха-
низма , ,S t   : 

 ( ) ( ( )),x s    ( ) ( ( )) ( ( )),
i i

u x t s      

где 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
n

s s s S     – сообщения агентов на итерации 
1.   Процесс переговоров продолжается до такой итерации ,T  

на которой агенты перестанут менять свои заявки: 
( 1) ( )s T s T  . 

Для ответа на вопрос, может ли сойтись данный процесс к 

эффективному распределению за конечное число итераций, 
необходимо сделать предположения о том, как принимает ре-

шения о свей заявке каждый из агентов на каждой из итераций 

процесса и исследовать его свойства, как свойства дискретного 

динамического процесса. Примером простейшей гипотезы о 
принятии решений агентами является динамика Курно, в рамках 

которой каждый агент выбирает свое действие как наилучший 

ответ на действия всех остальных агентов на предыдущей ите-
рации, см., например [12, 28]: 

 ( ) ( ( 1)).
i i i

s br s 


   

Обозначим ( ) ( ).
i ji

j N

s s 


   

Лемма 3.  Если для некоторого 1   ( )s S   таково, что 

( ( )) ,s R    то при поведении агентов в соответствии с 

динамикой Курно ( ( 1)) ( ( )) .s s      Если же ( ( )) ,s R    

то и ( ( 1)) .s R     
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То есть если в рамках динамики Курно ( )s   обеспечивает 
не полное распределение ресурса, то ( 1) ( ( ))s br s    будет 
увеличивать количество распределяемого ресурса. Если же ( )s   
распределяет ресурсы полностью, то ( 1) ( ( ))s br s    также 
будет распределять ресурсы полностью. 

Проведем анализ итеративного процесса в области 
{ : }

i
S s S i N s R     . По сути, необходимо проверить, 
является ли равновесие Нэша притягивающей неподвижной 
точкой отображения ( )BR   (см., например [1]): 

2
{ , }s s S   ( , ) ( ( ), ( )),d s s d BR s BR s    

где ( , )d s s  – расстояние в S  (может быть выбрана произволь-
ная метрика). 

Соответственно, если механизм порождает игру, в которой  
отображение ( )BR   сжимающее для некоторого ,u U  то он 
также называется сжимающим для данного u U  [20, 31]. Если 
механизм является сжимающим, то для целого ряда гипотез 
поведения агентов, включая динамику Курно, итеративный 
процесс при заданном профиле полезностей u U  будет схо-
диться к ( ).s u

  В случае нашего механизма ситуация немного 
сложнее. Обозначим 2

( )BR   ( ( )) :BR BR S S   – «двойное 
отображение», построенное на основе ( ).BR   

Лемма 4. u U  , такого, что s S   существует конеч-

ная 1
:C


 max( ( ( )) ,

i i
i N

u x s C


   то найдутся такие 

1
max( ( ( )),

2
i i

i N
u x s

n




   при которых 2
( )BR   является сжима-

ющим отображением.  
Так как отображение 2

( )BR   сжимающее, то оно имеет 
единственную неподвижную точку. Очевидно, что неподвижная 
точка отображения ( ),BR   которую мы нашли ранее, будет 
также и неподвижной точкой отображения 2

( ).BR   Поэтому 
можно сформулировать следующее утверждение. 

Утверждение 2.  Эффективное распределение ресурса реа-

лизуется в итеративном процессе I  для любого профиля 

предпочтений из U , такого, что существует конечная 

1
:C


 max( ( ( ))

i i
i N

u x s C


  , а агенты действуют по динамике 

Курно. 
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К сожалению, результаты по стратегиям поведения агентов, 

отличным от динамики Курно [9, 12, 28], требует дополнитель-

ной проверки для рассматриваемого механизма, так как меха-
низм не является сжимающим в классическом определении. 

Однако результаты, полученные для динамики Курно, имеют 

самостоятельную ценность, потому что именно подобная дина-
мика реализуется в алгоритмах распределенной оптимизации в 

мультиагентных системах по типу [15]. Исследуемый нами 

механизм может быть применен для решения аналогичных 

задач. 
Кроме того, открытым остается вопрос о скорости сходимо-

сти итеративного процесса к равновесию Нэша. Из доказатель-
ства леммы 4 следует, что делать   очень большой не целесо-
образно: в этом случае в итеративном процессе переговоров 
агенты будут стремиться минимизировать значения штрафов – 
процесс будет достаточно быстро сходиться к среднему ариф-
метическому стартовых заявок агентов, затем медленно дви-
гаться в сторону эффективного распределения. 

Проиллюстрируем полученные в данном разделе результа-

ты на нескольких примерах. 

Пример 3.  Действие механизма при поведении агентов в 
соответствии с динамикой Курно. 

Рассмотрим постановку задачи распределения из примера 1, 
взяв параметры механизма, рассмотренные в примере 2: 1  , 

0,0005  . Как видно из примеров 1 и 2, при данных парамет-
рах штрафы за разногласие в равновесии ( 1,67 ) в некотором 
смысле «сопоставимы» с той полезностью, которую получает 
любой из агентов при эффективном распределении ресурсов –

7,07 . Рис. 1 демонстрирует динамику выигрышей (который 
могли бы получить агенты, если бы переговоры закончились бы 
на этой итерации) и заявок агентов (про количество ресурса для 
агента 1) в случае, если на первой итерации каждый агент по-
просил отдать весь ресурс ему.  

Параметры 1  , 0,0005   удовлетворяют условию лем-
мы 4 той части области S , где любой из агентов получает не 
менее 31

i
r  единицы ресурса. 

Начиная с итерации 8, получаемый каждым агентом ресурс 

отличается от оптимального не более чем на 1. Оптимальное 
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распределение достигается только на 39-й итерации. На любой 

итерации после 39-й агенты не меняют своих заявок. ■ 

 

 

Рис. 1. Выигрыши агентов и их заявки про ресурс для агента 1 
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Динамика Курно, как уже было сказано выше, одна из базо-

вых моделей принятия решений. И если для искусственных 

мультиагентных систем данная динамика может быть «запро-
граммирована» априори [15], то принятие решений реальными 

людьми крайне редко может быть описано в рамках данной 

динамики [17]. Более того, ожидать, что рациональный субъект 
может следовать данной модели принятия решений можно лишь 

в том случае, если она будет увеличивать его выигрыш. 

Приведем пример модели поведения рационального пове-

дения агентов, в которой эффективное распределение ресурсов 
не может быть достигнуто в процессе итеративных переговоров.  

Пример 4.  Отказ агентов от динамики Курно. 
Если в модели, использованной в предыдущих примерах, 

ресурс между агентами делится поровну, то агент 3 (
3

25r  ) 
получает полезность 7,95,  т.е. больше, чем при эффективном 
распределении ресурса – 7,07.  Агенты 1 (

1
1r  ) и 2 (

2
9r  ) 

получают при этом меньшую полезность, чем при эффективном 
распределении ресурсов. То есть агент 3 предпочел бы, чтобы 
ресурс делился поровну по эффективному распределению, в то 
время как агенты 1 и 2 – наоборот. 

Рассмотрим динамику заявок агентов, полученную в при-
мере 3, в которой на первой итерации каждый агент попросил 

отдать весь ресурс себе. Из (3) следует, что в этом случае ресурс 

между ними будет поделен поровну, а из (5) – что трансфер 

каждого агента будет равен 0. Поэтому выигрыш каждого из 
агентов будет в точности равен полезности от полученного 

ресурса. 

Если агент 3 действует по динамике Курно, выбирая на 
каждой итерации свою заявку, как наилучший ответ на обста-

новку на предыдущей итерации, то его выигрыш в игре (полез-

ность минус трансферы) будет уменьшаться с каждой итераци-
ей, за исключением первой (см рис. 1). Более того, выигрыш, 

который он может ожидать, выбирая наилучший ответ, будет 

всегда меньше, чем тот, который реализуется на соответствую-

щей итерации. В отличие от двух других агентов, чьи выигрыши 
будут возрастать. 

Вот почему у агента 3 может возникнуть мотивация отка-

заться следовать динамике Курно как стратегии своего поведе-
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ния. В частности, он может не уменьшать то количество ресур-

са, которое он просит себе, все время требуя отдать весь ресурс 

ему. 
На рис. 2 приведены графики изменения выигрышей аген-

тов и ресурса, который будет получать агент 1 для случая, если 
агент 3 решил не менять заявку 

33
s R  на всех итерациях, но 

минимизирует свой трансфер за счет выбора заявок 
13

s  и 
23

s  в 
соответствии с динамикой Курно.  

Агенты 1 и 2 действуют в соответствии с динамикой Курно 
до 10-й итерации. На второй итерации выигрыш агента 3 значи-
тельно уменьшается, а выигрыши агентов 1 и 2 растут. Но, 
начиная с 3-й итерации и вплоть до 15-й, выигрыши агентов 1 и 
2 оказываются меньше, чем на итерации 1. Более того, начиная с 
13-й итерации заявки агентов 1 и 2 оказываются «равновесны-
ми» в том смысле, что каждому из них невыгодно от них откло-
няться, при условии, что агент 3 не будет менять свою заявку

1
. 

Для агента 3 сообщение 
33

s R  не является компонентой его 
наилучшего ответа на всех итерациях вплоть до 14-й: 

33 3
( ( 1)).R br s 


    

На 15-й итерации агент 2 отказывается от модели поведения 
по динамике Курно. Мотивацией данного отказа может служить 
тот факт, что выигрыш его все время убывал, в отличие от 
агента 1, чей выигрыш пускай и незначительно, но возрастал. А, 
как было упомянуто выше, после 13-й итерации заявки агентов 
перестали меняться. Поэтому на 15-й итерации агент 2 меняет 
свою заявку про тот ресурс, который он просит себе на старто-
вую – 

22
(15)s R . И далее не меняет 

22
,s  выбирая в соответ-

ствии с динамикой Курно лишь компоненты заявки 
12

s  и 
32

,s  
минимизируя свой трансфер. На итерации 15 он несколько 
теряет в выигрыше, но начиная с 16-й итерации и далее агент 2 
получает больший выигрыш, чем при выборе им стратегии 
наилучших ответов на ранних итерациях.  

Начиная с итерации 15, только агент 1 выбирает свою заяв-

ку как наилучший ответ на заявки оппонентов. При этом аген-

ты 2 и 3 просят для него отрицательное количество ресурса, 
минимизируя свои трансферы. 

                                         

1 При моделировании с точностью 10–3. 
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Рис. 2. Выигрыши агентов и их заявки про ресурс для агента 1 
при последовательном отказе агентов следовать динамике 

Курно 

Но, начиная с 20-й итерации тот ресурс, что агент 1 может 
получить, как и его наилучший ответ, перестают сильно менять-
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ся, а его выигрыш оказывается 4,85.  Начиная с 23-й итерации 
в рамках рассматриваемой нами точностью агент 1 не может 
улучшить свой выигрыш, меняя свои заявки в рамках динамики 
Курно. Если агент 1 откажется следовать динамике Курно, то он 
может увеличить свой выигрыш. В нашем примере на итерации 
25 он перестает следовать наилучшим ответам и просит отдать 
весь ресурс себе. И далее не меняет 

11
,s  выбирая в соответствии 

с динамикой Курно лишь компоненты заявки 
21

s  и 
31

,s  миними-
зируя свой трансфер. В этом случае, если все агенты не меняют 
заявки про ресурс для себя, но выбирают заявки про остальных, 
минимизируя свой трансфер, то начиная с итерации 34 заявки, 
выигрыши всех агентов и выделяемый им ресурс оказываются 
такими же, как и на первой итерации.  

На всех итерациях, кроме 2-й, выигрыш агента 3 оказывает-

ся больше, чем при эффективном распределении ресурсов, 

поэтому выбранная им стратегия может считаться рациональной 
(точнее ограниченно рациональной). При этом эту стратегию 

поведения можно охарактеризовать, как «несговорчивую».  

Суммарный выигрыш агентов меньше максимального, что 
естественно. ■ 

Действуя в рамках «робастного» подхода, можно утвер-

ждать, что пример 4 иллюстрирует тот факт, что итеративный 

переговорный процесс не гарантирует эффективного распреде-
ления ресурсов при достаточно рациональных гипотезах пове-

дения агентов.  

5. Уменьшение размерности пространства 
сообщений агентов 

Предлагаемый механизм требует от агентов сообщения 
полного вектора распределения ресурсов. Что может быть за-
труднительным на практике, особенно если число агентов вели-
ко. Кроме того, агенты могут использовать возможность сооб-
щать полный вектор для кооперации друг с другом, сообщая 
скоординированную заявку. В частности, возможны ситуации, в 
которых сообщество разделяется на две группы. Тогда их взаи-
модействие можно рассматривать как игру двух агентов, что 
при сбалансированных платежах может не позволить реализо-
вать эффективное распределение, так как в этом случае окажет-
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ся, что 0   и у двух групп будут отсутствовать стимулы 
договариваться. Поэтому целесообразным представляется ис-
следование возможности исключения кооперации между аген-
тами за счет координации своих заявок. 

Полученные в разделе 3 результаты по виду функций 
наилучших ответов агентов мотивируют исследовать возмож-
ность построения модификации исследуемого механизма, в 
которой каждый агент будет сообщать лишь то, сколько ресурса 
хочет получить лично он – ˆ ˆˆ ˆ, , ,S t    где .

i
S   

Сохраним обозначение заявки агента 
ii

s , i N . 

Из утверждения 1 следует, что в равновесии каждый агент 
по процедуре ˆ :

n
X   должен получать ресурс в количестве 

(10) ˆ .
ii

i N

i ii

s R

x s
n





 


 

Предположим, что таким же образом ресурс будет распре-

деляться для всех возможных заявок агентов, таких что 

0.
ii

i N

s R


   В случае отсутствия дефицита каждый агент будет 

получать, сколько просит: i N  .
i ii

x s  

С каждого агента будем брать платеж 2ˆˆ ( ) .
i ii i
t s x   Оче-

видно, что платежи всех агентов будут одинаковы, поэтому 

балансировка платежей недопустима – в противном случае 

реальный платеж каждого агента всегда будет нулевым. Спра-
ведливы следующее утверждения. 

Лемма 5.  Механизм ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    реализует эффективное 
распределение ресурсов как единственное равновесие Нэша в 
индуцированной им игре агентов ˆ( ).  

Лемма 5 позволяет сформулировать утверждение об эквива-
лентности между механизмами , ,S t    и ˆ ˆˆ ˆ, , .S t    
Эквивалентными считаются механизмы (распределения ресур-
сов), которые для любого профиля предпочтений агентов реали-
зуют одинаковое распределение ресурсов. 

Утверждение 3.  Пусть механизм , ,S t    задан па-
раметрами 0,   1.   Механизм ˆ ˆˆ ˆ, ,S t   , в котором  

2

1ˆ :
( 1)

n

n n


 

 



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1) эквивалентен механизму , , ;S t    
2) равновесные заявки агентов в механизме ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    

совпадают с равновесными заявками про собственный ресурс в 
механизме , , .S t    

Таким образом, для отдельных параметров механизма 
, ,S t    оказывается возможным построение эквивалент-

ного ему механизма ˆ ˆˆ ˆ, ,S t   , в котором все агенты сооб-
щают только заявку на ресурс для себя. Однако балансировка 
этого механизма невозможна, поэтому, в отличие от механизма 

, ,S t   , его нельзя считать эффективным. Но для него 
справедлива аналогичная зависимость абсолютных платежей 
агентов от силы штрафов: 

 

2

* *( 1)
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )).

ˆ
i

i i

i

un n
p s x s

x





 

То есть имеется возможность сделать платежи агентов сколь 

угодно малыми, что позволяет трактовать его, по аналогии с 
[29], как почти эффективный. 

Однако из-за ненулевых платежей в механизме 
ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    нельзя гарантировать, что будет обеспечена инди-

видуальная рациональность решения для всех агентов.  
В тоже время на основе итеративного процесса переговоров 

I  можно предложить «редуцированный» итеративный процесс 
переговоров Î , в котором на каждом итерации у агентов 
спрашиваются только их заявки про ресурс для себя – ( ),

ii
s   

.i N  Причем i N  (1) .
ii

s R  При этом заявки агента о том, 
какое количество ресурса следует выделять каждому из осталь-
ных агентов, определяются следующим образом. 

На первой итерации, если поданные заявки агентов не мо-

гут быть удовлетворены, то считается, что агент предлагает весь 
оставшийся после удовлетворения его заявки ресурс поделить 

поровну между остальными агентами. То есть если  

 (1) ,
ii

i N

s R


   

то ,i N   \ { }j N i   (1) .
1

ii

ji

R s
s

n





 

Если в системе нет дефицита ресурсов, то считается, что все 
агенты согласны с поданными заявками. То есть при  



 

Управление большими системами. Выпуск 46 

 240 

 (1)
ii

i N

s R


   

 i N  , \ { }j N i   (1) (1)
ji jj

s s . 

Для любой итерации 1   для каждого из агентов его заяв-
ки про количество ресурса для каждого из остальных агентов 
рассчитываются как его наилучший ответ в игре ( )  на обста-
новку на предыдущей итерации: 

\ { }j N i  ( ) ( ( 1)),
ji ji i

s br s 


   предполагая, что  

 ( ( 1)) ( ).
ii i ii

br s s 


    

То есть при  

 
\{ }

( ) ( 1)
ii j i

j N i

s x R 




      

 ( ) ( 1).
ji j i

s x 


    

Иначе  

 
1

( ) ( 1)
1

ji j i i
s x A

n
 


  


,  

где 
\{ }

i ii j i

j N i

A s x R




   . 

В рамках данного итеративного процесса переговоров ди-
намика Курно подразумевает, что каждый агент будет выбирать 
свою заявку на каждой итерации как решение уравнения (6), 
беря в качестве обстановки заявки всех агентов про количество 
ресурса для него ( 1).

i i
s 


  
Очевидно, что если итеративный процесс I  обеспечивает 

сходимость к равновесию Нэша в игре ( )  в предположении, 
что агенты действует в соответствии с динамикой Курно, то и 
Î  также обеспечит сходимость к этому равновесию.  

Предлагаемый итеративный процесс Î  исключает воз-
можность кооперации агентов путем координации заявок, так 
как каждый агент может выбирать заявку «про себя», а меха-
низм будет перераспределять создаваемый этой заявкой дефи-
цит поровну между всеми другими агентами. Но он остается 
уязвимым к поведению, иллюстрируемому рис. 2 – когда неко-
торые агенты (или все) не действуют по динамике Курно. Более 
того, для ситуации, рассмотренной в примере 4, для агента 3 не 
существует угрозы кооперации агентов 1 и 2. 
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6. Экспериментальная апробация  

Для экспериментальной апробации полученных 

теоретических результатов и результатов компьютерного 
моделирования была разработана деловая игра и 

информационная система для ее проведения на основе 

программы zTree [16]. 
В данном разделе описывается серия игр, проведѐнная 

с целью проверки предлагаемого механизма ρ в максимально 

свободных условиях и с различными участниками: 
 в системе были реализованы одновременно оба 

итеративных процесса переговоров I  и Î , игроки могли 
свободно выбирать между ними в процессе игры. 

 игрокам не запрещалось общаться в реальности во время 

проведения экспериментов (игр). 
Игрокам предлагалась следующая ситуация, приближенная 

к реальности: игроки-студенты делят между собой время на 
консультацию у преподавателя; выигрыш каждого игрока 
является оценкой за экзамен и монотонно зависит от 
полученного времени консультации, определяясь функцией (2), 
где тип i-го игрока 

i
r  определял его начальные «знания», из-

вестные лишь ему. 
Параметры игры подбирались таким образом, чтобы 

выигрыш каждого игрока в Парето-оптимуме составлял при-

мерно 7 баллов по десятибалльной системе (4 по пятибалльной). 
Для получения большего балла (оценки отлично) игроку нужно 

было «выторговать» большее количество ресурсов, чем в опти-

мальном распределении. 

Порядок проведения игр был следующий: 
1. Теоретическое объяснение игры и применяемого меха-

низма распределения ресурса. 

2. Обучающая игра с возможностью обсудить с ведущим не-
понятную ситуацию. 

3. Серия реальных игр; 

4. Объявление результатов. 
Организаторы игры разбивали имеющийся коллектив на 

группы (по 3 или по 5 человек), каждая группа играла свою 

игру. Если коллектив мог быть разбит на несколько групп, то 
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перед каждой следующей игрой разбиение коллектива на груп-

пы изменялось случайно. Номера (и соответственно типы) 

игрокам назначались случайно перед каждой игрой и в течение 
одной игры не менялись. Таким образом, если человек играл в 

нескольких играх, его тип мог меняться от игры к игре. 

Среди участников игр были студенты МФТИ (факультеты 
РТК и ИБС) и сотрудники ИПУ РАН, при этом игры проводи-

лись по отдельности: со студентами ФРТК МФТИ (бакалаври-

ат), со студентами ФИБС МФТИ (магистратура) и с сотрудни-

ками ИПУ РАН. 
Игрокам также раздавались распечатанные инструкции к 

игре и к информационной системе проведения игры. Полный 

текст инструкции игры доступен по адресу 
http://www.mtas.ru/games/gl. 

Исходной, «Базовой», являлась игра, описанная в приме-
ре 2: число игроков 3n  , распределяемое время консультаций 

115R  , собственные знания (типы агентов) принадлежат набо-
ру {1;9;25}r  , причѐм каждый тип может принадлежать только 
одному игроку. Параметры механизма 1   и 0,0005   были 
выбраны по следующим соображениям. Во-первых, штрафы 
игроков в равновесии ( 1,67 , см. пример 2) были сопоставимы 
с той полезностью, которую получают игроки получают при 
оптимальном распределении ресурсов ( 7,07 , см. пример 2). 
Во-вторых, данные параметры механизма удовлетворяют требо-
ваниям утверждения 2 в значительной области возможных 
значений вектора распределения ресурсов − см. пример 3. 

Каждый игрок знал все перечисленные выше параметры, но 

не знал, какими именно типами из набора обладают другие 

игроки. Кроме того, априори игрокам не было известно, кто 
именно из других участников эксперимента играет с ним в 

одной игре. Однако с учетом того, что общение между участни-

ками игр не ограничивалось, данную информацию игроки могли 
получить в ходе игры. 

Игра (в группе) заканчивалась, если все игроки перестали 

менять свои заявки или было достигнуто 100 итераций (τ ≤ 100, 
игра заканчивается после совершения 100-й итерации). При этом 

выигрыш игрока определяется как его выигрыш в игре на 

последней итерации. 
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Хотя динамика Курно не приводит игроков к ситуации 

выдачи кому-либо отрицательного ресурса, в реальной ситуации 

нельзя исключить такой возможности, поэтому была 
реализована система штрафов, при которой сильно (10 000 

баллов) штрафуется игрок, получивший отрицательное количе-

ство ресурса и тот игрок, заявка которого оказала решающее 
влияние на это. 

На каждой итерации игрок мог выбирать между действием 
по ,I  определяя самостоятельно все компоненты своей заявки 
(полный вектор распределения ресурсов) или по ˆ ,I  определяя 
лишь компоненту заявки про собственный ресурс, делегируя 
системе выбор других компонент заявки. 

Кроме «Базовой» игры в эксперименте использовались сле-
дующие ее модификации:  

1. «5 игроков», в которой {1;9;25;1;9}r  и 205R  . 
2. «Без балансировки»: 0.   

В таблице 1 приведено общее число игр каждого типа и 
общее число итераций. 

Таблица 1. Типы игр 

Тип игры 

Комбинация  

параметров 

( , , )n   

Количество 

игр 

Общее количе-

ство итераций 

Базовая (1; 0,0005; 3) 6 553 

5 игроков (1; 0,0005; 5) 3 123 

Без балансировки (0; 0,0005; 3) 10 93 

 

Общий итог данной серии экспериментов следующий.  

1. Ни в одной из проведенных игр не наблюдалась динамика 
Курно. 

2. Эффективное распределение ресурсов (а также почти) бы-

ло достигнуто в 8 играх (в «Базовых» – 1, в «5 игроков» – 1, в 

«Без балансировки» – 6), причем во всех этих случаях эффек-
тивное распределение было достигнуто в результате полной 

кооперации агентов. 

3. Кооперативное поведение наблюдалось в 13 играх (в «Ба-
зовых» – 3, в «5 игроков» – 3, в «Без балансировки» – 7), причем 

образование полной коалиции наблюдалось в 12 случаях. Игры, 
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в которых отсутствует кооперативное поведение, будем назы-

вать некооперативными, другие – кооперативными: 

(не)кооперативные «Базовые» игры и т.п. В одной игре образо-
валось две коалиции игроков (двое против одного в игре «Без 

балансировки»). 

4. Среднее число итераций – 14,95, среднее число итераций 
по типам игр: «Базовые» – 33, «5 игроков» – 15, «Без баланси-

ровки – 4,1». 

Некооперативное поведение наблюдалось лишь в 6 играх – 

по три в «Базовых» и в «Без балансировки», но эти игры сильно 
отличаются даже по среднему количеству итераций, поэтому 

сравнивать их между собой не стоит.  

Сравним средние по играм заявки игроков о себе на по-
следних итерациях (в конце игры) с заявками игроков о себе, 

равновесными по Нэшу, т.е. насколько далеко средние заявки о 

себе отличались от равновесных по Нэшу в конце игр. В трѐх 

некооперативных «Базовых» играх средние заявки о себе игро-
ков типа 1, 2 и 3 представлены в таблице 2: жирным шрифтом 

выделены заявки игроков о себе, через знак «/» – равновесные 

по Нэшу заявки игроков о себе. Видно, что отличие от равно-
весной по Нэшу заявки существенное и разное по направлению 

для игроков разного типа. Так, заявки 1 и 2-го игроков для себя 

меньше равновесных, тогда как заявка 3-го игрока больше. 

Таблица 2. Средние по играм заявки игроков на последней 

итерации «Базовых» некооперативных игр. 

 Заявка игрока 1 Заявка игрока 2 Заявка игрока 3 

Об игроке 1 63 / 72,6 42,8 / 37,2 29,6 / 37,2 

Об игроке 2 32 / 29,2 50,3 / 64,6 12,05 / 29,2 

Об игроке 3 20 / 13,2 21,9 / 13,2 61,7 / 48,6 

 

Посмотрим, какие при этом на последних итерациях полу-

чаются распределения ресурсов в среднем в отличие от эффек-
тивного распределения и распределения поровну. По таблице 3 

видно, что среднее распределение ресурса не строго приближа-

ется к эффективному из-за 2-го игрока, а в сумме даже меньше 
общего количества 115 единиц. 
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Таблица 3. Средние по играм получаемые ресурсы игроков на 

последней итерации «Базовых» некооперативных игр 

 Ресурс игрока 1 Ресурс игрока 2 Ресурс игрока 3 

Поровну 38 1/3 38 1/3 38 1/3 

Среднее 45,1 31,5 34.5 

Эффект 49 41 25 

 

По таблице 3 видно, что второй игрок в среднем получает 
значительно меньше как ресурса поровну, так и ресурса при 

эффективном распределении, следующая таблица показывает, 

что это повлияло на его выигрыш. В таблице 4 представлены 

сравнения средних по играм выигрышей на последней итерации. 
При том, что заявки и выдаваемый ресурс достаточно далеки от 

равновесных, выигрыши игроков не слишком далеки от эффек-

тивных. 

Таблица 4. Средние по играм выигрыши игроков на последней 

итерации «Базовых» некооперативных игр 

 
Выигрыш 

1-го 

Выигрыш 

2-го 

Выигрыш  

3-го 
Сумма 

Поровну 6,3 6,9 7,9 21,1 

Средний 6,8 6,5 7,4 20,7 

Эффективный 7 7 7 21,2 

 

Таким образом, интересно, что игроки 2-го типа выигрыва-

ют меньше, чем игроки 1-го и 3-го типов. Это же оказалось 
верно и для некооперативных игр «Без балансировки». 

Для статистического подтверждения различия поведения 

игроков разных типов был проведѐн тест Kruskall–Wallis [25] 
для 3 групп: заявок о себе трѐх типов игроков «Базовых» игр по 

всем итерациям. Значение теста составило величину порядка  

10
-5

 при значении порога 0,05, что означает, что заявки о себе 

для разных типов игроков «Базовых» игр статистически различ-
ны. 

Далее приведѐм графики средних заявок игроков о себе sii 

по всем итерациям для кооперативных и некооперативных 
«Базовых» игр. На рис. 3 сплошная линия – линия средних 

заявок от всех игр, остальные прерывистые линии – линии 
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средних заявок для конкретных игр, над графиком надписано 

общее среднее по всем итерациям (на рис. 3а также видно, что 

две игры закончились раньше 30 итераций). 

 
  а)       б) 

Рис. 3. Графики средних сообщений о себе для некооперативных 

(а) и кооперативных (б) «Базовых игр» 

Заметим, что в некооперативных играх среднее заявок о 

себе больше, тогда как характер поведения отдельных игр 

различен. В играх «Без балансировки» среднее заявок о себе 
также выше в некооперативном случае. Возможно, это результат 

«борьбы» игроков за свой ресурс в некооперативных случаях. 

Ненаблюдаемость динамики Курно в поведении реальных 

игроков в течение всей игры была вполне ожидаема. Но в ходе 
эксперимента мы пытались также получить ответ на вопрос, 

наблюдается ли данное поведение локально (в рамках отдель-

ных итераций). 
Для этого проанализируем заявки всех игроков на всех ите-

рациях на предмет соответствия следующим моделям поведе-

ния: 

 «Неподвижные заявки»; 

 «Индикаторное поведение» [3]; 

 «Наилучший ответ». 

Для пояснения данных моделей поведения введем следую-

щие дополнительные понятия. Будем называть направлением 

вектора – вектор знаков его компонент, а направлением измене-

ния вектора заявок si(τ) i-го игрока на итерации τ – направление 
Δi(τ) = si(τ) – si(τ – 1). Определим  



 

Управление в социально-экономических системах 

 247 

 si(τ, γ) = si(τ – 1) + γ [bri(s-i(τ – 1)) – si(τ – 1)] 

К классу «Неподвижные заявки» относятся следующие 

формальные модели поведения: 

 «Не двигается (С)»: {si(τ) = si(τ, 0) }, 

 «Почти не двигается (С(0,1))»:  

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), –0,1 < γ < 0,1}, то есть относитель-

ное изменение вектора заявок игрока не превышает 1/10 

расстояния до наилучшего ответа по каждой компоненте. 
К классу «Индикаторное поведение»: 

 «Индикаторное поведение (IB)»: 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 0 < γ ≤ 1}, это классическое определе-

ние индикаторного поведения [3], 

 «В сторону наилучшего ответа (IB+)» 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 0 <γ}, таким образом, заявка игрока 
двигается в сторону наилучшего ответа, но может выйти 

сколь угодно далеко за него. 

К классу «Наилучший ответ»: 

 «Наилучший ответ с точностью ε (BR(ε)): 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. BR(0) – динамика 

Курно: si(τ) = bri(s-i(τ – 1)), 

 «Наилучший ответ по собственной заявке с точностью ε 

(BRi(ε))»: {si(τ) | sii(τ) = sii(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. 

 «Наилучший ответ по остальным (BR-i(ε)): 

{si(τ) | s-ii(τ) = s-ii(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. 

Рассматривать будем ε ∈ {0; 0,1; 0,2}: «0» соответствуют 

точные модели, а остальным значениям модели «с точностью», 
выбор именно таких значений ε обусловливается эмпирически 

желанием выбрать малые окрестности, при этом значение 0,2 – 

это уже не совсем малая величина, так как она соответствует не 
абсолютному, а относительному расстоянию до наилучшего 

ответа. 

Таблица 5 показывает соответствие заявок исследуемых ти-

пов игр классам и моделям поведения. 
Из таблицы ясно, что хорошей модели, объясняющей 

поведение игроков, пока не удалось найти – из содержательных 

моделей ни одна не выходит за 10% встречаемости, за 
исключением моделей «(Почти) не двигается», которые 
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объясняют около трети всех заявок. Кстати, именно такой моде-

ли поведения соответствует динамика, описанная в примере 4. 

Таблица 5. Анализ поведения 

Имя набора Весь набор Тип 1 Тип 9 Тип 25 

Всего заявок 553 183 185 185 

C 141 (25,5%) 44 (24,0%) 58 (31,4%) 39 (21,1%) 

C(0,1) 191 (34,5%) 66 (36,1%) 75 (40,5%) 50 (27,0%) 

IB 36 (6,5%) 13 (7,1%) 8 (4,3%) 15 (8,1%) 

IB+ 58 (10,5%) 18 (9,8%) 17 (9,2%) 23 (12,4%) 

BR(0) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 

BR(0,1) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 

BR(0,2) 2 (0,4%) 1 (0,5%) 0 (0,0%) 1 (0,5%) 

BRi (0,1) 10 (1,8%) 1 (0,5%) 4 (2,2%) 5 (2,7%) 

BRi (0,2) 18 (3,3%) 4 (2,2%) 5 (2,7%) 9 (4,9%) 

BR-i (0,1) 2 (0,4%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 2 (1,1%) 

BR-i (0,2) 3 (0,5%) 1 (0,5%) 0 (0,0%) 2 (1,1%) 

 

Если расположить модели в порядке убывания их 
встречаемости в объѐме данных, то приблизительно первые 

четыре: «в сторону BR», BRi(0,2), IB, «за BR». Первая и 

последняя модели слишком абстрактные, а вторая и третья 

говорят о том, что улучшение заявки по ресурсу для себя и 
индикаторное поведение занимают некоторое заметное место 

среди поведения игроков. Интересно также, что наибольшее 

количество заявок, совпадающих с IB, было у игроков с типом 
r = 25. 

Приведѐм ещѐ графики, показывающие наглядно динамику 

средних заявок о себе в соотнесении с наилучшими ответами. 

На рис. 4 светлые столбцы соответствуют наилучшим ответам, а 
тѐмные – средним заявкам игроков, высота столбцов показывает 

величину отклонения заявки на предыдущей итерации от 

наилучшего ответа и от заявки на текущей итерации соответ-
ственно. Отклонения от наилучших ответов взяты по модулю, а 

тѐмные столбцы вниз соответствуют случаям, когда заявка на 

текущей итерации была в другую сторону от наилучшего ответа 
на ситуацию с предыдущей итерации. Видно, что игроки каждо-

го типа порой ведут себя нерационально. 
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          (а)    (б) 

 
  (в)        (г) 

Рис. 4. Динамика средних заявок о себе в сравнении с 

наилучшими ответами в «Базовых» некооперативных играх. 

Средние (а) –по всем типам; (б) – по первому типу;  
(в) – по второму; (г) – по третьему типу 

Заявки, которые не удалось идентифицировать с помощью 

предложенных моделей, содержат компоненты, которые изме-
нялись не по направлению к наилучшему ответу по данной 

компоненте относительно заявки на предыдущей итерации (т.е. 

не могла считаться рациональной вообще). Модель, адекватно 

объясняющую такое поведение, авторам пока не удалось 
предложить. Возможно, что игроки действуют 

«нерационально», пытаясь бороться за ресурс и не учитывая 

штрафы. Или наоборот пытаются предсказать поведение 
оппонентов на несколько итераций вперѐд, т.е. применять 

рефлексию. В дальнейшем можно исследовать ходы игроков на 

совпадение с рефлексивными моделями, как, например, в [9]. 
Отдельный вопрос для анализа – игры, в которых проявилось 

кооперативное поведение с более чем двумя коалициями. 
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Следующий планируемый этап проверки механизма – 

проведение серии игр с «редуцированным» механизмом, реали-

зующим только итеративный процесс ˆ ,I  который отсекает 

некоторые нежелательные модели поведения игроков – в част-
ности кооперацию путем согласования сообщаемых заявок. 

7. Заключение 

Основным результатом данной статьи можно считать тот 
факт, что авторам удалось на основе подхода, предложенного 

в [7] – представления задачи распределения ресурсов как задачи 

многокритериального голосования, – предложить механизм, 

эффективно решающий задачу распределения ресурсов на осно-
ве механизма, однокритериального голосования. Предложен 

механизм, обеспечивающий эффективное распределение ресур-

са как единственное равновесие Нэша в индуцированной им 
игре агентов и обеспечивающий максимум суммарной полезно-

сти агентов.  

Разработанный авторами инструментарий для проведения 

экспериментальных игр позволяет проводить апробацию при-
менимости механизма для решения различных прикладных 

задач распределения ресурсов.  

Однако остаѐтся открытым целый ряд вопросов, которые 
требуют дальнейшего теоретического и экспериментального 

исследования, среди которых особенно хочется выделить сле-

дующие. 
1. Ослабление ограничений на класс функций полезности 

агентов. Для большинства прикладных задач в лучшем случае 

можно будет обеспечить выполнимость условия вогнутости. В 

статье, посвященной применению данного механизма для реше-
ния задачи активной экспертизы [8], было показано, что поло-

жительные результаты о существовании эффективного решения 

как равновесия Нэша в игре агентов могут быть распространены 
на класс кусочно-линейных вогнутых функций полезности. 

Однако динамические свойства механизма не исследовались. 

Поэтому представляется интересным распространение получен-
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ных в данной статье результатов на класс кусочно-линейных 

функций полезности. 

2. Исследование свойств механизма и процессов итератив-
ных переговоров в рамках различных гипотез о поведении 

агентов, так как в статье была исследована лишь «простейшая» 

модель поведения – динамика Курно. Причем, как это было 
показано в статье, в игре, кроме единственного и эффективного 

равновесия Нэша, могут существовать и равновесия других 

типов, например равновесие в безопасных стратегиях [6], не 

позволяющие обеспечить эффективность распределения ресур-
сов. В защиту предложенного механизма следует отметить, что 

данный вопрос вообще является открытым и актуальным для 

теории построения эффективных экономических механизмов. 
3. Исследование методов обеспечения устойчивости меха-

низма к кооперативному поведению участников, в рамках кото-

рого участники делятся на несколько коалиций. Полученные в 

статье результаты позволяют предположить, что наихудшей с 
точки зрения механизма ситуацией является разделение всего 

сообщества на две коалиции. Остальные коалиционные конфи-

гурации не должны представлять проблем для работоспособно-
сти механизма. Однако это вопрос требует более детального 

изучения, включая сопоставление с кооперативным моделями 

распределения ресурсов [5, 10]. 

8. Приложение 

Сопоставление механизма , ,S t   с «квадратичным 
правилом» Гровса–Лейдярда. 

Будем обозначать { }
k

ki i N
s s


  – вектор заявок всех агентов 

относительно ресурса, выделяемого агенту k N .  
Очевидно, что (3) тогда можно записать следующим обра-

зом: 

 
1

1
( ) ( ) .

n
k

k k ki

i

x s x s s
n 

    

Тогда i N   выражение (4) можно переписать как  

 
1

( ) ( ),
n

k

i ki

k

p s p s


  
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где 

 2
( ) ( ( ) ) .

k k

ki k ki
p s x s s   

А выражение (5) можно представить как 

 
1

( ) ( ),
n

k

i ki

k

t s t s


  

где 

1

( ) ( ) ( ).
n

k k k

ki ki kj

j

t s p s p s
n





    

Введем обозначения { }
k

ki i N
t t


 и { }

k

ki i N
p p


 .Тогда меха-

низм , ,S t    можно рассматривать как набор из n меха-
низмов { } ,

k k N



 где  , ( ),

n k k

k k
x s t   , связанные следую-

щим совместными ограничениями:  

k N 
ki

k N

s R


 . 

Рассмотрим отдельный механизм , ( ),
n k k

k k
x s t    при 

условии, что 1  . Сделаем замену переменных, приводящих 
описание механизма в соответствии с описанием в [19]: 

,
i ki

s
m

n
  { }

i

i N
m m


  

1 i

i N

m m
n 

  .  

Тогда получаем, что 

 ( ) ,
i

k

i N

x m m


  

 
1

( ),
k

m x m
n

  

 2 2

2

1
( ) (( ) ( ) )

i j

ki

j N

t m m m m m
n n





    . 

Эта запись эквивалентна записи квадратичного механизма 
Гровса–Ледйярда, приведенной в [19] на стр. 1491 с учетом 
ремарки 8 и при условии, что стоимость производства обще-
ственного блага (в обозначениях, используемых в [19]) 0q  . 

 

Доказательство леммы 1:  
По сути, необходимо доказать, что ,i N   

i i
s S
 

   суще-
ствует единственный максимум ( , )

i i i
s s

  по 
i

s . 
Очевидно, что i N   функции ( )

i
p s  являются строго вы-

пуклыми. 
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Покажем, что при 1n    i N   функции ( )
i

t s  являются 
тоже строго выпуклыми. j N  s S    

 
2

( ) 1
2 ( )( 1 ) ( ) .i

j ji j jk

k Nji

t s
x s x s

s n n n

 




  
      

  
  

Так как ,j k N   ,
jk j

k N

s nx


  то  

 
( ) ( )1 1

2 ( )( 1 ) .
1

i i

j ji

ij ij

t s p sn
x s

s n n n s

 


   
        

 

Так как 1,n   то при 1n    знаки 
( )

i

ji

t s

s




 и 

( )
i

ji

p s

s




 совпадают, 

а любые производные высших порядков двух функций будут 

пропорциональны друг другу с коэффициентом 
1

1

n

n

 


.  

Следовательно, если ( )
i

p s  строго выпукла, то ( )
i

t s  также 
строго выпукла при 1.n    Поэтому, функция 

( ) ( ( )) ( )
i i i

s u s t s    строго вогнута, откуда следует единствен-
ность ее максимума по 

i
s  

i i
s S
 

  . 
 

Доказательство леммы 2:  
Для любого агента i N выбор наилучшего ответа в соот-

ветствии с леммой 1 является задачей выпуклой оптимизации с 
лагранжианом 

 ( ) ( , ) ( ).
i i i i i i ji

j N

L s s s s R 




    

Следовательно: 

 
( ) 1 1

( ) 2 ( )( 1) ,i i

i i i ii i

ii

L s
u x x s

s n n
 


    


 

 
( ) 1

2 ( )( 1) ,i i

j ji i

ji

L s
x s

s n
 


    


 \ { },j N i  

 
( )

.i i

ji

j Ni

L s
s R

 


 


  

Откуда следует, что в оптимальном решении \ { }j N i 
ji

  
одинаково, так как 
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ji

 
2

2
( ) .

2 ( 1)
ji i j i i

n
br s x

n



 

 


 

1. Пусть решение задачи является внутренним:  

 ( ) ,
ji i

j N

br s R




  0.
i
   

Тогда \ { }j N i  ( ),
j ji i

x br s


  откуда очевидным образом полу-
чаем, что ( )

ji i i i
br s x

 
  и 

ji
 = 0. С учетом ( )

ii ii i i i
br s x

 
    

получаем, что  

( ) .
ji i ii j i

j N j N

br s x R
 

 

      

То есть 0.
i

A   Поэтому ( )
ii i

br s


 определяется из решения урав-
нения ( ) 2 ( )(1 ),

i i i ii
u x x s n     которое эквивалентно 

1
i ii i i

u x
n



 
    
 

2
( 1)

2 .
ii

n

n



  

Что и требовалось показать. 

2. Пусть решение задачи граничное: ( )
ji i

j N

br s R




 , 0
i
  .  

Тогда с учетом того, что
\{ }

,
ji ii j i

j N i j N

R x


 

       получаем, 

что 
\{ }

0,
ji

j N i

   так как 0,
ii

   что следует из свойств класса 

.U  Откуда получаем 
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,
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n
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
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причем 

 .
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
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Следовательно,  

 
1 1
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i ii i i ii i
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  / (1 ),
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A n  где 
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A x R
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Что и требовалось показать. 
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Доказательство утверждения 1: 

1. Покажем, что u U  для неподвижной точки выполняет-

ся условие i N   .
ji

j N

s R




   

Очевидно, что только в этом случае ( ) .
i

i N

x s R




  

Для неподвижной точки ( )BR s s
 
  и ( ( )) ( ).BR s s  

  
Что эквивалентно выполнению системы равенств  

 ( ) ( ),
ji i j

i N

br s nx s
 




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Откуда следует, что  
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  
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Покажем, что последнее равенство выполняется только при  
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x s R




   

Из определения 
ji

 следует, что 2
{ , }i j N   

 
1

( ) ( ) .
ji i j ji

n
br s x s

n

 




    

Из леммы 2 следует, что j N   

 
1

( ) ( ) ( ).
ji i j ii i

j N j N

n
br s x s A

n

 



 


      

Соответственно, 

 
1

( ) ( ) ( ).
ji i j ii i

j N i N j N i N

n
br s n x s A

n

 



   


       

То есть из (11) следует, что для неподвижной точки должно 

выполняться условие 

 ( ) 0.
ii i

i N

A


    

Если ( ) ,
i

i N

x s R




  то  

{ :K N k N    }.
jk

j N

s R




  

То есть для агентов из K решение задачи поиска наилучшего 
ответа является внутренним. Из леммы 2 получаем, что   l K   

0,
k

A   \i N K   
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.
i ii j i

j N

A x R




     

Следовательно, 

( )
ii i

i N

A


  
\

( ).
ll j i

l K i N K j N

R x


  

      

Из свойств класса U  следует, что i N  0
ii

  , а из того, что 
решение внутреннее, получаем, что \i N K   

0.
j i

j N

R x




   

Таким образом, если для s S

  ( )

i

i N

x s R




  то 

( ) 0,
ii i

i N

A


    

что недопустимо для неподвижной точки. 

Если ( ) ,
i

i N

x s R




  то i N 
i ii

A    и  

( ) 0.
ii i

i N

A


    

То есть (11) выполняется только при ( ) .
i

i N

x s R




  

2. Покажем, что равновесные по Нэшу заявки агентов опре-
деляют эффективное распределение ресурса. Так как 

i N  ,
i ii

A    то из (7) получаем, что для любой неподвижной 
точки *

s  верно 

 *
( ( )) 2 ( 1)

i i ii

i N i N

u x s n
 

     
*

2 ( ).
ii

i N

n s R


  

Из леммы 2, получаем, что i N   

 
\{ }

1 1 1
( ).

i i ii jj

j N i

n
x nx

n n n 


       

Следовательно, i N   

 ( 1)
ii

n   
\{ }

.
jj

j N i

  

Решение данной системы единственное, так как это система n 
линейно независимых уравнений с n переменными. Оно имеет 
следующий вид: 2

{ , }i j N  .
ii jj

    
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С учетом того, что   *
,

ii

i N

s R


  получаем, что i N   

(12)
ii

 
1

.
1n



 

Следовательно, i N   
* *

( ( )) 2 ( ).
i i ii

i N

u x s s R


    

Таким образом, получаем, что для любого равновесного по 

Нэшу набора заявок агентов *
s   

*
( )

i

i N

x s R


   

и i N 
*

( ( )) ,
i i

u x s    где 2 .    

То есть ( )s  является решением задачи (1).  
3. Покажем, что равновесие Нэша единственно. Задача (1) 

выпуклая и обладает единственным решением, т.е.   и 
*

( ),
i

x s  i N  определены однозначно. Поэтому *
s  также един-

ственно, так как из (12) следует, что  

 i N 
*

( ) .
2

ii i
s x s

n






    

4. Наконец, покажем, как определить   в равновесии.  
Из того, что i N 

*
( ( )) 2

i i
u x s    , получаем, что 

* 1
( ) (2 ).

i i
x s u    Из свойств класса U  следует, что u U   и 

i N 
1
( )

i
u

   – строго убывающая функция.  

Следовательно, 
1
(2 )

i

i N

u 



   также является строго убыва-

ющей по .  Поэтому уравнение 

 
1
(2 )

i

i N

u R



    

всегда имеет (в предположении, что в решении задачи (1) ресурс 
должен распределяться между всеми агентами) единственное 

решение, которое и определяет   в равновесии. 

Доказательство следствия 1:  
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Если 1,   то *

1

( ) 0
n

i

i

t s


  только при 0.   Из (2) получа-

ем, что при этом i N  ( ) 0,
i

u x
   что невозможно из опреде-

ления .U  

 
Доказательство леммы 3:  

Если ( ( )) ,s R    то из утверждения 1 следует, что 

 ( ) ( ).
ji i j

j N i N j N

br s n x s


  

   

То есть ( ( 1)) ( ( )) .n s n s      При этом 
( ( 1)) ( ( )) 0n s n s       только при  

( ( ( 1))) 0,
i i

i N

u x s 


     

что означает, что решение задачи (1) должно быть «почти» 

внутренним, а это не так. 

Если ( ( )) ,s R    то  

 ( ) ( ).
ji i j

j N i N j N

br s n x s


  

   

То есть ( ( 1))n s    ( ( ))n s   .nR  
 

Доказательство леммы 4:  

Исследуем отображение ( ) : .BR S S   Исследуем его сжи-

маемость с помощью матрицы Якоби  

, , ,

( ) ( )
ij

lk i j l k N

br
J s s

s


 
  

 
.  

Достаточным условием сжимаемости для некоторого набора 
стратегий агентов s S  будет выполнение условия ( ) 1J s   
для произвольной матричной нормы [1]. По аналогии с [31] 
будем исследовать максимальную строчную норму –  

 
2

2{ , }
{ , }

( ) max .
ij

i j N
l k N lk

br
J s

s






   

Легко получить, что i N   при 0   и при вогнутых функци-
ях полезности выполняется 
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2 \{ }{ , }

ii ii

j N il k N lk ij

br br

s s

 
 

 
 

2 ( )
( 1) 1.

( ) 2 ( 1)

i i

i i

n u x
n

u x n n






 

  
 

Введем обозначения 

 
2 ( )

,
( ) 2 ( 1)

i i

i

i i

n u x
D

u x n n








  
 max ,

i
i N

D D


  min .
i

i N
D D


  

Тогда ( 1) 1,n D    ( 1) 1.n D    
Мы предполагаем, что каждый агент действует по динамике 

Курно, что означает: 

 
1

( ),
1

ji j i i i ii
br x x br

n
 

  


 \ { },j N i  

где 
\{ }

1
,

1
i j ik

k N j

x s
n








   

откуда получаем, что \ { }j N i   

 
2 \{ } \{ }{ , }

1 1 1
( ).

1 1 1

ji

i

k N i k N il k N lk

br
D

s n n n 


  

   
    

Следовательно, с учетом того, что ( 1) 1
i

n D   

 
2

{ , }

1
1 1.

1

ji

i

l k N lk

br
D

s n


   

 
  

То есть отображение ( ) :BR S S   не удовлетворяет доста-
точным условиям сжимаемости. 

Исследуем отображение 2
( )BR   ( ( )) : .BR BR S S   С уче-

том написанного выше верно, что i N   

 
2

2

\{ }{ , }

1
(1 ).

1

ii

i j

j N il k N lk

br
D D

s n


  

 
   

Кроме того, с учетом того, что каждый агент действует по 
динамике Курно, получаем, что \ { }j N i    

 
2

2

\{ }{ , }

1
(1 ) .

1

ji

i j

j N il k N lk

br
D D

s n 


  

 
   

Откуда получаем, что i N   

 
2

2

{ , }

( ( 1) ),ii

l k N lk

br
D n n D

s


  


  
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и \ { }j N i   

 
2

2

{ , }

( ( 1) ).
ji

l k N lk

br
D n n D

s


  


  

То есть если выполняется условие ( ( 1) ) 1,D n n D    то отоб-
ражение 2

( )BR   является сжимающим. 

Проанализируем, при каких   это может быть достигнуто. 

Если 
1

max( ( ( )),
2

i i
i N

u x s
n




   то 0.D   Тогда всегда можно 

обеспечить выполнение условия ( ( 1) ) 1D n n D    выбором 

1
,

1
D D

n
 


 так как ( ( 1) ) 1D n n D    при 

1
.

1
D

n



  Увели-

чение значения   обеспечивает 
1

,
1

D D
n

 


 однако при 

этом ( ( 1) ) 1.D n n D    Поэтому делать   очень большим 

нецелесообразно.  
Таким образом, показано, что выбором параметра   меха-

низма можно обеспечить сжимаемость отображения 2
( )BR   при 

max( ( ( )) .
i i

i N
u x s C



   
 

Доказательство утверждения 2:  
Из леммы 3 получаем, что итеративный процесс, стартовав 

в ,S  перейдет в .S  Из леммы 4 следует, что при выполнении 
условия max( ( ( ))

i i
i N

u x s C


   выбором   можно обеспечить 
сходимость пары итеративных процессов ( 2)s   

2
( ( ))BR s   и 

( 3)s   
2
( ( 1))BR s   , где ( 1)s    ( ( )),BR s   1  , к одному и 

тому же равновесию Нэша, так как оно является единственной 
неподвижной точкой для каждого из этих процессов.  

 

Доказательство леммы 5:  
В индуцированной механизмом ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    игре ˆ( )  

агенты обладают функциями предпочтения 
ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ).

i i i i
s u x s p s    Очевидно, что при ˆ 0   эти функции 

вогнутые.  
Наилучший ответ агента i N  будет определяться как ре-

шение (единственное) уравнения 
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1 1ˆˆ ˆ( )(1 ) 2 ( ) 0.iii i i

u x br x
n n

      

С учетом (5) получаем, что равновесные сообщения агентов 

удовлетворяют следующей системе уравнений: 

 ˆˆ( )( 1) 2 ,

ii

i N

i i

br R

u x n
n

 



  


 .i N  

По аналогии с леммами 1 и 2, очевидно, что решение этой 
системы единственно. Более того, это решение обеспечивает 

i N   ˆ( ) ,
i i

u x const
   что соответствует решению задачи (1). 

 

Доказательство утверждения 3:  

Эквивалентность механизмов очевидным образом следует 
из того факта, что решение задачи (1) единственно. 

Из леммы 5 получаем, что в игре ˆ( )  равновесные заявки 
агентов удовлетворяют системе уравнений 

 ˆˆ( )( 1) 2 ,

ii

i N

i i

br R

u x n
n

 



  


 .i N  

Из утверждения 1 следует, что в игре ( )  

 ( ) 2 ( ).
i i ii

i N

u x br R



    

Следовательно, i N  iiii
br br при 

1ˆ .
( 1)n n

 


 То есть 

 
2

1ˆ .
( 1)

n

n n


 

 



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Abstract: We consider a problem of allocation of limited amount of 

divisible good among a finite number of agents under transferable 

utility. We design a mechanism which implements a Pareto efficient 
allocation as a Nash equilibrium of the induced game. This mecha-

nism is an adaptation of the Groves-Ledyard “quadratic govern-

ment” that was initially offered for  the problem of public good.  
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