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Рассматриваются математические модели сложных систем в 
виде стохастических дифференциальных уравнений с марков-
скими переключениями диффузионной составляющей, завися-
щими от фазового состояния. Проводится моделирование 
решений таких уравнений в среде Scilab с использованием схем 
Эйлера, Мильштейна, Тейлора, сравнивается качество аппрок-
симаций.  
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1. Введение 

Вследствие широкого диапазона применений, гибридные 
системы, также известные как системы с переключаемой диффу-
зией, стали более популярными в последние годы и привлекают 
повышенное внимание, особенно в области контроля и оптими-
зации. Как отмечают в [25] G. Gerorge Yin, Chao Zhu, одной из 
причин популярности систем с переключаемой диффузией 
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является то, что много систем реального мира в новую эру 
требуют построения сложных моделей; кроме того, увеличены 
требования к моделированию больших систем, проектированию 
оптимальных средств управления. Объединяя непрерывную 
динамику и дискретные события, гибридные системы способны 
описывать сложные системы, их изменчивость и хаотичность в 
окружающей среде. 

Гибридные системы рассматривали для моделирования си-
стем электроэнергии Willsky и Levy, для контроля солнечного 
теплового центрального приемника – Sworder и Rogers и многие 
другие. Еще в 1987 г. Athans в работе «Command and control 
(C2) theory: a challenge to control science» предположил, что 
гибридные системы станут основной структурой в изложении и 
решении связанных с контролем проблем в крупных системах 
управления и коммуникаций [13]. Гибридные системы с мар-
ковским режимом переключений использовались для моделиро-
вания многих физических систем, которые могут испытывать 
частые непредсказуемые структурные изменения, вызванные 
явлениями типа повреждения или отказа компонент и резких 
волнений окружающей среды. Ссылки на эти и другие работы 
можно найти в [13, 15 , 25]. 

Процессы с механизмом переключений используются также 
для моделирования производственных процессов, описания 
функционирования биржи, для сбора данных об отдельных 
изменениях в финансовой сфере и страховании, а также реше-
ния стохастических проблем оптимизации в беспроводных 
каналах связи и сетях.  

Современные финансовые рынки являются сложными сис-
темами, состояние которых может резко изменяться во времени 
с восходящими и нисходящими тенденциями. Их изучению и 
моделированию посвящено много исследований. Например, в 
[17] авторы исследуют драматические события экономических 
кризисов, сравнивая мировой финансовый кризис последних лет 
с депрессией 1930-х. В [6] авторы отмечают, что модель марков-
ской переключаемой диффузии с непрерывным временем широ-
ко используется в финансовой математике, и предлагают свой 
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метод оценки параметров для реального соответствия ситуации 
на мировом рынке. В последние годы страхование жизни стано-
вятся все более популярным в крупных страховых и финансо-
вых рынках во всем мире. Заключая контракт, держатели стра-
хового полиса платят ежегодные взносы страховщику, который 
управляет капиталом. Одна ключевая особенность этих инве-
стиционных планов – разделение прибыли от инвестиционного 
портфеля между держателями страховых полисов и страховщи-
ком. В [21] предлагается модель, позволяющая оценить резуль-
таты участия в таких проектах, описанная переключаемой диф-
фузией под управлением марковской цепи. В [6, 7, 11, 17, 21] 
можно найти ссылки на множество других работ в этой сфере. 

Моделирование и имитация биохимических систем – важ-
ные задачи, потому что они могут обеспечить понимание слож-
ной системы в случаях, когда традиционное экспериментирова-
ние дорого или невозможно. Биологические системы – часто 
смеси непрерывных и дискретных процессов со сложной дина-
микой, в которых разъединение и изучение отдельных компо-
нент может пролить свет на функции всей системы. Моделиро-
вание таких систем – интересная, перспективная, но сложная 
задача. Стохастические гибридные системы – идеальное средст-
во для моделирования биохимических систем. В работе [20] 
авторы развивают метод моделирования стохастической гиб-
ридной системы, а также представляют социологическое иссле-
дование системы баланса воды/электролита в людях. Там же 
можно найти ссылки на другие работы. 

В [5] авторы проводят вероятностный анализ пространст-
венно-временного распространения гриппа в Германии, также 
используя диффузионной моделью под управлением дискретной 
цепи Маркова. Грипп – одна из самых распространенных и 
серьезных болезней во всем мире, поэтому важно понимать 
характер распространения болезни. Baroyan, Rvachev и Иванни-
ков (1977) были первыми, кто смоделировал пространственное 
распространение гриппа, рассматривая сеть транспортировки из 
определенного региона на примере системы железнодорожного 
транспорта в СССР. 
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Один из важных классов гибридных систем – стохастиче-
ские дифференциальные уравнения с марковскими переключе-
ниями (SDEwMSs). Большинство SDEwMSs не имеет явных 
решений, поэтому важно иметь численные решения. В 2004 г. 
C. Yuan, X. Mao отмечали в [28], что «нет никаких численных 
методов для SDEwMSs, хотя методы решения стохастических 
дифференциальных уравнений (SDEs) хорошо изучены», и 
предлагали свой метод решения подобных уравнений.  

В последующие годы численное решение SDEwMSs изуча-
лось интенсивно разными авторами. Ссылки на такие работы 
можно найти в [12, 14, 22, 26, 28]. В 2010 г. в свой книге [25] 
G. Gerorge Yin, Chao Zhu отмечали, что, несмотря на то, что 
численные методы для SDEwMSs были рассмотрены многими 
исследователями, меньше известны методы моделирования 
процессов с  переключениями, зависящими от состояния, т. е. 
изучение такого механизма переключений находится все еще в 
периоде становления, так как в нем есть свои трудности.  

Среди работ последних лет по развитию методов решения 
SDEwMSs и оценке погрешности можно отметить [4, 9, 10, 16, 
18, 19, 23]. 

Данная работа продолжает исследование, начатое в [3, 25, 
27] по моделированию решений SDEwMSs с переключениями, 
зависящими от фазового состояния.  

Многие авторы работ по численному моделированию отме-
чают, что сходимость численной схемы не является гарантией 
того, что схема может использоваться эффективно в практиче-
ском моделировании. Неустойчивость схемы может сделать ее 
бесполезной для решения практических задач.  

В данной работе будем сравнивать качество аппроксима-
ций, полученных с использованием известных численных схем 
Эйлера, Мильштейна, Тейлора, адаптированных для моделиро-
вания переключаемых диффузионных процессов (подобно тому, 
как это делали авторы [8], но без переключений), устойчивость 
данных схем при моделировании решений SDEwMSs с разными 
начальными условиями, шагом дискретизации, рассматривая 
различные варианты задания матрицы переходов и меняя вре-
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менной интервал. Будем использовать теорию и методы из [8], а 
также некоторые теоретические сведения из [1, 2]. Представлен-
ные в данной статье примеры могут быть полезны для понима-
ния некоторых особенностей процесса моделирования систем с 
переключаемой диффузией. 

2. Предварительные сведения 

Пусть (, F, P) – вероятностное пространство; 
Ft, t0 ≤ t ≤ t0 + T, – неубывающее семейство σ-подалгебр F; 
r(), r = 1, …, d, – независимые винеровские процессы. Пусть 
M = {1, …, m} – конечное множество. 

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение с 
марковскими переключениями в форме 

(1) )())(),(())(),(()(
1

tdtXtdttXtatdX r

d

r
r  


 , 

где (t) – однородный марковский процесс со счетным множест-
вом состояний M; 
(2)   )()(),(),(,)()(  otqtsssxutltP ul , lu  , 

где ntx )( , nn Ma  :),(  и nnn M  :),( . 
mmnQ  :)(  – ограниченная и непрерывная функция; 

mm
ul xqxQ  ))(()(  для каждого x; qul(x)  0 при u  l, 





m

l
ul xq

1
0)(  для каждого u  M. 

Предполагается, что функции f(β(t), x(t)) и r(β(t), x(t)) опре-
делены при t  [t0, t0 + T], nx  , и удовлетворяют следующим 
условиям: 

условию Липшица при всех t  [t0, t0 + T], nx  , ny  , 
u  M: 
(3) yxKyuxuyuaxua  ),(),(),(),(  ,  

а также условию 
(4) )1(),(),( xKxuxua   , 
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которое накладывает ограничения на скорость изменения ком-
понент функций по x. 

Будем использовать далее следующие обозначения: 
|x| означает евклидову норму вектора x;  xy – скалярное про-

изведение векторов x и y;  К – положительная константа. 
Xu,x(t) или просто X(t) – решение уравнения (1), удовлетво-

ряющее начальным данным Xu,x(t) = x. Разобьем промежуток 
[t0, t0 + T] точками деления tn на N равных частей, так что  
tn+1 – tn = , n = 0, 1, …, N – 1. Приближение к X(tn) будем обо-
значать Yn, где Y0 = X(t0).  

Представим схему Эйлера (Euler-Maruyama) в виде 
(5) nnnnnnnn YYaYY   ),(),(1 ,  
где  = (t); x = x(t).  

Схему Мильштейна представим в виде 
(6)  nnnnnnnn YYaYY  ),(),(1  

   nnnnnn YY  2),(),(
2
1  , где  = (t), x = x(t). 

Схему Тейлора (Платена) порядка 1,5 – в виде 
(7)  nnnnnnnn YYaYY  ),(),(1  

    nnnnnn YY 2),(),(
2
1   

  nnnnn ZYYa ),(),(   
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где = (t);  x = x(t);   



1 2

1 2

n

n

t

t

s

tn
sn dsdZ  ;  k есть N(0, ∆) гаус-

совски распределенных приращений винеровского процесса ω 
на подынтервалах tn ≤ t ≤tn+1, 00

xYt  . 
Используя леммы, доказанные Мильштейном, и обобщен-

ную теорему Платена (см. [3]), можно установить среднеквадра-
тичную сходимость схем (5), (6), (7) к решению уравнения (1) 
при выполнении условий (3), (4) соответственно порядка точно-
сти 1/2, 1, 3/2. 

3. Теория постановки компьютерных 
экспериментов 

Есть два основных типа задач, связанных с моделировани-
ем решений стохастических дифференциальных уравнений. 
Первый встречается в ситуациях, где требуется хорошее при-
ближение, например в прямых моделированиях, фильтрации 
или тестировании статистических оценок. Во втором случае 
интерес сосредотачивается на приближении математических 
ожиданий функционалов процессов Ито, их вероятностных 
распределений и моментов [8]. 

Известно [2], что даже для численно устойчивой схемы при 
увеличении промежутка интегрирования ошибка численной 
схемы может расти и превышать допустимые пределы, хотя 
теоретически она остается ограниченной. Эта проблема стано-
вится особенно актуальной в тех задачах, где промежуток ин-
тегрирования [t0, T] заранее не известен, например, при модели-
ровании момента первого выхода. Однако в ряде случаев 
удается гарантировать выполнение требуемого ограничения 
сверху на ошибку численного метода. Как правило, достижение 
этого происходит за счет выбора подходящего шага интегриро-
вания, параметров численной схемы и промежутка интегриро-
вания. Существенную роль в устойчивости численных методов 
также играют особенности конкретных стохастических диффе-
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ренциальных уравнений, к которым эти методы применяются 
[1]. 

Пусть Yp, p = 0, 1, …, – дискретная аппроксимация решения 
стохастического дифференциального уравнения Ито (1), которая 
стартует в момент t0 из точки Y0. Через Y’p, p = 0, 1, …, обозна-
чим эту же дискретную аппроксимацию, но стартующую в 
момент t0 из точки Y’0. Выберем некоторый конечный промежу-
ток интегрирования [t0, T] и покроем его сеткой   TN

jj 0
 , такой 

что 
 Tt

TN   ...100 , jjNj T

  


10
max . 

Для любого t  [t0, T]определим натуральное число Nt сле-
дующим образом:  tjN jjt  :max . [1] 

Определение 1.  Будем говорить, что дискретная аппрок-
симация Yp, p = 0, 1, …, стохастически численно устойчива для 
данного стохастического дифференциального уравнения, если 
для любого конечного интервала [t0, T] существует такое 
постоянное число 0 > 0, что  > 0 и   (0, 0) выполняется 
условие [1]: 
(8)   0suplim

000 0





tt NN
TttYY

YYP . 

3.1. КРИТЕРИЙ АБСОЛЮТНОЙ ПОГРЕШНОСТИ 
Критерий абсолютной погрешности есть математическое 

ожидание модуля разности между приближением и процессом 
Ито в момент T  = E(|XT – Y(T)|), что дает меру приближения на 
конце временного интервала [0, T]. 

Можно получить статистическую оценку абсолютной по-
грешности, используя компьютерные эксперименты.  

Смоделируем N типовых траекторий процесса Ито и их 
приближений, соответствующих тем же самым типовым траек-
ториям винеровского процесса, построенных с использованием 
той или иной численной схемы.  
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Обозначим как XT,k и YT,k значения k-х моделируемых траек-
торий в момент T. Будем оценивать абсолютную погрешность 
как статистическую величину [8]: 

(9) 



N

k
ktkT YX

N 1
,,

1̂ . 

3.2. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ ДЛЯ АБСОЛЮТНОЙ 
ПОГРЕШНОСТИ 

Для больших N, как известно из центральной предельной 
теоремы, погрешность ̂  ведет себя асимптотически как гаус-
совская случайная величина и сходится по распределению к 
неслучайному математическому ожиданию  абсолютного зна-
чения погрешности при N  . 

Невозможно воспроизвести бесконечное число траекторий. 
Однако можно оценить среднее отклонение 2ˆ от ̂  и затем 
использовать эти оценки при построении доверительного интер-
вала для абсолютной погрешности . Для этого нужно модели-
ровать М партий по N значений в каждой и оценивать отклоне-
ние от ̂  следующим образом. Обозначим как YT,k,j  значение k-й 
воспроизведенной траектории в j-партии в момент времени T и 
как XT,k,j  соответствующее значение процесса Ито. Усредненные 
погрешности 

(10) 



N

k
jkTjkTj YX

N 1
,,,,

1̂  

из M партий, j = 1, 2, ..., M, являются тогда независимыми и 
приближенно гауссовскими для больших N.  

Будем вычислять погрешности в каждой партии, потому что 
тогда мы можем использовать t-распределение Стьюдента для 
построения доверительных интервалов сумм независимых гаус-
совских случайных величин (или приближенно гауссовских) с 
неизвестной дисперсией.  

В частности мы оцениваем средние величины для партий 

(11) 
 


M

j

N

k
jktjkT

M

j
j YX

NMM 1 1
,,,,

1

1ˆ1ˆ   

и затем используем формулу 
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(12)  






M

j
jM 1

22 ˆˆ
1

1ˆ   , 

чтобы оценивать дисперсию для найденных средних величин 
партий. Эксперименты показали, что средние значения могут 
интерпретироваться как являющиеся гауссовскими для партий 
размером N > 15; но обычно используют N = 100 [8]. 

100 (1 – α) % доверительный интервал имеет вид 
  ˆˆ,ˆˆ   с  

(13) 
M

t M

2

1,1
ˆ

ˆ 



   

где значение t1–,M–1 определяется из t-распределения Стьюдента 
с M – 1 степенями свободы. Для M = 20 и α = 0,1 мы имеем  
t1–,M–1  1,73 из таблицы (см. [8]). В этом случае абсолютная 
погрешность  попадет в соответствующий доверительный 
интервал с вероятностью 1 – α = 0,9.  

3.3. ЗАВИСИМОСТЬ АБСОЛЮТНОЙ ПОГРЕШНОСТИ 
ОТ РАЗМЕРА ШАГА 

Размер шага, конечно, имеет влияние на величину абсо-
лютной погрешности. Это видно более явно, если построить 
зависимость log2  от log2 . Известно, что функция f() = A  
становится линейной в логарифмических координатах, и вы-
полняется loga f() = loga A +  loga   для логарифмов с основа-
нием a ≠ 1. В сравнительных исследованиях удобно выбирать 
шаг в форме  = a–k для k = 1, 2, … и a > 1 [8]. 

4. Постановка задачи 

Для практических моделирований определяем (см. [1, 2, 
3, 8])   , где  – гауссовская переменная. 

Перепишем схему (5): 
(14) nnnnnnnn YYaYY   ),(),(1 . 
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В таком виде схема рассмотрена в [25, 27] и др., где пред-
ставлено доказательство ее сходимости к решению уравнения 
dx(t) = a((t), x(t)) dt + ((t), x(t)) d(t),  
x(0) = x0;  β(0) = β0, где β – марковский процесс переключений. 

Перепишем (6) в виде 
(15)  )1(1 ),(),( IYYaYY nnnnnnn   
 )1,1(),(),( IxYnn   ,  
где I(1), I(1,1) – соответствующие интегралы Ито. 

Перепишем (7) в виде 
(16)  )1(1 ),(),( IYYaYY nnnnnnn   
  )0,1()1,1( ),(),(),(),( IYYaIYY nnnnnnnn   

 





  )0,0(

2 ),(),(
2
1),(),( IYaYYaYa nnnnnnnn   

  )1,0(
2 )),(),(

2
1),(),(( IYYYYa nnnnnnnn   

     1,1,1
2),(),(),(),( IYYYY nnnnnnnn   , 

где   ;1 nI       ;
2
1 2

1,1 nnI       ;
2
1 2

0,0 nI   

  ;
3

1
2
1

210,1 







 nnI  где 1, 2 – гауссовские случай-

ные величины; 

   0,11,0 II nn   ;    ;
3
1

2
1 2

1,1,1 nnnI  





  (см. [3]). 

Далее представим результаты компьютерных эксперимен-
тов для нахождения решений SDEwMSs, используя численные 
схемы (14), (15), (16), и сравним качество аппроксимаций, 
используя изложенные выше практические методы. 

5. Пример 

Рассмотрим процесс Ито X = {Xt, t  0}, удовлетворяющий 
линейному стохастическому уравнению 
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(17) tttttttt dXXgdtXXfdX  ),(),(  , 
на временном интервале [0, T], X0 = 1. Пусть M = {1, 2, …, m} – 
число состояний марковской цепи;  Q – матрица интенсивно-
стей;  P – матрица переходных вероятностей, P = I + Q∆, где  
I – единичная матрица (см. [3, 27]);  f(t, Xt) и g(t, Xt) – непре-
рывные, ограниченные, дважды дифференцируемые функции, 
удовлетворяющие условиям (3), (4). 

В численных схемах (14), (15), (16) a(t, xt) = f(t, xt) xt, 
(t, xt) = g(t, xt) xt  для рассматриваемого уравнения  

(18) 














  tttttttt xgtxgxfXX  ),(),(

2
1),(exp 2

0  

является решением уравнения (17) для ],0[ Tt  и данного вине-
ровского процесса  = {t, t  0}. 

Чтобы смоделировать линейно интерполированную траек-
торию аппроксимаций (14), (15), (16), зададим начальное зна-
чение Y0 = X0 и будем рекурсивно генерировать значения Yn с 
равным значением шага ∆. Будем моделировать 20 партий по 
N = 100 траекторий в каждой.  

Расчеты погрешности и ширины доверительного интервала 
будем проводить для разного размера шага дискретизации. 
Кроме того, учитывая переключаемый характер диффузионного 
процесса, экспериментально проследим, насколько устойчива та 
или иная схема к колебаниям значений коэффициентов в урав-
нении (17), изменению матрицы переходов на различных вре-
менных интервалах при разной интенсивности скачков. 

Случай 1.  
Пусть f(βt, xt) принимает два значения {1, 2}, соответст-

вующие первому и второму состоянию марковской цепи. Пусть 
g(βt, xt) принимает два значения {1, 2}.  

1.  Q = 











xx
xx
22

22

cos10cos10
cos5cos5 ;  P = I + Q∆;  

α1 = 20 + cos2x;  α2 = sin x + 5cos 2x;  λ1 = 0,2x;  λ2 = 0,08x. 
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Рис. 1. Аппроксимаия Эйлера yt и точное решение xt  

при ∆ = 0,001 (T = 0,01); марковская цепь 

 
Рис. 2. Аппроксимаия Мильштейна (синяя кривая) 
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Рис. 3. Аппроксимация Тейлора 1,5 и точное решение уравнения 

2.  Изменим значения α1, α2, λ1, λ2: 
α1 = cos2(x);  α2 = sin(x) + 5cos(2x);   λ1 = 0,2x; λ2 = 0,5x. 

 
Рис. 4. Аппроксимация Эйлера (красная кривая), Мильштейна 
(синяя кривая), Тейлора 1,5 (зеленая кравая) и точное решение 

уравнения ∆ = 0,025 (T = 1) 
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Рис. 5. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,2; 0,1; 0,05; 0,025 (T = 1); зависимость 
погрешности от размера шага дискретизации 

 
Рис. 6. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,00375; (T = 0,3) 
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Рис. 7. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,03; 0,015; 0,0075;0,00375 (T = 0,3) 

 
Рис. 8. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,0005; (T = 0,02) 
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Рис. 9. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,004; 0,002; 0,001; 0,0005 (T = 0,02) 

Случай 2.  

1.  



























xx
xx

xx
xx

Q

cos700cos7
02cos2cos0

cos0cos0
0sin50sin5

22

; 

α1 = 3sin x;  α2 = 2 + cos x;  α3 = –6sin 2x;  α4 = 0,2 x2; 
 λ1 = 0,2x;  λ2 = 0,07x;  λ3 = 2x2;  λ4 = 0,8x. 
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Рис. 10. Аппроксимация Мильштейна при ∆ = 0,01; (T = 0,1) 

 
Изменим значения: 
 α1 = sin x;  α2 = 1 + cos x;   α3 = 2sin 2x;  α4 = 0,2x2; 
 λ1 = 0,2x;  λ2 = 0,7x;  λ3 = 0,1x2;  λ4 = 0,5x; 

 
Рис. 11. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения при ∆ = 0,025; (T = 1) 
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Рис. 12. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,2; 0,1; 0,05; 0,025 (T = 1); зависимость 
погрешности от размера шага дискретизации 

 
Рис. 13. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения при ∆ = 0,015; (T = 0,3) 



 
Математическая теория управления 

 127 

 
Рис. 14. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,03; 0,015; 0,0075; 0,00375 (T = 0,3);  
зависимость погрешности от размера шага дискретизации 

  
Рис. 15. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения при ∆ = 0,0005; (T = 0,04) 
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Рис. 16. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 10-1; 10-2; 10-3; 10-4 (T = 1; 0,1; 0,01; 0,001) 

2.  



























xx
xx

xx
xx

Q

cos7cos700
02cos2cos0
00coscos
0sin50sin5

22

; 

 α1 = 2 + sin x;  α2 = 1 + cos x;  α3 = 3 cos2
 2x;  α4 = sin 4x;  

 λ1 = 0,5x;  λ2 = 3x;   λ3 = 0,2x;  λ4 = 0,007x. 
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Рис. 17. ∆ = 0,025; (T = 1) 

  
Рис. 18. ∆ = 0,1; 0,05; 0,025 (T = 1) 
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Рис. 19. Аппроксимации Эйлера, Мильштейна, Тейлора и 

точное решение уравнения при ∆ = 0,01; (T = 0,02) 

  
Рис. 20. Среднее значение абсолютной ошибки и половина 

ширины доверительного интервала при ∆ = 0,02; 0,01 (T = 0,2); 
зависимость погрешности от шага дискретизации 

Далее используем λ1 = 0,05;  λ2 = 8;  λ3 = 0,2;  λ4 = 0,007. 
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Рис. 21. Среднее значение абсолютной ошибки и половина 

длины конфиденциального интервала при ∆ = 0,1; 0,02; 0,004; 
0,0008 (T = 1; 0,2; 0,04; 0,008); средняя погрешность в партии 

при ∆ = 0,0008 (T = 0,008); марковская цепь при ∆ = 0,0008 
(T = 0,008) 

 α1 = sin x;  α2 = –4 cos x;  α3 = 3 cos2
 x;  α4 = cos 2x; 

 λ1 = 0,2;  λ2 = (3 + 0,1x);  λ3 = 0,7;  λ4 = 0,8. 

 
Рис. 22. Аппроксимация Мильштейна при ∆ = 0,02 (T = 0,1) 
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Рис. 23. Среднее значение абсолютной ошибки и половина 

длины доверительного интервала при ∆ = 0,01; 0,02;  
величина средней погрешности в партии ∆ = 0,02 (T = 0,1) 

Случай 3.  
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Q ; 

 α1 = 3x;  α2 = 2sin x;  α3 = –6x2;  α4 = cos 4x;   α5 = cos2x;
 α6 = –sin x;  α7 = 2 + x;  α8 = 5sin 2x; 
 λ1 = 0,1x;  λ2 = 0,03x;  λ3 = 7x;  λ4 = 0,7x; 
 λ5 = 0,9x;  λ6 = 0,2x;  λ7 = 4x;  λ8 = 0,2x. 
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Рис. 24. Аппроксимация Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,00375 (T = 0,3);  
марковская цепь 

 λ1 = 0,1x;  λ2 = 0,3x;  λ3 = 0,7x;  λ4 = 0,7x; 
 λ1 = 0,9x;  λ2 = 0,2x;  λ3 = 0,4x;  λ4 = 0,2x. 

 
Рис. 25. Аппроксимация Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,00625 (T = 0,5) 
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Рис. 26. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал при ∆ = 0,05; 0,025; 0,0125; 0,00625 (T = 0,5) 
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 α1 = 3x;  α2 = 2 sin 4x;  α3 = 6 cos x;  α4 = sin 4x;   
 α5 = cos2x;  α6 = –sin x;  α7 = 2 + x;  α8 = 5 sin 2x; 
 λ1 = 1,5x;  λ2 = 3x;   λ3 = 0,7x;  λ4 = 4x; 
 λ5 = 0,29x;  λ6 = 0,6x;  λ7 = 0,24x;  λ8 = 0,27x. 
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Рис. 27. Аппроксимация Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,0025(T = 0,1) 

 
Рис. 28. ∆ = 0,01; 0,005; 0,0025 (T = 0,1) 
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Рис. 29. Аппроксимация Эйлера, Мильштейна, Тейлора 1,5 и 

точное решение уравнения ∆ = 0,00625 (T = 0,5) 

 
Рис. 30. Зависимость погрешности от размера шага дискрети-

зации (∆ = 0,05; 0,025; 0,0125 (T = 0,5)) 

 
Рис. 31. Аппроксимация Эйлера при ∆ = 0,025 (T = 1) 
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Рис. 32. Аппроксимации Мильштейна (синяя кривая), Тейлора 

(зеленая) ∆ = 0,025 (T = 1) 

 
Рис. 33. Среднее значение абсолютной ошибки и доверительный 

интервал схем Эйлера, Мильштейна (на графике), Тейлора 
 (в окне программы) при ∆ = 0,2;0,1;0,05; 0,025 (T=1) 

6. Заключение 

В данной статье были использованы известные численные 
схемы Эйлера, Мильштейна, Тейлора (Платена) в виде (14), 
(15), (16) для нахождения приближенного решения SDEwMSs 
вида (17) с механизмом переключений, зависящим от фазового 
состояния. 

Используя методы Peter E. Kloeden, Eckhard Platen, 
Henri Schurz из [8], в данной работе было проведено сравнение 
качества аппроксимаций, подсчитаны значения абсолютной 
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погрешности, ширины 90% доверительного интервала с различ-
ными вариантами выбора начальных условий, шага дискрети-
зации, ширины временного интервала, размера и вида матрицы 
переходов.  

В результате можно сделать следующие выводы. 
Качество аппроксимаций зависит от вида функций f(t, Xt) 

и g(t, Xt), являющихся коэффициентами в уравнении (17) и для 
которых требуется выполнение условий (3), (4). Эксперименты 
показали, что данные условия можно несколько ослабить, но в 
таком случае качественные приближения возможны только на 
малых временных интервалах с малым размером шага дискре-
тизации. 

В целом точность методов Тейлора и Мильштейна опреде-
ленно выше на небольших временных интервалах с малым 
размером шага дискретизации. При увеличении временного 
интервала разница в ошибке уменьшается и качество аппрокси-
маций мало отличается.  

Устойчивость все три метода показывают на малых вре-
менных интервалах. На достаточно больших временных интер-
валах часто ошибка численной схемы превышает допустимые 
значения. В любом случае, чрезмерное уменьшение шага дис-
кретизации приводит к увеличению погрешности. Накопление 
ошибки происходит из-за того, что на каждом шаге винеровский 
процесс получает некоторое приращение, и, соответственно, при 
малом размере шага и относительно большой длине временного 
интервала приращение ∆ω становится настолько большим, что 
не компенсируется малым размером шага ∆, как предполагалось 
в теоретических исследованиях. Схема Эйлера несколько более 
устойчива в таких случаях. Схема Мильштейна, отличаясь от 
схемы Эйлера только одним слагаемым, часто показывает более 
точные результаты по сравнению со схемой Эйлера, и в тоже 
время она немного устойчивее «чувствительной» к увеличению 
интенсивности и диапазона значений скачков схемы Тейлора 
(Платена).  

Интересно было проследить, как меняется качество аппрок-
симаций при увеличении размера матрицы переходов. Это 
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также одно из возможных направлений для теоретических ис-
следований.  

Отметим также, что при проведении экспериментов по мо-
делированию сложных процессов многое зависит от конкретных 
уравнений, начальных условий, корректности решения (в нашем 
случае само «точное решение» тоже находится несколько при-
ближенно), выбора интервала, шага дискретизации. Поэтому 
однозначных выводов о качестве методов по нескольким приме-
рам сделать нельзя. Показанные в данной статье иллюстрации 
численного моделирования представляют лишь небольшую 
часть реально проведенных компьютерных экспериментов и 
демонстрируют часто повторяющиеся случаи, которые позволя-
ют все же сделать некоторые выводы о моделировании подоб-
ных процессов и могут помочь при решении практических 
задач. 
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Abstract: We consider mathematical models of hybrid systems in the 
form of stochastic differential equations with Markovian switchings 
and a state-dependent switching component. We propose an exten-
sion of Euler, Milshtein, and Taylor schemes for numerical ap-
proximation of solutions for such stochastic differential equations. 
Quality of approximations is experimentally compared in Scilab 
software for numerical computation. 
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