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Впервые предложены утверждения, позволяющие сводить 

арифметические операции над нечеткими числами LR-типа к 

арифметическим операциям над комплексными числами или 

матрицами, что дает возможность упростить выполнение 

указанных арифметических операций (в частности с примене-

нием систем компьютерной математики) и использовать 

наглядное графическое их представление на комплексной плос-

кости (в виде векторных диаграмм и годографов). 

 

Ключевые слова: арифметические операции, комплексные 

числа, матрицы, нечеткие числа. 

1. Введение 

Аппарат нечеткой логики широко используется при мате-

матическом описании сложных систем в условиях неопределен-

ности, позволяя формализовать знания, представленные в каче-

ственной форме, и не требуя выполнения предпосылок 

применимости теории вероятностей [1, 3, 6, 9, 10, 13]. 

Нечеткие числа – нечеткие переменные, определенные на 

числовой оси. Нечеткое число определяется как нечеткое мно-

жество А на множестве действительных чисел R с функцией 
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принадлежности μA(x)  [0, 1], где x – действительное число, т.е. 

x  R [1, 9]. 

Нечеткие числа LR-типа – это разновидность нечетких чи-

сел специального вида, задаваемых по определенным правилам 

[1, 9]. Нечеткие числа LR-типа были предложены в работах  

[14–17] с целью уменьшения трудоемкости выполнения ариф-

метических и логических операций над нечеткими числами 

путем аппроксимации функций принадлежности типовыми 

нелинейными функциями, задаваемыми своими параметрами 

(LR-аппроксимация). В работах [14–17] приводятся классиче-

ский вариант арифметических операций над нечеткими числами 

LR-типа, а также примеры решения уравнений и неравенств с 

нечеткими числами. 

Функции принадлежности нечетких чисел LR-типа задают-

ся с помощью невозрастающих четных неотрицательных дейст-

вительных функций действительного аргумента L(x) и R(x), 

удовлетворяющих свойствам: а) L(–x) = L(x), R(–x) = R(x);  

б) L(0) = R(0). 

Пусть L(x) и R(x) – функции LR-типа. Унимодальное нечет-

кое число А с модой а (т.е. μA(a) = 1) c помощью L(x) и R(x) 

задается следующим образом:  

; при   

,   при   

)(

ax
x-a

R

ax
a-x

L

xA
 

где а – мода;   > 0,  > 0 –левый и правый коэффициенты не-

четкости. 

Таким образом, при заданных L(x) и R(x) нечеткое число 

LR-типа определяется тройкой (а, , ). 

Нечеткое число LR-типа будем называть симметричным, 

если левый и правый коэффициенты нечеткости равны, 

т.е.  = . 

Предположим, имеются нечеткие числа LR-типа:  

 и .  

Арифметические операции над нечеткими LR-числами оп-

ределяются следующим образом [1, 9]: 
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сложение 

(m, , )LR + (n, , )LR = (m + n,  + ,  + )LR; 

умножение 

(m, , )LR  (n, , )LR = (mn, n + m, n + m)LR; 

m > 0, n > 0; 

противоположный элемент 

–(m, , )LR = (–m, , )LR; 

обратный элемент 

 

За последние 30 лет было опубликовано более 10 000 науч-

ных работ, в которых рассматривались те или иные аспекты 

использования арифметических операций над нечеткими числа-

ми LR-типа. 

Подавляющее большинство указанных научных работ мож-

но отнести к одной из трех групп. 

Первая группа – это ряд научных работ, посвященных раз-

личным вариантам построения арифметик нечетких чисел при 

использовании LR-аппроксимация и исследованию их свойств, а 

также способам выполнения арифметических операций над 

нечеткими числами LR-типа. В качестве примера публикаций на 

русском языке, относящихся к данной группе, можно отметить 

[3, 5, 6, 11–13]. В частности, в работах [3, 5, 11] рассматривают-

ся дополнительные (неклассические) операции вычитания, 

деления и показано, что с их помощью можно повысить точ-

ность решения нечетких уравнений. 

Вторая группа – это работы, в которых рассматриваются ме-

тоды и алгоритмы решения уравнений, неравенств, задач оптими-

зации, теории принятия решений и теории управления на множе-

стве нечетких чисел LR-типа. 

Третья группа научных работ является наиболее многочис-

ленной и посвящена использованию нечетких чисел LR-типа в 

задачах прикладного характера, в которых данные числа ис-

пользуются с целью провести анализ в условиях неопределенно-

сти. 

Настоящая статья, в соответствии с приведенной классифи-

каций, относится к первой группе. 
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В статье впервые показано, что приведенные арифметиче-

ские операции над нечеткими числами LR-типа можно выпол-

нить, переходя от нечетких чисел к соответствующим им ком-

плексным числам или матрицам, что позволяет упростить 

выполнение указанных арифметических операций (в частности с 

применением систем компьютерной математики) и использо-

вать наглядные графические их представления на комплексной 

плоскости. 

2. Комплексный метод выполнения арифметических 
операций над нечеткими числами 

Приведем утверждение, определяющее связь между ариф-

метическими операциями над симметричными нечеткими чис-

лами LR-типа и комплексными числами. 

Утверждение 1.  Введем в рассмотрение преобразование, 

ставящее в однозначное соответствие произвольное симметрич-

ное число LR-типа  и комплексное число 

x = y + jz, где  т.е. . Пусть далее имеются симмет-

ричные нечеткие числа LR-типа: , и  

. Сопоставим им комплексные числа: 

 и . 

Тогда при m  n >>   ,  m > 0  и m >>   арифметические 

операции над нечеткими числами  и  соответствуют операци-

ям над комплексными числами: 

, 

, 

, 

, 

где  – комплексное сопряженное по отношению к . 

Доказательство.  Сравним результаты арифметических 

операций над нечеткими числами  и их комплексными 

изображениями  и   [1, 4, 9]: 

, 

. 

Таким образом: 
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; 

, 

 

. 

С учетом того, что для нечетких чисел m  n >>   , имеем: 

. 

Таким образом: 

 

, 

. 

Таким образом: 

 

,  

 

С учетом того, что для нечетких чисел m >> , имеем: 

, 

 

 
Из приведенного утверждения, в частности, следует, что 

симметричные нечеткие числа LR-типа можно изображать на 

комплексной плоскости в виде векторов: проекция вектора на 

действительную ось – «четкая» часть нечеткого числа, проекция 

на мнимую – степень нечеткости. 

На рис. 1 представлена графическая иллюстрация выполне-

ния арифметических операций сложения и вычитания над не-

четкими числами на комплексной плоскости. 
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Рис. 1. Графическая иллюстрация арифметических операций 

над нечеткими числами на комплексной плоскости 

3. Матричный метод выполнения арифметических 
операций над нечеткими числами 

Приведем утверждение, определяющее связь между ариф-

метическими операциями над симметричными нечеткими чис-

лами LR-типа и матрицами. 

Утверждение 2.  Введем в рассмотрение преобразование, 

ставящее в однозначное соответствие произвольное симметрич-

ное число LR-типа  и матрицу  
yz

zy
, т.е. 

. Пусть далее имеются симметричные нечеткие числа  

LR-типа: , и . Сопоставим им 

матрицы: 
m

m
 и  

n

n
. 

Тогда при m  n >>   , m > 0 и m >>  арифметические опе-

рации над симметричными нечеткими числами LR-типа  и  

соответствуют операциям над матрицами: 

, 
T
, 

, 
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. 

Доказательство утверждения основано на изоморфизме 

комплексных чисел x =y + jz и матриц вида 
yz

zy

  

[2, 8], 

а также эквивалентности арифметических операций над нечет-

кими и комплексными числами (см. утверждение 1). 

4. Численный пример 

В качестве примера рассмотрим расчет чистого приведен-

ного дохода (ЧПД) в условиях неопределенности [7]. Все расче-

ты будем проводить с использованием системы компьютерной 

математики MathCAD.  

Предположим, что месячный индекс инфляции, поступле-

ния и отток денежных средств в m-м месяце заданы симметрич-

ными нечеткими числами LR-типа: (0,01; 0,002; 0,002)i , 

( , , )m m m mp P p p   
и ( , , )m m m mo O o o  соответственно.  

Cведем значения поступления и оттока денежных средств в 

таблицу 1. 

Таблица 1. Значения поступления и оттока денежных средств 

Номер месяцаm Pm
 

pm
 

Om
 

om
 

1 100 10 20 4 

2 120 10 20 4 

3 130 10 20 4 

4 100 10 15 3 

5 110 10 15 3 

6 160 20 15 3 

7 170 20 10 2 

8 180 20 10 2 

9 150 20 10 2 

10 150 20 5 1 

 

Руководствуясь утверждением 1, рассчитаем ЧПД с приме-

нением комплексных чисел. Для этого осуществим переход от 

нечетких симметричных чисел LR-типа к комплексным числам: 
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(1) ~ 0,01 0,002i i j , 

(2) ~m m m mp p P p j , 

(3) ~m m m mo o O o j . 

Используя формулу расчета ЧПД [4] 

(4) 
1

1
,

1

N

m m m
m

npv p o

i

 

где N – общее количество месяцев, и утверждение 1 получим 

выражение для расчета ЧПД с применением комплексных чи-

сел: 

(5) . 

Реализовав в MathCAD расчет ЧПД с применением форму-

лы (5), получим:  = 1156,55 + 127,88j.  

Осуществив обратный переход от комплексных к нечетким 

числам получим значение ЧПД: 

 
vp~n  = (1156,55; 127,88; 127,88). 

На рис. 2 изображена векторная диаграмма определения 

суммарного ЧПД. 

 

Рис. 2. Векторная диаграмма определения суммарного ЧПД 
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Аналогичным образом согласно утверждению 2 заменим 

нечеткие числа их матричными изображениями: 

(6)  

(7) , 

(8)  

Адаптируя формулу (4) для операций с матрицами на осно-

ве утверждения 2, получим: 

(9)  

где  – единичная матрица. 

Реализовав в MathCAD расчет ЧПД с применением форму-

лы (9), получим: 

 . 

Переходя от матриц к нечетким числам, получим значение 

vp~n =(1156,55; 127,88; 127,88) – такое же, как и при использова-

нии комплексного метода. 

Как известно, широко распространенные системы компью-

терной математики (MATLAB, MathCAD, Maple и др.) содержат 

средства, позволяющие выполнять арифметические операции 

над комплексными числами и матрицами, причем как в числен-

ном, так и в символьном виде. В тоже время указанные системы 

компьютерной математики в своей стандартной комплектации 

не содержат средств выполнения арифметических операций над 

нечеткими числами. Вышеприведенные утверждения позволяют 

сводить арифметические операции над симметричными нечет-

кими числами LR-типа к арифметическим операциям над ком-

плексными числами и матрицами, что дает возможность упро-

стить выполнение указанных арифметических операций с 

применением систем компьютерной математики. 
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5. Заключение 

В статье впервые предложены утверждения, позволяющие 

сводить арифметические операции над симметричными нечет-

кими числами LR-типа к арифметическим операциям над ком-

плексными числами или матрицами, что дает возможность: 

1) упростить выполнение арифметических операций над не-

четкими числами LR-типа (в частности с применением систем 

компьютерной математики, содержащих средства, которые 

позволяют выполнять арифметические операции над комплекс-

ными числами и матрицами, как в численном, так и в символь-

ном виде); 

2) использовать наглядное графическое представление 

арифметических операций над нечеткими числами LR-типа на 

комплексной плоскости в виде векторных диаграмм и годогра-

фов; 

3) переходить в формулах от матриц с элементами в виде не-

четких чисел LR-типа к матрицам большей размерности с эле-

ментами в виде действительных чисел. 
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Abstract: We prove propositions which reduce arithmetic operations 

on fuzzy numbers of LR-type to arithmetic operations on complex 

numbers and matrices. This simplifies calculation (in particular, in 

computer computations) and allows for the intuitive graphical 

representation on fuzzy numbers on the plane of complex numbers 

(in the form of vector diagrams and hodographs). 
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