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Вычислительные эксперименты с имитационными моделями 

вычислительных сетей проводятся для определения вероятно-

стно-временных и надежностных характеристик сетей, в том 

числе для проверки того, удовлетворяет ли сеть заданным 

требованиям на вероятность недоведения информации за 

заданное время. Если вероятность недоведениядолжна быть 

малой и сеть удовлетворяет этому требованию, то недоведе-

ние информации за заданное время является редким событием, 

которое может просто не осуществиться в процессе модели-

рования. В работе предложена схема планирования имитаци-

онных экспериментов и алгоритмы обработки их результатов, 

предназначенных для проверки выполнения требований на 

вероятности редких событий. 
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1. Введение 

К информационно-вычислительным сетям (ИВС), являю-

щимся телекоммуникационными компонентами сложных ин-

формационно-телекоммуникационных систем, предъявляются 
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высокие требования по скорости и надежности доставки инфор-

мации, формулируемые в терминах вероятностно-временных и 

надежностных характеристик ИВС [3, 14, 15]. В процессе проек-

тирования ИВС при выборе параметров проектирования (струк-

туры сети, ее протоколов и алгоритмови т.п.) необходимо оце-

нивать, будут ли принимаемые технические решения 

обеспечивать заданные требования к сети при различных сцена-

риях ее функционирования. Сложность и многоаспектность 

протекающих в сети процессах не позволяют использовать 

аналитические модели (например, модели, основанные на сетях 

массового обслуживания [2, 11, 12, 14, 16–18, 21, 26, 28]и др.) 

для предсказания (оценивания) характеристик сети и их зависи-

мости от параметров проектирования, условий функционирова-

ния и управляющих воздействий. Натурные испытания могут 

быть, как правило, проведены лишь на заключительных этапах 

проектирования, когда сеть уже создана и может эксплуатиро-

ваться, а основные технические решения уже приняты и их 

изменения либо невозможны, либо сопряжены с большими 

затратами. Поэтому наиболее эффективным инструментом, 

позволяющим предсказывать вероятностно-временные и надеж-

ностные характеристики сети, а также проектировать и исследо-

вать процедуры управления сетью, является имитационное 

моделирование[1, 4, 8, 22]. 

К ИВС, вкоторых циркулирует критически важная инфор-

мация, предъявляются очень высокие требования к доставке 

сообщений, содержащих такую информацию, за заданное время 

Ткрит. Эти требования формулируются в виде неравенства 

(1) Р(ТTкрит) ≤ Pкрит, 

гдеТ– случайное время доставки сообщений, авероятность Pкрит 

может быть очень мала.  

Пусть F(t) = P(T < t) – функция распределения времени дос-

тавки сообщений в сети, тогда соотношение (1) может быть 

записано в виде 

(2) 1 –F(Tкрит) ≤ Pкрит. 

В результате вычислительных экспериментов с имитацион-

ной моделью сети собирается статистика Т1, Т2, …, ТN времен 

доставки сообщений, по которой строится эмпирическая функ-

ция распределения 
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(3)         
 

 
         
   , 

используемая далее в качестве оценки для функции распределе-

ния F(t);здесь I(A) означает индикатор событияА: I(A) = 1, если 

событие А осуществилось, и I(A) = 0 в противном случае. Тем 

самым, величина (1 – F(Tкрит)) является оценкой вероятности 

того, что сообщение не будет доведено до адресата за заданное 

время Tкрит.  

При достаточно большом числе N оценка Fэмп(t) (3) обеспе-

чивает малость погрешности 

                   . 
Точность величины Fэмп(t), используемой в качестве оценки 

требуемой вероятности F(t), обычно исследуется в предположе-

нии, что времена доведения Т1, Т2, …, ТN сообщений являются 

независимыми. Выполнимость этого предположения в имитаци-

онных экспериментах всегда можно обеспечить за счет специ-

альной селекции сообщений в сети, времена доведения которых 

фиксируются в собираемой статистике. В случае независимых 

времен доведения классическая схема соответствует биноми-

альной модели (модели Бернулли) наблюдений[5, 20]. 

Однако классическую схему можно использовать лишь в 

области значений t, при которых значение F(t) «отделено» от 

чисел 0 и 1, так как в области «больших уклонений» оценка (3) 

может иметь неприемлемо высокую относительную ошибку. 

Малая погрешность величины (1 – Fэмп(Tкрит)), используемой в 

качестве оценки для требуемой вероятности (1 – F(Tкрит)), может 

не обеспечивать нужной точности при малых значениях вероят-

ности (1 –F(Tкрит)): дисперсия 

                            
                     

 
 

оценки (1 – Fэмп(Tкрит)) при больших значениях N и малых значе-

ниях вероятности (1 – F(Tкрит)) является малой, но при этом 

величины (1 – F(Tкрит)) и (1 – Fэмп(Tкрит)) могут отличаться в 

разы, так как относительная ошибка (коэффициент вариации) 

r(t) оценки (3) равна: 

(4)      
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и может быть сколь угодно большой для малых значений веро-

ятности Pкрит. 

Поэтому для достижения нужной точности необходимо 

проводить неприемлемо длительные имитационные экспери-

менты, чтобы обеспечить большой размер выборки N. Напри-

мер, при Pкрит = 10
–4

 для требуемой погрешности относительной 

ошибки r(t) ≤ 0,1 необходим объем выборки N ~ 10
6
. Заметим, 

что 

               
 

 
            
 
   , 

но событиеТ  Tкрит происходит крайне редко, и из вышеизло-

женных рассуждений следует, что классическая биномиальная 

схема неприменима для оценивания вероятностей редких собы-

тий. 

Проблема получения статистических выводов о вероятно-

стях редких событий встречается и во многих приложениях – 

например, в теории надежности, где приходится оцениватьма-

лую вероятность попадания в нелинейную область[22–24].  

Известные альтернативные подходы к этой задачеоснованы 

на использовании «закона малых чисел»[7], а также теории 

рекордов [19]. Внастоящей же статье предлагается комбиниро-

ванная схема проведения имитационных экспериментов для 

проверки выполнения условий (1), (2), основанная на синергии 

биномиальной схемы, так называемой отрицательно-

биномиальной схемы [5, 20] и метода оценки вероятностей  

0-событий [9, 10]. В разделе 2 приведены математическое обос-

нование предлагаемой схемы и необходимые математические 

формулы, используемые в комбинированной схеме. В разделе 3 

описана комбинированная схема проведения имитационных 

экспериментов. 

2. Математическое обоснование схемы проведения 
имитационных экспериментов 

Рассмотрим сначала биномиальную схему экспериментов. 

Пусть при фиксированном значении числа испытаний N ровно m 

раз осуществилось редкое событие {Т  Tкрит}. Число m может 

принимать значения 0, 1, …, N, и при m = 0 говорят, что имело 



 

Математическая теория управления 

 87 

место 0-событие [9, 10]. В работе Клоппера–Пирсона [27] по-

строены доверительные интервалы для неизвестной вероятности 

р, которые при заданной доверительной вероятность Рдовв инте-

ресующем нас «одностороннем случае» имеют вид: 

P(p<PBi(m, N, Pдов)) = Pдов,  

где граница PBi(m, N, Pдов) является Рдов-квантильюБета-

распределения Ix(m + 1,N – m) с параметрами (m, y)[20], т.е. 

корнем уравнения 

            
 

          
               
 

 
     , 

здесь  

                          
 

 

 

есть Бета-функция. Значения квантилей Бета-

распределениятабулированы в таблице 5.2 [7], там же даны 

полезные приближенные формулы. 

Если биномиальные эксперименты проводились для про-

верки выполнения условий (1), (2), то с заданной доверительной 

вероятностью Рдов можно считать, что эти условия выполнены, 

если выполнено неравенство 

(5) PBi(m, N, Pдов) ≤ Pкрит. 

Порог PBi(m, N, Pдов) при фиксированном N является монотонно 

возрастающей функцией числа m, а при фиксированном m–

монотонно убывающей функцией числа N. 

Условие (5) связывает оба параметра m и N, и с учетом по-

следнего замечания из него можно получить следующие выво-

ды: при фиксированномN условие (5) будет выполнено (а зна-

чит, будут выполнены требуемые условия (1), (2)), если 

наблюдаемое число m удовлетворяет условию 

m ≤ mкрит(N), 

где mкрит(N) = m(N);здесь числоm(N) является корнем уравне-

ния 

(6) 
 

          
               
     
 

     , 

ax означает наименьшее целое число, не меньшее x. 

Для того чтобы выполнялось условие mкрит(N)  0 (в про-

тивном случае даже отсутствие событий {Т  Tкрит}, т.е.если 

m = 0 и имеет место так называемое 0-событие [2]), не позволяет 
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сделать вывод о выполнении соотношений (1), (2)), число N 

должно удовлетворять условию 

PBi(0, N, Pдов) ≤ Pкрит, 

откуда следует, что при любых исходах при заданной довери-

тельной вероятности Рдов необходимо провести не менее Nкрит 

испытаний, где Nкрит является корнем уравнения 

 PBi(0, N, Pдов) = Pкрит. 

Величина Nкрит может быть вычислена в явном виде и равна 

(7)        
            

             
 . 

При малых Pкрит величина (7) может быть записано в прибли-

женном виде как 

(8)                        
 

     
 

 

 
   

с ошибкой порядкаО(Pкрит
2
). 

Из полученных результатов можно сделать следующие 

предварительные выводы: 

1.  В биномиальной схеме наблюдений для проверки выпол-

нения условий (1), (2) при заданной доверительной вероятно-

стиРдов необходимо провести не менее Nкрит (7), (8) испытаний. 

2.  При N = Nкрит условия (1), (2) можно считать выполненны-

ми с заданной доверительной вероятностью Рдов, если все 

N = Nкрит переданных сообщений были доведены за время, не 

превышающее Ткрит. 

3.  При N > Nкрит условия (1), (2) можно считать выполненны-

ми с заданной доверительной вероятностью Рдов, если не более 

mкрит(N) сообщений из переданных сообщений были доведены за 

время, превышающее Ткрит (число mкрит(N) является наименьшим 

целым числом, не меньшим корня уравнения (6)). 

Как указывалось выше, стандартная оценка вероятности 

редкого события в биномиальной схеме испытаний может иметь 

высокую относительную ошибку (коэффициент вариации) r(t) 

(4). Приведенный выше факт о высокой относительной ошибке 

оценки малых вероятностей в модели Бернулли давно известен, 

и поэтому экспериментаторы (см., например, [13]) для оценива-

ния вероятностей редких событий часто отказываются от бино-

миальной схемы Бернулли и заменяют ее другими схемами, 
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например, отрицательно-биномиальной схемой, основанной на 

отрицательно-биномиальной модели наблюдений. 

Отрицательно-биномиальная схема заключается в следую-

щем[5, 20]. Фиксируется число m, и эксперименты проводятся 

до тех пор, пока интересующее нас событие (в рассматриваемой 

задаче – событие {Т  Tкрит}) не наступит ровно m раз. В этой 

схеме случайным будет общее число N(m) проведенных экспе-

риментов, и случайная величина 

 Y = Y(m) = N(m) – m, 

равная числу экспериментов, в которых редкое событие не 

наступило, принимает целочисленные значения из множества 

{0, 1, 2, …}. В теории вероятностей [5, 20] распределение слу-

чайной величины Y называется отрицательно-биномиальным 

распределением (называемым также распределением Паскаля 

или распределением Полиа), а при m = 1 – геометрическим 

распределением. Распределение величины Y зависит от выбран-

ного числа m, и вероятности p наступления события имеет вид 

         
   

     
                           , 

а математическое ожидание случайной величины N(m) равно 

(9) M(N(m)) = 
 

 
. 

В отрицательно-биномиальной схеме при m > 1 можно по-

строить [5] несмещенную оценку p
*
(m) для величины р: 

       
   

     
, 

а дисперсия этой оценки в зависимости от числа m имеет вид: 

               
              

   
  

              
  

   
      . 

Следовательно, коэффициент вариации при малых p не воз-

растает до бесконечности, а ограничен: при p 0 

 
      

 
 

 

    
, 

и этим отрицательно-биномиальная схема выгодно отличается 

от схемы Бернулли. 

В работе [5] с помощью модификации метода Клоппера–

Пирсона [27] построены доверительные интервалы для неиз-



 

Управление большими системами. Выпуск 40 

 90 

вестной вероятности р, которые в интересующем нас «односто-

роннем случае» при заданной доверительной вероятностиРдов 

имеют вид: 

(10) P(p<P
*
(Y(m), Pдов)) = Pдов, 

где граница P
*
(y, Pдов) является Рдов-квантильюБета-

распределения Ix(m, y) с параметрами (m, y), т.е. корнем уравне-

ния 

(11)            
 

         
                
  

 
    . 

Вернемся к исходной прикладной задаче проверки выпол-

нения требований (1), (2) по результатам имитационных экспе-

риментов. С использованием доверительного интервала (10) для 

вероятности недоведения сообщения за заданное время Tкрит, мы 

можем считать, что условия (1), (2) выполнены с заданной 

доверительной вероятностью Рдов, если выполняется условие 

(12) P
*
(y, Pдов) ≤ Pкрит. 

Так как функция P
*
(y, Pдов) монотонно убывает с ростом y, 

то условие (12) будет выполняться при 

 Y(m) Yкрит = Yкрит(Pкрит, Pдов), 

где величина Yкрит является корнем уравнения 

 P
*
(y, Pдов) = Pкрит, 

а с учетом уравнения (11) Yкрит является корнем уравнения 

 
 

      
               
     
 

     . 

Величина Yкрит при заданных величинах Pкрит и Pдов также 

может быть вычислена с помощью таблицы 5.2 [7]. При очень 

малых значениях Pкрит при m  1 величина Yкрит может быть 

вычислена с помощью приближенной формулы, полученной в 

работе [6]: 

(13)     
  

      
 

 

 
     

  

 
  

                     

    
       , 

где х
*
 = х

*
(Рдов) есть верхняя Рдов-квантиль 2

-распределения с 

2m степенями свободы (см. [7], таблица 2.2), погрешность при-

ближенной формулы есть величина порядкаО(Pкрит
2
). Заметим, 

что отрицательно-биномиальная схема при выбранном значении 

m  1 требует проведения в среднемm/Pкритнезависимых экспе-

риментов (9). 
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Следовательно, при отрицательно биномиальной схеме экс-

периментов с заданным значением числа «успехов» m  1 необ-

ходимо провести (Yкрит(m) + m – 1) испытаний, и условия (1), (2) 

можно считать выполненными с заданной доверительной веро-

ятностью Рдов, если в процессе испытаний не более (m – 1) из 

переданных сообщений были доведены за время, превышающее 

Ткрит. 

3. Комбинированная схема проведения 
имитационных экспериментов 

На основании математических результатов, полученных в 

разделе 2, предлагается следующая комбинированная схема 

проведения имитационных экспериментов для проверки выпол-

нения условий (1), (2) (при заданном значении Pкрит), определяе-

мая следующими задаваемыми параметрами схемы: довери-

тельной вероятностью Pдов и максимальным числом Nmax 

экспериментов, которое исследователь считает возможным 

провести. Эти параметры нельзя задавать независимо друг от 

друга: в частности, должно выполняться соотношение 

(14) NmaxNкрит, 

где величина Nкрит определена в (7), (8). 

Если соотношение (14) не выполняется, то необходимо ли-

бо увеличить число Nmax до Nкрит, либо (при малых значениях 

Pкрит) в соответствии с уравнением (8) уменьшить доверитель-

ную вероятность Pдов до величины 

Pдов,min = 1 –exp             . 

После согласования параметров Pдов и Nmax необходимо ис-

пользовать биномиальную схему испытаний и считать условия 

(1), (2) выполненными с получившейся доверительной вероят-

ностью Pдов,min, если имело место 0-событие [10], т.е. все N = Nmax 

переданных сообщений были доведены за время, не превы-

шающее Ткрит. 

Если соотношение (14) выполнено, то число Nmax сравнива-

ется с величиной Yкрит(1), получаемой из (13) при m = 1. Если 

Nmax<Yкрит(1), 
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то имеет место описанная выше биномиальная схема с Nmax 

испытаний и принятием решения о выполнении условий (1), (2) 

при наступлении 0-события. 

При Nmax  Yкрит(1) число Nmax последовательно сравнивается 

с величинами{Yкрит(m) + m – 1, m = 1, 2, …}.Обозначим 

m
*
 = max{m: NmaxYкрит(m) + m – 1} 

и используем комбинированную отрицательно-биномиальную 

схему испытаний с параметром m
*
. 

Следовательно, при комбинированной схеме экспериментов 

с заданным значением числа «успехов» m
*
  1 необходимо 

провести (Yкрит(m
*
) + m

*
 – 1) испытание, и условия (1), (2) можно 

считать выполненными с заданной доверительной вероятностью 

Рдов, если в процессе испытаний не более (m
*
 – 1) из переданных 

сообщений были доведены за время, превышающее Ткрит. 

Выводы 

Предложена комбинированная схема проведения имитаци-

онных экспериментов, позволяющая по их результатам опреде-

лить, выполнены ли в с заданной доверительной вероятностью 

требования на доставку сообщений за заданное время. 
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Abstract:Computational experiments with simulation models for 

computer networks are performed to estimate various 

networkscharacteristics, for example, to check if a network satisfies 

requirements on a probability of delivering messages within a given 

time interval. If the probability of non-delivering is very small, this 

rare event may not occur during computational modeling experi-

ments. We propose the design of computational experiments per-

formed to check requirements on the probability of non-delivering 

as well as the method for experimental data processing. 

 

Keywords:computer networks, simulation modeling, rare event 

probabilities, design for simulation experiments. 
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