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Рассматриваются классические NP -трудные задачи теории

расписаний для одного и нескольких приборов с критерием
минимизации максимального временно́го смещения (Lmax) и
быстродействия (Cmax). Предлагается качественно новая схема
нахождения приближённого решения. Вводится понятие мет-
рики (расстояния) между примерами задачи ρ. Идея предла-
гаемого подхода состоит в построении по исходному примеру
задачи другого примера, для которого удается найти оптималь-
ное или приближённое решение с минимальным расстоянием
до исходного примера во введенной метрике. Результаты рабо-
ты могут быть полезны специалистам по дискретному програм-
мированию, а также студентам математических факультетов.

For classical single and multi-machine NP -hard scheduling
problems with the criterion of minimization maximum lateness
minimization of the maximum lateness (Lmax) and minimiza-
tion of the makespain (Cmax) the metrics ρ has been used for
the first time. A theorem of estimating the absolute error has
been proved. Results of this work can be useful to experts on
discrete programming and also students of mathematical faculties.
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Введение

Общее направление исследований

Люди на протяжении всей жизни сталкиваются с про-
блемами составления расписаний, которые зачастую реша-
ются интуитивно. На обыденном уровне человек исполня-
ет алгоритмы, даже не осознавая этого. Часто мы плани-
руем наши действия в порядке возрастания крайних сро-
ков завершения работ. Например, студенты во время эк-
заменационной сессии учат предмет с наименьшим дирек-
тивным сроком (ближайший по дате сдачи экзамен), тем
самым они минимизируют максимальное временно́е сме-
щение. Лучше получить на экзаменах четыре четвёрки,
чем три пятёрки и одну тройку,— стипендии не будет. . .
Для решения бытовых вопросов применение интуитивно-
го подхода оказывается достаточным. Фактически чело-
век на протяжении жизни решает два класса задач: из
совокупности работ (проблем) выбирает те работы, кото-
рые он будет выполнять; определяет порядок (расписание)
выполнения работ. Развивающаяся стремительными тем-
пами автоматизация производства и неуклонно увеличива-
ющиеся его масштабы ставят перед научным сообществом
всё более и более трудные задачи разработки алгоритмов
составления расписаний.

Теория расписаний является одним из разделов иссле-
дования операций. Термин теория расписаний предложил
Р. Беллман в 1956 году [1]. Методы и алгоритмы решения
задач теории расписаний применяются для решения задач
комбинаторной оптимизации.

Данное направление в науке, получившее название тео-
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рия расписаний, берёт свое начало с известной работы в
данной области Генри Гантта 1903 г. (Gantt H.L. [2]), пред-
ложившего то, что сегодня называют диаграммами Гант-
та, которые встречаются во многих работах по теории рас-
писаний, в том числе и в данном пособии. С 50-х годов XX
века началось активное теоретическое исследование задач
теории расписаний, следует отметить работы Джонсона
(Johnson [3]), Джексона (Jackson [4]) и Смита (Smith [5]),
а также монографии Конвея и др. (Conway et al. [6]), Та-
наева и Шкурбы [7].

В настоящее время наиболее устоявшаяся на нынешний
день классификация задач теории расписаний была пред-
ложена Грэхэмом и др. (Graham at al. [8]). Относительно
быстро была установлена сложность подавляющего боль-
шинства задач теории расписаний. Достаточно полные об-
зоры по задачам теории расписаний и их сложности пред-
ставлены в работах Гэри и Джонсона (Garey, Johnson [9]),
Ленстры и др. (Lenstra et al. [10]), Лоулера и др. (Lawler et
al. [11]), Танаева и др. [7, 12, 13, 14], Брукера и др. [15, 16].

Рассмотрим постановку задачи теории расписаний.
Множество требований N = {1, 2, . . . , n} должно быть об-
служено без прерываний на одном или нескольких при-
борах Mi, пронумерованных i = 1, . . . ,m, которые могут
обслуживать не более одного требования в каждый мо-
мент времени. Время обслуживания требования j ∈ N на
приборе Mi обозначается как pji, pji > 0. Момент, когда
требование j становится доступным для обслуживания,
задаётся временем поступления rj. Требование j может
иметь директивный срок dj (время, до которого желатель-
но завершить обслуживание требования), а также вес wj

(значимость, важность требования). Между требования-
ми могут быть заданы отношения предшествования в виде
ациклического ориентированного графа G. В подавляю-
щем большинстве задач теории расписаний целью являет-
ся построение оптимального расписания по определённо-
му критерию или совокупности критериев. Для представ-
ления различных критериев нам необходимы следующие
определения. Момент окончания обслуживания требова-
ния j при расписании π будем обозначать через Cj(π).
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Определим Lj(π) = Cj(π) − dj как временно́е смещение
требования j при расписании π, а Tj(π) = max{0, Lj(π)} —
как его запаздывание. Uj(π) обозначает — запаздывает ли
требование j при расписании π или нет: Uj(π) = 1, если
j запаздывает (Cj(π) > dj), иначе Uj(π) = 0 (требование
j обслуживается вовремя). Классическими критериями в
задачах теории расписаний являются: Cmax — минимиза-
ция максимального времени окончания обслуживания (за-
дача на быстродействие); Lmax — минимизация максималь-
ного временно́го смещения;

∑

Tj — минимизация суммар-
ного запаздывания;

∑

wjUj — минимизация взвешенного
числа запаздывающих требований. Заметим, что данные
критерии являются регулярными, т.е. исследуемые функ-
ции — неубывающие по отношению к моментам оконча-
ния обслуживания требований. При наличии регулярного
критерия мы можем ограничиться рассмотрением только
ранних расписаний, без искусственных простоев приборов.

Через πi будем обозначать перестановку (расписание)
из элементов множества N , обслуживаемых на приборе
Mi, где i = 1, . . . ,m, множество требований в расписании

πi обозначим {πi} ⊆ N, а через π =
m
⋃

i=1

πi, {πα}
⋂

{πβ} = �,

если α 6= β, расписание для всего множества требований
N = {π}. Рассматриваются только допустимые распи-
сания, удовлетворяющие отношениям предшествования.
Для любого ациклического графа G множество допусти-
мых расписаний не пусто. Момент окончания обслужива-
ния требования j на приборе Mi при расписании π опре-
деляется как

Cj(π) = max{rj, max
k∈Nj

Ck(π), max
(k→j)πi

Ck(πi)}+ pji,

где Nj — множество требований, предшествующих требо-
ванию j, согласно графу G, и (k → j)πi

требования, со-
гласно расписанию πi на приборе Mi, предшествующих
обслуживанию требования j ∈ {πi}. Предполагается, что
для пустого расписания Ck(�) = rk + pki для всех тре-
бований k, для которых нет предшествующих требований
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при обслуживании на приборе Mi. Множество расписаний
обслуживания требований множества N , допустимых от-
носительно графа предшествования G, будем обозначать
через Π(N).

Если обслуживание требования i предшествует обслу-
живанию требования j, i, j ∈ N, при расписании π, то это
будем обозначать через (i → j)π или i

π
→ j, чтобы "не пе-

регружать" нижний индекс.
Для представления задач построения оптимальных

расписаний обслуживания требований множества N , рас-
смотренных в данной работе, мы будем использовать обо-
значение α|β|γ [8]. Первое поле α описывает обслужива-
ющую систему: P – параллельные идентичные приборы;
Q – параллельные приборы разной производительности;
R – параллельные различные приборы; F – flow-shop –
каждое требование должно быть обслужено каждым из
приборов множества M = {1, . . . ,m} в порядке 1, . . . ,m.
Во втором поле β описываются характеристики требова-
ний и отношения предшествования между ними: rj – за-
даны моменты поступления требований на обслуживание;
pj = p – все требования имеют одинаковые продолжитель-
ности обслуживания; prec – между требованиями зада-
ны отношения предшествования. Третье поле γ описывает
критерий задачи, который состоит в отыскании допусти-
мого (относительно графа предшествования) расписания,
минимизирующего целевой функционал.

Отметим, что подавляющее большинство исследован-
ных задач теории расписаний являются NP -трудными [9].
Несмотря на это, практика требует решение таких задач.
Существует несколько подходов.

Первым подходом является разработка полиномиаль-
ных эвристических алгоритмов. Для многих эвристиче-
ских алгоритмов были найдены оценки погрешности полу-
чаемого решения. Такие алгоритмы называются прибли-
жёнными [17, 18]. Существуют приближённые алгорит-
мы, гарантирующие как относительную погрешность [19,
20], так и абсолютную погрешность [21]. Некоторые
NP -трудные задачи допускают существование так назы-
ваемой аппроксимационной схемы. В рамках данной схе-
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мы можно найти приближённое решение с относитель-
ной погрешностью не более любого заданного значения
ε > 0 за время, полиномиально зависящее от 1/ε и от
размера входной информации задачи, — вполне полино-
миальная аппроксимационная схема (FPTAS). Для задач
теории расписаний такие схемы разработали, например,
Ковалёв [22], Алон и др. (Alon et al. [23]), Мастролил-
ли (Mastrolilli [24]), Севастьянов и Вёгингер (Sevastianov,
Woeginger [25]). Для задач, не имеющих аппроксимацион-
ной схемы, большое значение имеет установление предель-
ного значения ε, для которого возможно нахождения тако-
го ε-приближённого решения за полиномиальное время,—
полиномиальная аппроксимационная схема (PTAS).

В настоящий момент широкое распространение имеют
метаэвристические алгоритмы (еще их называют алгорит-
мами “локального поиска”), которые находят "хорошее"
решение, близкое к оптимальному, за приемлемое время.
Недостатком таких алгоритмов является отсутствие оце-
нок качества полученного решения. Неизвестно, насколько
решение отличается от оптимального в наихудшем случае.

Точным методам решения NP -сложных задач также
уделено немалое внимание в работах по теории расписа-
ний. Наибольшее распространение получили методы со-
кращённого перебора, также называемые методами вет-
вей и границ [26, 27, 28, 29, 30]. Для сокращения перебора
вычисляются нижние оценки целевой функции (в случае
её минимизации) и используются комбинаторные свойства
задач. Также для решения задач теории расписаний ши-
роко применяется метод динамического программирова-
ния [9, 15, 18, 31, 32, 33].

Часто задачи теории расписаний могут быть сформу-
лированы как задачи целочисленного линейного програм-
мирования. Решению таких задач посвящены, например,
работы [34, 35, 36, 37].

В последнее время широкое распространение получил
метод программирования в ограничениях (ПвО, в англо-
язычной литературе — Constraint Programming). Одной из
областей его успешного применения является теория рас-
писаний [38].
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Некоторые сложные задачи теории расписаний могут
быть оптимально решены с помощью алгоритмов, исполь-
зующих элементы сразу нескольких методов. Одно из их
названий — “гибридные алгоритмы” [39, 40]. На сегодняш-
ний момент данное направление, на наш взгляд, является
одним из перспективных.

Методы исследования

В работе для нахождения эффективных нижних оце-
нок и приближённых решений исследуемых задач исполь-
зуется метод изменения параметров требований и прибо-
ров, а также целевой функции [41, 42].

Научная новизна

Для задач теории расписаний для одного и нескольких
приборов с критерием минимизации максимального вре-
менно́го смещения впервые введена метрика ρ. Доказана
теорема об абсолютной погрешности.

Предложена новая схема нахождения приближённо-
го решения задач теории расписаний, состоящая из двух
этапов. На первом этапе, решая задачу линейного про-
граммирования, находится такое изменение исходных па-
раметров примера A (rA

j , pA
ji, d

A
j | j ∈ N, i ∈ M), что-

бы полученный пример B с параметрами требований
(rB

j , pB
ji, d

B
j |j ∈ N, i ∈ M) принадлежал заданному по-

линомиально/псевдополиномиально разрешимому классу
примеров исходной NP -трудной задачи и был на ми-
нимальном расстоянии от примера A в метрике ρ. На
втором этапе для решения примера B используется уже
известный для данного класса примеров полиномиаль-
ный/псевдополиномиальный алгоритм, а затем найден-
ную им оптимальную перестановку требований применим
к примеру A. Абсолютная погрешность такого решения не
будет превосходить расстояния ρ(A,B) между примерами.
Данный подход позволяет находить эффективные нижние
оценки целевой функции, которые можно использовать в
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методах сокращённого перебора для оптимального реше-
ния задачи.

Поставлена и решена задача, в некотором смысле
"двойственная" к задаче 1 | rj | fmax при произвольных
неубывающих функциях штрафа, трудоёмкость алгорит-
ма O(n2) операций. Решение данной задачи является оцен-
кой снизу для исходной NP -трудной задачи 1 | rj | fmax

и может быть использовано в алгоритмах сокращённого
перебора [43].

Структура и обзор результатов

В разделе 1.1 первой главы рассматриваются поста-
новки задач минимизации максимального временно́го сме-
щения (Lmax), дан краткий исторический обзор задач, при-
ведены основные результаты, существующие в литературе.
В разделе 1.2 вводятся обозначения и определения, кото-
рые используются далее в работе. В разделе 1.3 формули-
руется и доказывается теорема об абсолютной погрешно-
сти [41].

Теорема 0.1 Пусть заданы два примера NP -трудной за-
дачи P | prec, rj | Lmax: A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} и

B = {G, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N} (с идентичным графом отно-

шений предшествования G), тогда

0 ≤ LA
max(πB)− LA

max(πA) ≤ ρ(A,B),

где πA, πB – оптимальные расписания примеров A и B,

ρ(A,B) = ρr(A,B) + ρd(A,B) + ρp(A,B),

ρr(A,B) = maxj∈N{r
A
j − rB

j } −minj∈N{r
A
j − rB

j },
ρd(A,B) = maxj∈N{d

A
j − dB

j } −minj∈N{d
A
j − dB

j },
ρp(A,B) =

∑

j∈N |p
A
j − pB

j |.

Мы можем использовать оптимальное расписание при-
мера B для решения исходного примера A. Ес-
ли пример B принадлежит некоторому полиноми-
ально/псевдополиномиально разрешимому подмножеству
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примеров, то необходимо найти такой пример из этого под-
множества, до которого расстояние ρ(A,B) было бы мини-
мальным. Искомое оптимальное значение целевой функ-
ции (максимальное временно́е смещение моментов оконча-
ния обслуживания требований относительно их директив-
ных сроков) будет принадлежать следующему интервалу:
LA

max(πA) ∈ [LA
max(πB)− ρ(A,B), LA

max(πB)].
Рассмотрим полиномиально/псевдополиномиально

разрешимый случай исходной задачи, когда парамет-
ры требований удовлетворяют k линейно независимым
неравенствам

XR + Y P + ZD ≤ H,

где R = (r1, . . . , rn)T , P = (p1, . . . , pn)T , D = (d1, . . . , dn)T , и
X, Y , Z – матрицы размерности k×n, а H = (h1, . . . , hk)T –
k-мерный вектор (верхний индекс T обозначает операцию
транспонирования). Затем в этом классе примеров нахо-
дим пример B с минимальным расстоянием ρ(A,B) до ис-
ходного примера A, решая следующую задачу:































(xd − yd + xr − yr) +
∑

j∈N xp
j −→ min

yd ≤ dA
j − dB

j ≤ xd, j = 1, . . . , n,

yr ≤ rA
j − rB

j ≤ xr, j = 1, . . . , n,

−xp
j ≤ pA

j − pB
j ≤ xp

j , j = 1, . . . , n,

0 ≤ xp
j , j = 1, . . . , n,

XRB + Y PB + ZDB ≤ H.

Задача линейного программирования с 3n + 4 + n пе-
ременными (rB

j , pB
j , dB

j , j = 1, . . . , n и xd, yd, xr, yr, и xp
j ,

j = 1, . . . , n) и 7n+k неравенствами иногда может быть ре-
шена за полиномиальное количество (от n) операций, учи-
тывая специфику ограничений задачи. Для всех извест-
ных полиномиально (псевдополиномиально) разрешимых
случаев задачи P | prec, rj | Lmax количество ограничений
k = O(n).

Рассмотрим совокупность примеров задачи
P |prec, ri|Lmax с количеством требований n, количе-
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ством приборов m и ориентированным графом предше-
ствования G. Данная совокупность примеров образует
3n-мерное линейное пространство (3n параметров:
rj, pj, dj, j = 1, n). Два примера исследуемой задачи
A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} и B = {G, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N}

будем называть эквивалентными, если существуют кон-
станты d и r, что dA

j = dB
j + d, rA

j = rB
j + r, pA

j = pB
j ,∀j ∈ N.

Полученное семейство классов эквивалентности являет-
ся (3n− 2)-мерным линейным пространством, которое
обозначим через Ln. Будем говорить, что пример A
принадлежит классу Ln, если выполняется условие
r1 = d1 = 0. Несложно показать, что у эквивалентных
примеров совпадают множества оптимальных расписа-
ний. На пространстве классов эквивалентности примеров
рассмотрим следующий функционал, ∀A ∈ Ln:

ϕ(A) = max
j∈N

rA
j −min

j∈N
rA
j + max

j∈N
dA

j −min
j∈N

dA
j +

∑

j∈N

|pA
j | ≥ 0.

Данный функционал удовлетворяет свойствам нормы:






ϕ(A) = 0⇐⇒ A ≡ �,

ϕ(αA) = αϕ(A),

ϕ(A + B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B).

Таким образом, Ln является (3n− 2)-мерным линей-
ным нормированным пространством параметров задачи с
нормой ||A|| = ϕ(A).

Теорема 0.2 Функция ρ(A,B) = ||A − B|| удовлетворя-
ет свойствам нормированной метрики в (3n−2)-мерном
линейном пространстве параметров требований исследу-
емой задачи {(rj, pj, dj)|j ∈ N}.

В случае, когда для исходной задачи нет полиномиаль-
но и псевдополиномиально разрешимых выделенных под-
случаев задачи (в скобках заметим, что тривиальные под-
случаи задачи обычно не позволяют найти качественно но-
вые оценки абсолютной погрешности), либо "расстояние"
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ρ(A,C) до любого полиномиально/псевдополиномиально
разрешимого примера C "слишком велико", тогда можно
использовать следующую теорему.

Теорема 0.3 Пусть даны два произвольных примера
A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} и B = {G, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N}

с идентичным графом предшествования G, тогда для лю-
бого приближённого расписания π верно:

0 ≤ LA
max(π)− LA

max(πA) ≤ δB(π) + ρ(A,B),

где δB(π) = LB
max(π)− LB

max(πB).

Предлагается общая схема приближённого ре-
шения задач минимизации Lmax. Идея предлагаемо-
го подхода состоит в построении по исходному при-
меру задачи другого примера, для которого удаёт-
ся найти оптимальное или приближённое решение
с минимальным расстоянием до исходного приме-
ра во введённой метрике, которое является оцен-
кой сверху оптимального значения целевой функ-
ции Lmax.

Во второй главе представлены новые полиномиально
и псевдополиномиально разрешимые случаи NP -трудной
в сильном смысле задачи 1|rj|Lmax. В разделе 2.1 рассмот-
рен случай [44, 45], когда параметры требований удовле-
творяют следующим ограничениям:

{

d1 ≤ · · · ≤ dn;

d1 − r1 − p1 ≥ · · · ≥ dn − rn − pn.

Данным ограничениям соответствует случай, когда пара-
метры требований dj = rj + pj + z, j = 1, . . . , n, где z
– константа, т.е. когда все требования имеют одинаковый
запас времени до своего директивного срока. Алгоритмом
[44] за O(n3 log n) операций может быть найдено парето-
оптимальное множество (по критериям Lmax и Cmax), со-
стоящее не более чем из n расписаний, решение общей дву-
критериальной задачи 1|rj|{Lmax, Cmax}.
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Теорема 0.4 Для любого примера A задачи 1 | rj | Lmax,
не принадлежащего исследуемому классу, и для любого
примера C, наследующего длительности обслуживания
примера A и принадлежащего данному классу, справед-
лива оценка расстояния между A и C:

ρ(A,C) ≥ ρL(A) = max
i,j∈N

min

{

dA
j − dA

i ,

(dA
j − rA

j − pA
j )− (dA

i − rA
i − pA

i )

}

.

Оценка достигается на некотором примере C, кото-
рый может быть найден за O(n log n) операций.

Кроме того, был рассмотрен полиномиально разреши-
мый (от размерности задачи) случай Хогевена [46], когда
параметры требований удовлетворяют следующим огра-
ничениям: max

k∈N
{dk−rk−pk} ≤ dj−rj, ∀j ∈ N . Оптимальное

расписание находится за O(n2 log n) операций.

Теорема 0.5 Для любого примера A задачи 1|rj|Lmax, не
принадлежащего классу Хогевена, и для любого примера
C, наследующего длительности обслуживания примера A
и принадлежащего классу Хогевена, справедлива оценка
расстояния между A и C:

ρ(A,C) ≥ ρH(A) = max
i,j∈N
{dA

j − rA
j − pA

j − dA
i + rA

i }.

Оценка достигается на некотором примере C, который
может быть найден за время O(n).

Для более сложного NP -трудного подслучая данной
задачи 1|rj|Lmax, когда параметры требований удовлетво-
ряют ограничениям:







d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn;

r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rn;

rj, pj, dj ∈ Z
+,∀j ∈ N,

предлагается псевдополиномиальный алгоритм решения
задачи [47, 48] трудоёмкости O(n2P + npmaxP ) операций,
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где величина P = max{rmax, t} +
n
∑

j=1

pj − max{rmin, t},

rmax = max
j∈N

rj, rmin = min
j∈N

rj, pmax = max
j∈N

pj, а t — момент

времени, с которого прибор готов начать обслуживать тре-
бования множества N .

Для получения нижних оценок целевой функции был
также использован следующий подход. Рассмотрим об-
щую постановку NP -трудной задачи 1|rj|fmax:

µ∗ = min
π∈Π(N)

max
k=1,n

fjk
(Cjk

(π)),

где fjk
(Cjk

(π)) — произвольные неубывающие функции
штрафа. Решим задачу нахождения величины ν∗:

ν∗ = max
k=1,n

min
π∈Π(N)

fjk
(Cjk

(π)).

Теорема 0.6 Для NP -трудной задачи 1|rj|fmax с
произвольными неубывающими функциями штрафа
fj(t),∀j ∈ N , верно: ν∗ ≤ µ∗ и величина ν∗ может быть
найдена за O(n2) операций.

Третья глава посвящена алгоритмам оптимального
решения задачи 1 | rj | Lmax. В разделе 3.1 рассмотре-
ны существующие подходы к решению задачи, такие как
алгоритм Карлье [29] и метод программирования в ограни-
чениях [38] (ПвО). Данный метод близок к методу ветвей и
границ. Отличие заключается в том, что для сокращения
перебора в ПвО используется пропагация ограничений, ко-
торая удаляет несовместимые значения из множеств допу-
стимых значений переменных.

В разделе 3.2 предлагаются два алгоритма оптимально-
го решения задачи 1 | rj | Lmax. Первый алгоритм построен
по методу ПвО. На каждом шаге алгоритма для исходной
задачи решается задача распознавания с помощью метода
ПвО, в котором используется предложенное нами правило
ветвления, основанное на следующей теореме.
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Теорема 0.7 Пусть построено расписание Шраге [49] πσ

и требования пронумерованы в том порядке, в котором
они упорядочены в πσ. Пусть b ∈ N – наименьший номер,
для которого Lb(π

σ) = Lmax(πσ), и a ∈ N – наибольший
такой номер, что a ≤ b и

Ca(πσ)− pa − min
a≤j≤b

rj ≤ Lb(π
σ)− UB,

где UB ≤ Lmax(πσ), UB – верхняя оценка оптимального
решения. Примем S = {a, . . . , b}, тогда:

• если не существует такого требования c ∈ S, что
dc > db, то не существует расписания c Lmax мень-
шим, чем UB;

• если c ∈ S – последнее требование c директивным
сроком dc > db, то в любом расписании π′, что
Lmax(π′) < UB, выполняется либо (c → J)π′, либо
(J → c)π′, где подмножество J = {c + 1, . . . , b}.

Второй алгоритм построен по методу ветвей и границ. В
алгоритме также используется правило ветвления, осно-
ванное на теореме 0.7. Отличительной особенностью алго-
ритма является использование алгоритмов ПвО на каж-
дом узле дерева поиска.

В разделе 3.3 приводятся результаты эксперименталь-
ного сравнения точных алгоритмов решения классической
задачи 1 | rj | Lmax, предложенных в данной работе, и под-
ходов, существующих в литературе.

В разделе 3.4 рассматривается вариант распознавания
задачи 1 | rj | Lmax. Назовем расписание π допустимым
по отношению к константе L′, если Lmax(π) ≤ L′. Множе-
ство требований S допустимо по отношению к констан-
те L′, если существует допустимое расписание π ∈ Π(S),
и недопустимо, если не существует такого расписания. В
рассматриваемом варианте задачи требуется определить
допустимо ли множество требований N по отношению к
заданной константе L′. Если N допустимо, то необходи-
мо найти допустимое расписание. Если же N недопусти-
мо, то требуется найти как можно меньшее недопустимое
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подмножество требований из множества N . Для данного
варианта задачи предлагается алгоритм, который являет-
ся эвристическим в том смысле, что он находит некото-
рое недопустимое подмножество требований S ⊆ N , не
обязательно минимальное, когда исходное множество тре-
бований N недопустимо. В то же время, данный алгоритм
точно определяет, допустимо ли множество требований N .
Правило ветвления алгоритма основано на следующей тео-
реме.

Теорема 0.8 Пусть Lmax(πσ) > L′ и требования прону-
мерованы в том порядке, в котором они упорядочены в
πσ, b ∈ N — наименьший номер, для которого Lb(π

σ) > L′,
и a ∈ N – наибольший номер, что a ≤ b и

Ca(πσ)− pa −min
j∈S

rj < Lb(π
σ)− L′,

где S = {a, . . . , b}. Тогда:

• если не существует такого требования c ∈ S, что
dc > db, то множество требований S недопустимо
по отношению к L′;

• если c ∈ S – последнее требование c директивным
сроком dc > db, и существует допустимое расписа-
ние π′, то выполняется либо (c → J)π′, либо верно
(J → c)π′, где подмножество J = {c + 1, . . . , b}.

Отличительной чертой модифицированного алгоритма
Карлье является способ построения недопустимого под-
множества требований в случае, если алгоритм не нашёл
допустимого расписания. На каждом узле дерева поиска,
где не происходит ветвления, согласно теореме 0.8, мы
располагаем подмножеством S, недопустимым для зада-
чи с текущими параметрами требований. Данное подмно-
жество "передаётся родительскому" узлу дерева поиска.
Способ построения недопустимого подмножества для уз-
ла, имеющего "дочерние" узлы, обоснован в следующей
теореме.
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Теорема 0.9 Пусть при любом допустимом расписании
π′ ∈ Π(N) требование c ∈ N обслуживается до или после
всех требований множества J ⊂ N , S ′ ⊂ N – недопусти-
мое множество требований, когда (c→ J)π′, а S ′′ ⊂ N –
недопустимое подмножество, когда (J → c)π′. Тогда:

• если c 6∈ S ′ (c 6∈ S ′′), то множество S ′ (S ′′) недопу-
стимо;

• если выполняется c ∈ S ′ и c ∈ S ′′, то множество
требований S = J ∪ S ′ ∪ S ′′ недопустимо.

В данной работе применяется новая методика прове-
дения экспериментов и нахождения "сложных, трудных"
примеров. В ε−окрестности произвольно выбранной на-
чальной точки (примера) x1 находим точку с большей тру-
доёмкостью (количеством ветвлений в дереве поиска) x2.
Затем в окрестности точки x2 ищем "более сложную" точ-
ку и т.д. Процесс останавливается, когда не удаётся най-
ти "более сложную" точку. Замечен интересный факт: для
всех построенных алгоритмов "предельные сложные" точ-
ки ортогональны между собой. . .

Основными результатами данной работы
являются следующие:

1. Для NP -трудных задач теории расписа-
ний для одного и нескольких приборов
{1, P, R,Q, F}|prec, rj|{Lmax, Cmax} найдены оцен-
ки абсолютной погрешности целевой функции.
Для этих классов задач введена метрика. Пред-
ложена новая схема нахождения приближённого
решения данных задач, состоящая из двух эта-
пов. На первом этапе, решая задачу линейного
программирования, находится изменение исходных
параметров примера A (rA

j , pA
ji, d

A
j |j ∈ N, i ∈ M), что

полученный пример B с параметрами требований
(rB

j , pB
ji, d

B
j |j ∈ N, i ∈ M) принадлежал известному

полиномиально (псевдополиномиально) разрешимо-
му классу примеров исходной NP -трудной задачи

20



и был на минимальном расстоянии от примера A в
метрике ρ. На втором этапе для решения примера
B используется уже известный для данного класса
примеров полиномиальный (псевдополиномиаль-
ный) алгоритм, а затем найденную им оптимальную
перестановку требований применим к примеру A.
Абсолютная погрешность такого решения не будет
превосходить расстояния ρ(A,B) между примерами.

2. Для NP -трудной задачи 1 | rj | Lmax предложен
новый точный алгоритм решения на основе методов
ветвей и границ и программирования в ограничени-
ях. Найдены новые эффективные нижние оценки оп-
тимального значения целевой функции. Эксперимен-
тальное исследование на множестве тестовых при-
меров показало преимущество (время работы алго-
ритма и количество ветвлений в дереве поиска суще-
ственно меньше) предложенного алгоритма над су-
ществующими алгоритмами.

3. Поставлена и решена задача, в некотором смысле
"двойственная" к задаче 1 | rj | fmax, трудоёмкость
алгоритма O(n2) операций. Решение данной задачи
является оценкой снизу для исходной NP -трудной
задачи 1 | rj | fmax и может быть использовано в
алгоритмах сокращённого перебора.

Результаты работы докладывались и обсуждались на:
4-м международном конгрессе по промышленной и при-
кладной математике (Эдинбург, Шотландия, 1999 г.); меж-
дународных конференциях по оптимизации (Намур, Бель-
гия, 1998 г., Монтпелье, Франция, 2000 г.); международ-
ных семинарах “Дискретная математика и её приложе-
ния” (Москва, МГУ, 2001, 2004, 2007 гг.); Российской кон-
ференции “Дискретный анализ и исследование операций”
(Новосибирск, 2002, 2004 гг.); международных семина-
рах по методам и алгоритмам для задач календарного
планирования и теории расписаний MAPSP (Сиена, Ита-
лия, 2003, 2005 гг., Стамбул, Турция, 2007 г.); 3-й между-
народной конференции "Математические методы и ком-
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пьютеры в экономике" (Пенза, 1998 г.); международной
школе-семинаре "Методы оптимизации и их применение"
(Байкал, 1998 г.); научно-исследовательской конференции
"Практика использования мини- и микро- ЭВМ в ГАП
механической обработки" (Казань, 1988 г.); симпозиуме
"Программное обеспечение решения задач оптимального
планирования" (Нарва, Эстония, 1988 г.); конференции
"Проблемы теоретической кибернетики" (Иркутск, 1985
г., Казань 2002 г.); международной конференции по ис-
следованию операций (Карлсруэ, Германия, 2006 г.); меж-
дународной конференции по комбинаторной оптимизации
ECCO XVIII (Минск, Беларусь, 2005 г.), ECCO XXI (Дуб-
ровник, Хорватия, 2008 г.); международной конференции
ENC’04 (Колима, Мексика, 2004 г.); IFAC симпозиуме по
проблемам контроля в производстве INCOM’2006 (Сент-
Этьен, Франция, 2006 г.); международном семинаре по
сложности многомерных задач (Гон-Конг, Китай, 1999
г.); VI Международной конференции «Дискретные мо-
дели в теории управляющих систем» (Москва, МГУ,
2004 г.); 9-й Всероссийской конференции "Математиче-
ское программирование и приложения" (Екатеринбург,
1999 г.); международной конференции по теории распи-
саний MISTA’07 (Париж, Франция, 2007 г.); семинарах
кафедр прикладной математики и экономической кибер-
нетики Казанского университета (1980–2002 гг.); семи-
нарах математического департамента CICESE (Энсена-
да, Мексика, 2004 г.); семинарах профессора П. Брукера
(Оснабрюкский университет, Германия, 2002, 2003, 2007
гг.); семинарах профессора Ф. Баптиста (Эколь Политек-
ник, Полиазье, Франция, 2007 г.); семинарах профессора
Ф. Вернера (Магдебургский университет, Германия, 2008
г.); семинарах профессора Д.А. Новикова (Институт про-
блем управления им. В.А. Трапезникова РАН; семина-
рах отдела "Математических проблем распознавания и ме-
тодов комбинаторного анализа" Вычислительного центра
им. А.А. Дородницына РАН.
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Глава 1

Оценка абсолютной
погрешности задач
минимизации
максимального
временного смещения

1.1 Постановка задачи 1 | rj | Lmax

Будем рассматривать следующую задачу теории рас-
писаний. На одном приборе необходимо обслужить требо-
вания множества N = {1, 2, . . . , n}. Каждое требование мы
будем обозначать его номером, то есть запись “требование
j” эквивалентна записи “требование с номером j”. Запре-
щаются одновременное обслуживание и прерывания при
обслуживании требований. Для требования j ∈ N имеем:
rj — минимально возможный момент начала обслужива-
ния, pj ≥ 0 — продолжительность обслуживания, dj —
директивный срок завершения обслуживания1.

1Термину "директивный срок" в англоязычной литературе по тео-
рии расписаний соответствуют ”due date” и ”deadline”, когда "можно"
и "нельзя" нарушать директивный срок. В данной работе директивный
срок "можно" нарушать, т.е. ”due date”.
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Расписание задаётся совокупностью π = {sj | j ∈ N}
моментов начала обслуживания требований, также че-
рез π, τ будем обозначать перестановку (j1, . . . , jn) эле-
ментов множества N . Множество всевозможных распи-
саний обслуживания требований множества N обозначим
как Π(N). Расписание π называется допустимым, если
sj(π) ≥ rj, ∀j ∈ N . Обозначим момент завершения обслу-
живания требования j ∈ N в расписании π как Cj(π). Раз-
ность Lj(π) = Cj(π)−dj, j ∈ N , обозначает временно́е сме-
щение требования j в расписании π. Максимальное вре-
менно́е смещение требований множества N при расписа-
нии π определяется как

Lmax(π) = max
j∈N
{Cj(π)− dj}.

Обозначим момент завершения обслуживания всех требо-
ваний множества N в расписании π через

Cmax(π) = max
j∈N

Cj(π).

Задача состоит в нахождении оптимального распи-
сания π∗ с наименьшим значением максимального вре-
менно́го смещения:

L∗
max = min

π∈Π(N)
Lmax(π) = Lmax(π∗). (1.1)

Для произвольного множества требований Z будем так-
же обозначать:

rZ = min
j∈Z

rj, dZ = max
j∈Z

dj, pZ =
∑

j∈Z

pj.

В стандартной нотации Грэхэма и др. (Graham at al. [8])
данная задача обозначается как 1 | rj | Lmax. Интенсивные
работы над решением этой задачи продолжаются с нача-
ла 50-х годов XX века. Ленстра и др. (Lenstra et al. [10])
показали, что общий случай задачи 1 | rj | Lmax является
NP -трудным в сильном смысле.
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Поттс (Potts [51]) представил итерационную версию
расширенного правила Джексона (IJ) [4] и доказал, что
Lmax(πIJ)/L∗

max ≤
3
2
. Холл и Шмойс (Hall, Shmoys [52])

в 1992 году модифицировали итерационную версию и
создали алгоритм (MIJ), который гарантирует оценку
целевой функции (максимальное временно́е смещение)
Lmax(πMIJ)/L∗

max ≤
4
3
. Также они представили две новые

качественные аппроксимационные схемы, гарантирующие
нахождение ε-приближённого решения исследуемой зада-
чи за O(n log n + n(1/ε)O(1/ε2)) и O((n/ε)O(1/ε)) операций.
Мастролилли (Mastrolilli [24]) представил улучшенную ап-
проксимационную схему, трудоёмкость O(n + (1/ε)O(1/ε))
операций.

Был выделен ряд полиномиально разрешимых слу-
чаев задачи, начиная с раннего результата Джексона
(Jackson [4]) для случая rj = 0, j ∈ N , когда решением
является расписание, в котором требования упорядочены
по неубыванию директивных сроков (по правилу EDD).
Такое расписание также будет оптимальным для случая,
когда времена поступления и директивные сроки согласо-
ваны (ri ≤ rj ⇔ di ≤ dj, ∀i, j ∈ N).

Специальные случаи "близких" задач 1 | prec; rj | Cmax,
1 | prec; pj = p; rj | Lmax и 1 | prec; rj; pmtn | Lmax

c ограничениями предшествования для требований бы-
ли рассмотрены в работах Лоулера (Lawler [53]), Симон-
са (Simons [54]), Бейкера и др. (Baker et al. [55]). Хоге-
вен (Hoogeveen [46]) предложил полиномиальный (от раз-
мерности задачи) алгоритм для специального случая, ко-
гда параметры требований удовлетворяют ограничениям
dj − pj − A ≤ rj ≤ dj − A, ∀ j, для некоторой константы
A. Псевдополиномиальный алгоритм для NP -сложного
случая, когда времена поступления и директивные сро-
ки расположены в обратном порядке (d1 ≤ · · · ≤ dn и
r1 ≥ · · · ≥ rn), был разработан в [48].
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1.2 Обозначения и определения основных
понятий

В данном разделе мы приведём основные обозначения и
определения, которые будут нами использоваться в даль-
нейшем.

Будем обозначать через LA
j (π) и CA

j (π) временно́е сме-
щение и время окончания обслуживания требования j ∈ N
в расписании π для примера A с параметрами требований
{rA

j , pA
j , dA

j }, j ∈ N . Соответственно, LA
max(π) = max

j∈N
LA

j (π)

— максимальное временно́е смещение расписания π для
примера A.

Определение 1.1 Для примера A каждая перестанов-
ка τ требований множества N однозначно определяет
раннее расписание πA

τ . В раннем расписании каждое
требование j ∈ N начинает обслуживаться сразу по-
сле окончания обслуживания предыдущего требования в
соответствующей перестановке. Если время окончания
обслуживания предыдущего требования меньше времени
поступления текущего требования, то начало обслужи-
вания откладывается до момента поступления. То есть,
если τ = (j1, j2, . . . , jn), тогда πA

τ = (sj1 , sj2 , . . . , sjn
), где

sj1 = rA
j1

, sjk
= max{sjk−1

+ pA
jk−1

, rA
jk
}, k = 2, . . . , n.

Ранние расписания будут играть в наших построениях
важную роль, поскольку оптимальное расписание любо-
го примера достаточно отыскивать во множестве ранних
расписаний.

Через τA и πA обозначим оптимальную перестановку
и оптимальное расписание примера A. В качестве опти-
мальных расписаний будут рассматриваться только ран-
ние расписания, т.е. πA = πA

τA .
Будем обозначать через Π(N) множество перестановок

требований множества N , а через ΠA — множество допу-
стимых расписаний примера A.
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Определение 1.2 Пусть задан пример A на множестве
требований N . Будем говорить, что пример B на том
же множестве требований наследует у примера A па-
раметр x, если xB

j = xA
j , ∀ j ∈ N .

Определение 1.3 Пример Q = {(rQ
j , pQ

j , dQ
j ) | j ∈ N}

называется инверсным по отношению к примеру
P = {(rP

j , pP
j , dP

j ) | j ∈ N}, если выполнены соотношения:

rQ
j = −dP

j , pQ
j = pP

j , dQ
j = −rP

j , ∀ j ∈ N.

Перестановка τ ′ = (in, in−1, . . . , i1) называется ин-
версной к перестановке τ = (i1, . . . , in). Расписание
π′ = {s′j | j ∈ N} называется инверсным к расписанию
π = {sj | j ∈ N}, если s′j = −sj − pj, ∀ j ∈ N.

Нетрудно заметить, что понятие инверсии является
симметричным, т.е. если пример X является инверсным
к Y , то и Y инверсен к X. В частности, интервалы Ij и I ′

j

выполнения требования j во взаимно инверсных расписа-
ниях S и S ′ симметричны относительно нуля.

Определение 1.4 Расписание π, допустимое для задан-
ного примера V = {(rV

j , pV
j , dV

j ) | j ∈ N}, будем называть
вполне допустимым, если каждое требование j ∈ N
выполняется в своём директивном интервале [rV

j , dV
j ].

Кроме того, через ∆ = ∆(V, π) будем обозначать мини-
мальную величину (возможно, отрицательную), которую
следует прибавить ко всем директивным срокам требо-
ваний примера V , чтобы допустимое расписание π стало
вполне допустимым для полученного примера V (∆). Оче-
видно, ∆(V, π) = LV

max(π).
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Определение 1.5 Для двух произвольных примеров A и
B определим следующие функции2:

ρd(A,B) = max
j∈N
{dA

j − dB
j }+ max

j∈N
{dB

j − dA
j },

ρr(A,B) = max
j∈N
{rA

j − rB
j }+ max

j∈N
{rB

j − rA
j },

ρ(A,B) = ρd(A,B) + ρr(A,B).

1.3 Абсолютная погрешность приближён-
ного решения

В этом разделе мы докажем теорему об абсолютной
погрешности. Пусть задан произвольный пример A задачи
1 | rj | Lmax, и пример C наследует у примера A продолжи-
тельности обслуживания. Пусть также πC — оптимальное
расписание для примера C. Для исходного примера теоре-
ма об абсолютной погрешности оценивает сверху разницу
между значением целевой функции для расписания πC и
оптимальным значением. На основе данной теоремы в раз-
деле 1.4 будет представлена полиномиальная схема нахож-
дения приближённого решения рассматриваемой задачи.
Результаты, полученные в данном и следующем разделах,
были опубликованы в [42, 45, 56].

Лемма 1.1 Пусть пример B наследует у примера A мо-
менты поступления требований и их длительности об-
служивания. Тогда для любого допустимого расписания π
верно соотношение

LB
max(π)− LA

max(π) ≤ max
j∈N
{dA

j − dB
j }. (1.2)

2В последующих разделах данной главы мы "добавим" функцию
ρp(A, B) =

∑

j∈N
|pA

j − pB
j | и определим "расстояние" между примерами

ρ(A, B) = ρd(A, B) + ρr(A, B) + ρp(A, B).
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Доказательство. Действительно, для любого i ∈ N и
любого расписания π имеем:

LA
max(π)+max

j∈N
{dA

j −dB
j } ≥ Ci(π)−dA

i +dA
i −dB

i = Ci(π)−dB
i .

Следовательно,

LA
max(π) + max

j∈N
{dA

j − dB
j } ≥ max

i∈N
(Ci(π)− dB

i ) = LB
max(π).

Лемма 1.2 Пусть пример B наследует у примера A мо-
менты поступления требований и их длительности об-
служивания (т.е., rA

j = rB
j и pA

j = pB
j , ∀j ∈ N) и пусть πA

и πB — оптимальные расписания примеров A и B соот-
ветственно, а π̃B — приближённое решение примера B,
удовлетворяющее условию3

LB
max(π̃B)− LB

max(πB) ≤ δB. (1.3)

Тогда

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤ ρd(A,B) + δB,

где ρd(A,B) = max
j∈N
{dA

j − dB
j }+ max

j∈N
{dB

j − dA
j }.

Доказательство.

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA)
(1.2)

≤
(1.2)

≤ LB
max(π̃B)− LA

max(πA) + max
j∈N

(dB
j − dA

j )
(1.2),(1.3)

≤

(1.2),(1.3)

≤ δB + LB
max(πB) + max

j∈N
(dB

j − dA
j )− LB

max(πA) +

+ max
j∈N

(dA
j − dB

j ) ≤ δB + ρd(A,B),

3Если δB = 0, то π̃B — оптимальное расписание для примера B.
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так как LB
max(πB) ≤ LB

max(π) для любого расписания π.
Лемма доказана.

Поскольку ρd(A,B) = ρd(B,A), поменяв местами A и
B, из леммы 1.2 получаем

Следствие 1.1 0 ≤ LB
max(πA)− LB

max(πB) ≤ ρd(A,B).

Лемма 1.3 Пусть V и W — взаимно инверсные приме-
ры со множеством требований N , а τ и τ ′ — взаим-
но инверсные перестановки из Π(N). Тогда выполняется
LV

max(πτ ) = LW
max(πτ ′).

Доказательство. Пусть ∆ = ∆(V, πτ ). Поскольку рас-
писание πτ вполне допустимо для примера V (∆), то рас-
писание π′, инверсное к πτ , вполне допустимо для при-
мера W ′, инверсного к примеру V (∆). Это означает, что
LW ′

max(π′) ≤ 0. Замечаем, что пример W ′ отличается от при-
мера W (инверсного к V ) тем, что все {rj} уменьшены
на величину ∆. Если расписание π′ "сдвинуть вправо" на
∆, то полученное расписание (π′′) будет допустимым для
примера W , причём LW

max(π′′) ≤ ∆ = LV
max(πτ ). Так как

требования в расписании π′′ выполняются в порядке τ ′, то
LW

max(πτ ′) ≤ LW
max(π′′) ≤ LV

max(πτ ).
Поменяв местами V с W , а τ с τ ′, получим обратное

неравенство: LV
max(πτ ) ≤ LW

max(πτ ′), откуда вытекает иско-
мое равенство LV

max(πτ ) = LW
max(πτ ′).

Заметим, что если Lmax(πτ ) является минимальным для
примера V , то Lmax(πτ ′) будет минимальным для инверс-
ного примера W . Отсюда вытекает следующее следствие
леммы 1.3.

Следствие 1.2 Если перестановка τ является опти-
мальной для примера V , то инверсная перестановка τ ′

будет оптимальной для примера, инверсного к V .
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Лемма 1.4 Пусть пример C наследует у примера B про-
должительности обслуживания и директивные сроки, а
π̃C — приближённое решение примера C, удовлетворяю-
щее условию

LC
max(π̃C)− LC

max(πC) ≤ δC . (1.4)

Тогда

0 ≤ LB
max(π̃C)− LB

max(πB) ≤ ρr(B,C) + δC .

Доказательство. Рассмотрим два инверсных примера E
и F к примерам B и C соответственно с параметрами тре-
бований {rE

j = −dB
j , pE

j = pB
j , dE

j = −rB
j } для примеров E

и B и {rF
j = −dC

j , pF
j = pC

j , dF
j = −rC

j } для примеров F

и C. Пусть τE и τF — инверсные перестановки для пере-
становок πB и πC соответственно. Согласно следствию 1.2,
перестановки πE и πF — оптимальные для примеров E и
F соответственно. Тогда по лемме 1.2

δC + ρd(E,F ) ≥ LE
max(πE

τF )− LE
max(πE) ≥ 0,

где
ρd(E,F ) = max

j∈N
{dE

j − dF
j }+ max

j∈N
{dF

j − dE
j }.

Согласно лемме 1.3 будем иметь LB
max(πB) = LE

max(πE)
и LB

max(πB
τC ) = LE

max(πE
τF ). Следовательно,

δC + ρd(E,F ) ≥ LB
max(πB

τC )− LB
max(πB) ≥ 0. (1.5)

Имеем: ρd(E,F ) = max
j∈N
{dE

j − dF
j } + max

j∈N
{dF

j − dE
j } =

= max
j∈N
{rC

j − rB
j } + max

j∈N
{rB

j − rC
j } = ρr(B,C). Отсюда и из

(1.5) следует утверждение леммы.

Теорема 1.1 Пусть пример C наследует у примера A
длительности обслуживания требований. Тогда

0 ≤ LA
max(πA

τC )− LA
max(πA) ≤ ρ(A,C).
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Доказательство. Неравенство 0 ≤ LA
max(πA

τC ) − LA
max(πA)

вытекает из оптимальности расписания πA для примера
A. Докажем неравенство LA

max(πA
τC )− LA

max(πA) ≤ ρ(A,C).
Рассмотрим пример B = {(rB

j , pB
j , dB

j ) | j ∈ N} с пара-

метрами требований {rB
j = rA

j , pB
j = pA

j = pC
j , dB

j = dC
j } и

его оптимальное расписание πB. По лемме 1.4 имеем

LB
max(πB

τC )− LB
max(πB) ≤ ρr(B,C) = ρr(A,C). (1.6)

Из оптимальности πB для примера B

LB
max(πB) ≤ LB

max(πB
τA). (1.7)

Из леммы 1.1 для примеров A и B и расписаний πC и πA:

LA
max(πA

τC )− LB
max(πB

τC ) ≤ max
j∈N
{dB

j − dA
j }, (1.8)

LB
max(πB

τA)− LA
max(πA) ≤ max

j∈N
{dA

j − dB
j }. (1.9)

Сложив неравенства (1.6) — (1.9), получим

LA
max(πA

τC )− LA
max(πA) ≤ ρr(A,C) + ρd(A,B) =

= ρr(A,C) + ρd(A,C) = ρ(A,C).

Теорема доказана.

Следствие 1.3 0 ≤ LC
max(πC

τA)− LC
max(πC) ≤ ρ(A,C).

Таким образом, если после решения примера задачи
1 | rj | Lmax изменились времена поступления и/или ди-
рективные сроки требований, то мы можем оценить абсо-
лютную погрешность расписания, соответствующего опти-
мальной перестановке уже решенного примера, не решая
сам измененный пример.
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Рассмотрим в пространстве всех примеров задачи раз-
мерности n подпространства Φn

p , в котором примеры име-
ют одинаковые продолжительности обслуживания требо-
ваний p = (p1, . . . , pn). Можно убедиться, что функция
ρ(A,B) удовлетворяет свойствам псевдометрики для про-
странства Φn

p . Очевидно, что ρ(A,B) = ρ(B,A) и выпол-
няется ρ(A,B) = 0, если A = B. Докажем, что верно нера-
венство треугольника: ρ(A,C) ≤ ρ(A,B) + ρ(B,C). Имеем

max
j∈N
{dA

j − dC
j } = dA

j′ − dC
j′ = dA

j′ − dB
j′ + dB

j′ − dC
j′ ≤

≤ max
j∈N
{dA

j − dB
j }+ max

j∈N
{dB

j − dC
j }.

(1.10)
Для остальных слагаемых max

j∈N
{dC

j − dA
j }, max

j∈N
{rA

j − rC
j }

и max
j∈N
{rC

j − rA
j } функции ρ(A,C) неравенства вида (1.10)

доказываются аналогично.
Функция ρ(A,B) не является метрикой, так как для

разных примеров A,B ∈ Φn
p может выполняться равен-

ство ρ(A,B) = 0, однако ρ(A,B) можно рассматривать
как расстояние между примерами. Согласно теореме 1.1,
если A 6= B, A,B ∈ Φn

p , и ρ(A,B) = 0, то примеры A
и B имеют одинаковые множества оптимальных расписа-
ний, то есть являются эквивалентными. То есть расстоя-
ние между примерами из пространства Φn

p равняется нулю
тогда и только тогда, когда примеры эквивалентны между
собой.

Далее, в последующих разделах данной главы будет
показано, что и продолжительности обслуживания требо-
ваний тоже "можно менять" и получится "полноценная"
метрика.

1.4 Схема нахождения приближённого
решения задачи 1 | rj | Lmax

Результат, полученный в разделе 1.3, может быть
использован для приближённого решения произвольного
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примера задачи 1 | rj | Lmax. В данном разделе рассмат-
ривается схема нахождения приближённого решения с ис-
пользованием алгоритмов, разработанных для полиноми-
ально разрешимых специальных случаев задачи. Далее
будут представлены варианты применения предложенной
схемы: в подразделе 1.4.1 — на основе частного случая
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax [42], в под-
разделе 1.4.2 — на основе случая Хогевена [46]. Для обо-
их вариантов будут найдены аналитические формулы для
оценки сверху погрешности получаемого решения. Нако-
нец, в подразделе 1.5.2 экспериментальным путём будут
оценены соотношения среднего фактического значения аб-
солютной погрешности к её теоретической оценке сверху.

Заметим, что по нашим сведениям в литературе встре-
чается только один пример полиномиального алгоритма
— алгоритма Шраге (Schrage [49]), который гарантирует
некоторую абсолютную погрешность полученного реше-
ния. Максимальная погрешность полученного алгоритмом
Шраге решения равняется максимальной продолжитель-
ности обслуживания max

j∈N
pj.

Рассмотрим произвольный пример A исходной задачи
1 | rj | Lmax с параметрами требований {rA

j , pA
j , dA

j }, j ∈ N .
Идея схемы приближённого решения примера A заклю-
чается в изменении времен поступления и/или директив-
ных сроков требований примера A таким образом, чтобы
получившийся в результате этого пример C с параметра-
ми требований {rC

j , pC
j = pA

j , dC
j }, j ∈ N , принадлежал к

заданному полиномиально разрешимому классу примеров
задачи. В этом случае для решения примера C мы можем
использовать уже известный полиномиальный алгоритм, а
затем найденную им оптимальную перестановку требова-
ний применить к примеру A. Тогда, согласно теореме 1.1,
абсолютная погрешность решения не будет превосходить
расстояния ρ(A,C) между примерами A и C.

Естественно, что при сведении примера A к примеру
C значение ρ(A,C) должно быть минимизировано. Таким
образом, задача сводится к отысканию для заданного при-
мера A наиболее близкого примера из заданного полино-
миально разрешимого класса.
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Рассмотрим случай, когда некоторый полиномиально
разрешимый класс примеров нашей задачи определяется
системой линейных неравенств вида

ARC + BPC + CDC ≤ H (1.11)

(при ограничениях pC
j ≥ 0, j ∈ N), где RC = (rC

1 , . . . , rC
n )T ,

PC = (pC
1 , . . . , pC

n )T , DC = (dC
1 , . . . , dC

n )T , A, B, C — матри-
цы размерности m × n, и H = (h1, . . . , hm)T — m-мерный
вектор, где верхний индекс T обозначает транспонирова-
ние. Тогда для отыскания в этом классе примера C, мини-
мизирующего расстояние ρ(A,C), достаточно решить сле-
дующую задачу линейного программирования:























(xd − yd) + (xr − yr) −→ min

yd ≤ dA
j − dC

j ≤ xd, j ∈ N ;

yr ≤ rA
j − rC

j ≤ xr, j ∈ N ;

pC
j = pA

j , j ∈ N ;

ARC + BPC + CDC ≤ H.

(1.12)

Конечно, при использовании в общей “схеме поведения”
конкретных полиномиально разрешимых классов следует
применять наименее трудоёмкие алгоритмы минимизации
ρ(A,C). В частности, при использовании с этой целью си-
стемы (1.12) следует учитывать специфику этой системы,
проистекающую из особенностей матриц A, B, C и H.

Например, для класса примеров исследуемой задачи,
для которых dj = rj + pj, j ∈ N , в системе линейных огра-
ничений (1.11) матрицы A, B, C и H задаются следующим
образом:

A = B = (I⊕ (−I))T , C = ((−I)⊕ I)T , H = (h)T ,

где I — единичная n × n-матрица, h = (0, . . . , 0) ∈ R
2n,

A⊕B обозначает конкатенацию матриц A (размером l×p)
и B (размером l × q).

В качестве следующего примера возьмем класс приме-
ров задачи 1 | rj | Lmax, когда dj = δ, j ∈ N , где δ — кон-
станта. Оптимальным расписанием для примеров данного
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класса является расписание, в котором требования упо-
рядочены по неубыванию моментов поступления. Обозна-
чим его как расписание π′. Такое расписание может быть
найдено за O(n log n) операций. Чтобы свести произволь-
ный пример A задачи к примеру C из рассматриваемого
класса, необходимо приравнять все директивные сроки к
какой-либо константе δ. Поставим задачу линейного про-
граммирования, аналогичную (1.12), для нахождения при-
мера C с минимальным расстоянием ρ(A,C):

{

xd − yd −→ min

yd ≤ dA
j − δ ≤ xd, j ∈ N.

(1.13)

Решением задачи (1.13) будет произвольное значение δ
и xd, yd, такие что xd − yd = max

j∈N
dA

j − min
j∈N

dA
j = ρ(A,C).

То есть расстояние ρ(A,C) в данном случае не зависит
от того, к какой константе δ были сведены директивные
сроки требований примера A. Таким образом, абсолютная
погрешность расписания π′ всегда будет не больше разни-
цы между максимальным и минимальным директивными
сроками обслуживания требований примера A.

В следующих подразделах будут рассмотрены другие
варианты применения предложенной схемы, которые не
основаны на решении задачи (1.12).

1.4.1 Вариант схемы на основе случая
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax

Рассмотрим полиномиально разрешимый класс при-
меров задачи 1 | rj | Lmax, предложенный в [44, 50].
Пример принадлежит данному классу исследуемых задач
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax, если он удовле-
творяет описанному ниже свойству.
Свойство  L. Будем говорить, что пример C с парамет-
рами {(rC

j , pC
j , dC

j ) | j ∈ N} задачи 1 | rj | Lmax удовлетво-
ряет свойству  L, если существует нумерация требований
{1, 2, . . . , n}, для которой выполняются соотношения:

dC
1 ≤ · · · ≤ dC

n ; ∆C
1 ≥ · · · ≥ ∆C

n , (1.14)
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где величина ∆C
j = dC

j − rC
j − pC

j обозначает временно́й
запас требования j.

Заметим, что принадлежность примера к классу задач
1 | di ≤ dj, di− ri− pi ≥ dj − rj − pj | Lmax нельзя выразить
при помощи неравенств вида (1.11).

Далее, для заданного примера A определим функцию

ρL(A) = max
i,j∈N

ρL
ij(A), (1.15)

где
ρL

ij(A) = min{dA
j − dA

i , ∆A
j −∆A

i }. (1.16)

Так как ρii(A) = 0, то нетрудно видеть, что ρL(A) ≥ 0
для любого примера A. Причём ρL(A) = 0 тогда и толь-
ко тогда, когда A принадлежит классу исследуемых задач
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Таким обра-
зом, функцию ρL(A) можно считать мерой невыполнения
свойства  L.

Для точного решения задачи 1 | rj | Lmax для примеров
из класса задач 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax

существует алгоритм сложности O(n3 log n) [44].
Пусть дан пример рассматриваемой задачи A с пара-

метрами требований {rA
j , pA

j , dA
j }, j ∈ N , который не при-

надлежит исследуемому классу полиномиально разреши-
мых задач 1 | di ≤ dj, di− ri− pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. При-
меним для данного примера предложенную раннее схему
для нахождения приближённого решения. Сведём пример
A к примеру C, который наследует у примера A продол-
жительности обслуживания и принадлежит разрешимому
классу задач 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax.

Следующая теорема позволяет найти необходимый
пример C, для которого расстояние ρ(A,C) будет мини-
мальным.

38



Теорема 1.2 Для любого примера A исследуемой задачи
1|rj|Lmax, не принадлежащих полиномиально разрешимо-
му классу задач 1 | di ≤ dj, di− ri− pi ≥ dj − rj − pj | Lmax,
и для любого примера C, наследующего длительности об-
служивания примера A и принадлежащего данному клас-
су, справедливо:

ρ(A,C) ≥ ρL(A). (1.17)

Оценка (1.17) достигается на некотором примере C, ко-
торый может быть найден за время O(n log n).

Доказательство. Для любого примера C, принадлежа-
щего классу задач 1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥ dj−rj−pj | Lmax,
параметры любой пары требований i, j ∈ N должны удо-
влетворять одному из следующих неравенств:

dC
i − dC

j ≥ 0 (1.18)

или
∆C

i −∆C
j ≥ 0. (1.19)

Если для пары (i, j) выполняется (1.18), то из опреде-
ления расстояния ρ(A,C) получим

ρ(A,C) ≥ ρd(A,C) ≥ (dA
j −dC

j )+(dC
i −dA

i ) ≥ dA
j −dA

i . (1.20)

В противном случае из (1.19) и определения функции
ρ(A,C) следуют соотношения

ρ(A,C) ≥ (dA
j − dC

j ) + (rC
j − rA

j ) + (dC
i − dA

i ) + (rA
i − rC

i ) =

= (dA
j − dC

j − pj) + (rC
j − rA

j − pj) + (dC
i − dA

i − pi)+

+ (rA
i − rC

i − pi) = ∆A
j − ∆A

i + ∆C
i − ∆C

j ≥ ∆A
j − ∆A

i .
(1.21)

Используя определения (1.15) и (1.16), из (1.20) и (1.21)
имеем

ρL(A) = max
(i,j)∈N×N

ρL
ij(A) ≤ ρ(A,C),
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что доказывает (1.17).

Для доказательства достижимости оценки (1.17) на
некотором примере C построим такой пример C, наследу-
ющий у примера A длительности и моменты поступления
требований. В силу того, что параметры pj и rj не будут
различаться для примеров A и C, мы будем обозначать их
без верхнего индекса “A” и “C” соответственно.

Пронумеруем требования примера A по неубыванию
величин rj + pj:

r1 + p1 ≤ · · · ≤ rn + pn. (1.22)

Определим возрастающую последовательность индексов:
0 = j0 < j1 < · · · < jK = n;
j0 := 0; k := 0;
while jk < n do {k := k + 1; jk := arg min

{j | jk−1<j≤n}
dA

j }.

Нетрудно видеть, что

dA
j1
≤ dA

j2
≤ · · · ≤ dA

jK
. (1.23)

Положим

dC
j =

{

dA
j1

, при j ≤ j1

min{dA
jk

, dA
j −∆A

j + ∆C
jk−1
}, при jk−1 < j ≤ jk, k > 1.

(1.24)
Из (1.22) – (1.24) вытекает упорядоченность величин

{dC
j } по неубыванию:

dC
1 ≤ · · · ≤ dC

n . (1.25)

Покажем, что таким образом построенный пример C
принадлежит классу полиномиально разрешимых задач
1 | di ≤ dj, di− ri−pi ≥ dj− rj−pj | Lmax. Ввиду (1.25), до-
статочно доказать, что при любом k = 1, . . . , K выполнены
соотношения:

∆C
i ≥ ∆C

j , ∀ i, j ∈ N (i < j ≤ jk). (1.26)
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Неравенство (1.26) будем доказывать индукцией по k.
При k = 1 оно следует из (1.22) и (1.24):

∆C
i = dC

i −ri−pi = dA
j1
−ri−pi ≥ dA

j1
−rj−pj = dC

j −rj−pj = ∆C
j .

Пусть (1.26) верно при k = k′ − 1 ≥ 1. Докажем его
для k = k′. Для этого достаточно рассмотреть лишь два
случая: а) i ≤ jk′−1 < j ≤ jk′ и б) jk′−1 < i < j ≤ jk′ .

В случае а) по индукционному предположению имеем:

∆C
i ≥ ∆C

jk′−1
≥ min{∆C

jk′−1
, dA

jk′
− dA

j + ∆A
j } =

= min{∆C
jk′−1

+ dA
j −∆A

j , dA
jk′
} − dA

j + ∆A
j =

= dC
j − rj − pj = ∆C

j .

В случае б), применяя поочередно (1.24),(1.22),(1.24), по-
лучим

∆C
i = dC

i − ri − pi = min{dA
jk′
− ri − pi, ∆C

jk′−1
} ≥

≥ min{dA
jk′
− rj − pj, ∆C

jk′−1
} = dC

j − rj − pj = ∆C
j .

Таким образом, C принадлежит полиномиально разреши-
мому классу задач 1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥ dj−rj−pj | Lmax.

Для доказательства достижимости (1.17) вначале по-
кажем, что

dC
j ≤ dA

j , ∀ j. (1.27)

Действительно, при j ≤ j1 по выбору j1 имеем следую-
щее: dC

j = dA
j1
≤ dA

j .

При jk−1 < j ≤ jk, k ≥ 2, из (1.24) имеем dC
j ≤ dA

jk
≤ dA

j

— по выбору jk. Таким образом, (1.27) доказано.
Далее заметим, что если ρL

ij(A), определяемое соглас-

но (1.16), записать в виде следующей формулы ρL
ij(A) =

= min{dA
j − dA

i , dA
j − dA

i + (ri + pi)− (rj + pj)}, то из (1.22)
будем иметь:

ρL
ij(A) =

{

dA
j − dA

i , при i ≥ j,

∆A
j −∆A

i , при i < j.
(1.28)
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Из (1.24) при k ≥ 2 и j = jk имеем значение директив-
ного срока dC

jk
= min{dA

jk
, dA

jk
−∆A

j +∆C
jk−1
}. Вычтя из обеих

частей этого равенства по (rjk
+ pjk

), получим

∆C
jk

= min{∆A
jk

, ∆C
jk−1
}. (1.29)

Из (1.29) и равенства ∆C
j1

= ∆A
j1

получаем свойство

∀k ≥ 1,∃ν ≤ k : ∆C
jk

= ∆A
jν

. (1.30)

Далее для любого j докажем неравенство

dA
j − dC

j ≤ ρL(A). (1.31)

При j ≤ j1 имеем следующее неравенство для разности

dA
j − dC

j = dA
j − dA

j1

из (1.28)
= ρL

j1j(A) ≤ ρL(A).
При jk−1 < j ≤ jk, k ≥ 2, имеем

dA
j − dC

j = dA
j −min{dA

jk
, dA

j −∆A
j + ∆C

jk−1
} =

= max{dA
j − dA

jk
, ∆A

j −∆C
jk−1
} =

(с учётом (1.30) для некоторого jν ≤ jk−1)

= max{dA
j − dA

jk
, ∆A

j −∆A
jν
}

из (1.28)
=

= max{ρL
jkj(A), ρL

jνj(A)} ≤ ρL(A),

что доказывает (1.31).
Наконец, поскольку ρr(A,C) = 0, имеем

ρ(A,C) = ρd(A,C) =

= max
j∈N
{dA

j − dC
j }+ max

j∈N
{dC

j − dA
j }

из (1.31) и (1.27)

≤

≤ ρL(A),

откуда, ввиду (1.17), получаем равенство ρ(A,C) = ρL(A).
Для доказательства оценки трудоёмкости алгоритма

нахождения искомого примера C целесообразно зануме-
ровать требования примера A в обратном порядке — по
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невозрастанию rj + pj, после чего применить следующий
алгоритм линейной трудоёмкости для нахождения семей-
ства разделяющих индексов {j1, . . . , jK}:
k := 1; j1 := 1; i := 1;
for i := 2 to n do
if dA

i < dA
jk

then {k := k + 1; jk := i}.
Tеорема 1.2 доказана.

На основе теоремы 1.2 представим алгоритм 1.1, кото-
рый сводит пример A к примеру C, для которого (1.17)
выполняется как равенство. В алгоритме предполагается,
что требования в примере A отсортированы по невозраста-
нию величин rA

j +pA
j . Заметим, что нумерация требований,

используемая в алгоритме, обратна нумерации, использу-
емой в доказательстве теоремы 1.2.

Алгоритм 1.1 Алгоритм построения примера, удовлетворя-
ющего случаю 1 | di ≤ dj , di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax,
минимизирующий ρ(A, C)

1: for j := 1 to n do
2: rC

j := rA
j ; pC

j := pA
j

3: end for
4: k := 1; j1 = 1;
5: for i := 2 to n do
6: if dA

i < dA
jk

then
7: k := k + 1; jk := i
8: end if
9: end for

10: for i := n downto jk do
11: dC

i := dA
jk

12: end for
13: while k > 1 do
14: for i := jk − 1 downto jk−1 do
15: dC

i := min{dA
jk−1

, dA
j −∆A

j + ∆C
jk
}

16: end for
17: k := k − 1
18: end while
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Пример. Рассмотрим работу алгоритма 1.1 на примере.
Пусть нам дан пример A задачи 1 | rj | Lmax с параметрами
требований, указанными в таблице 1.1. Как и необходимо,
требования отсортированы по невозрастанию rA

j + pA
j .

Таблица 1.1: Параметры требований для примера A

j = 1 2 3 4 5 6 7 8

rA
j 7 5 3 5 1 2 3 0

pA
j 2 4 5 3 5 3 1 4

dA
j 16 18 13 14 15 11 12 14

Таблица 1.2: Параметры требований для найденного
примера C

j = 1 2 3 4 5 6 7 8

rC
j 7 5 3 5 1 2 3 0

pC
j 2 4 5 3 5 3 1 4

dC
j 14 14 13 13 12 11 11 11

Начинается исполнение алгоритма. N = {1, . . . , 8}. По-
сле первого цикла получаем rC

j := rA
j и pC

j := pA
j , ∀j ∈ N .

После второго цикла имеем: j1 = 1, j2 = 3, j3 = 6. После
третьего цикла получаем dC

6 = dC
7 = dC

8 = dA
6 = 11.

Начнем выполнение цикла WHILE.
k = 3.
dC

5 = min{dA
3 , dC

6 − rC
6 − pC

6 + rA
5 + pA

5 } = 12.
dC

4 = min{dA
3 , dC

6 − rC
6 − pC

6 + rA
4 + pA

4 } = 13.
dC

3 = min{dA
3 , dC

6 − rC
6 − pC

6 + rA
3 + pA

3 } = 13.
k = 2.
dC

2 = min{dA
1 , dC

3 − rC
3 − pC

3 + rA
2 + pA

2 } = 14.
dC

1 = min{dA
1 , dC

3 − rC
3 − pC

3 + rA
1 + pA

1 } = 14.
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Рис. 1.1: Работа алгоритма 1.1 на примере

Алгоритм заканчивает работу.
Итак, мы получили пример C, принадлежащий классу

1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Парамет-
ры требований примера C указаны в таблице 1.2. Най-
дём значение абсолютной погрешности для данного при-
мера C: ρ(A,C) = maxj∈N{d

A
j − dC

j }+ maxj∈N{d
C
j − dA

j } =

= dA
2 − dC

2 + 0 = 4. Процесс работы алгоритма 1.1 также
проиллюстрирован на рисунке 1.1.

1.4.2 Вариант cхемы на основе случая Хогевена

Следующий вариант схемы приближённого решения
основан на сведении заданного примера к примеру из по-
линомиально разрешимого класса Хогевена [46].

Будем говорить, что пример C = {(rC
j , pC

j , dC
j ) | j ∈ N}
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принадлежит классу Хогевена, если существует такая кон-
станта β, что

rC
j ∈ [dC

j − pC
j − β, dC

j − β], ∀j ∈ N. (1.32)

Для точного решения примеров из класса Хогевена су-
ществует алгоритм сложности O(n2 log n) [46]. Ограниче-
ния (1.32) можно также переписать следующим образом.
Существует такая константа β, что

β ∈ [dC
j − pC

j − rC
j , dC

j − rC
j ], ∀j ∈ N. (1.33)

Условия (1.33) можно записать в виде неравенств (1.11)
следующим образом:

−rj − pj + dj ≤ β,

rj + dj ≤ −β,

где β — переменная.
Для заданного примера A определим функцию

ρH(A) = max
i,j∈N

ρH
ij (A), (1.34)

где
ρH

ij (A) = dA
j − rA

j − pA
j − dA

i + rA
i . (1.35)

Заметим, что ρH(A) ≤ 0 тогда и только тогда, когда
A принадлежит классу Хогевена. Если ρH(A) > 0, то су-
ществует такая пара требований i′, j′ в множестве N , что
dA

j′ − pA
j′ − rA

j′ > dA
i′ − rA

i′ и отрезки [dA
i′ − pA

i′ − rA
i′ , d

A
i′ − rA

i′ ] и

[dA
j′ − pA

j′ − rA
j′ , d

A
j′ − rA

j′ ] не пересекаются. Следовательно, не
найдётся такой константы β, что выполняется (1.33).

Пусть дан пример A с параметрами {rA
j , pA

j , dA
j }, j ∈ N ,

который не принадлежит классу Хогевена. Применим для
данного примера предложенную ранее схему для нахожде-
ния приближённого решения. Сведём пример A к приме-
ру C, который наследует у примера A продолжительности
обслуживания и принадлежит классу Хогевена.
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Следующая теорема позволяет найти необходимый
пример C, для которого расстояние ρ(A,C) будет мини-
мальным.

Теорема 1.3 Для любого примера A задачи 1|rj|Lmax, не
принадлежащего классу Хогевена, и для любого примера
C, наследующего длительности обслуживания примера A
и принадлежащего классу Хогевена, справедлива оценка
расстояния между A и C:

ρ(A,C) ≥ ρH(A). (1.36)

Оценка (1.36) достигается на некотором примере C, ко-
торый может быть найден за время O(n).

Доказательство. Как это было отмечено выше, для лю-
бого примера C, принадлежащего классу Хогевена, пара-
метры любой пары требований i, j ∈ N должны удовле-
творять следующему неравенству:

dC
i − rC

i − dC
j + pC

j + rC
j = −ρH

ij (C) ≥ 0. (1.37)

Добавим в обе части неравенства (1.37) ρH
ij (A). Исполь-

зуя (1.35) и определение расстояния ρ(A,C), получим

ρH
ij (A) ≤ (dA

j −dC
j )+(rC

j −rA
j )+(dC

i −dA
i )+(rA

i −rC
i ) ≤ ρ(A,C).

(1.38)
Так как (1.38) выполняется для любой пары требова-

ний i, j ∈ N , из (1.34) имеем

ρH(A) = max
i,j∈N

ρH
ij (A) ≤ ρ(A,C).

Неравенство (1.36) доказано.
Для доказательства достижимости оценки (1.36) на

некотором примере C построим пример C, наследующий
у примера A длительности обслуживания и моменты по-
ступления требований. В силу того что параметры pj и rj
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не будут различаться для примеров A и C, мы будем обо-
значать их без верхнего индекса “A” и “C” соответственно.

Обозначим j∗ = arg maxj∈N{d
A
j − rA

j − pA
j }. Положим

dC
j = max{dA

j∗ − rj∗ − pj∗ + rj, d
A
j }, ∀j ∈ N. (1.39)

Рассмотрим произвольное требование j ∈ N . Если dA
j >

> dA
j∗−rj∗−pj∗ +rj, то dC

j = dA
j и dC

j −dA
j = 0 ≤ ρH(A). Если

dA
j ≤ dA

j∗−rj∗−pj∗ +rj, то dC
j −dA

j = dA
j∗−rj∗−pj∗−dA

j +rj =

= ρH
jj∗(A) ≤ ρH(A).

Отметим, что dC
j∗ = dA

j∗ , так как dA
j∗−rj∗ > dA

j∗−rj∗−pj∗ .

В итоге имеем равенство max
j∈N
{dA

j − dC
j } = dA

j∗ − dC
j∗ = 0 и

max
j∈N
{dC

j − dA
j } ≤ ρH(A), а также rA

j − rC
j = 0, ∀j ∈ N .

Складывая max
j∈N
{dA

j − dC
j }, max

j∈N
{dC

j − dA
j }, max

j∈N
{rA

j − rC
j } и

max
j∈N
{rC

j −rA
j } получаем, что ρ(A,C) ≤ ρH(A). Отсюда и из

(1.36) следует ρ(A,C) = ρH(A).
Теперь покажем, что построенный пример C удовле-

творяют свойству Хогевена. Возьмём константу β равную
dC

j∗ − rj∗ − pj∗ = dA
j∗ − rj∗ − pj∗ . Рассмотрим произвольное

требование j ∈ N .
Если dA

j − rj > dA
j∗ − rj∗ − pj∗ , то из (1.39) dC

j = dA
j и

dC
j −rj > β. Имеем также dC

j −rj−pj ≤ β по определению j∗

и β. Если же dA
j −rj ≤ dA

j∗−rj∗−pj∗ , то из (1.39) dC
j −rj = β.

Очевидно, что тогда dC
j − rC

j − pC
j < β. Следовательно,

пример C удовлетворяют свойству Хогевена.
Доказательство трудоёмкости алгоритма сведения при-

мера A к примеру C следует из того, что для данного пре-
образования мы должны применить формулу (1.39) n раз.

На основе теоремы 1.3 получаем очевидный алго-
ритм 1.2, который сводит пример A к примеру C, для ко-
торого (1.36) выполняется как равенство.
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Алгоритм 1.2 Алгоритм построения примера, удовлетворяю-
щего случаю Хогевена, минимизирующий ρ(A, C)

1: j∗ = arg maxj∈N{d
A
j − rA

j − pA
j };

2: for j := 1 to n do
3: rC

j := rA
j ;

4: pC
j := pA

j ;

5: dC
j = max{dA

j∗ − rA
j∗ − pA

j∗ + rA
j , dA

j }
6: end for

Для примера A из таблицы 1.1 оценка абсолютной по-
грешности решения, полученного с помощью варианта схе-
мы на основе случая Хогевена, составляет ρH(A) = 1.

1.5 Экспериментальное исследование
алгоритмов решения задачи 1 | rj | Lmax

В данном разделе мы экспериментально оценим эф-
фективность использования полиномиальных алгоритмов
автора [41, 42, 44] и Хогевена [46] для решения общего слу-
чая задачи. Также будет исследована фактическая абсо-
лютная погрешность расписаний, полученных с помощью
вариантов схемы приближённого решения задачи, пред-
ставленных ранее в разделе 1.4.

При проведении экспериментальных исследований од-
ним из первостепенных вопросов является способ генера-
ции тестовых примеров. Мы покажем, что множество Φn

всех примеров задачи размерности n может быть преоб-
разовано в ограниченное множество Ψn, где каждый эле-
мент представляет собой бесконечное число эквивалент-
ных примеров задачи. В подразделе 1.5.1 мы представим
свою процедуру генерации и покажем, что она генерирует
примеры по равномерному распределению на множестве
Ψn.

Используя данную процедуру, в подразделе 1.5.2 мы
оценим, насколько теоретическое оценка абсолютной по-
грешности ρ(A,C) превышает среднее практическое зна-
чение абсолютной погрешности приближённого решения,
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полученного по схеме, представленной в разделе 1.4. Срав-
нение теоретической и практической абсолютной погреш-
ности будет произведено для вариантов схемы на основе
случаев автора и Хогевена.

Далее в подразделе 1.5.3 экспериментальным путём
определяется эффективность алгоритмов автора и Хоге-
вена, а также алгоритма Шраге [49] при их использовании
для решения общего случая задачи 1 | rj | Lmax.

1.5.1 Способ генерации примеров

Множество Φn всех примеров задачи 1 | rj | Lmax с
числом требований n может быть представлено частью
3n-мерного пространства, где координаты каждой точ-
ки представляют собой параметры требований {rj, pj, dj},
pj > 0, j ∈ N . Множество Φn можно преобразовать в неко-
торое ограниченное множество Ψn.

Докажем сначала, что примеры с параметрами требо-
ваний {rj, pj, dj} и {αrj, αpj, αdj}, где α > 0, имеют одно и
то же множество оптимальных расписаний.

Теорема 1.4 Пусть π∗, π∗ ∈ Π(N), – оптимальное
расписание для примера P с параметрами требований
{rP

j , pj, d
P
j }, j ∈ N , тогда расписание π∗ будет также оп-

тимальным для примера Q с параметрами требований
{rQ

j = αrj, p
Q
j = αpj, d

Q
j = αdj}, j ∈ N , где α ∈ R, α > 0.

Доказательство. Пусть имеется произвольное раннее
расписание π, π ∈ Π(N). Перенумеруем требования в том
порядке, в котором они обслуживаются в расписании π.
Пусть fP

j (π) = max
i∈N
{i | i ≤ j, sP

i (π) = rP
i }. Очевидно, что

если fP
j (π) 6= j, то sP

j (π) = sP
j−1 + pj−1.

Докажем по индукции, что sQ
j (π) = αsP

j (π), j ∈ N . Для

требования 1 имеем: sQ
1 (π) = rQ

1 = αrP
1 = αsP

1 (π). Пусть

sQ
i (π) = αsP

i (π). Если fP
i+1(π) = i + 1, то sQ

i+1(π) = rQ
i+1 =

= αrP
i+1 = αsP

i+1(π), так как rQ
i+1 = αrP

i+1 ≥ α(sP
i (π) + pP

i ) =
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= sQ
i (π)+pQ

i . Если fP
i+1(π) 6= i+1, то sQ

i+1(π) = sQ
i (π)+pQ

i =

= αsP
i (π) + αpP

i = αsP
i+1(π), так как sQ

i (π) + pi = αsP
i (π)+

+αpP
i = αsP

i+1(π) ≥ αrP
i+1 = rQ

i+1.

Так как sQ
j (π) = αsP

j (π) для каждого требования j ∈ N ,

то LQ
j (π) = sQ

j (π)+pQ
j −dQ

j = αsP
j (π)+αpP

j −αdP
j = αLP

j (π),
∀j ∈ N,∀π ∈ Π(N). Следовательно, если π∗ — оптималь-

ное расписание для примера P , то min
π∈Π(N)

max
j∈N

LQ
j (π) =

= min
π∈Π(N)

max
j∈N

αLP
j (π) = max

j∈N
αLP

j (π∗) = max
j∈N

LQ
j (π∗) и π∗

является оптимальным расписанием примера Q. Теорема
доказана.

Согласно теореме 1.4 каждая точка, соответствующая
примеру с параметрами {r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, d1, . . . , dn},
может быть спроецирована на единичную сферу в
3n-мерном пространстве без изменения множества опти-
мальных расписаний. Следовательно, в качестве множе-
ства всех примеров задачи размерности n мы можем взять
множество Ψ̄n, которое является частью единичной сферы
в 3n-мерном пространстве, где pj > 0, j ∈ N . Таким об-
разом, для каждого примера из множества Φn существует
эквивалентный пример из множества Ψ̄n.

В экспериментальном исследовании одним из оценива-
емых параметров будет относительная погрешность най-
денного расписания. Поэтому оптимальное значение це-
левой функции не должно равняться нулю. В противном
случае значение относительной погрешности может рав-
няться бесконечности. Во избежание подобного результата
параметры требований тестовых примеров мы будем мо-
дифицировать таким образом, чтобы выполнялось rj ≥ 0
и dj ≤ 0, j ∈ N . Тогда временно́е смещение каждого тре-
бования и, соответственно, максимального будет больше
нуля.

Рассмотрим пример A исследуемой задачи с парамет-
рами требований {rA

j , pA
j , dA

j }, j ∈ N , и пример B с пара-

метрами требований {rB
j = rA

j + α, pB
j = pA

j , dB
j = dA

j + β},
j ∈ N , где α и β — некоторые константы. Согласно теоре-
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ме 1.1, ρ(A,B) = 0, из чего следует, что примеры A и B
эквивалентны.

Преобразуем множество Ψ̄n примеров задачи во множе-
ство Ψn. Для этого каждый пример A из Ψ̄n преобразуем в
эквивалентный ему пример B из Ψn следующим образом:

rB
j = rA

j −min
i∈N

rA
i , pB

j = pA
j , dB

j = dA
j −max

i∈N
dA

i , ∀j ∈ N.

Таким образом, множества примеров Ψ̄n и Ψn эквива-
лентны и для рассмотрения множества всех примеров раз-
мерности n можно ограничиться примерами из множества
Ψn, оптимальное значение целевой функции для которых
строго положительно.

Следующий алгоритм 1.3 равномерно генерирует при-
меры из множества Ψ̄n для заданного n, а затем преобра-
зует их в примеры из множества Ψn. Так как Ψ̄n представ-
ляет собой часть единичной 3n-мерной сферы, для полу-
чения равномерной генерации примеров из Ψ̄n параметры
требований (координаты) генерируются по нормальному
распределению.

Алгоритм 1.3 Алгоритм равномерной генерации примеров на
множестве Ψn

1: Сгенерируем параметры требований {r̂j , p̂j , d̂j} согласно
нормальному распределению с параметрами m = 0 и δ = 1.

2: for all j ∈ N do
3: if pj < 0 then
4: pj := −p̂j
5: else
6: pj := p̂j
7: end if
8: rj := r̂j −minj∈N{r̂j};

9: dj := d̂j −maxj∈N{d̂j}
10: end for
11: ∆ :=

√

∑

j∈N r2
j +

∑

j∈N p2
j +

∑

j∈N d2
j .

12: for all j ∈ N do

13: rj :=
rj

∆ ; pj :=
pj

∆ ; dj :=
dj

∆
14: end for
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1.5.2 Оценка экспериментального значения
абсолютной погрешности

В данном исследовании будет найдено практическое
значение параметра α. Данный параметр определяет отно-
шение практического значения абсолютной погрешности к
теоретической оценке в процентах. Параметр α вычисля-
ется следующим образом:

α =
K

∑

i=1

(

Lmax(πC
i )− Lmax(πA

i )
)

ρi(A,C)
· 100%.

Здесь K — общее число сгенерированных тестовых при-
меров; Lmax(πA

i ) — оптимальное значение максимального
временно́го смещения для примера A в эксперименте i;
Lmax(πC

i ) — значение максимального временно́го смеще-
ния расписания πC в эксперименте i, полученного по схеме
нахождения приближённого решения; ρi(A,C) — теорети-
ческая оценка абсолютной погрешности в эксперименте i.
Обозначим αL и αH как значение параметра α для слу-
чая автора и случая Хогевена соответственно. Напомним,
что для первого случая ρ(A,C) = ρL(A), а для второго
ρ(A,C) = ρH(A).

Для проведения эксперимента примеры генерирова-
лись согласно способу, приведенному в подразделе 1.5.1.
Для каждой размерности n ∈ {2, . . . , 100} было сгенери-
ровано 10 000 примеров.

На рисунке 1.2 показаны графики зависимости пара-
метров αL и αH от размерности примеров n. Можно заме-
тить, что значения двух исследуемых параметров отлича-
ются друг от друга незначительным образом. С увеличе-
нием размерности и αL, и αH растут и стабилизируются
в районе 45%. Можно сделать вывод, то среднее практи-
ческое значение абсолютной погрешности не превышает
половины теоретической оценки абсолютной погрешности
ρ. Нужно также заметить, что значение параметра αH за-
метно ниже αL для больших размерностей.
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Рис. 1.2: Среднее отношение практической абсолютной погрешности к теоретической оценке
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1.5.3 Эффективность применения полиномиаль-
ных алгоритмов для общего случая задачи

Эффективность алгоритмов Шраге, автора и Хоге-
вена при решении ими произвольных примеров задачи
1 | rj | Lmax мы будем оценивать с помощью следующих
трех показателей.

• Параметр m определяет процент оптимально решен-
ных алгоритмом примеров из числа сгенерированных
и вычисляется по формуле:

m =
K∗

K
· 100%.

Здесь K — общее число сгенерированных тестовых
примеров, K∗ — число оптимально решенных алго-
ритмом тестовых примеров.

• Параметры βav и βmax определяют соответственно
среднюю и максимальную относительную погреш-
ность значения целевой функции найденного алго-
ритмом расписания для тестового примера. Погреш-
ность определяется относительно оптимального зна-
чения целевой функции тестового примера. Парамет-
ры βav и βmax вычисляются по следующим формулам:

βav =
K

∑

i=1

(Lmax(πi)− Lmax(π∗
i ))

Lmax(π∗
i )

· 100%;

βmax = max
i=1,...,K

{

Lmax(πi)− Lmax(π∗
i )

Lmax(π∗
i )

· 100%

}

.

Здесь K — число сгенерированных примеров, для ко-
торых полученное алгоритмом решение не было опти-
мальным (K = K−K∗), πi и π∗

i — найденное алгорит-
мом расписание и оптимальное расписание для i-го
сгенерированного примера, решенного неоптимально
соответственно.
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Рис. 1.3: Эффективность алгоритма Шраге
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Рис. 1.4: Эффективность алгоритма автора
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Рис. 1.5: Эффективность алгоритма Хогевена
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В проведенном исследовании мы экспериментально
определяли параметры m, βav и βmax для трех полиноми-
альных алгоритмов. Нами исследовались примеры с чис-
лом требований n от 2 до 100. Тестовые примеры генери-
ровались по алгоритму 1.3 на 3n-мерной единичной сфе-
ре. Для каждого исследуемого значения n было построено
10 000 примеров.

На рисунке 1.3 представлены графики зависимости ис-
следуемых параметров от числа требований n для алго-
ритма Шраге, на рисунке 1.4 — для алгоритма автора и
на рисунке 1.5 — для алгоритма Хогевена.

Графики параметра m имеют схожую зависимость для
всех трёх алгоритмов. Сначала параметр m уменьшает-
ся с увеличением числа требований. Но затем, начиная с
n = 6, 7, он начинает возрастать и стремится к 100%.
Например, для размерности больше 30 алгоритм автора
оптимально решает более 99.7% примеров, а алгоритм Хо-
гевена — более 99.9%. Конечно, существуют классы при-
меров, которые не могут быть решены оптимально этими
полиномиальными алгоритмами. Но если брать в расчёт
всю совокупность примеров большой размерности, веро-
ятность встретить “плохой” пример очень незначительна.

Если рассмотреть графики параметров βav и βmax, то
можно увидеть, что средняя и максимальная относитель-
ная погрешность полученного алгоритмами решения па-
дает с увеличением числа требований. Опять же алгоритм
Хогевена показывает наилучшие результаты. Средняя от-
носительная погрешность для этого алгоритма не превы-
шает 1% для размерности n1 = 17 и больше, а максималь-
ная не превысила в наших экспериментах 2% для приме-
ров размерности n2 = 23 и больше. Для алгоритма автора
n1 = 19 и n2 = 36 соответственно.

По результатам экспериментального исследования
можно выдвинуть гипотезу, что процент “трудных” при-
меров относительно всего множества примеров задачи
1 | rj | Lmax падает при увеличении размерности. Этим
может быть объяснен, в частности, такой факт, что на
практике точные неполиномиальные алгоритмы довольно
быстро находят оптимальное решение для примеров боль-
шой размерности, несмотря на NP-сложность рассматри-
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ваемой задачи, смотрите, например, [29, 30]. В главе 3 мы
рассмотрим подробнее эти точные алгоритмы.

1.6 Свойства оптимальных расписаний
общего случая задачи 1|rj|Lmax

Опишем две процедуры разбиения произвольного рас-
писания π ∈ Π(N ′, t′), |N ′| = n′ 6= 0, на совокупность ча-
стичных расписаний.

Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, π ∈ Π(N ′, t′). Будем
обозначать:

rmin(N ′) = min
i∈N ′

ri — минимальный момент поступления

требований множества N ′;
pmin(N ′) = min

i∈N ′

pi — минимальная продолжительность

обслуживания требований множества N ′;
dmin(N ′) = min

i∈N ′

di — минимальный директивный срок

требований множества N ′;
rmax(N ′) = max

i∈N ′

ri — максимальный момент поступле-

ния требований множества N ′;
pmax(N ′) = max

i∈N ′

pi — максимальная продолжительность

обслуживания требований множества N ′;
dmax(N ′) = max

i∈N ′

di — максимальный директивный срок

требований множества N ′;
Cmax(π) = max

j∈N ′

tj(π) — момент завершения обслужива-

ния всех требований расписания π;
J∗(π) = {j ∈ N ′ : F (π) = Lj(π)} — множество требо-

ваний из расписания π, на которых достигается значение
целевой функции Lmax;

Jdmin
(N ′) = {j ∈ N ′ : dj = dmin(N ′)} — множество тре-

бований из N ′, имеющих минимальный директивный срок;
Π∗(N ′, t′) = {π∗ ∈ Π(N ′, t′) : F (π∗) = min

π∈Π(N ′,t′)
F (π)}

— множество оптимальных расписаний на множестве
Π(N ′, t′).
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~Πr(N
′, t′) — множество расписаний обслуживания тре-

бований множества N ′ с момента времени t′, составлен-
ных в порядке неубывания моментов поступления тре-
бований. Заметим, что любое расписание π ∈ ~Πr(N

′, t′)
является оптимальным по быстродействию расписанием
(см. [12], c. 110);

~Πd(N ′, t′) — множество расписаний обслуживания тре-
бований множества N ′ с момента времени t′, составленное
в порядке неубывания директивных сроков завершения об-
служивания требований.

Если обслуживание требования i предшествует обслу-
живанию требования j при расписании π, то это будем
обозначать через i

π
→ j. Запись i

π
→N ′ означает, что i

π
→ j

∀ j ∈ N ′, а запись N
′ π
→N

′′

означает, что i
π
→ j ∀ i ∈ N ′,

j ∈ N
′′

.
Сформулируем две вспомогательные процедуры.

Алгоритм 1.4 Первая вспомогательная процедура

1: Пусть расписание π = (j1, . . . , jn′) — обслуживание требо-
ваний подмножества N ′ = {1, . . . , n′} ⊆ N и j1

d ∈ Jdmin
(N ′).

Пусть j1
d = ji1 .

2: if i = 1 then
3: N1 := �
4: else
5: N1 := {j1, . . . , ji−1}; π1 := (j1, . . . , ji−1)
6: end if
7: if i = n′ then
8: N2 := �
9: else

10: N2 =: {ji+1, . . . , jn′}, π2 := (ji+1, . . . , jn′)
11: end if
12: Расписание π представим следующим образом:

π := (π1, ji, π
2), где π1 ∈ Π(N1, t′), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π

1, ji)).
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Алгоритм 1.5 Вторая вспомогательная процедура

1: Пусть расписание π = (j1, . . . , jn′) — обслуживание требо-
ваний подмножества N ′ = {1, . . . , n′} ⊆ N и j1

d ∈ Jdmin
(N ′).

Пусть j1
d = ji1 .

2: if i = 1 then
3: N1 := �
4: else
5: N1 := {j1, . . . , ji−1}; π1 := (j1, . . . , ji−1)
6: end if
7: N2 := N ′ \ (N1 ∪ {j1

d})
8: for all m = 2, 3, . . . do
9: if Nm 6= � then

10: jm
d ∈ Jdmin

(Nm)
11: end if
12: jm

d = jim ;
13: if im = im−1 + 1 then
14: Nm := �
15: end if
16: if im > im−1 + 1 then
17: Nm := {js ∈ N ′ : im−1 + 1 ≤ s ≤ im − 1};

πm := (jim−1+1, jim−1+2, . . . , jim−1)
18: end if
19: Nm+1 := Nm \ (Nm ∪ {jm

d })
20: if Nm = � then
21: π := (π1, j1

d , π2, j2
d , . . . , πm, jm

d ), где
πi ∈ Π(N i, Ci

max), i = 1, m, C1
max = t′,

Ci
max = Cmax(π

1, j1
d , . . . , πi−1, ji−1

d ), ∀ i = 2, m.
22: end if
23: end for

Сформулируем свойства оптимальных расписаний за-
дачи минимизации максимального временно́го смещения.
Следующие лемма и следствие дают возможность опреде-
лить, на каких требованиях может достигаться значение
целевой функции при любом расписании π ∈ Π(N ′, t′), в
том числе и оптимальном.

Лемма 1.5 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, требование
jdmin

∈ Jdmin
(N ′), π = (π1, jdmin

, π2) ∈ Π(N ′, t′), где N1, N2,
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π1, π2 определены согласно алгоритму 1.4. Тогда суще-
ствует такое требование j∗ из множества J∗(π), что
j∗ ∈ N2 ∪ {jdmin

}.

Доказательство. Из определения Jdmin
(N ′) следует, что

dj ≥ djdmin
∀ j ∈ N1. Кроме того, tj(π) ≤ tjdmin

(π) ∀ j ∈

N1. Тогда Lj(π) ≤ Ljdmin
(π), ∀ j ∈ N1 и, значит, величина

max
j∈N1

Lj(π) ≤ Ljdmin
. Поэтому

Lmax(π) = max{max
j∈N1

Lj(π), Ljdmin
(π), max

j∈N2
Lj(π)} =

= max{Ljdmin
(π), max

j∈N2
Lj(π)}.

Отсюда следует утверждение леммы.

Следствие 1.4 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t,
π = (π1, j1

d , π
2, j2

d , . . . , π
m, jm

d ) ∈ Π(N ′, t′), где m, ji
d, N i, πi,

i = 1,m, определены согласно алгоритму 1.5. Тогда суще-
ствует такое требование j∗ из множества J∗(π), что
j∗ ∈ {j1

d , j
2
d , . . . , j

m
d }.

Доказательство. Пусть π = (π1, j1
d , π

2, j2
d , . . . , π

m, jm
d )

— произвольное расписание из множества Π(N ′, t′). Из
леммы 1.5 следует существование такого j∗ ∈ J∗(π), что
j∗ ∈ N ′ \ N1. Для любых j ∈ Nk, k = 2,m, вер-
но Cj(π

′) ≤ Cjk
d
(π′). Кроме того, из определения требо-

ваний jk
d ∀ k = 2,m следует, что dj ≥ djk

d
. Поэтому

Lj(π) ≤ Ljk
d
(π) ∀ k = 2, . . . ,m, j ∈ Nk. Отсюда имеем

Lmax(π) = max{Lj1
d
(π), max

k=2,m
Ljk

d
(π)}.

В следующих трех утверждениях описывается поря-
док обслуживания требований в частичных расписани-
ях, из которых состоит оптимальное расписание. В лем-
мах 1.6, 1.7 доказывается существование оптимального

63



расписания, при котором требования, предшествующие
требованию с минимальным директивным сроком, обслу-
живаются по неубыванию моментов поступления, а тре-
бования, следующие за ним, упорядочены оптимальным
образом. В теореме 1.5 определяется порядок обслужива-
ния требований в частичных расписаниях πk, k = 1, . . . ,m,
определенных в алгоритме 1.5.

Лемма 1.6 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, требование
jdmin

∈ Jdmin
(N ′). Тогда найдутся такие подмножества

N1, N2 ⊂ N ′, что расписание π∗ = (~π1
r , jdmin

, π2) при лю-

бом ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′) и некотором π2 ∈ Π(N2, Cmax(~π1
r , jdmin

))
будет оптимальным.

Доказательство. Пусть π ∈ Π(N ′, t′) — оптималь-
ное расписание. Согласно алгоритму 1.4 найдутся такие
N1, N2 ⊂ N ′ и соответствующие им частичные расписа-
ния π1, π2, что

π = (π1, jdmin
, π2),

где

π1 ∈ Π(N1, t′), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, jdmin
)), jdmin

∈ Jdmin
(N ′).

Построим расписание

π′= (~π1
r , jdmin

, π2), ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),

отличающееся от π порядком обслуживания требований
множества N1. Так как расписание ~π1

r является оптималь-
ным по быстродействию для требований множества N1 с
момента времени t′, то

Cmax(~π1
r) ≤ Cmax(π1). (1.40)

Из леммы 1.5 следует существование таких требований
j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π′), что j∗, j
′∗ ∈ N2 ∪{jdmin

}. Поэтому

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π)− max

j∈N2∪{jdmin
}
Lj(π

′).

(1.41)
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Поскольку порядок обслуживания требований множества
N2 ∪ {jdmin

} не изменился при переходе от расписания π
к расписанию π′, то согласно (1.40) выполняется нера-
венство Cj(π) ≥ Cj(π

′) ∀ j ∈ N2 ∪ {jdmin
}, а значит,

верно Lj(π) ≥ Lj(π
′). Отсюда, с учётом (1.41), имеем

Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Таким образом, в результате преоб-
разования произвольно выбранного оптимального распи-
сания π получили оптимальное расписание π′, удовлетво-
ряющее утверждению леммы. Лемма доказана.

Лемма 1.7 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, требование
jdmin

∈ Jdmin
(N ′). Тогда найдутся такие подмножества

N1, N2 ⊂ N ′, что расписание π∗ = (π1, jdmin
, π2∗) при неко-

тором π1 ∈ Π(N1, t′) и любом π2∗ ∈ Π∗(N2, Cmax(π1, jdmin
))

будет оптимальным.

Доказательство. Пусть π ∈ Π(N ′, t′) — оптимальное
расписание. Тогда согласно алгоритму 1.4 найдутся такие
N1, N2 ⊂ N ′ и соответствующие им частичные расписания
π1, π2, что

π = (π1, jdmin
, π2),

где

π1 ∈ Π(N1, t′), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, jdmin
)), jdmin

∈ Jdmin
(N ′).

Построим расписание

π′= (π1, jdmin
, π2∗), π2∗ ∈ Π∗(N2, Cmax(π1, jdmin

)),

отличающееся от π порядком обслуживания требований
множества N2. Так как порядок обслуживания требова-
ний множества N1 ∪ {jdmin

} не изменился при переходе
к расписанию π′, то Ljdmin

(π) = Ljdmin
(π′). Кроме того,
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max
i∈N2

Li(π) ≥ max
i∈N2

Li(π
′), поскольку расписание π2∗ являет-

ся оптимальным на множестве Π(N2, Cmax(π1, jdmin
)). Зна-

чит,

max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π) ≥ max

j∈N2∪{jdmin
}
Lj(π

′). (1.42)

Из леммы 1.5 следует существование таких требований
j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π′), что j∗, j
′∗ ∈ N2 ∪ {jdmin

}, а зна-
чит, справедливо равенство (1.41). Тогда из (1.41), (1.42)
следует неравенство Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Таким образом,
в результате преобразования произвольно выбранного оп-
тимального расписания π получили расписание π′, удовле-
творяющее утверждению леммы. Лемма доказана.

Теорема 1.5 Пусть подмножество N ′ ⊆ N , N ′ 6= �,
t′ ≥ t. Тогда оптимальным будет расписание следую-
щего вида π∗ = (~π1

r , j
1
d , ~π

2
r , j

2
d , . . . , ~π

m
r , jm

d ), принадлежащее

Π(N ′, t′), где подрасписания ~πi
r ∈ ~Πr(N

i, Ci
max), i = 1,m,

величины C1
max = t′, Ci

max = Cmax(~π1
r , j

1
d , . . . , ~π

i−1
r , ji−1

d ),
i = 2,m, а значение m, требования ji

d и множества
N1, . . . , Nm ⊂ N ′ для всех значений i = 1,m определены
в алгоритме 1.5.

Доказательство. Пусть π ∈ Π(N ′, t′) — оптимальное
расписание. Тогда согласно алгоритму 1.5 найдутся зна-
чение m, требования ji

d, множества N i ⊂ N ′, i = 1,m,
такие, что

π = (π1, j1
d , π

2, j2
d , . . . , π

m, jm
d ),

где πi ∈ Π(N i, Ci
max), а

C1
max = t′, Ci

max = Cmax(π1, j1
d , . . . , π

i−1, ji−1
d ), i = 2,m.

Построим расписание
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π′ = (~π1
r , j

1
d , ~π

2
r , j

2
d , . . . , ~π

m
r , jm

d ),

отличающееся от π порядком обслуживания требований
множеств N1, . . . , Nm.

Согласно следствию 1.4 существуют такие требования
j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π′), что j∗, j
′∗ ∈ {j1

d , . . . , j
m
d }. Поэтому

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i=1,m

Lji
d
(π)− max

i=1,m
Lji

d
(π′).

Поскольку расписания ~π1
r , . . . , ~πm

r являются оптимальны-
ми по быстродействию, то Cmax(πi) ≥ Cmax(~πi

r) ∀ i = 1,m.
Отсюда Cji

d
(π) ≥ Cji

d
(π′) и, следовательно, выполняется

Lji
d
(π) ≥ Lji

d
(π′) ∀ i = 1,m. Поэтому верно неравенство

Lmax(π) − Lmax(π′) ≥ 0, т.е. в результате преобразова-
ния произвольно выбранного оптимального расписания π
получили расписание π′, удовлетворяющее утверждению
теоремы. Теорема доказана.

Следующая лемма доказывает существование опти-
мального расписания, в котором требования с моментами
поступления, не меньшими чем у требования с минималь-
ным директивным сроком, следуют после него.

Лемма 1.8 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, требова-
ние jdmin

∈ Jdmin
(N ′). Тогда существует оптимальное рас-

писание π∗ ∈ Π(N ′, t′) такое, что справедливо jdmin

π∗

→ j
для всех j ∈ N ′ \ {jdmin

}, удовлетворяющих неравенству
rjdmin

≤ rj.

Доказательство. Пусть π ∈ Π(N ′, t′) — оптимальное
расписание. Согласно алгоритму 1.4 найдутся такие под-
множества Ñ ,N2 ⊂ N ′ и соответствующие им частичные
расписания π̃, π2, что π можно представить в следую-
щем виде π = (π̃, jdmin

, π2), где расписания π̃ ∈ Π(Ñ , t′),
π2 ∈ Π(N2, Cmax(π̃, jdmin

)). Выберем требование j ∈ N ′

так, чтобы оно было в расписании π ближайшим слева
к требованию jdmin

и для него выполнялось неравенство
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rjdmin
≤ rj. Отметим, что если слева от jdmin

указанного
требования j не найдётся, то для расписания π будет вы-
полняться утверждение леммы. Согласно алгоритму 1.4
найдутся такие подмножества Ñ1, Ñ2 ⊂ Ñ и соответству-
ющие им частичные расписания π̃1, π̃2, что π̃ = (π̃1, j, π̃2),
где π̃1 ∈ Π(Ñ1, t′), π̃2 ∈ Π(Ñ2, Cmax(π̃1, j)). Тогда

π = (π̃1, j, π̃2, jdmin
, π2).

По выбору требования j для всех i ∈ Ñ2 выполняются
неравенства ri ≤ rjdmin

≤ rj. Так как требование не мо-
жет обслуживаться ранее своего момента поступления, то
верно rj ≤ Cj(π)− pj. Отсюда следуют неравенства

ri ≤ rjdmin
≤ rj ≤ Cj(π)− pj ∀ i ∈ Ñ2. (1.43)

Построим расписание

π′ = (π̃1, π̃2, jdmin
, j, π2),

отличающееся от расписания π порядком обслуживания
требования j. Из (1.43) следует, что к моменту времени
(Cj(π) − pj) требования множества Ñ2 ∪ {jdmin

} поступи-
ли на обслуживание, т. е. при расписаниях π и π

′′

, где
π

′′

= (π̃2, jdmin
) ∈ Π(Ñ2 ∪ {jdmin

}, max{Cmax(π̃1), rj}), они
обслуживаются без простоев прибора. Это означает, что

Cjdmin
(π) = max{Cmax(π̃1), rj}+ pj +

∑

i∈Ñ2

pi + pjdmin
(1.44)

и

Cjdmin
(π

′′

) = max{Cmax(π̃1), rj}+
∑

i∈Ñ2

pi + pjdmin
.

Поскольку порядок обслуживания требований множе-
ства Ñ2 ∪ {jdmin

} одинаков при расписаниях π′, π
′′

и
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Cmax(π̃1) ≤ max{Cmax(π̃1), rj}, т.е. момент начала их об-
служивания не больше при расписании π′, чем при π

′′

, то

Cjdmin
(π′) ≤ max{Cmax(π̃1), rj}+

∑

i∈Ñ2

pi + pjdmin
. (1.45)

Тогда с учётом (1.44), (1.45) будем иметь неравенство
Cjdmin

(π)− Cjdmin
(π′) ≥ pj или

Cjdmin
(π) ≥ Cjdmin

(π′) + pj. (1.46)

Из (1.46) следует

Ljdmin
(π) ≥ Ljdmin

(π′) + pj. (1.47)

Покажем теперь, что

Cjdmin
(π) ≥ Cj(π

′). (1.48)

Отметим, что Cj(π
′) = max{Cjdmin

(π′), rj} + pj. Пусть вы-

полняется Cjdmin
(π′) ≥ rj. Тогда с учётом (1.46) верно

Cjdmin
(π) − Cj(π

′) = Cjdmin
(π) − Cjdmin

(π′) − pj ≥ 0, и нера-

венство (1.48) в этом случае справедливо. Пусть теперь

Cjdmin
(π′) < rj. (1.49)

Из (1.44) будем иметь

Cjdmin
(π)− Cj(π

′) = Cjdmin
(π)− rj − pj =

= max{Cmax(π1), rj}+
∑

i∈Ñ2

pi + pjdmin
− rj.

Из структуры расписания π′ видно, что величина
Cjdmin

(π′) ≥ Cmax(π̃1). Поэтому, учитывая неравенство

(1.49), Cmax(π̃1) < rj, получим разность моментов оконча-
ния обслуживания Cjdmin

(π) − Cj(π
′) =

∑

i∈Ñ2

pi + pjdmin
≥ 0.

Таким образом, неравенство (1.48) доказано.
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Так как djdmin
≤ dj, то из (1.48) следует неравенство

Ljdmin
(π) ≥ Lj(π

′). (1.50)

Поскольку порядок обслуживания требований множества
N2 не изменился при переходе от расписания π к распи-
санию π′ и справедливо (1.48), то ti(π) ≥ ti(π

′) ∀ i ∈ N2.
Следовательно,

Li(π) ≥ Li(π
′) ∀ i ∈ N2. (1.51)

По лемме 1.5 существуют такие требования j∗ ∈ J∗(π) и
j
′∗ ∈ J∗(π′), что j∗ ∈ N2 ∪ {jdmin

}, j
′∗ ∈ N2 ∪ {jdmin

} ∪ {j}.
Тогда справедливо

Lmax(π)− Lmax(π′) = max{Ljdmin
(π), max

i∈N2
Li(π)}−

−max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)}.

(1.52)

Покажем, что

Lmax(π) ≥ Lmax(π′). (1.53)

1. Пусть
Ljdmin

(π) ≥ max
i∈N2

Li(π). (1.54)

Тогда с учётом (1.52)

Lmax(π)− Lmax(π′) =
= Ljdmin

(π)−max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)}.

a) Пусть max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)} = Ljdmin

(π′).

Тогда Lmax(π) − Lmax(π′) = Ljdmin
(π) − Ljdmin

(π′) ≥ pj ≥ 0,

что следует из (1.47);
b) Пусть max{Ljdmin

(π′), Lj(π
′), max

i∈N2
Li(π

′)} = Lj(π
′). То-

гда Lmax(π)−Lmax(π′) = Ljdmin
(π)−Lj(π

′) ≥ 0, что следует

из (1.50);

70



c) Пусть выполняется max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)} =

= max
i∈N2

Li(π
′). Тогда

Lmax(π)− Lmax(π′) = Ljdmin
(π)−max

i∈N2
Li(π

′).

Поскольку справедливо (1.54) и из (1.51) следует, что
max
i∈N2

Li(π) ≥ max
i∈N2

Li(π
′), то Ljdmin

(π) ≥ max
i∈N2

Li(π
′) и, зна-

чит, Lmax(π) − Lmax(π′) ≥ 0. Таким образом, неравенство
(1.53) в этом случае доказано.

2. Пусть
max
i∈N2

Li(π) > Ljdmin
(π). (1.55)

Тогда с учётом (1.52)

Lmax(π)− Lmax(π′) =
= max

i∈N2
Li(π)−max{Ljdmin

(π′), Lj(π
′), max

i∈N2
Li(π

′)}.

a) Пусть max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)}=Ljdmin

(π′).

Тогда

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)− Ljdmin
(π′) ≥

≥ max
i∈N2

Li(π)− Ljdmin
(π) + pj,

что следует из (1.47). Поскольку справедливо (1.55), то
Lmax(π)− Lmax(π′) > pj ≥ 0;

b) Пусть max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)} = Lj(π

′). То-

гда

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)− Lj(π
′).

Поскольку справедливо неравенство (1.55), то имеем
Lmax(π)−Lmax(π′) > Ljdmin

(π)−Lj(π
′) ≥ 0, последнее нера-

венство следует из (1.50);
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c) Пусть max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′), max
i∈N2

Li(π
′)}= max

i∈N2
Li(π

′).

Тогда Lmax(π)−Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)−max
i∈N2

Li(π
′) ≥ 0, что

следует из (1.51). Неравенство (1.53) доказано.
Таким образом, в результате преобразования произ-

вольно выбранного оптимального расписания π путём пе-
рестановки из левой, относительно jdmin

, части в правую
требования j, для которого rjdmin

≥ rj, получили опти-
мальное расписание π′, где порядок обслуживания требо-
ваний jdmin

и j удовлетворяет утверждению леммы. Сле-
довательно, любое оптимальное расписание в результате
таких последовательных перестановок можно привести к
оптимальному расписанию, удовлетворяющему утвержде-
нию леммы. Лемма доказана.

Далее сформулированы свойства оптимальных распи-
саний, касающиеся порядка обслуживания требований в
частичных расписаниях, из которых состоит оптималь-
ное, при добавлении определенных требований к исходно-
му множеству.

Пусть N ′ ⊂ N и в множестве N существуют требования
j′ и j

′′

такие, что

rj′ ≤ rj, dj′ ≥ dj ∀ j ∈ N ′, (1.56)

rj
′′ ≥ rj, dj

′′ ≤ dj ∀ j ∈ N ′. (1.57)

Тогда индекс j′ будем обозначать через j0(N ′), а индекс j
′′

– через jn+1(N ′). Если в множестве N требований j′ и j
′′

,
удовлетворяющих условиям (1.56), (1.57), нет, то опреде-
ляем фиктивные требования j′ и j

′′

и параметры rj′ , rj
′′ ,

dj′ , dj
′′ так, чтобы выполнялись неравенства (1.56), (1.57),

и обозначаем их как и выше через j0(N ′) и jn+1(N ′) соот-
ветственно.
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Лемма 1.9 Пусть N̄ ⊆ N , t′ ≥ t, N ′ = N̄ ∪ {jn+1(N̄)},
где jn+1(N̄) выбрано согласно (1.57). Тогда найдутся та-
кие подмножества N1, N2 из множества N ′, что выпол-
няется N1 ∪ N2 = N ′ \ {jn+1(N̄)}, и расписание следу-
ющего вида π∗ = (~π1

r , j
n+1(N̄), ~π2

d) ∈ Π(N ′, t′) при любых

~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′), ~π2
d ∈

~Πd(N2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))) будет оп-
тимальным.

Доказательство. В силу неравенств (1.57) имеем
jn+1(N̄) ∈ Jdmin

(N ′). Согласно леммам 1.6, 1.7 выберем
подмножества N1, N2 ⊂ N ′ ⊂ N ∪ {jn+1(N̄)} так, что-
бы N1 ∪ N2 = N̄ и расписание π = (~π1

r , j
n+1(N̄), π2∗),

где частичные расписания принадлежали ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),
π2∗ ∈ Π∗(N2, Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄))), было оптимальным.

Из (1.57) следует, что rjn+1(N̄) ≥ rj, j ∈ N2, значит, к мо-

менту начала обслуживания требования jn+1(N̄) все тре-
бования множества N2 уже поступили на обслуживание.
Следовательно, частичное расписание требований множе-
ства N2, составленное в порядке неубывания директивных
сроков, ~π2

d ∈
~Πd(N2, Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄))) будет оптималь-

ным ([12], c. 110) с момента времени Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄)).
Поэтому выполняется Lmax(π2∗) = Lmax(~π2

d), а зна-
чит, (~π1

r , j
n+1(N̄), ~π2

d) — оптимальное расписание. Лемма
доказана.

Лемма 1.10 Пусть N̄ ⊆ N , t′ ≥ t, множество требова-
ний N ′ = N̄∪{j0(N̄), jn+1(N̄)}, где j0(N̄), jn+1(N̄) выбраны
согласно (1.56), (1.57). Тогда существует оптимальное
расписание π∗ ∈ Π(N ′, t′), при котором справедливо либо

j0(N̄)
π∗

→ j, либо j
π∗

→ j0(N̄) для каждого j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}.

Доказательство. Согласно лемме 1.9 выберем подмно-
жества N1, N2 ⊂ N ′ ⊂ N ∪ {j0(N̄), jn+1(N̄)} так, чтобы
N1 ∪N2 = N ′ \ {jn+1(N̄)} и расписание
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π = (~π1
r , j

n+1(N̄), ~π2
d) ∈ Π(N ′, t′),

где ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′), ~π2
d ∈

~Πd(N2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))), было
оптимальным.

Пусть j0(N̄) ∈ N1. Из (1.56) следует, что rj0(N̄) ≤ rj

∀ j ∈ N1. Тогда существует расписание π̄1 ∈ ~Πr(N
1, t′),

при котором требование j0(N̄) обслуживается первым по

порядку, т. е. j0(N̄)
π̄1

→ j ∀ j ∈ N1. Построим расписание

π′ = (π̄1, jn+1(N̄), ~π2
d),

которое отличается от π порядком обслуживания требова-

ний множества N1 и при котором выполняется j0(N̄)
π′

→ j
∀ j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}. Покажем, что π′ — оптимальное рас-
писание. Из (1.57) следует, что djn+1(N̄) ≤ dj для каждо-

го j ∈ N ′ \ {jn+1(N̄)}, поэтому jn+1(N̄) ∈ Jdmin
(N ′). То-

гда из леммы 1.5 следует существование таких требова-
ний j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π′), что j∗, j
′∗ ∈ N2 ∪ {jn+1(N̄)},

а значит,
Lmax(π) = max

j∈N2∪{jn+1(N̄)}
Lj(π) (1.58)

и
Lmax(π′) = max

j∈N2∪{jn+1(N̄)}
Lj(π

′). (1.59)

Поскольку ~π1
r , π̄

1 ∈ ~Πr(N
1, t′), то Cmax(~π1

r) = Cmax(π̄1).
Кроме того, порядок обслуживания требований множества
N2 ∪ {jn+1(N̄)} не изменился при переходе от расписания
π к π′. Отсюда с учётом (1.58), (1.59) Lmax(π) = Lmax(π′),
следовательно, расписание π′ является оптимальным.

Пусть j0(N̄) ∈ N2. В силу (1.56) dj0(N̄) ≥ dj ∀ j ∈ N2, то-

гда существует расписание π̄2 ∈ ~Πd(N2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))),
при котором требование j0(N̄) обслуживается последним

по порядку, т. е. j
π̄2

→ j0(N̄) ∀ j ∈ N2. Построим расписание

π
′′

= (~π1
r , j

n+1(N̄), π̄2),
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которое отличается от π порядком обслуживания требова-

ний множества N2 и при котором выполняется j
π
′′

→ j0(N̄)
∀ j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}. Покажем, что π

′′

— оптималь-
ное расписание. Из (1.57) следует, что djn+1(N̄) ≤ dj

∀ j ∈ N ′ \ {jn+1(N̄)}, поэтому jn+1(N̄) ∈ Jdmin
(N ′). То-

гда из леммы 1.5 следует существование таких требова-
ний j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π
′′

), что j∗, j
′∗ ∈ N2 ∪ {jn+1(N̄)},

а значит, справедливы (1.58), (1.59). Так как выполняет-

ся ~π2
d, π̄

2 ∈ ~Πd(N2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))), то расписания ~π2
d, π̄

2,
составленные в порядке неубывания директивных сроков,
будут оптимальными ([12], c. 110) для требований мно-
жества N2 с момента времени Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄)). Поэто-

му Lmax(~π2
d) = Lmax(π̄2). Кроме того, Cj(π) = Cj(π

′′

)
∀ j ∈ N1 ∪ {jn+1(N̄)}. Отсюда с учётом (1.58), (1.59)
Lmax(π) = Lmax(π

′′

), следовательно, расписание π
′′

явля-
ется оптимальным.

Таким образом, в результате преобразования произ-
вольно выбранного оптимального расписания π получили
оптимальные расписания π′, π

′′

, удовлетворяющие утвер-
ждению леммы. Лемма доказана.

Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Будем
считать, что существует процедура построения множества

N∗ = {j ∈ N ′ \ {jdmin
} : jdmin

π∗∈Π∗(N ′,t′)
→ j, rj < rjdmin

}.

Приведём схему построения оптимального расписания
на множестве Π(N ′, t′).
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Алгоритм 1.6 Схема построения оптимального расписания на
множестве Π(N ′, t′)

1: t1 := max{rmin(N
′), t′}; N1 := N ′; j1

d ∈ Jdmin
(N1);

2: N∗
1 := {j ∈ N1 \ {j

1
d} : j1

d

π∗∈Π∗(N1,t1)
→ j, rj < rj1

d
};

3: N2 := ({j ∈ N1 : rj ≥ rj1
d
} \ {j1

d}) ∪N∗
1 ;

4: N1 := N1 \ {N2 ∪ {j
1
d}}, π1 = (~π1

r , j
1
d), где

~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t1), t2 = Cmax(π1);
5: for all m = 2, 3, . . . do
6: if Nm 6= � then
7: jm

d ∈ Jdmin
(Nm)

8: end if

9: N∗
m := {j ∈ Nm \ {j

m
d } : jm

d

π∗∈Π∗(Nm,tm)
→ j, rj < rjm

d
};

10: Nm+1 := ({j ∈ Nm : rj ≥ rjm
d
} \ {jm

d }) ∪N∗
m;

11: Nm := Nm \ {Nm+1 ∪ {j
m
d }};

πm := (πm−1, ~π
m
r , jm

d ),

где ~πm
r ∈ ~Πr(N

m, Cmax(πm−1)), tm+1 = Cmax(πm);
12: if Nm = � then
13: Оптимальное расписание πm−1 ∈ Π∗(N ′, t′) и

процесс заканчивается.
14: end if
15: end for

Лемма 1.11 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, оптималь-

ное расписание π∗ ∈ Π∗(N ′, t′) такое, что N1 π∗

→ jdmin

π∗

→N2,
где N1, N2 ⊂ N ′, jdmin

∈ Jdmin
(N ′). Тогда расписа-

ние (~π1
r , jdmin

, π2∗) ∈ Π(N ′, t′), где частичные расписания

~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′) и π2∗ ∈ Π∗(N2, Cmax(~π1
r , jdmin

)), также бу-
дет оптимальным.

Доказательство. Пусть π ∈ Π(N ′, t′) — оптимальное

расписание, при котором справедливо N1 π
→ jdmin

π
→N2, где

подмножества N1, N2 ⊂ N ′, а jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Согласно
алгоритму 1.4 расписание π можно представить в виде

π = (π1, jdmin
, π2),
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где π1 ∈ Π(N1, t′), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, jdmin
)).

Построим расписание

π′= (~π1
r , jdmin

, π2), ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),

отличающееся от π порядком обслуживания требований
множества N1. Покажем, что

Lmax(π) ≥ Lmax(π′). (1.60)

Так как расписание ~π1
r является оптимальным по быст-

родействию для требований множества N1 с момента вре-
мени t′, то справедливо (1.40). Из леммы 1.5 следует су-
ществование таких требований j∗ ∈ J∗(π) и j

′∗ ∈ J∗(π′),
что j∗, j

′∗ ∈ N2 ∪ {jdmin
}. Поэтому справедливо (1.41).

Поскольку порядок обслуживания требований множества
N2 ∪ {jdmin

} не изменился при переходе от расписания π к
расписанию π′, то согласно (1.40) Cj(π) ≥ Cj(π

′) для лю-
бого j ∈ N2 ∪ {jdmin

}, а значит, Lj(π) ≥ Lj(π
′). Отсюда с

учётом (1.41) следует справедливость (1.60).
Построим расписание

π
′′

= (~π1
r , jdmin

, π2∗), π2∗ ∈ Π∗(N2, Cmax(~π1
r , jdmin

)),

отличающееся от π′ порядком обслуживания требований
множества N2. Покажем, что

Lmax(π′) ≥ Lmax(π
′′

). (1.61)

Так как порядок обслуживания требований множества
N1 ∪ {jdmin

} не изменился при переходе от расписания π′

к π
′′

, то Ljdmin
(π′) = Ljdmin

(π
′′

). Кроме того, выполняется

max
j∈N2

Lj(π
′) ≥ max

j∈N2
Lj(π

′′

), поскольку расписание π2∗ явля-

ется оптимальным на множестве Π(N2, Cjdmin
(π)). Значит,

max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′) ≥ max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′′

). (1.62)
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Из леммы 1.5 следует существование таких требований
j
′∗ ∈ J∗(π′) и j

′′∗ ∈ J∗(π
′′

), что j
′∗, j

′′∗ ∈ N2 ∪ {jdmin
}, а

значит, справедливо равенство

Lmax(π′)−Lmax(π
′′

) = max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′)− max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′′

).

Отсюда и из (1.62) следует неравенство (1.61).
Таким образом, в результате последовательных преоб-

разований произвольно выбранного оптимального распи-
сания π, при котором справедливо N1 π

→ jdmin

π
→N2, полу-

чили расписание π
′′

, удовлетворяющее утверждению лем-
мы. Лемма доказана.

Теорема 1.6 Пусть известна процедура отыскания под-
множества N∗ для любых N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, и t′ ≥ t. Тогда
существует алгоритм построения оптимального распи-
сания на множестве Π(N, t) трудоёмкости O(n2 + nx)
операций, где O(x) – трудоёмкость процедуры отыскания
N∗.

Доказательство. Пусть существует процедура отыска-
ния подмножества N∗ для любого множества N ′ ⊆ N .
Пусть в схеме (алгоритм 1.6) имеем k ≥ 1. Поскольку
jk
d ∈ Jdmin

(Nk), то согласно лемме 1.8 существует опти-
мальное расписание π∗ ∈ Π(Nk, tk) такое, что выполняется

jk
d

π∗

→{j ∈ Nk : rj ≥ rjk
d
}\{jk

d}, и, кроме того, jk
d

π∗

→N∗. Сле-

довательно, Nk π∗

→ jk
d

π∗

→Nk+1. Тогда из леммы 1.11 следу-
ет существование оптимального расписания π ∈ Π(Nk, tk)
такого, что π = (~πk

r , j
k
d , π2∗), где частичные расписания

~πk
r ∈ ~Πr(N

k, tk), π2∗ ∈ Π(Nk+1, Cmax(~πk
r , j

k
d )). Поэтому на

рассматриваемой итерации схемы будет построено начало
(~πk

r , j
k
d ) оптимального расписания на множестве Π(Nk, tk),

и задача построения оптимального расписания на этом
множестве сводится к задаче построения оптимального
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расписания на Π(Nk+1, Cmax(~πk
r , j

k
d )), которое на следую-

щей итерации схемы будет строится аналогично π. Следо-
вательно, на некотором m-м шаге схемы (алгоритма 1.6)
таком, что m ≤ n и Nm−1 = �, будет построено оптималь-
ное расписание πm = (~π1

r , j
1
d , . . . , ~π

m
r , jm) ∈ Π(N, t).

Оценим трудоёмкость схемы (алгоритма 1.6). Пусть
O(x) – трудоёмкость отыскания N∗. Количество итераций
схемы (алгоритма 1.6) очевидно не превосходит n. Оце-
ним трудоёмкость одной итерации. Если перенумеровать
требования по неубыванию моментов поступления, то для
отыскания jk

d , Nk+1 и πk потребуется O(n) операций. Для
нахождения Nk и tk+1 также необходимо O(n) операций.
И, наконец, трудоёмкость построения N∗ составляет O(x)
операций. Следовательно, для выполнения одной итера-
ции схемы потребуется O(n + x) операций. Поскольку ко-
личество итераций не превышает n и для перенумерации
требований необходимо O(n log n) операций ([57], гл. 5,
§ 5.3), то трудоёмкость построения оптимального распи-
сания составит O(n2 + nx) операций. Теорема доказана.

Таким образом, задача построения оптимального рас-
писания сводится к задаче отыскания подмножества N∗.
Отметим, что в случае, когда требования можно перенуме-
ровать одновременно по неубыванию моментов поступле-
ния и по неубыванию директивных сроков, то по схеме (ал-
горитм 1.6) оптимальное расписание строится за O(n log n)
операций, что совпадает с трудоёмкостью известных алго-
ритмов решения указанного частного случая [4, 30] задачи.
Заметим, что к указанному случаю относятся также слу-
чаи, когда требования поступают одновременно на обслу-
живание и когда имеют одинаковые директивные сроки.
Действительно, если первоначально перенумеровать тре-
бования по неубыванию директивных сроков и моментов
поступления, то на каждой итерации схемы в качестве тре-
бования jk

d можно выбирать требование с минимальным
номером, для чего потребуется одна операция. Следова-
тельно, схема (алгоритм 1.6) будет состоять из n итераций.
Тогда на k-й итерации N∗ = �, Nk+1 = Nk \ {j

k
d}, Nk = �,
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πk = (πk−1, j
k
d ). Поскольку для перенумерации требований

потребуется O(n log n) операций, то трудоёмкость схемы в
этом случае составит O(n log n) операций.

Для частных случаев задачи минимизации максималь-
ного временно́го смещения схема (алгоритм 1.6) будет со-
стоять из одной итерации, и её трудоёмкость соответствует
трудоёмкости отыскания множества N∗.

1.7 Свойства оптимальных расписаний
частных случаев задачи 1|rj|Lmax

Пусть на параметры требований множества N накла-
дываются следующие ограничения:

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N. (1.63)

Кроме того, к условиям (1.63) могут добавляться ограни-
чения

dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N, (1.64)

или

ri ≤ rj ⇒ di − pi ≥ dj ∀ i, j ∈ N, i 6= j. (1.65)

В данном параграфе сформулированы свойства опти-
мальных расписаний исследуемой NP -трудной задачи ми-
нимизации максимального временно́го смещения при огра-
ничениях (1.63), а также (1.63), (1.64) и (1.63), (1.65). На
основании этих свойств в главе 3 построены и обоснованы
алгоритмы решения задачи.

Лемма 1.12 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, n′ = |N ′|, t′ ≥ t,
требование i ∈ N ′ таково, что ri = rmin(N ′) и, кроме то-
го, выполняются (1.63). Тогда существует оптимальное
расписание π∗ ∈ Π(N ′, t′), при котором справедливо либо

i
π∗

→ j, либо j
π∗

→ i для всех j ∈ N ′ \ {i}.
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Доказательство. Поскольку ri = rmin(N ′), то соглас-
но (1.63) di = dmax(N ′). Отсюда и из (1.56) следует, что
i = j0(N ′). Так как справедливы (1.63), то найдётся такое
требование l ∈ N ′, что rl = rmax(N ′) и dl = dmin(N ′). Тогда
из (1.57) следует, что l = jn+1(N ′). Если i = l, то либо
|N ′| = 1, и тогда утверждение леммы справедливо, либо
в силу (1.56), (1.57) ri = rj, di = dj ∀ i, j ∈ N ′, и, следо-
вательно, любое расписание из множества Π(N ′, t′) будет
оптимальным, в том числе и удовлетворяющее утвержде-
нию леммы. Пусть i 6= l. Поскольку выбраны требования
j0(N ′) и jn+1(N ′), тогда из леммы 1.10 следует, что суще-
ствует оптимальное расписание π∗ ∈ Π(N ′, t′), при кото-

ром справедливо i
π∗

→ j либо j
π∗

→ i для каждого j ∈ N ′ \{i}.
Лемма доказана.

Лемма 1.13 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, и выпол-
няются (1.63), (1.64). Тогда найдётся такое i ∈ N ′, что

расписание (~πr, i), где ~πr ∈ ~Πr(N
′ \ {i}, t′), будет опти-

мальным, причём Lmax(π∗) = Li(π
∗).

Доказательство. Поскольку справедливы неравенства
(1.63), то найдётся такое требование i ∈ N ′, что верно
ri = rmax(N ′) и di = dmin(N ′). Тогда из (1.57) следует, что
i = jn+1(N ′). Согласно лемме 1.9 найдутся такие множе-
ства N1, N2 ⊂ N ′, что N1 ∪ N2 = N ′ \ {i} и расписание

π = (~π1
r , i, ~π

2
d), где ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′), ~π2

d ∈
~Πd(N2, Cmax(~π1

r , i)),
будет оптимальным. Если N2 = �, то утверждение леммы
справедливо.

Пусть N2 6= �. Пусть требование i обслуживается при
расписании π k-м по порядку. Тогда ~π1

r = (j1, . . . , jk−1),
~π1

d = (jk+1, . . . , jn′), где n′ = |N ′|, и

π = (j1, . . . , jk−1, jk, jk+1, . . . , jn′),

где jk = i. В силу (1.63) i ∈ Jdmin
(N ′). Тогда согласно лем-

ме 1.5 существует такое j∗ ∈ J∗(N ′), что j∗ ∈ N2 ∪ {jk} и,
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следовательно,

Lmax(π) = max
j∈N2∪{jk}

Lj(π). (1.66)

Покажем, что

Lmax(π) = Ljn′
(π). (1.67)

Поскольку выполняются (1.63), то rjk
≥ rj для всех

j ∈ N2 и, следовательно, требования jk, jk+1, . . . , jn′ при
расписании π обслуживаются без простоев прибора. Это
означает, что выполняются равенства

Cjl+1
(π) = Cjl

(π) + pll+1
, l = k, n′ − 1. (1.68)

Согласно (1.63) имеем djk
≤ dj ∀ j ∈ N2. Кроме то-

го, ~π2
d ∈

~Πd(N2, Cmax(~π1
r , jk)). Следовательно, расписание

(jk, ~π
2
d) составлено в порядке неубывания директивных

сроков и djl
≤ djl+1

∀ l = k, n′ − 1. Тогда в силу ограни-
чений (1.63), (1.64) djl+1

− pjl+1
≤ dmin(N) ≤ dmin(N ′) ≤ djl

∀ l = k, n′ − 1. Поэтому с учётом (1.68) Ljl
(π) = Cjl

(π)−
−djl

≤ Cjl
(π) + pjl+1

− djl+1
= Cjl+1

(π) − djl+1
= Ljl+1

(π)

∀ l = k, n′ − 1. Отсюда и из (1.66) следует (1.67).
Преобразуем расписание π в расписание

π′ = (~πr, jn′), ~πr ∈ ~Πr(N
′ \ {jn′}, t′),

отличающееся от расписания π порядком обслуживания
требований множества N ′ \ {jn′}. Покажем теперь, что

Lmax(π′) = Ljn′
(π′). (1.69)

Пусть ~πr = (i1, i2, . . . , in′−1) ∈ ~Πr(N
′ \ {jn′}, t′). Тогда из

(1.63) следует, что in′−1 ∈ Jdmin
(N ′\{jn′}). Отсюда согласно

лемме 1.5 существует такое требование j∗ ∈ J∗(N ′ \ {jn′}),
что j∗ = in′−1. Значит,

Lmax(π′) = max{Lin′−1
(π′), Ljn′

(π′)}. (1.70)
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Если din′−1
≥ djn′

, то, как видно из структуры расписа-
ния π′, Cin′−1

(π′) ≤ Cjn′
(π′). Поэтому Lin′−1

(π′) ≤ Ljn′
(π′)

и равенство (1.69) справедливо. Пусть din′−1
< djn′

. Тогда
из (1.63) следует, что rin′−1

≥ rjn′
, а это означает, что при

расписании π′ требования in′−1 и jn′ обслуживаются без
простоев прибора, т. е. выполняется

Cjn′
(π′) = Cin′−1

(π′) + pjn′
. (1.71)

Из (1.63), (1.64) djn′
− pjn′

≤ dmin(N) ≤ dmin(N ′) ≤ din′−1
.

Тогда с учётом (1.71) Lin′−1
(π′) = Cin′−1

(π′) − din′−1
≤

≤ Cin′−1
(π′) + pjn′

− djn′
= tjn′

− djn′
= Ljn′

(π′). Отсюда
и из (1.70) следует равенство (1.69).

Так как расписание ~πr составлено в порядке неубы-
вания моментов поступления на обслуживание тре-
бований множества N ′ \ {jn′}, то верно неравенство
Cmax(~π1

r , jk, jk+1, . . . , jn′−1) ≥ Cmax(~πr), и, значит, выпол-
няется Cjn′

(π) ≥ Cjn′
(π′). Отсюда Ljn′

(π) ≥ Ljn′
(π′) и,

учитывая (1.67), (1.69), Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Таким обра-
зом, в результате преобразования оптимального расписа-
ния π получили оптимальное расписание π′, удовлетворя-
ющее утверждению леммы. Лемма доказана.

Лемма 1.14 Пусть N ′ ⊆ N , N ′ 6= �, t′ ≥ t, и выполня-
ются (1.63), (1.65). Тогда расписание π∗ ∈ ~Πd(N ′, t′) бу-
дет оптимальным, причём верно Lmax(π∗) = Ljdmin

(π∗),

jdmin
∈ Jdmin

(N).

Доказательство. Поскольку справедливы неравенства
(1.63), то найдётся такое требование i ∈ N ′, что выполня-
ется ri = rmax(N ′) и di = dmin(N ′). Тогда из (1.57) следует,
что i = jn+1(N ′). Согласно лемме 1.9 найдутся такие мно-
жества N1, N2 ⊂ N ′, что N1 ∪N2 = N ′ \ {i} и расписание

π = (~π1
r , i, ~π

2
d), где ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′), ~π2

d ∈
~Πd(N2, Cmax(~π1

r , i)),
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будет оптимальным. Если N1 = �, то утверждение леммы
справедливо.

Пусть N1 6= �. Пусть требование i обслуживается при
расписании π k-м по порядку. Тогда ~π1

r = (j1, . . . , jk−1),
~π1

d = (jk+1, . . . , jn′), где n′ = |N ′|, и

π = (j1, . . . , jk−1, jk, jk+1, . . . , jn′),

где jk = i. В силу (1.63) i ∈ Jdmin
(N ′). Тогда согласно лем-

ме 1.5 существует такое j∗ ∈ J∗(N ′), что j∗ ∈ N2 ∪ {j}, и,
следовательно, справедливо (1.66). Покажем, что

Lmax(π) = Ljk
(π). (1.72)

Поскольку выполняются (1.63), то rjk
≥ rj для всех

требований j ∈ N2, и, следовательно, требования множе-
ства {jk, jk+1, . . . , jn′} при расписании π обслуживаются
без простоев прибора. Это означает, что выполняются ра-
венства (1.68). Согласно (1.63) djk

≤ dj ∀ j ∈ N2. Кроме

того, ~π2
d ∈

~Πd(N2, Cmax(~π1
r , jk)). Следовательно, расписа-

ние (jk, ~π
2
d) составлено в порядке неубывания директивных

сроков и djl
≤ djl+1

∀ l = k, n′ − 1. Тогда в силу ограниче-

ний (1.63), (1.65) djl+1
−pjl+1

≥ djl
∀ l = k, n′ − 1. Поэтому с

учётом (1.68) Ljl
(π) = Cjl

(π)− djl
≥ Cjl

(π) + pjl+1
− djl+1

=

= Cjl+1
(π) − djl+1

= Ljl+1
(π) ∀ l = k, n′ − 1. Отсюда и из

(1.66) следует (1.72).
Согласно (1.63) djk

≤ dj ∀ j ∈ N ′. Следовательно, суще-

ствует расписание π′ ∈ ~Πd(N ′, t′), при котором требование
jk обслуживается первым по порядку. Пусть расписание
π′ = (i1, i2, . . . , in′) и i1 = jk. Покажем, что

Lmax(π′) = Li1(π
′). (1.73)

Поскольку выполняются (1.63), то ri1 ≥ rj ∀ j ∈ N ′,
и требования множества {i1, i2, . . . , in′} при расписании
π′ обслуживаются без простоев прибора. Следовательно,
выполняются равенства

Cil+1
(π′) = Cil(π

′) + pil+1
, l = 1, n′ − 1. (1.74)
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Так как π′ ∈ ~Πd(N ′, t′), то

dil ≤ dil+1
l = 1, n′ − 1. (1.75)

Тогда в силу ограничений (1.63), (1.65) dil+1
− pil+1

≥ dil

∀ l = k, n′ − 1. Отсюда с учётом (1.74) Lil(π
′) = Cil(π

′)−
−dil ≥ Cil(π

′) + pil+1
− dil+1

= Cil+1
(π′) − dil+1

= Lil+1
(π′)

∀ l = k, n′ − 1, и равенство (1.73) справедливо.
Очевидно, что верно Cjk

(π) ≥ Cjk
(π′). Отсюда име-

ем Ljk
(π) ≥ Ljk

(π′) и, учитывая (1.66), (1.72), (1.73),
Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Таким образом, в результате преобра-
зования оптимального расписания π получили оптималь-
ное расписание π′, удовлетворяющее утверждению леммы.
Лемма доказана.

1.8 Оценки абсолютной погрешности

В данном и последующих разделах этой главы предла-
гается подход получения оценки абсолютной погрешности
и нахождения приближённого решения для задач теории
расписаний для одного и нескольких приборов с крите-
рием минимизации максимального временно́го смещения.
Вводится понятие метрики (расстояния) между примера-
ми задачи. Идея предлагаемого подхода состоит в постро-
ении по исходному примеру задачи другого примера, для
которого удаётся найти оптимальное или приближённое
решение, с минимальным расстоянием до исходного при-
мера в введённой метрике.

1.8.1 Задачи для нескольких приборов

На m приборах M = {1, . . . ,m} необходимо обслужить
n требований j, j ∈ N = {1, . . . , n}. Прерывания при обслу-
живании требований запрещены. В каждый момент вре-
мени любой из приборов может обрабатывать не более од-
ного требования. Для каждого требования j ∈ N заданы
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момент возможного начала обслуживания rj, продолжи-
тельность обслуживания 0 ≤ pji ≤ +∞ (на i-м приборе)4

и директивный срок окончания dj. Между требованиями
заданы отношения предшествования в виде ациклического
ориентированного графа G ⊂ N ×N .

Через πi будем обозначать перестановку (расписание)
из элементов множества N , обслуживаемых на приборе
Mi, i = 1, . . . ,m, множество требований в расписании πi

обозначим {πi} ⊆ N, а через π =
m
⋃

i=1

πi, {πα}
⋂

{πβ} = �,

если α 6= β, расписание для всего множества требований
N = {π}. Естественно, будут рассматриваться только до-
пустимые расписания без искусственных простоев прибо-
ров, удовлетворяющие отношениям предшествования. Для
любого ациклического графа G множество допустимых
расписаний не пусто. Момент окончания обслуживания
требования j на приборе Mi при расписании π определя-
ется как

Cj(π) = max{rj, max
k∈Nj

Ck(π), max
(k→j)πi

Ck(πi)}+ pj, (1.76)

где Nj — множество требований, предшествующих требо-
ванию j согласно графу G, и (k → j)πi

требования соглас-
но расписанию πi на приборе Mi, предшествующие обслу-
живанию требования j ∈ {πi}.

Также под расписанием будем понимать совокупность
S = {sj | j ∈ Ni, i ∈ M} моментов начал обслужива-
ния требований, где {Ni | i ∈ M} образуют разбиение5

множества N . Момент завершения обслуживания требо-
вания j ∈ N в расписании S Cj(S) = sj(S) + pji, j ∈ Ni.
Расписание S называется допустимым, если rj ≤ sj(S),
Cj(S) <∞, ∀j ∈ N ; Cj(S) ≤ sk(S),∀(j, k) ∈ G.

Данная задача P |prec; rj|Lmax является обобщением
ряда NP -трудных задач теории расписаний, в частно-
сти: P |intree, rj, pj = 1|Cmax, P |outtree, pj = 1|Lmax [58];

4Если pji = +∞, то это означает, что требование j не может быть
обслужено на приборе i.

5При этом будем полагать, что
⋃

i∈M

Ni = N , Ni

⋂

Nl = � при i 6= l.
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P2|chains|Cmax [59]; P ||Cmax [60]; 1|rj|Lmax, P2||Cmax [10];
P |prec, pj = 1|Cmax [61], для которых выделены полиноми-
ально разрешимые частные случаи.

В данном разделе приведём основные обозначения и
определения, которые будут нами использоваться в даль-
нейшем.

Определение 1.6 Под примером A исследуемой задачи
будем понимать {GA, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N}. Расписание с
минимальным значением максимального временно́го сме-
щения (оптимальное расписание) данного примера будем
обозначать через πA, т.е. LA

max(πA) = min
π

max
j∈N

LA
j (π), где

минимум ищется по множеству всех допустимых рас-
писаний π.

Определение 1.7 Под расписанием будем понимать как

совокупность перестановок π =
m
⋃

i=1

πi, где πi — переста-

новка для i-го прибора, так и вектор моментов начала
обслуживания требований S = {sj | j ∈ Ni, i ∈ M}. Для
обозначения оптимального вектора перестановок и оп-
тимального расписания примера A будем использовать
πA и SA. В раннем расписании каждое требование j ∈ N
начинает обслуживаться в наиболее ранний допустимый
момент времени: либо в момент его поступления (rA

j ),
либо сразу после окончания обслуживания предыдущего
требования на том же приборе, либо сразу после оконча-
ния обслуживания требования, предшествующему дан-
ному (согласно графу G).

Определение 1.8 Пусть заданы пример A и некото-
рое расписание π. Расширенным графом предшествования
GA

π будем называть граф, который получен из графа GA

путём добавления к нему рёбер согласно перестановкам
πi, i = 1, . . . ,m.

Можно написать критерий допустимости расписания π:
расписание π допустимо для примера A тогда и только
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тогда, когда расширенный граф предшествования GA
π без

контуров.

Определение 1.9 Любую цепочку, являющуюся подгра-
фом графа GA

π , будем называть цепочкой предшествова-
ния (σ ⊂ GA

π ).

Если σ = (j1, . . . , jk) ⊂ GA
π — цепочка предшествования,

то в силу формулы (1.76) будем иметь

CA
jk

(π) ≥ rA
j1

+
∑

j∈{σ}

pA
j . (1.77)

Определение 1.10 Будем называть цепочку предше-
ствования σ = {j1, . . . , jk} задерживающей для требова-
ния jk и обозначать σ∗(jk), если:

- требование j1 начинает выполняться в момент по-
ступления требования в систему rj1;

- для l = 1, 2, . . . , k − 1 требование jl+1 начинает
выполняться в момент завершения обслуживания
требования jl.

Фактически задерживающая цепочка — это цепочка
предшествования, для которой неравенство (1.77) превра-
щается в равенство:

CA
jk

(π) = rA
j1

+
∑

j∈{σ∗(jk)}

pA
j . (1.78)

Задерживающая цепочка существует для каждого тре-
бования, т.к. мы рассматриваем только расписания без ис-
кусственных простоев.

Определение 1.11 Пример исследуемой NP -трудной за-
дачи A = {GA, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} называется инверс-

ным к примеру B = {GB, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N}, если вы-

полнены соотношения:

rA
j = −dB

j , pA
j = pB

j , dA
j = −rB

j , ∀ j ∈ N,
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а также (k → j) ∈ GA тогда и только тогда, когда ребро
(j → k) ∈ GB, т.е. в примере B ориентация рёбер за-

менена на противоположную,
←−
GB =

−→
GA. Перестановка

π′
i = (jni

, jni−1, . . . , j1) называется инверсной к переста-
новке πi = (j1, . . . , jni

) при обслуживании на приборе Mi.
Вектор перестановок π′ называется инверсным к пе-
рестановке π, если все его расписания по соответству-
ющим приборам являются инверсными к расписаниям из
π. Отношение предшествования, инверсное к G, бу-

дем обозначать через
←−
G . Расписание моментов окон-

чания обслуживания S ′ = {s′j | j ∈ Ni, i ∈ M} называ-
ется инверсным к расписанию S = {sj | j ∈ Ni, i ∈ M},
если s′j = −sj − pj, ∀ j ∈ Ni, ∀i ∈ M , где Ni — множе-
ство требований, обслуживаемых на приборе Mi, а sj —
момент начала обслуживания требования j.

Определение 1.12 Расписание S, допустимое для за-
данного примера V = {GV , (rV

j , pV
j , dV

j ) | j ∈ N}, будем
называть вполне допустимым, если каждое требова-
ние j ∈ N выполняется в своём директивном интервале
[rV

j , dV
j ].

Определение 1.13 Для двух произвольных примеров A
и B задач {P,Q,R} | prec, rj | Lmax определим следующие
функции:































ρd(A,B) = max
j∈N
{dA

j − dB
j } −min

j∈N
{dA

j − dB
j };

ρr(A,B) = max
j∈N
{rA

j − rB
j } −min

j∈N
{rA

j − rB
j };

ρp(A,B) =
∑

j∈N

(

max
i∈M

(pA
ji − pB

ji)+ + max
i∈M

(pA
ji − pB

ji)−

)

;

ρ(A,B) = ρd(A,B) + ρr(A,B) + ρp(A,B),
(1.79)

где (x)+ =
{

x,x>0,
0,x≤0;

; (x)− =
{

−x,x<0,
0,x≥0;

; |x| = (x)+ + (x)−.
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Замечание 1.1 Величину "изменения" ρp(A,B) можно
записать по-другому:

ρp(A,B) =
∑

j∈N

(

max
i∈M
{(pA

ji − pB
ji), 0} −min

i∈M
{(pA

ji − pB
ji), 0}

)

.

Замечание 1.2 Когда pji ∈ {pj, +∞},∀j ∈ N,∀i ∈ M ,
т.е. не зависит от номера прибора, на котором может
быть обслужено, тогда

ρp(A,B) =
∑

j∈N

|pA
j − pB

j |. (1.80)

Определение 1.14 Пусть задан пример A на множе-
стве требований N (с отношениями предшествова-
ния G). Будем говорить, что пример B на том же мно-
жестве требований наследует у примера A параметр x,
если выполняются равенства xB

j = xA
j , ∀ j ∈ N .

Определение 1.15 Расписание S, допустимое для за-
данного примера V = {GV , (rV

j , pV
j , dV

j ) | j ∈ N}, будем
называть вполне допустимым, если каждое требова-
ние j ∈ N выполняется в своём директивном интервале
[rV

j , dV
j ].

1.8.2 Оценка абсолютной погрешности

Лемма 1.15 Пусть пример B наследует у примера A все
параметры, кроме {dj | j ∈ N}. Тогда для любого допу-
стимого (для обоих примеров) расписания π верно соот-
ношение

LB
max(π)− LA

max(π) ≤ max
j∈N
{dA

j − dB
j }. (1.81)
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Доказательство. Для каждого требования i ∈ N верно
LA

max(π)+max
j∈N
{dA

j − dB
j } ≥ Ck(π)−dA

k +dA
k −dB

k = Ck(π)−dB
k .

Следовательно,

LA
max(π) + max

j∈N
{dA

j − dB
j } ≥ max

k∈N
(Ck(π)− dB

k ) = LB
max(π).

Лемма 1.15 доказана.

Лемма 1.16 Пусть пример B наследует у примера A все
параметры, кроме {dj | j ∈ N}, а π̃B — приближённое
решение задачи B, удовлетворяющее условию6

0 ≤ LB
max(π̃B)− LB

max(πB) ≤ δB, (1.82)

где πB — оптимальное решение, поэтому оно удовлетво-
ряет условию

LB
max(πB) ≤ LB

max(π), ∀π. (1.83)

Тогда

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤ ρd(A,B) + δB.

Доказательство.

LA
max(π̃B)− LA

max(πA)
(1.81)

≤
(1.81)

≤ LB
max(π̃B)− LA

max(πA) + max
j∈N

(dB
j − dA

j )
(1.81),(1.82)

≤

(1.81),(1.82)

≤ δB + LB
max(πB) + max

j∈N
(dB

j − dA
j )− LB

max(πA) +

+ max
j∈N

(dA
j − dB

j )
(1.83)

≤ δB + ρd(A,B).

Лемма 1.16 доказана.

6Если δB = 0, то π̃B — оптимальное решение.
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Замечание 1.3 Существуют примеры исследуемой за-
дачи, на которых достигается равенство верхней грани-
цы 0 ≤ LB

max(πA)− LB
max(πB) = ρd(A,B).

Доказательство. Рассмотрим два примера (A и B) для
n = 3, m = 1, G = �:
A: rA

j = 0, pA
j = 1, j = 1, 2, 3; dA

1 = 1, dA
2 = 2, dA

3 = 3;

B: rB
j = rA

j , pB
j = pA

j , dB
j = 2, j = 1, 2, 3.

Нетрудно проверить, что
πA = (1, 2, 3); LA

max(πA) = 0;
πB = (3, 2, 1); LA

max(πB) = 2;
max
j∈N
{dA

j − dB
j } = max

j∈N
{dB

j − dA
j } = 1;

ρd(A,B) = 2.

Лемма 1.17 Пусть V и W — взаимно инверсные приме-
ры со множеством требований N , а π и π′ — взаимно
инверсные перестановки. Тогда выполняется равенство
LV

max(SV
π ) = LW

max(SW
π′ ).

Доказательство. Пусть ∆ = ∆(V, SV
π ). Поскольку рас-

писание SV
π вполне допустимо для примера V (∆), то рас-

писание S ′, инверсное к SV
π , вполне допустимо для при-

мера W ′, инверсного к примеру V (∆). Это означает, что
LW ′

max(S ′) ≤ 0. Замечаем, что пример W ′ отличается от при-
мера W (инверсного к V ) тем, что все {rj} уменьшены на
величину ∆. Если расписание S ′ "сдвинуть вправо" на ∆,
то полученное расписание (S ′′) будет допустимым для при-
мера W , причём LW

max(S ′′) ≤ ∆ = LV
max(SV

π ). Так как требо-
вания в расписании S ′′ выполняются с вектором порядков
π′, то LW

max(SW
π′ ) ≤ LW

max(S ′′) ≤ LV
max(SV

π ).
Поменяв местами V с W , а π с π′, получим обратное

неравенство: LV
max(SV

π ) ≤ LW
max(SW

π′ ), откуда вытекает иско-
мое равенство: LV

max(SV
π ) = LW

max(SW
π′ ).

Лемма 1.17 доказана.
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Следствие 1.5 Если решение π является оптимальным
для примера V , то инверсное решение π′ будет оптималь-
ным для примера, инверсного к V .

Лемма 1.18 Пусть пример C наследует у примера B все
параметры, кроме {rj | j ∈ N}, а π̃C — приближённое ре-
шение задачи C, удовлетворяющее условию

0 ≤ LC
max(π̃C)− LC

max(πC) ≤ δC . (1.84)

Тогда

0 ≤ LB
max(π̃C)− LB

max(πB) ≤ ρr(B,C) + δC .

Доказательство. Рассмотрим два инверсных к B и C
примера E и F с параметрами требований:

rE
j = −dB

j , pE
j = pB

j , dE
j = −rB

j

и
rF
j = −dC

j , pF
j = pC

j , dF
j = −rC

j ,

GE = GF = ḠB = ḠC .

Пусть πE, πF и π̃F — решения, инверсные к πB, πC и π̃C

соответственно. Согласно следствию 1.5 решения πE и πF

оптимальны для примеров E и F соответственно. По лем-
ме 1.16

δC + ρd(E,F ) ≥ LE
max(π̃F )− LE

max(πE) ≥ 0.

Согласно лемме 1.17 имеем LB
max(πB) = LE

max(πE) и
LB

max(π̃C) = LE
max(π̃F ).

Следовательно

δC + ρd(E,F ) ≥ LB
max(π̃C)− LB

max(πB) ≥ 0. (1.85)

Имеем

ρd(E,F ) = max
j∈N
{dE

j − dF
j }+ max

j∈N
{dF

j − dE
j } =
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= max
j∈N
{rC

j − rB
j }+ max

j∈N
{rB

j − rC
j } = ρr(B,C).

Отсюда и из (1.85) следует утверждение леммы 1.18.

Лемма 1.19 Пусть пример D наследует у примера C все
параметры, кроме {pji <∞ | j ∈ N, i ∈M}. Тогда для лю-
бого допустимого расписания π выполняется

LD
max(π)− LC

max(π) ≤
∑

j∈N

max
i∈M

(pD
ji − pC

ji)+.

Доказательство. LD
max(π) = max

j∈N
(CD

j (π)−dD
j ). Пусть j∗ —

требование, на котором этот максимум достигается (на
приборе i∗), т.е. LD

max(π) = CD
j∗(π) − dD

j∗ . Теперь сделаем

выкладки: LC
max(π) ≥ CC

j∗(π) − dC
j∗ = sj∗(π) + pC

j∗i∗ − dC
j∗ .

Очередное требование не может начаться раньше, чем за-
кончится предыдущее, следовательно sj ≥ CC

k (π), если
требование k предшествует j (по отношению предшество-
вания G или в перестановке на том же приборе). Значит,
LC

max(π) ≥ sj1 +
∑

jk∈{σ∗(j∗)}

pC
jkik
−dC

j∗ , где j1 — первое требова-

ние в задерживающей цепочке σ∗(j∗) = (j1, . . . , j
∗). Далее,

LC
max(π) ≥ sj1 +

∑

jk∈{σ∗(j∗)}

pD
jkik
−dD

j∗−
∑

jk∈{σ∗(j∗)}

(pD
jkik
−pC

jkik
) ≥

≥ LD
max(π)−

∑

jk∈{σ∗(j∗)}

(pD
jkik
−pC

jkik
)+ ≥ LD

max(π)−
∑

j∈N

(pD
ji−pC

ji)+.

Отсюда следует утверждение леммы 1.19.

Лемма 1.20 Пусть пример D наследует у примера C
все параметры, кроме {pji | j ∈ N, i ∈M}, а π̃D — прибли-
жённое решение задачи D, удовлетворяющее условию

LD
max(π̃D)− LD

max(πD) ≤ δD. (1.86)
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Тогда

0 ≤ LC
max(π̃D)− LC

max(πC) ≤ ρp(C,D) + δD.

Доказательство. Схема доказательства аналогична схе-
ме доказательства леммы 1.16, поэтому приведём только
выкладки:

LC
max(π̃D)− LC

max(πC) ≤

≤ LD
max(π̃D)− LC

max(πC) +
∑

j∈N

max
i∈M

(pC
ji − pD

ji)+ ≤

≤ δD + LD
max(πD) +

∑

j∈N

max
i∈M

(pC
ji − pD

ji)+ − LD
max(πC) +

+
∑

j∈N

max
i∈M

(pD
ji − pC

ji)+ ≤

≤ δD +
∑

j∈N

(

max
i∈M

(pC
ji − pD

ji)+ + max
i∈M

(pC
ji − pD

ji)−

)

=

= δD + ρp(C,D).

Замечание 1.4 Оценка абсолютной погрешности, полу-
ченная в лемме 1.20, неулучшаема.

Доказательство. Параметры примеров для n = 1, m = 2:
A: rA

1 = dA
1 = 0; pA

11 = 1, pA
12 = 3;

B: rB
1 = dB

1 = 0, pB
11 = pB

12 = 2.
Нетрудно проверить, что:
πA = {(1), (�)}7; LA

max(πA) = 1;
πB = {(�), (1)}; LA

max(πB) = 3;
max
i∈M

(pA
1i − pB

1i)+ = max
i∈M

(pA
1i − pB

1i)− = 1;

ρp(A,B) = 2.

7π = {π1, π2} означает, что π1 – расписание для первого прибора,
а π2 – для второго.
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Теорема 1.7 Пусть пример D наследует у примера A
граф предшествования, т.е. GA = GD, а π̃D — прибли-
жённое решение примера D, удовлетворяющее условию
(1.86). Тогда

0 ≤ LA
max(π̃D)− LA

max(πA) ≤ ρ(A,D) + δD.

Доказательство. Неравенство 0 ≤ LA
max(π̃D) − LA

max(πA)
вытекает из оптимальности решения πA для примера A.
Докажем неравенство LA

max(π̃D)−LA
max(πA) ≤ ρ(A,D)+ δD.

Воспользуемся аддитивным свойством оценок, получен-
ных в леммах 1.16, 1.18 и 1.20. Рассмотрим вспомогатель-
ные примеры B и C с параметрами требований:

dA
j , dB

j = dC
j = dD

j ;

rA
j = rB

j , rC
j = rD

j ;

pA
ji = pB

ji = pC
ji, pD

ji.

Тогда:
ρ(A,B) = ρd(A,B); ρ(B,C) = ρr(B,C); ρ(C,D) = ρp(C,D).

Применяя последовательно леммы 1.20, 1.18 и 1.16 и
полагая

π̃D = π̃C , δC = δD + ρp(C,D), π̃C = π̃B, δB = δC + ρr(B,C),

получим

0 ≤ LA
max(π̃D)− LA

max(πA) ≤

≤ ρd(A,B) + ρr(B,C) + ρp(C,D) + δD =

= ρd(A,D) + ρr(A,D) + ρp(A,D) + δD = ρ(A,D) + δD.

Теорема 1.7 доказана.

Замечание 1.5 Оценка абсолютной погрешности, полу-
ченная в теореме 1.7, неулучшаема.
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Доказательство. Параметры примеров для n = 4, m = 1:
A: rA

1 = rA
3 = rA

4 = 0, rA
2 = 1; pA

j = 1, j = 1, 2, 3, 4;

dA
j = j, j = 1, 2, 3, 4;

B: rB
1 = 1, rB

j = rA
j , j = 2, 3, 4; pB

j = pA
j , j = 1, 2, 3, pB

4 = 0;

dB
1 = 2, dB

j = dA
j , j = 2, 3, 4.

Нетрудно проверить, что:
πA = (1, 2, 3, 4); LA

max(πA) = 0;
πB = (4, 3, 2, 1); LA

max(πB) = 3;
ρd(A,B) = ρr(A,B) = ρp(A,B) = 1;
ρ(A,B) = 3.

1.8.3 Схема приближённого решения задачи
P | prec, rj | Lmax

Нахождение приближённого решения рассматриваемой
NP -трудной задачи состоит из двух шагов. На первом ша-
ге для исходного примера A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} мы

изменяем параметры {(rA
j , pA

j , dA
j )| j ∈ N} таким образом,

чтобы полученный пример B = {G, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N}

(граф предшествования G одинаков для обоих примеров)
принадлежал к некоторому полиномиально разрешимому
случаю исходной задачи. На следующем шаге находим оп-
тимальное расписание для примера B. Согласно теоре-
ме 1.7 оптимальное расписание πB для примера A будет
иметь оценку абсолютной погрешности целевой функции
0 ≤ LA

max(πB)− LA
max(πA) ≤ ρ(A,B).

Рассмотрим полиномиально разрешимый случай ис-
ходной задачи, когда параметры требований удовлетворя-
ют k линейно независимым неравенствам:

XR + Y P + ZD ≤ H (1.87)

(при естественном ограничении pj ≥ 0, ∀j ∈ N), где векто-
ры: R = (r1, . . . , rn)T , P = (p1, . . . , pn)T , D = (d1, . . . , dn)T ,
и X, Y , Z — матрицы размерности k × n, а вектор огра-
ничений H = (h1, . . . , hk)T — k-мерный вектор (верхний
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индекс T обозначает операцию транспонирования). Затем
в этом классе примеров (1.87) находим пример B с мини-
мальным "расстоянием" ρ(A,B) до исходного примера A,
решая следующую задачу:































(xd − yd + xr − yr) +
∑

j∈N xp
j −→ min

yd ≤ dA
j − dB

j ≤ xd, ∀j ∈ N,

yr ≤ rA
j − rB

j ≤ xr, ∀j ∈ N,

−xp
j ≤ pA

j − pB
j ≤ xp

j , ∀j ∈ N,

0 ≤ xp
j , ∀j ∈ N,

XRB + Y PB + ZDB ≤ H.

(1.88)

Задача линейного программирования (1.88) с 3n + 4 + n
переменными (rB

j , pB
j , dB

j , j = 1, . . . , n и xd, yd, xr, yr, и
xp

j , j = 1, . . . , n) и 7n + k неравенствами иногда может
быть решена за полиномиальное число (от n и k) операций,
учитывая специфику ограничений задачи (1.88). Напри-
мер, для NP -трудной в сильном смысле задачи 1|rj|Lmax
имеются два нетривиальных полиномиально разрешимых
случая:

{

d1 ≤ · · · ≤ dn,

d1 − r1 − p1 ≥ · · · ≥ dn − rn − pn
(1.89)

и
max
k∈N
{dk − rk − pk} ≤ dj − rj, ∀j ∈ N. (1.90)

В случае (1.89) оптимальное решение задачи 1|rj|Lmax

может быть найдено за O(n3 log n) операций (раздел 2.1).
А задача линейного программирования (1.88) может быть
решена за O(n log n) операций (раздел 1.4.1).

В случае же (1.90) оптимальное расписание находится
за O(n2 log n) операций [46]. Как и в случае (1.89) мини-
мум абсолютной погрешности максимального временно́го
смещения находится за полиномиальное время, в данном
случае за O(n) операций (раздел 1.4.2).
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В случае, когда для исходной задачи нет полиномиаль-
но разрешимых выделенных подслучаев задачи (в скоб-
ках заметим, что тривиальные подслучаи задачи обычно
не позволяют найти качественно новые оценки абсолют-
ной погрешности) либо "расстояние" ρ(A,C) до любого
полиномиально разрешимого примера C "слишком вели-
ко". Но для некоторого примера исследуемой NP -трудной
задачи B = {G, (rB

j , pB
j , dB

j )| j ∈ N} оценка абсолютной по-
грешности максимального временно́го смещения прибли-
жённого расписания π̃ является "приемлемой", тогда для
исходного примера (с тем же графом предшествования
G) A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )|j ∈ N} приближённое расписание
π̃ имеет гарантированную погрешность от оптимального
значения целевой функции, согласно теореме 1.7, не пре-
вышающую δB(π̃) + ρ(A,B). Величина δB(π̃) + ρ(A,B) по-
рой оказывается существенно меньше, чем ρ(A,C) для лю-
бого полиномиально/псевдополиномиально разрешимого
примера C.

1.9 Нормированное пространство
примеров задачи P |prec, ri|Lmax

Рассмотрим совокупность примеров из класса
P |prec, ri|Lmax с фиксированным количеством требований
n, количеством приборов m и графом предшествования
G. Данная совокупность примеров образует 3n-мерное
линейное пространство (3n параметров: rj, pj, dj, j = 1, n).

Определение 1.16 Два примера исследуемой NP -
трудной задачи P |prec, ri|Lmax (с одинаковыми графами
предшествования G) A = {G, (rA

j , pA
j , dA

j )| j ∈ N} и

B = {G, (rB
j , pB

j , dB
j )| j ∈ N} назовём эквивалентными,

если

∃ d, r : dA
j = dB

j + d, rA
j = rB

j + r, pA
j = pB

j ∀j ∈ N.

Данное определение порождает разбиение рассматривае-
мой совокупности примеров задачи на классы эквивалент-
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ности. Для удобства в качестве представителя класса вы-
берем такой пример, у которого r1 = 0 и d1 = 0. Получен-
ное семейство классов эквивалентности является (3n− 2)-
мерным линейным пространством. Обозначим его Ln. Бу-
дем говорить, что пример A принадлежит классу Ln, если
выполняется условие

r1 = d1 = 0. (1.91)

Замечание 1.6 У эквивалентных примеров совпадают
множества оптимальных расписаний (перестановок).

Теперь на пространстве классов эквивалентности при-
меров рассмотрим следующий функционал ∀A ∈ Ln:

ϕ(A) = max
j∈N

(rA
j )−min

j∈N
(rA

j )+max
j∈N

(dA
j )−min

j∈N
(dA

j )+
∑

j∈N

|pA
j | ≥ 0.

Данный функционал удовлетворяет свойствам нормы:







ϕ(A) = 0⇐⇒ A ≡ �;

ϕ(αA) = αϕ(A);

ϕ(A + B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B).

(1.92)

A = �, когда rj = pj = dj = 0,∀j ∈ N . Первое свойство
следует из определения функционала ϕ(A), второе прове-
ряется непосредственно, а третье следует из того, что мак-
симум суммы не превосходит суммы максимумов и модуль
суммы не превосходит суммы модулей.

Таким образом, Ln является (3n− 2)-мерным линей-
ным нормированным пространством примеров с нормой
||A|| = ϕ(A). Необходимо заметить, что данная норма
естественным образом порождает метрику, определённую
в (1.79), (1.80): ρ(A,B) = ||A−B||.

Рассмотрим некоторые свойства полученного функцио-
нала ϕ(A) = ||A||. Чтобы задать топологию пространства,
достаточно задать систему окрестностей нуля, в данном
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Рис. 1.6: n = 2

случае — это шары с центром в нуле. Опишем теперь еди-
ничный шар в пространстве примеров задачи с изменяю-
щимися параметрами ri и di. Единичный шар — это мно-
жество точек (примеров) A, удовлетворяющих условию

||A|| ≤ 1. (1.93)

Рассмотрим случай n = 2. Условие (1.93) перепишется
в виде

|r2|+ |d2| ≤ 1 (см. рис. 1.6).
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Рис. 1.7: n = 3

Теперь рассмотрим случай n = 3. Условие (1.93) можно
переписать в виде



























































r + d ≤ 1;

r ≥ 0;

d ≥ 0;

−d ≤ d2 ≤ d;

−d ≤ d3 ≤ d;

−d ≤ d3 − d2 ≤ d;

−r ≤ r2 ≤ r;

−r ≤ r3 ≤ r;

−r ≤ r3 − r2 ≤ r.

Проекция единичного шара на плоскость, параллельную
плоскости (d2, d3), приведена на рис. 1.7.
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Для произвольного n условие (1.93) эквивалентно си-
стеме неравенств:







































r + d ≤ 1;

r ≥ 0;

d ≥ 0;

−d ≤ di ≤ d, 2 ≤ i ≤ n;

−d ≤ di − dj ≤ d, 2 ≤ i < j ≤ n;

−r ≤ ri ≤ r, 2 ≤ i ≤ n;

−r ≤ ri − rj ≤ r, 2 ≤ i < j ≤ n.

1.10 Схемы нахождения приближённого
решения

В данном разделе покажем, как можно использовать
описанный выше подход для нахождения приближённо-
го решения с оценкой абсолютной погрешности задач тео-
рии расписаний. Пусть необходимо решить пример A NP -
трудной задачи α | β | Lmax, будем использовать обозначе-
ние αA | βA | Lmax. Необходимо так изменить параметры
приборов и требований примера A: αA, βA и, возможно,
целевую функцию Lmax на Cmax, чтобы в результате был
построен пример B задачи αB | βB | {Lmax, Cmax}, для
которого мы можем найти приближённое (или точное) ре-
шение π̃B и затем его применить для исходного примера
A исходной задачи αA | βA | Lmax.

1.10.1 Схема сведения задач
α | β | Lmax → α | β | Cmax и
α | β, rj | Lmax → α | β, rj = 0 | Lmax

Пусть имеется некоторый пример A задачи αA|βA|Lmax,
относящейся к классу NP -трудных задач, известно точное
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или приближённое решение (полученное за полиномиаль-
ное/ псевдополиномиальное количество операций) π̃B при-
мера задачи B: αA|βA|Cmax с абсолютной погрешностью,
не превосходящей δB ≥ 0.

В примере задачи B имеем dB
j = 0,∀j ∈ N , поэтому из

леммы 1.16 получаем оценку:

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤ ρd(A,B) + δB =

= max
j∈N

dA
j −min

j∈N
dA

j + δB.

Для приближённого решения задачи α | β, rj | Lmax

можно использовать решение задачи α | β, rj = 0 | Lmax.
В этом случае получаем оценку абсолютной погрешности
приближённого решения π̃B согласно лемме 1.18:

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤ max
j∈N

rA
j −min

j∈N
rA
j + δB.

1.10.2 Схема сведения задач
α | β, pj | Lmax → α | β, pj = p | Lmax и
α | β, pj | Lmax → α | β, pj = 1 | Lmax

Пусть необходимо решить пример A задачи αA|βA|Lmax,
относящейся к классу NP -трудных задач, а также извест-
но точное или приближённое решение π̃B примера задачи
B: αA|βA, pj = p|Lmax с абсолютной погрешностью, не пре-
восходящей величины δB ≥ 0.

Для того чтобы абсолютная погрешность полученно-
го решения была наименьшей, необходимо найти опти-
мальное значение параметра p, при котором расстояние
ρp(A,B) между примерами было минимальным:

ρp(A,B) =
n

∑

j=1

|pA
j − p| → min

p
. (1.94)

Данная функция является непрерывной, выпуклой,
кусочно-линейной функцией. Если n — нечётное число,
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то минимум достигается на "среднем" pA
j , т.е. если все pA

j

упорядочены по неубыванию значений, то решение зада-
чи (1.94) p∗ = pA

n+1

2

. Если же n — чётное, то минимум до-

стигается на двух "средних" pA
j , а также на любом зна-

чении между ними, т.е. p∗ ∈ [pA
n
2

; pA
n
2
+1]. Таким образом,

p∗ = pA
[n+1

2
]
, и согласно лемме 1.20 будем иметь:

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤
n

∑

j=1

∣

∣

∣
pA

j − pA
[n+1

2
]

∣

∣

∣
+ δB.

Схема сведения α | β, pj | Lmax → α | β, pj = 1 | Lmax.
Пусть имеется пример A задачи αA|βA|Lmax, относя-

щейся к классу NP -трудных задач, известно точное или
приближённое решение π̃B задачи B: αA|βA, pj = p|Lmax

с абсолютной погрешностью, не превосходящей δB ≥ 0.
Условие pj = 1 надо понимать не буквально, это означа-
ет, что pj = p, а все параметры rA

j и dA
j кратны числу

p. В качестве p можно взять p = pA
[n+1

2
]
, а чтобы все rA

j

и dA
j были кратны числу p, надо вычесть из них остаток

от деления этих параметров на p. Тогда ρr(A,B) ≤ p и
ρd(A,B) ≤ p. Для примера B будем иметь: pB

j = p = pA
[n+1

2
]
,

rB
j = rA

j − (rA
j mod p), dB

j = dA
j − (dA

j mod p), ∀j ∈ N , и
оценка абсолютной погрешности:

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤
∑

j∈N

∣

∣

∣
pA

j − pA
[n+1

2
]

∣

∣

∣
+ 2pA

[n+1

2
]
.

1.10.3 Схема сведения задач
{R,Q} | β | Lmax → P | β | Lmax

В задачах {R,Q} | β | Lmax в отличие от задачи
P | β | Lmax приборы не идентичны, т.е. продолжительно-
сти обслуживания требования j ∈ N на разных приборах
могут различаться: pji 6= pjk, i 6= k, i, k ∈M .
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Пусть имеется пример A задачи R|βA|Lmax, относящей-
ся к классу NP -трудных задач, известно точное или при-
ближённое решение π̃B задачи B P |βA, pji ∈ {pj,∞}|Lmax

с абсолютной погрешностью, не превосходящей δB ≥ 0.
Для того чтобы абсолютная погрешность полученного

решения π̃B была наименьшей, необходимо найти значе-
ния параметров pB

j , которые бы минимизировали ρp(A,B)
– расстояние между точками (примерами) A и B:

∑

j∈N

(

max
i∈M
{(pA

ji − pB
j ), 0} −min

i∈M
{(pA

ji − pB
j ), 0}

)

→ min
pB

j ,∀j∈N
.

Известно:

ρp(A,B) =
∑

j∈N

(

max
i∈M
{pA

ji, p
B
j } −min

i∈M
{pA

ji, p
B
j }

)

=

=
∑

j∈N

(

max
i∈M

pA
ji −min

i∈M
pA

ji

)

при условии, что pB
j ∈ [max

i∈M
pA

ji, min
i∈M

pA
ji], ∀j ∈ N . Поэтому

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤
∑

j∈N

(

max
i∈M

pA
ji −min

i∈M
pA

ji

)

.

1.10.4 Схема сведения задачи
R | β | Lmax → Q | β | Lmax

Пусть имеется пример A задачи R|β|Lmax (ко-
гда pji< ∞), относящейся к классу NP -трудных за-
дач, известно точное или приближённое решение π̃B

задачи B Q|β|Lmax с абсолютной погрешностью, не
превосходящей δB ≥ 0. В задаче Q|β|Lmax дли-
тельности обслуживания требований вычисляются по
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формуле: pji = σipj,∀j ∈ N,∀i ∈ M , где σi — произво-
дительность i-го прибора.

Теперь для нахождения оценки абсолютной погрешно-
сти ρp(A,B) решения π̃B необходимо решить задачу:

∑

j∈N

(

max
i∈M
{(pA

ji − pB
j σB

i ), 0} −min
i∈M
{(pA

ji − pB
j σB

i ), 0}

)

→ min
pB

j ,σB
i

.

Эту задачу можно записать в виде задачи линейного про-
граммирования:











∑

j∈N

(αj − βj)→ min
αj ,βj ,pB

j ,σB
i

βj ≤ pA
ji − pB

j σB
i ≤ αj, j ∈ N, i ∈M ;

βj ≤ 0 ≤ αj, j ∈ N.

(1.95)

1.10.5 Схема сведения задачи
α | β | Lmax → α|β, pj ∈ {p1, . . . , pk}|Cmax

Пусть имеется пример A задачи αA|βA|Lmax из клас-
са NP -трудных задач, известно точное или приближённое
решение π̃B задачи B: αA|βA, pj ∈ {p

B
1 , . . . , pB

k }|Cmax с аб-
солютной погрешностью, не превосходящей δB ≥ 0. В этом
случае будем иметь оценку абсолютной погрешности:

0 ≤ LA
max(π̃B)− LA

max(πA) ≤ ρp(A,B) + ρd(A,B) + δB,

где ρd(A,B) = max
j∈N

dA
j −min

j∈N
dA

j , а для нахождения ρp(A,B)

необходимо решить следующую задачу:

n
∑

j=1

min
1≤l≤k

∣

∣pA
j − pB

l

∣

∣→ min
pB
1

,...,pB
k

.

Применение схем
Рассмотрим несколько примеров применения вышеука-

занных схем. Их можно использовать как отдельно, так и
в совокупности.
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Один прибор
Задача 1|rj|Lmax является NP -трудной в сильном смыс-

ле [10]. Схемы нахождения приближённых решений при-
ведены в [45]. Более сложная задача 1|prec, rj|Lmax так-
же является NP -трудной в сильном смысле, для неё есть
несколько полиномиально разрешимых случаев, напри-
мер: 1|prec, rj|Cmax [53] и 1|prec, pj = p, rj|Lmax [54]. Эту за-
дачу можно приближённо решить путём применения одно-
го из двух алгоритмов в зависимости от того, где меньше
абсолютная погрешность.

Два параллельных прибора
"Простая" задача двух приборов P2|chains|Cmax яв-

ляется NP -трудной в сильном смысле [59]. Разработа-
ны полиномиальные алгоритмы нахождения оптималь-
ного расписания следующих "близких" задач, кото-
рое можно использовать для решения исходной зада-
чи: P2|pj = p, prec|Lmax [62], P2|pj = 1, prec, rj|Lmax [63] и
Q2|pj = p, chains|Cmax [64].

Произвольное число параллельных приборов
Например, следующие задачи при произвольном

числе параллельных идентичных приборов являются
NP -трудными в сильном смысле: P |pj = 1, intree, rj|Cmax,
P |pj = 1, outtree|Lmax [58], а также задачи P ||Cmax [60],
P |pj = 1, prec|Cmax [61], Q|pj = p, chains|Cmax [65].

Полиномиально разрешимые случаи: P |pj = p, rj|Lmax

[66], P |pj = p, tree|Cmax [67, 68], P |pj = p, outtree, rj|Cmax

[58], P |pj = p, intree|Lmax [58], P |pj = 1, chains, rj|Lmax [69].
Для задач с отношением предшествования произволь-

ного вида нет точных полиномиально разрешимых случа-
ев. На наш взгляд, важным является вопрос "модифика-
ции" графа предшествования и получения оценок погреш-
ности в результате такой "модификации". . .

Данный подход может быть применён и для по-
строения приближённого решения и получения оцен-
ки абсолютной погрешности для задач конвейерно-
го типа (задачи Flow − shop). Например, следую-
щие задачи являются NP -трудными в сильном смыс-
ле: F2||Lmax [10], F2|rj|Cmax [10], F2|chains|Cmax [10],
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F |pji = 1, prec|Cmax [70, 71], F |pji = 1, intree, rj|Cmax [72],
F3||Cmax [60], F |pji = 1, outtree|Lmax [72].

Для решения NP -трудных задач типа Flow − shop
можно использовать полиномиально разрешимые слу-
чаи, например: F2||Cmax [3], F2|pji = 1, prec, rj|Lmax,
F |pji = 1, tree|Cmax, F |pji = 1, intree|Lmax, а также задачи
F |pji = 1, outtree, rj|Cmax[73]. . .
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Глава 2

Полиномиально и
псевдополиномиально
разрешимые случаи
задачи 1 | rj | Lmax

2.1 Задача
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax

Кроме задачи 1 | rj | Lmax в данном параграфе рассмат-
ривается задача построения парето-оптимального множе-
ства расписаний по критериям Cmax и Lmax. Будет сфор-
мулирован алгоритм построения множества расписаний
Φ(N, t) = {π′

1, π
′
2, . . . , π

′
m}, для которых

Cmax(π′
1) < Cmax(π′

2) < · · · < Cmax(π′
m),

Lmax(π′
1) > Lmax(π′

2) > · · · > Lmax(π′
m).

2.1.1 Свойства задачи

Как и ранее, будем обозначать предшествование тре-
бования i требованию j при расписании π как (i → j)π.
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Введём также:
rj(t) = max{rj, t}, (2.1)

r(N, t) = min
j∈N
{rj(t)}. (2.2)

В тех случаях, когда очевидно о каком множестве требо-
ваний идет речь, будем записывать вместо r(N, t) просто
r(t).

Пусть π – расписание обслуживания требований неко-
торого подмножества из N , для определения которого, как
и раньше, используется обозначение {π}.

Предполагается, что параметры требований удовлетво-
ряют ограничениям:

d1 ≤ · · · ≤ dn, d1 − r1 − p1 ≥ · · · ≥ dn − rn − pn. (2.3)

Например, данным ограничениям соответствует случай,
когда dj = rj + pj + z, j = 1, . . . , n, где z – константа, т.е.
когда все требования имеют одинаковый запас времени до
своего директивного срока.

Допустим | N |> 1 и t – момент освобождения прибора.
Выделим из множества N два требования f = f(N, t) и
s = s(N, t) следующим образом:

f(N, t) = arg min
j∈N
{dj | rj(t) = r(N, t)}, (2.4)

s(N, t) = arg min
j∈N\{f}

{dj | rj(t) = r(N \ {f}, t)}, (2.5)

где f = f(N, t). Если N = {i}, то полагаем f(N, t) = i,
s(N, t) = 0, ∀ t. Также определим d0 = +∞, f(�, t) = 0,
s(�, t) = 0, ∀ t. Для требований f и s выполняются следу-
ющие свойства.

Лемма 2.1 Если для требований множества N справед-
ливо (2.3), то при любом расписании π ∈ Π(N) для всех
j ∈ N\{f}, для которых (j → f)π имеет место

Lj(π) < Lf (π), (2.6)
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и для всех j ∈ N\{f, s}, отвечающих условию (j → s)π,

Lj(π) < Ls(π), (2.7)

где f = f(N, t) и s = s(N, t).

Доказательство. Для всех требований j таких, что
(j → f)π, имеем cj(π) < cf (π). Если dj ≥ df , то, очевидно,

Lj(π) = Cj(π)− dj < Cf (π)− df = Lf (π),

поэтому справедливо (2.6).
Пусть для требования j ∈ N , (j → f)π, имеем dj < df .

Тогда rj > rf . Если бы выполнялось rj ≤ rf , то было бы
верно rj(t) ≤ rf (t) и rf (t) = r(t), как следует из (2.1) и
(2.4). Тогда rj(t) = rf (t) = r(t) и dj < df , но это противо-
речит определению требования f (2.4). Поэтому rj > rf .
Очевидно, что Cj(π) − pj < Cf (π) − pf , и так как rj > rf ,
то

Cj(π)− pj − rj < Cf (π)− pf − rf ,

Cj(π)− Cf (π) < pj + rj − pf − rf .

Так как dj < df , тогда из (1.3) dj − rj − pj ≥ df − rf − pf

или dj − df ≥ rj + pj − rf − pf , поэтому

Cj(π)− Cf (π) < pj + rj − pf − rf ≤ dj − df .

Отсюда Lj(π, t) < Lf (π, t) для всех требований j, (j → f)π.
Аналогично докажем неравенство (2.7).
Для всех требований j, удовлетворяющих условию

(j → s)π, имеем Cj(π) < Cs(π). Если dj ≥ ds, то

Lj(π, t) = Cj(π)− dj < Cs(π)− ds = Ls(π, t),

поэтому справедливо (2.7).
Пусть для требования j ∈ N\{f}, (j → s)π, справедли-

во dj < ds, тогда rj > rs. Действительно, если предполо-
жить, что rj ≤ rs, то rj(t) ≤ rs(t), что следует из (2.1). Кро-
ме того, для требования s выполнено rs(t) ≥ r(t) в соответ-
ствии с определениями (2.2) и (2.5). Если rs(t) = r(t), тогда
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для требований j и s можно записать rj(t) = rs(t) = r(t)
и dj < ds, что противоречит определению (2.5) требова-
ния s(N, t). Если же rs(t) > r(t), т.е. rs > r(t), тогда нет
требования i ∈ N\{f, s}, для которого rs > ri > r(t). Сле-
довательно, для требований j и s получим rj(t) = rs(t) и
dj < ds, что противоречит определению (2.5) требования
s(N, t). Поэтому rj > rs.

Так как Cj(π) ≤ Cs(π)− ps и pj > 0, то

Cj(π)− pj < Cs(π)− ps,

и так как rj > rs, поэтому

Cj(π)− pj − rj < Cs(π)− ps − rs

и
Cj(π)− Cs(π) < pj + rj − ps − rs. (2.8)

Поскольку dj < ds, тогда из (2.3) имеем неравенство

dj − rj − pj ≥ ds − rs − ps

или

Cj(π)− Cs(π) < pj + rj − ps − rs ≤ dj − ds. (2.9)

Отсюда имеем искомое неравенство Lj(π) < Ls(π) для
всех требований j ∈ N\{f}, (j → s)π.

Теорема 2.1 Если для всех требований подмножества
N ′ ⊆ N справедливо (2.3), то для любого момента вре-
мени t′ ≥ t и всякого раннего расписания π ∈ Π(N ′) суще-
ствует π′ ∈ Π(N ′), что

Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), (2.10)

и первым при расписании π′ обслуживается требование
f = f(N ′, t′) или s = s(N ′, t′). Если df ≤ ds, то первым
при расписании π′ обслуживается требование f .
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Доказательство. Пусть π = (π1, f, π2, s, π3), где π1, π2, π3
— частичные расписания π. Построим следующее расписа-
ние π′ = (f, π1, π2, s, π3). Из определений (2.1), (2.2), (2.4)
получаем rf (t′) ≤ rj(t

′), j ∈ N ′, отсюда

Cmax((f, π1), t
′) ≤ Cmax((π1, f), t′)

и
Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), (2.11)

Lj(π
′, t′) ≤ Lj(π, t′), ∀j ∈ {(π2, s, π3)}. (2.12)

Из леммы 2.1 (2.7) имеем

Lj(π
′, t′) < Ls(π

′, t′), ∀j ∈ {π1} ∪ {π2}. (2.13)

Очевидно, что для требования f справедливо

Lf (π′, t′) ≤ Lf (π, t′). (2.14)

Из (2.11) – (2.14) приходим к Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′) и
Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′).

Пусть расписание π = (π1, s, π2, f, π3), т.е. требование
s обслуживается до требования f . Построим расписание
π′ = (s, π1, π2, f, π3). Далее доказательство может быть по-
вторено как и для f . Первая часть теоремы доказана.

Предположим df ≤ ds и расписание π = (π1, s, π2, f, π3).
Построим расписание π′ = (f, π11, π12, π3), где π11, π12 – рас-
писания из требований множеств

{j : j ∈ {(π1, s, π2)}, dj < df}

и
{j : j ∈ {(π1, s, π2)}, dj ≥ df}.

Требования в π11 и π12 упорядочены по неубыванию мо-
ментов поступлений rj. Из ds ≥ df следует, что s ∈ {π12}.

Для каждого требования j ∈ {π11} имеем dj < df . Из
(2.3) получаем dj − rj − pj ≥ df − rf − pf , отсюда

rj + pj < rf + pf ,∀j ∈ {π11},
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и
Cmax((f, π11), t

′) = rf (t′) + pf +
∑

j∈{π11}

pj.

Так как требования расписания {π12} упорядочены по
неубыванию моментов поступлений, поэтому

Cmax((f, π11, π12), t
′) ≤ Cmax((π1, s, π2, f), t′).

В результате

Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), (2.15)

Lj(π
′, t′) ≤ Lj(π, t′), ∀j ∈ {π3}. (2.16)

Требование j ∈ {π12} удовлетворяет следующим неравен-
ствам dj ≥ df и Cj(π

′, t′) ≤ Cf (π, t′), а значит

Lj(π
′, t′) ≤ Lf (π, t′), ∀j ∈ {π12}. (2.17)

Так как s ∈ {π12}, то

Ls(π
′, t′) ≤ Lf (π, t′). (2.18)

Из леммы 2.1

Lj(π
′, t′) ≤ Ls(π

′, t′), ∀j ∈ {π11}. (2.19)

Более того, очевидно, что

Lf (π′, t′) ≤ Lf (π, t′). (2.20)

Из (2.15) – (2.20) следует Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′) и
Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), что и требовалось доказать.

Будем называть расписание π′ ∈ Π(N) эффектив-
ным, если не существует расписания π ∈ Π(N), что
Lmax(π) ≤ Lmax(π′) и Cmax(π) ≤ Cmax(π′), причем хотя бы
одно неравенство строгое.
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Таким образом, когда для требований множества N вы-
полняются ограничения (2.3), то найдется эффективное
расписание π′, при котором первым обслуживается либо
требование f = f(N, t), либо s = s(N, t). Более того, ес-
ли df ≤ ds, то существует эффективное расписание π′ с
первоочередным обслуживанием требования f .

Определим Ω(N, t) как подмножество Π(N). Расписа-
ние π = (i1, i2, . . . , in) принадлежит Ω(N, t), если требо-
вание ik, k = 1, 2, . . . , n, выбирается из двух требований
fk = f(Nk−1, Cik−1

) и sk = s(Nk−1, Cik−1
), где

Nk−1 = N \ {i1, i2, . . . , ik−1},

Cik−1
= Cik−1

(π) и N0 = N , Ci0 = t. Для dfk
≤ dsk

вы-
полняется ik = fk, если dfk

> dsk
, то ik = fk или ik = sk.

Очевидно, что множество расписаний Ω(N, t) содержит не
более 2n расписаний. Для примера, когда















n = 2m, t ≤ r1 < r2 < · · · < rn,

r2i−1 < r2i + p2i < r2i−1 + p2i−1, 1 ≤ i ≤ m,

r2i + p2i + p2i−1 ≤ r2i+1, 1 ≤ i ≤ m− 1,

dj = rj + pj, 1 ≤ j ≤ n,

(2.21)

множество Ω(N, t) включает 2m расписаний.

Теорема 2.2 Если для всех требований подмножества
N ′ ⊆ N, | N ′ |= n′ справедливо (2.3), то для любых мо-
мента времени t′ ≥ t и расписания π ∈ Π(N ′) существует
такое расписание π′ ∈ Ω(N ′, t′), что

Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′) и Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′).

Доказательство. Пусть π = (j1, j2, . . . , jn′) – произволь-
ное расписание. Будем обозначать первые l требований
расписания π как πl, l = 0, 1, 2, . . . , n′, где π0 – пустое
расписание, а через π̄l = (jl+1, . . . , jn′), тогда π = (πl, π̄l).
Введем Nl = N ′ \ {πl} и Cl = Cmax(πl, t

′). Предположим,
что для некоторого l, 0 ≤ l < n′, πl является наибольшим
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начальным частичным расписанием некоторого расписа-
ния из Ω(N ′, t′). Если j1 6= f(N ′, t′) и j1 6= s(N ′, t′), то
πl = π0, l = 0, т.е. наибольшим частичным расписанием
будет пустое. Допустим f = f(Nl, Cl) и s = s(Nl, Cl). Если
df > ds, то jl+1 6= f и jl+1 6= s, напротив, когда df ≤ ds, то
jl+1 6= f , так как πl+1 не является начальным расписанием
некоторого расписания из Ω(N ′, t′).

Согласно теореме 2.1 для требований множества
{π̄l}, π̄l ∈ Π(Nl), с момента времени Cl существует
расписание π̄′

l, для которого выполняются неравенства
Lmax(π̄′

l, Cl) ≤ Lmax(π̄l, Cl) и Cmax(π̄′
l, Cl) ≤ Cmax(π̄l, Cl), и

[π̄′
l]1 = f или s, более того, при df ≤ ds справедливо

[π̄′
l]1 = f , где [σ]k – требование на k-м месте при рас-

писании σ. Отсюда Lmax((πl, π̄
′
l), t

′) ≤ Lmax((πl, π̄l), t
′) и

Cmax((πl, π̄
′
l), t

′) ≤ Cmax((πl, π̄l), t
′).

Обозначим π′ = (πl, π̄
′
l). Мы получили расписание π′,

отличающееся тем, что обслуживание первых l + 1 тре-
бований будет совпадать с обслуживанием первых l + 1
требований некоторого расписания из множества Ω(N ′, t′)
и Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′).

После менее чем n′ последовательных преобразований
(так как длина расписания n′ ≤ n) исходного произволь-
но выбранного расписания π мы приходим к искомому
расписанию π′ ∈ Ω(N ′, t′), обеспечивающему неравенства
Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′) и Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), что и
требовалось доказать.

Сформируем ω(N, t) = (i1, i2, . . . , il) следующее частич-
ное расписание. Для каждого требования ik, k = 1, 2, . . . , l,
имеем ik = fk и dfk

≤ dsk
, где fk = f(Nk−1, Ck−1) и

sk = s(Nk−1, Ck−1). Для f = f(Nl, Cl) и s = s(Nl, Cl) вы-
полняется df > ds. В случае когда df > ds для f = f(N, t)
и s = s(N, t), то ω(N, t) = �. Таким образом, частичное
расписание ω(N, t) – "максимальное" расписание, при по-
строении которого однозначно выбирается требование (f)
на очередное место расписания. С помощью алгоритма 2.1
для требований множества N с момента времени t может
быть построено расписание ω(N, t).
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Алгоритм 2.1 Алгоритм построения ω(N, t)

1: Вспомогательный шаг. Положим ω := �.
2: Основной шаг.
3: Найдём требования f := f(N, t) и s := s(N, t);
4: if df ≤ ds then
5: ω := (ω, f); N := N \ {f},; t := rf (t) + pf
6: else
7: Алгоритм заканчивает работу.
8: end if

Лемма 2.2 Трудоёмкость алгоритма 2.1 нахождения
расписания ω(N, t) для любых N и t составляет не более
чем O(n log n) операций.

Доказательство. На каждой итерации алгоритма 2.1 на-
ходим два требования: f = f(N, t) и s = s(N, t). Если
требования упорядочены по временам поступления rj (и,
соответственно, момент времени r(t) находится за O(1)
операций), то для нахождения двух требований (f и s)
необходимо O(log n) операций. Всего итераций не более n.
Таким образом, для построения расписания ω(N, t) требу-
ется O(n log n) операций.

Лемма 2.3 Если для требований множества N справед-
ливо (2.3), то любое расписание π ∈ Ω(N, t) начинается с
расписания ω(N, t).

Доказательство. Когда ω(N, t) = �, т.е. df > ds, где
f = f(N, t), s = s(N, t), утверждение леммы справедливо,
так как любое расписание начинается с пустого.

Пусть ω(N, t) = (i1, i2, . . . , il), а значит, для каждо-
го ik, k = 1, 2, . . . , l, имеем ik = fk и dfk

≤ dsk
, где

fk = f(Nk−1, Ck−1) и sk = s(Nk−1, Ck−1). Для f = f(Nl, Cl)
и s = s(Nl, Cl) справедливо df > ds. Как видно из опреде-
ления множества расписаний Ω(N, t), все расписания этого
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подмножества будут начинаться с частичного расписания
ω(N, t).

Воспользуемся следующими обозначениями частичных
расписаний:

ω1(N, t) = (f, ω(N ′, t′))

и
ω2(N, t) = (s, ω(N ′′, t′′)),

где
f = f(N, t), s = s(N, t),

N ′ = N \ {f}, N ′′ = N \ {s}, t′ = rf (t) + pf , t
′′ = rs(t) + ps.

Очевидно, что алгоритм для нахождения ω1 (а также ω2)
выполняется за O(n log n) операций так же, как и алго-
ритм для построения ω(N, t).

Следствие 2.1 из леммы 2.3. Если для требований мно-
жества N справедливы условия (2.3), то каждое расписа-
ние π ∈ Ω(N, t) начинается или с ω1(N, t), или с ω2(N, t).

Теорема 2.3 Если требования множества N удовле-
творяют (2.3), то для любого расписания π ∈ Ω(N, t)
выполняется (i → j)π для каждого i ∈ {ω1(N, t)} и
j ∈ N \ {ω1(N, t)}.

Доказательство. В случае {ω1(N, t)} = N утверждение
теоремы, очевидно, справедливо. Пусть {ω1(N, t)} 6= N .
Далее в тексте доказательства будем использовать обозна-
чение ω1 = ω1(N, t).

Если f = f(N, t) и s = s(N, t) таковы, что df ≤ ds,
то все расписания из множества Ω(N, t) начинаются с ча-
стичного расписания ω(N, t) = ω1, поэтому утверждение
теоремы также верно.
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Рассмотрим случай df > ds. Все расписания множества
Ω(N, t), начинающиеся c требования f , имеют частичное
расписание ω(N, t) = ω1.

Возьмём произвольное расписание π ∈ Ω(N, t) с требо-
ванием s на первом месте, [π]1 = s, и расписание | ω1 |=
= l, l < n, содержащее l требований. Пусть πl =
= (j1, j2, . . . , jl) — частичное расписание длины l распи-
сания π, т.е. j1 = s. Докажем, что {πl} = {ω1}. Предпо-
ложим противное, что существует требование j ∈ {πl}, но
j 6∈ {ω1}.

Предположим, что (j → f)π. Если dj < df , то из (2.3)
имеем dj − rj − pj ≥ df − rf − pf , поэтому выполняется
rj + pj < rf + pf . Тогда требование j будет включено в
расписание ω1 согласно определению ω(N, t) и ω1, но по
предположению j 6∈ {ω1}. Если же dj ≥ df , то из того,
что π ∈ Ω(N, t), следует (f → j)π, но это противоречит
(j → f)π.

Пусть (f → j)π. Тогда для каждого требования
i ∈ {ω1}, для которого i 6∈ {πl}, будут выполняться нера-
венства ri < ri + pi ≤ Cmax(ω1) < rsl+1

≤ rj, так как
j /∈ {ω1}, где sl+1 = s(N \ {ω1}, Cmax(ω1)). Требования
sl+1 и j не были упорядочены при расписании ω1, поэтому
Cmax(ω1) < rsl+1

≤ rj. Кроме того, di ≤ dj. Если бы di > dj,
то ri + pi ≥ rj + pj, но выполняется ri + pi < rj. Следова-
тельно, (i → j)πl

, так как π = (πl, π̄l) ∈ Ω(N, t), но тогда
будет нарушено предположение i /∈ {πl} и j ∈ {πl}.

Следовательно, наше предположение не верно, поэтому
выполняется {ω1} = {πl}, что и требовалось доказать.

Таким образом, обслуживание требований множества
{ω1(N, t)} предшествует обслуживанию требований мно-
жества N \ {ω1(N, t)} при любом расписании множества
Ω(N, t).
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2.1.2 Задача на быстродействие при ограничении
на максимальное временное смещение

Сформулируем задачу 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥
≥ dj − rj − pj; Lmax ≤ y | Cmax. Необходимо для неко-
торого действительного числа y найти расписание θ с
Cmax(θ) = min{Cmax(π) : Lmax(π) ≤ y}. Если Lmax(π) > y
для любого π ∈ Π(N), то θ = �.

Алгоритм 2.2 Алгоритм решения задачи на быстродействие
при ограничении сверху на максимальное временно́е смещение
1 | di ≤ dj , di − ri − pi ≥ dj − rj − pj ; Lmax ≤ y | Cmax

1: Вспомогательный шаг. θ := ω(N, t); t′ := t.
2: Основной шаг.
3: if Lmax(θ, t

′) > y then
4: θ := � и алгоритм заканчивает работу.
5: end if
6: Найдём N ′ := N \ {θ}, t′ := Cmax(θ) и ω1(N ′, t′), ω2(N ′, t′).
7: if N ′ = � then
8: Выполнение алгоритма прекращается.
9: else

10: if Lmax(ω
1, t′) ≤ y then

11: θ := (θ, ω1) и переходим к следующему шагу.
12: end if
13: if Lmax(ω

1, t′) > y и Lmax(ω
2, t′) ≤ y then

14: θ := (θ, ω2) и переходим к следующему шагу.
15: end if
16: if Lmax(ω

1, t′) > y и Lmax(ω
2, t′) > y then

17: θ := � и алгоритм заканчивает работу.
18: end if
19: end if

Лемма 2.4 Трудоёмкость алгоритма 2.2 не превышает
O(n2 log n) операций.

Доказательство. На каждой итерации основного шага
алгоритма 2.2 находятся расписания ω1 и, при необходи-
мости, ω2 за O(n log n) операций. Так как ω1 и ω2 состоят
по крайней мере из одного требования, то на каждой ите-
рации алгоритма к расписанию θ добавляется одно или
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несколько требований, или полагаем θ = � и завершаем
работу. Поэтому общее число шагов алгоритма не более n.
Таким образом, алгоритм 2.2 выполняется за O(n2 log n)
операций.

Будем обозначать через θ(N, t, y) расписание, постро-
енное алгоритмом 2.2 с момента времени t из требований
множества N с максимальным временным смещением не
больше y. Если N = �, то θ(�, t, y) = � для любого t и y.

Теорема 2.4 Пусть для требований множества N спра-
ведливо (2.3). Если с помощью алгоритма 2.2 будет по-
строено расписание θ(N, t, y) 6= �, то

Cmax(θ) = min{Cmax(π) : Lmax(π) ≤ y, π ∈ Π(N)}.

Если же в результате работы алгоритма 2.2 не будет
сформировано расписание, т.е. на "выходе" алгоритма
θ(N, t, y) = �, то Lmax(π) > y для каждого π ∈ Π(N).

Доказательство. В ситуации, когда для некоторого рас-
писания π ∈ Π(N) выполняется Lmax(π) ≤ y, то суще-
ствует такое расписание π′ ∈ Ω(N, t), что выполняется
Lmax(π′) ≤ Lmax(π) ≤ y и Cmax(π′) ≤ Cmax(π), — соглас-
но теореме 2.2. Поэтому искомое расписание θ находится
среди расписаний множества Ω(N, t).

По лемме 2.3 все расписания множества Ω(N, t) начи-
наются с ω(N, t). Примем θ0 = ω(N, t).

После k, k ≥ 0, основных шагов алгоритма 2.2 мы полу-
чили расписание θk и N ′ = N \{θk}, t′ = Cmax(θk). Предпо-
ложим, что существует оптимальное по быстродействию
расписание θ, начинающееся с θk. Согласно теореме 2.2
возможно оптимальное продолжение расписания θk среди
расписаний из множества Ω(N ′, t′).

Пусть θk+1 = (θk, ω
1(N ′, t′)), т.е. Lmax(θk+1) ≤ y. При

расписании ω1, ω1 = ω1(N ′, t′), нет искусственных просто-
ев прибора и все расписания из множества Ω(N ′, t′) на-
чинаются с требований множества {ω1(N ′, t′)},– по теоре-
ме 2.3. Поэтому ω1(N ′, t′) наилучшее по быстродействию
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(Cmax) среди всех допустимых по максимальному вре-
менно́му смещению (Lmax) продолжений частичного рас-
писания θk.

Если после шага k + 1 имеем θk+1 = (θk, ω
2(N ′, t′)),

т.е. выполняется Lmax(ω1, t′) > y и Lmax(ω2, t′) ≤ y. Все
расписания множества Ω(N ′, t′) начинаются с расписания
ω1(N ′, t′) или с ω2(N ′, t′). Так как Lmax(ω1, t′) > y, то суще-
ствует только одно подходящее продолжение – ω2(N ′, t′).

Таким образом, на каждом основном шаге алгоритма
мы выбираем наилучшее по быстродействию продолжение
частичного расписания θk среди всех допустимых по мак-
симальному временно́му смещению. После не более чем n
основных шагов алгоритма будет построено искомое рас-
писание.

Допустим, что после k + 1 шага алгоритма выпол-
няется Lmax(ω1, t′) > y и Lmax(ω2, t′) > y. Если рас-
писание θ существовало бы, т.е. θ 6= �, то θ начина-
лось бы с θk. Тогда для любого частичного расписания
π ∈ Π(N ′, t′) существует такое расписание π′ ∈ Ω(N ′, t′),
что Lmax(π, t′) ≥ Lmax(π′, t′) ≥ Lmax(ω1, t′) > y или
Lmax(π, t′) ≥ Lmax(π′, t′) ≥ Lmax(ω2, t′) > y. Поэтому θ = �.

Повторив наши рассуждения столько раз, сколько вы-
полнялся основной шаг алгоритма 2.2 (не более чем n), мы
придем к истинности утверждения теоремы.

2.1.3 Алгоритм построения множества
парето-расписаний по критериям Cmax и Lmax

Ниже приводится алгоритм построения множества
парето-расписаний Φ(N, t) = {π′

1, π
′
2, . . . , π

′
m} по критери-

ям Cmax и Lmax таких, что

Cmax(π′
1) < Cmax(π′

2) < · · · < Cmax(π′
m),

Lmax(π′
1) > Lmax(π′

2) > · · · > Lmax(π′
m).

Расписание π′
m будет решением задачи 1 | rj | Lmax при

условии, что выполняется (2.3).
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Алгоритм 2.3 Алгоритм построения множества парето-
расписаний по критериям Cmax и Lmax

1: Вспомогательный шаг. y := +∞, π∗ := ω(N, t), Φ := �,
m := 0, N ′ := N \ {π∗} и t′ := Cmax(π

∗).
2: if N ′ = � then
3: Φ := Φ ∪ (π∗), m := 1 и алгоритм заканчивает работу.
4: end if
5: Основной шаг.
6: if Lmax(ω

1, t′) ≤ Lmax(π
∗) then

7: π∗ := (π∗, ω1), где ω1 = ω1(N ′, t′), и переходим к следую-
щему шагу.

8: end if
9: if Lmax(ω

1, t′) > Lmax(π
∗) then

10: if Lmax(ω
1, t′) < y then

11: Находим θ = θ(N ′, t′, y′) с помощью алгоритма 2.2, где
y′ = Lmax(ω

1, t′).
12: if θ = � then
13: π∗ := (π∗, ω1) и переходим к следующему шагу.
14: else
15: π′ := (π∗, θ)
16: if Cmax(π

′
m) < Cmax(π

′) then
17: m := m+1, π′

m := π′, Φ := Φ∪ (π′
m), y = Lmax(π

′
m);

18: else
19: π′

m := π′ и переходим к следующему шагу.
20: end if
21: end if
22: if Lmax(ω

1, t′) ≥ y then
23: Находим ω2 = ω2(N ′, t′).
24: if Lmax(ω

2, t′) < y then
25: π∗ := (π∗, ω2) и переходим к следующему шагу.
26: else
27: π∗ := π′

m и алгоритм заканчивает работу.
28: end if
29: end if
30: end if
31: end if

В результате работы алгоритма 2.3 для множества тре-
бований N с момента времени t будет построено множество
расписаний Φ(N, t), для которого верно 1 ≤| Φ(N, t) |≤ n.
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Множество Φ(N, t) примера (2.21) будет состоять не более
чем из двух расписаний.

Лемма 2.5 Трудоёмкость алгоритма 2.3 не превышает
O(n3 log n) операций.

Доказательство. На каждой итерации описанного ша-
га алгоритма 2.3 находятся расписания ω1 и, при необхо-
димости, ω2 за O(n log n) операций согласно лемме 2.2, а
также расписание θ за O(n2 log n) операций. Так как ω1 и
ω2 состоят по крайней мере из одного требования, то на
любой итерации алгоритма к расписанию π∗ добавляется
одно или больше требований или происходит остановка на
последнем эталонном расписании π′. Поэтому общее число
итераций не более n. Таким образом, алгоритм 2.3 выпол-
няется не более чем за O(n3 log n) операций.

Теорема 2.5 Если для требований множества N спра-
ведливы условия (2.3), тогда расписание π∗, построенное
алгоритмом 2.3, является оптимальным по критерию
Lmax. Кроме того, для любого расписания π ∈ Π(N) име-
ется расписание π′ ∈ Φ(N, t), что Lmax(π′) ≤ Lmax(π) и
Cmax(π′) ≤ Cmax(π).

Доказательство. Согласно теореме 2.2 существует опти-
мальное (по Lmax) расписание, принадлежащее множеству
Ω(N, t). Все расписания множества Ω(N, t) начинаются c
частичного расписания ω(N, t), – согласно лемме 2.3.

Пусть π0 = ω(N, t). После k, k ≥ 0, основных шагов ал-
горитма 2.3 мы имеем частичное расписание πk. Допустим
наличие оптимального (по Lmax) расписания, начинающе-
гося с πk. Обозначим N ′ = N \ {πk} и t′ = Cmax(πk).

Если πk+1 = (πk, ω
1), где ω1 = ω1(N ′t′), тогда верно или

Lmax(ω1, t′) ≤ Lmax(πk), или Lmax(πk) < Lmax(ω1, t′) < y
– текущее значение критерия и максимальное временно́е
смещение "появятся" на следующих шагах алгоритма 2.3,
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т.е. θ(N ′, t′, y′) = �, где y′ = Lmax(ω1, t′). Если же выпол-
няется θ = θ(N ′, t′, y′) 6= �, то мы улучшаем текущее зна-
чение максимального временно́го смещения: π′ = (πk, θ) и
y = Lmax(π′) = Lmax(ω1, t′). Расписание π′ добавляется в
множество расписаний Φ(N, t). Более того, обслуживание
требований множества {ω1} предшествует обслуживанию
требований множества N ′ \ {ω1}, – согласно теореме 2.3.
Таким образом, расписание ω1 без искусственных простоев
прибора будет лучшим продолжением для πk.

Рассмотрим случай πk+1 = (πk, ω
2), где ω2 = ω2(N ′, t′),

т.е. Lmax(ω2, t′) < Lmax(π′) ≤ Lmax(ω1, t′),– согласно алго-
ритму 2.3. Поэтому продолжение ω2 "лучше", чем ω1. От-
сюда частичное расписание πk+1 является частью некото-
рого оптимального расписания.

Повторяя подобные рассуждения не более n раз, мы
приходим к оптимальности (по Lmax) расписания π∗.

Множество расписаний Φ(N, t) будет содержать не бо-
лее n расписаний, так как на каждом основном шаге алго-
ритма в множество Φ(N, t) "добавляется" не более одного
расписания, а этот шаг выполняется не более n раз.

Предположим, что существует некоторое расписание
π ∈ Π(N), π /∈ Φ(N, t), такое, что выполняется либо
Cmax(π) ≤ Cmax(π′) и Lmax(π) ≥ Lmax(π′), либо Cmax(π) ≥
≥ Cmax(π′) и Lmax(π) ≤ Lmax(π′) для каждого расписания
π′ ∈ Φ(N, t), причем в каждой паре неравенств хотя бы од-
но из неравенств строгое. Из теоремы 2.1 следует наличие
расписания π′′ ∈ Ω(N, t) такого, что Lmax(π′′) ≤ Lmax(π) и
Cmax(π′′) ≤ Cmax(π). Если π′′ ∈ Φ(N, t), то очевидно, что
наше предположение не верно. Пусть π′′ ∈ Ω(N, t)\Φ(N, t).
Из алгоритма 2.3 видно, что структуру каждого расписа-
ния π′ ∈ Φ(N, t) можно представить как последователь-
ность частичных расписаний π′ = (ω′

0, ω
′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′), где

ω′
0 = ω(N, t), ω′

i равно либо ω1(N ′
i , C

′
i), либо ω2(N ′

i , C
′
i),

а N ′
i = N\{ω′

0, . . . , ω
′
i−1}, C ′

i = Cmax((ω′
0, . . . , ω

′
i−1), t) для

i = 1, 2, . . . , k′. Расписание π′′ будет обладать аналогичной
структурой согласно определению множества Ω(N, t), т.е.
π = (ω′′

0 , ω
′′
1 , ω

′′
2 , . . . , ω

′′
k′′), возможно, k′′ 6= k′, где выполня-
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ется ω′′
0 = ω′

0 = ω(N, t), ω′′
i равно либо ω1(N ′′

i , C ′′
i ), либо

ω2(N ′′
i , C ′′

i ), а множество N ′′
i = N\{ω′′

0 , . . . , ω
′′
i−1} и момент

времени C ′′
i = Cmax((ω′′

0 , . . . , ω
′′
i−1), t), i = 1, 2, . . . , k′′.

Примем, что первые k частичных расписаний π′′ и π′

совпадают, т.е. ω′′
i = ω′

i = ωi, i = 0, 1, . . . , k − 1, ω′′
k 6= ω′

k.
Пусть y = Lmax(ω0, . . . , ωk−1), построим расписание θ с по-
мощью алгоритма 2.2, θ = θ(Nk, Ck, y). Если θ = �, то в
соответствии с алгоритмом 2.3 ω′

k = ω1(Nk, Ck), так как
ω′′

k 6= ω′
k, то ω′′

k = ω2(Nk, Ck). Значение целевой функ-
ции (Lmax) будет достигаться на требовании из множе-
ства Nk, так как θ = �. Вся структура алгоритма 2.3
построена таким образом, чтобы до "критического" тре-
бования (по Lmax) упорядочить требования как можно
более "плотно", поэтому достраиваем расписание ω1, по-
сле чего Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′) и Lmax(π′) ≤ Lmax(π′′). Ес-
ли θ 6= �, тогда для расписаний π′ и π′′ справедливо
Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′) и Lmax(π′) = Lmax(π′′). Таким обра-
зом, для любого расписания π′′ ∈ Ω(N, t)\Φ(N, t) суще-
ствует расписание π′ ∈ Φ(N, t), что Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′)
и Lmax(π′) ≤ Lmax(π′′). Из этого следует, что для любого
расписания π ∈ Π(N) существует расписание π′ ∈ Φ(N, t),
что Lmax(π′) ≤ Lmax(π) и Cmax(π′) ≤ Cmax(π).

На рисунке 2.1 схематично показаны рассмотренные
расписания.

Для множества расписаний Φ(N, t) = {π′
1, π

′
2, . . . , π

′
m}

имеем

Cmax(π′
1) < Cmax(π′

2) < · · · < Cmax(π′
m),

Lmax(π′
1) > Lmax(π′

2) > · · · > Lmax(π′
m).

Расписание π′
1 является оптимальным по быстродействию

(по Cmax), а π′
m – по максимальному временно́му смеще-

нию (по Lmax), если параметры требований множества N
удовлетворяют условиям (2.3).

Экспериментальное исследование алгоритма 2.3 пока-
зало, что с его помощью могут быть построены оптималь-
ные расписания (по Lmax) и для примеров, не удовлетво-
ряющих условиям (2.3).
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Рис. 2.1: Множество парето-оптимальных расписаний

2.2 "Двойственная" задача

Рассмотрим общую постановку NP -трудной задачи ми-
нимизации максимального штрафа 1 | rj | ϕmax. Через µ∗

будем обозначать оптимальное значение целевой функции:

µ∗ = min
π∈Π(N)

max
k=1,n

ϕjk
(Cjk

(π)), (2.22)

где ϕjk
(Cjk

(π)) — произвольные неубывающие функции
штрафа.

Сформулируем следующую задачу. Необходимо найти

ν∗ = max
k=1,n

min
π∈Π(N)

ϕjk
(Cjk

(π)). (2.23)

Для удобства введём обозначения, учитывающие место
требования в расписании. Пусть расписание π ∈ Π(N) име-
ет вид π = (j1, j2, . . . , jn). Для требования, обслуживаемо-
го k-м, k = 1, 2, . . . , n, по порядку при расписании π будем
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обозначать:

νk = min
π∈Π(N)

ϕjk
(Cjk

(π)), k = 1, 2, . . . , n. (2.24)

Очевидно,
ν∗ = max

k=1,n
νk. (2.25)

Лемма 2.6 [42, 43] Пусть все ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, —
произвольные неубывающие функции штрафа исследуе-
мой задачи 1 | rj | ϕmax, тогда для всех k = 1, 2, . . . , n
выполняется νn ≥ νk, т.е. ν∗ = νn.

Доказательство. Предположим, существует k, k < n,
что νk > νn. Пусть πn = (j1, j2, . . . , jn) — расписание, на
котором достигается значение νn. Построим расписание
π = (jn−k+1, jn−k+2, . . . , jn, j1, j2, . . . , jn−k). При расписании
π требование jn обслуживается k-м по порядку. Посколь-
ку, очевидно, Cjn

(πn) ≥ Cjn
(π), то имеем

νn = fjn
(Cjn

(πn)) ≥ ϕjn
(Cjn

(π)) ≥ νk.

Так как по предположению νk > νn, то получаем противо-
речивое неравенство νk > νn ≥ νk. Лемма доказана.

Таким образом, решение "двойственной" задачи сво-
дится к нахождению νn. Так как νn = min

π∈Π(N)
ϕjn

(Cjn
(π)), то

на последнее (n-е) место поочерёдно будем ставить каждое
из требований j множества N . Оставшиеся (n−1) требова-
ния множества {N \j} упорядочим в порядке поступления
на обслуживание — такой порядок даёт наименьшее зна-
чение момента окончания обслуживания требований всего
множества N \ {j}.
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Алгоритм 2.4 Алгоритм решения "двойственной" задачи к
задаче 1 | rj | ϕmax

1: Построим расписание πr = (i1, i2, . . . , in), при котором тре-
бования упорядочены в порядке неубывания моментов по-
ступления: ri1 ≤ ri2 ≤ · · · ≤ rin .

2: Для расписания πk := (πr \ ik, ik), k = 1, 2, . . . , n, вычислим
ϕik(Cik(πk)).

3: Найдём ν∗ = max
k=1,n

ϕik(Cik(πk)) и номер требования ik, на

котором достигается значение ν∗.

Для построения расписания πr требуется O(n log n) опе-
раций. Для нахождения ϕik(Cik(πk)) необходимо O(n) опе-
раций. Таких значений n. Следовательно, для нахождения
ν∗ и соответствующего требования ik потребуется не более
O(n2) операций.

Теорема 2.6 Пусть все ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, — произ-
вольные неубывающие функции штрафа исследуемой за-
дачи 1 | rj | ϕmax, тогда µ∗ ≥ ν∗.

Доказательство. Предположим противное, т.е. суще-
ствует пример задачи 1 | rj | ϕmax, для которого µ∗ < ν∗.
Пусть π∗ = (j1, j2, . . . , jn) — оптимальное расписание дан-
ного примера, тогда ϕjn

(Cjn
(π∗)) ≤ µ∗ < ν∗, что проти-

воречит определению (2.24): ν∗ = νn = min
π∈Π(N)

ϕjn
(Cjn

(π)).

Теорема доказана.

Полученная оценка может быть эффективно использо-
вана при построении схем метода ветвей и границ решения
задачи 1 | rj | ϕmax и для оценки погрешности приближён-
ных решений.

В алгоритме 2.5 реализована одна из возможных схем
метода ветвей и границ с использованием решения "двой-
ственной" задачи. Другие схемы метода ветвей и гра-
ниц для решения задачи минимизации максимального вре-
менно́го смещения можно найти, например, в [12, 26, 28,
29, 74, 75]. Ветвление в алгоритме 2.5 осуществляется в
результате разбиения очередного подпримера на два: на
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очередное место расписания ставим требование f (требо-
вание с наименьшим директивным сроком из числа гото-
вых к обслуживанию требований) и запрещаем включение
требования f на очередное место расписания (за счёт уве-
личения возможного момента начала обслуживания тре-
бования f).

Будем обозначать через {N ′, τ ′, ν ′, π′} пример построе-
ния оптимального расписания обслуживания требований
множества N ′ ⊆ N с момента времени τ ′ ≥ τ , где ν ′ —
оценка снизу, полученная при решении двойственной за-
дачи данного примера, а π′ — некоторое расписание об-
служивания требований множества N \N ′, τ ′ = Cmax(π′, τ),
τ — момент времени, с которого прибор готов начать об-
служивать требования множества N .
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Алгоритм 2.5 Алгоритм решения задачи 1 | rj | Lmax методом
ветвей и границ на основе решения "двойственной" задачи

1: Первоначально полагаем π∗ := �. В список примеров вклю-
чаем исходный пример {N, τ, ν,�}, где ν — решение "двой-
ственной" задачи данного примера.

2: На основном шаге алгоритма делаем следующее. Из спис-
ка примеров выбираем пример с минимальным значением
оценки снизу (в другом варианте алгоритма – пример с
наименьшим количеством неупорядоченных требований) –
{N ′, τ ′, ν ′, π′}. Найдём требование f := f(N ′, τ ′) (требова-
ние из множества N ′ с наименьшим директивным сроком
из числа готовых к обслуживанию требований). В список
примеров вместо примера {N ′, τ ′, ν ′, π′} включаем два под-
примера: {N1, τ1, ν1, π1} и {N2, τ2, ν2, π2}, где N1 := N ′\{f},
τ1 := max{rf , τ ′} + pf , ν1 – решение "двойственной" за-
дачи для {N1, τ1}, π1 := (π′, f); N2 := N ′, τ2 := τ ′,
но у требования f изменяем rf := min

j∈N ′\{f}
{rj(τ2) + pj},

ν2 – решение "двойственной" задачи для {N2, τ2},
π2 := π′. Если после выполнения шага алгоритма по-
лучим {π2} = N , т.е. все требования упорядочены, то
π∗ := argmin{Lmax(π1, τ), Lmax(π

∗, τ)}. Из списка приме-
ров исключаем все примеры {N ′, τ ′, ν ′, π′}, для которых
ν ′ ≥ Lmax(π

∗, τ), и повторяем основной шаг алгоритма.
3: Алгоритм заканчивает работу, когда список примеров ока-

жется пустым.

Нетрудно заметить, что данный алгоритм может быть
использован и для решения более общей задачи миними-
зации максимального штрафа 1 | rj | ϕmax, кроме того,
работу алгоритма можно остановить и "текущее" распи-
сание π∗ будет приближённым решением исследуемой за-
дачи. При решении тестовых примеров задачи 1 | rj | Lmax

алгоритмом 2.5 список примеров не превышал 2n2.

2.3 "Обратная" задача

Наряду с NP -трудной задачей минимизации макси-
мального временно́го смещения 1 | rj | Lmax представляет
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интерес в некотором смысле "обратная" задача отыска-
ния расписания π, на котором достигается максимум ми-
нимального значения временно́го смещения, и нахождение
величины

λ∗ = max
π∈Π(N)

min
k=1,n

Ljk
(Cjk

(π)). (2.26)

Искусственные простои прибора запрещены.
Эта задача была решена только для случая одновре-

менного поступления требований множества N на обслу-
живание, т.е. rj = 0,∀j ∈ N, [6] (с. 47–48). Рассмотрим
здесь общий случай задачи 1 | rj | max Lmin.

Лемма 2.7 Существует оптимальное расписание
π = (i1, . . . , in) решения задачи 1 | rj | max Lmin, для
которого выполняется

dik − pik ≤ dik+1
− pik+1

, k = 2, 3, . . . , n− 1, (2.27)

и λ∗ = min
k=1,n

Lik(Cik(π)).

Доказательство. Пусть для оптимального расписания
π′ = (j1, . . . , jn), λ∗ = min

k=1,n
Lik(Cik(π′)), не выполняется хо-

тя бы одно из неравенств (2.27). Далее доказательство бу-
дет состоять из двух этапов, которые могут быть несколь-
ко раз повторены.

Этап 1. Если внутри расписания π′ нет простоев при-
бора, то перейдём к этапу 2 доказательства. Пусть при
расписании π′ есть простои прибора, рассмотрим послед-
ний из них: Cjk

< rjk+1
и rjm

≤ Cjm−1
,m = k + 2, . . . , n. По-

строим расписание π′′ = (jk+1, j1, . . . , jk, jk+2, . . . , jn). Так
как Cj(π

′′) ≥ Cj(π
′),∀j ∈ N , то значение минимального

временно́го смещения не уменьшится. При расписании π′′

не будет простоев прибора и сохранится оптимальное зна-
чение λ∗. Переобозначим π′ := π′′ и перейдём к этапу 2.

Этап 2. Если расписание π′ удовлетворяет услови-
ям леммы, то доказательство закончено. Пусть оказа-
лось, что при расписании π′ существует пара требований
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jl, jl+1, что djl
− pjl

> djl+1
− pjl+1

. Требования jl, jl+1 пе-
реставим местами, получим следующее расписание π′′ =
= (j1, . . . , jl−1, jl+1, jl, jl+2, . . . , jn). Так как при расписании
π′ нет простоев прибора, то rjl

≤ Cjl−1
(π′). Возможны слу-

чаи:
1. Пусть rjl+1

≤ Cjl−1
(π′). Очевидно, в этом случае

Cjk
(π′) = Cjk

(π′′), k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 2, . . . , n. (2.28)

Из предположения следует, что

Cjl−1
(π′) + pjl

+ pjl+1
− djl+1

> Cjl−1
(π′) + pjl

− djl
. (2.29)

К тому же

Cjl−1
(π′) + pjl+1

− djl+1
> Cjl−1

(π′) + pjl
− djl

, (2.30)

Cjl−1
(π′) + pjl+1

− djl
> Cjl−1

(π′) + pjl
− djl

. (2.31)

Из (2.28) – (2.31) видно, что значение минимального вре-
менно́го смещения не уменьшилось. Переобозначим распи-
сание π′ := π′′ и повторим этап 2.

2. Пусть rjl+1
> Cjl−1

(π′). Имеем

Cjk
(π′′) = Cjk

(π′), k = 1, 2, . . . , l − 1, (2.32)

Cjk
(π′′) > Cjk

(π′), k = l + 2, . . . , n. (2.33)

Из предположений следует:

Cjl+1
(π′′)− djl+1

> Cjl
(π′)− djl

, (2.34)

Cjl
(π′′)− djl

> Cjl+1
(π′)− djl+1

. (2.35)

Из (2.29), (2.32) – (2.35) видно, что значение минимально-
го временно́го смещения не уменьшилось. Переобозначим
π′ := π′′ и перейдём к этапу 1.

За конечное число шагов (не больше n) мы придём к
оптимальному расписанию, удовлетворяющему условиям
леммы. Лемма доказана.
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Следующий алгоритм строит n расписаний, среди кото-
рых находится и расписание, удовлетворяющее условиям
леммы.

Алгоритм 2.6 Алгоритм решения "обратной" задачи макси-
мизации минимального временно́го смещения 1 | rj | max Lmin

1: Пронумеруем требования множества N так, чтобы
d1 − p1 ≤ d2 − p2 ≤ · · · ≤ dn − pn.

2: Для k := 1, . . . , n строим расписание
πk := (k, 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n) и находим
λk := min

j=1,n
Lj(Cj(πk)).

3: Вычисляем λ∗ = max
k=1,n

λk.

Для перенумерации требований множества N потребу-
ется не более O(n log n) операций. Для построения распи-
сания πk и нахождения λk, k = 1, . . . , n, необходимо не
более O(n) операций. Следовательно, нахождение λ∗ по-
требует не более O(n2) операций.

Решение задачи максимизации минимального вре-
менно́го смещения 1 | rj | max Lmin является оценкой снизу
оптимального значения целевой функции NP -трудной за-
дачи минимизации максимального временно́го смещения
1 | rj | Lmax.

Теорема 2.7 Для оптимального значения целевой функ-
ции любого примера NP -трудной задачи 1 | rj | Lmax ре-
шение соответствующей "обратной" задачи максимиза-
ции минимального временно́го смещения 1 | rj | max Lmin

выполняется µ∗ ≥ λ∗.

Доказательство. Пусть π′ и π′′ – расписания решения
задач 1 | rj | Lmax и 1 | rj | max Lmin соответственно. Суще-
ствуют требования k′, k′′ ∈ N , для которых:

µ∗ = Ck′(π′)− dk′ ≥ Cj(π
′)− dj, ∀j ∈ N, (2.36)

Cj(π
′′)− dj ≥ Ck′′(π′′)− dk′′ = λ∗, ∀j ∈ N. (2.37)
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Требования k′ и k′′ могут совпадать. Пусть расписание
π′′ = (j1, . . . , jn), для требования j1, очевидно, имеет ме-
сто

Cj1(π
′)− dj1 ≥ Cj1(π

′′)− dj1 . (2.38)

Из (2.36), (2.38), (2.37) будем иметь

µ∗ = Ck′(π′)− dk′ ≥ Cj1(π
′)− dj1 ≥

≥ Cj1(π
′′)− dj1 ≥ Ck′′(π′′)− dk′′ = λ∗,

т.е. µ∗ ≥ λ∗. Теорема доказана.

Таким образом, для решения NP -трудной задачи
1 | rj | ϕmax при неубывающих функциях штрафа пред-
лагается алгоритм 2.5, реализующий метод ветвей и гра-
ниц. Оценка снизу решения подпримеров осуществляется с
помощью решения "двойственной" задачи, которое может
быть найдено за число операций, не превышающее O(n2).

Кроме "двойственной" задачи решена ещё "обратная"
задача, алгоритм 2.6 трудоёмкости O(n2) операций. Если
в задаче минимизации максимального временно́го смеще-
ния "стараются выравнить" смещения минимизируя мак-
симальное, то в "обратной" задаче смещения "выравни-
ваются" за счёт максимизации минимального смещения.
Естественно, искусственные простои прибора запрещены.
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Глава 3

Алгоритмы оптимального
решения задачи
1 | rj | Lmax

В данной главе мы предложим два точных алгоритма
решения общего случая задачи 1 | rj | Lmax. Также мы
предложим алгоритм для решения одного варианта задачи
распознавания для задачи 1 | rj | Lmax.

Разработка точных алгоритмов для общего случая рас-
сматриваемой задачи началась в 70-х годах XX века. Из
работ того времени нам известны алгоритмы Мак-Махона
и Флориана (McMahon, Florian [75]), Десокого и Мар-
гентайллера (Dessouky, Margenthaler [76]), Братлей и др.
(Bratley et al. [77]), Бейкера и Шу (Baker, Su [78]). По-
следние два алгоритма были также рассмотрены в работе
Лейджвега и др. (Lageweg et al. [30]). Было эксперимен-
тально показано, что данные алгоритмы являются наи-
более эффективными среди упомянутых четырех. Следу-
ющим этапом развития точных методов решения задачи
1 | rj | Lmax является работа Карлье (Carlier [29]). Предло-
женный им алгоритм на основе оригинальной схемы ветв-
ления до сих пор считается лучшим алгоритмом для точ-
ного решения рассматриваемой задачи. В литературе мож-
но найти несколько работ, где алгоритм Карлье применя-
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ется в качестве подалгоритма при решении более сложных
задач, например в [79, 80].

Разработанные нами алгоритмы решения задачи
1 | rj | Lmax во многом основаны на идеях, заложенных в
алгоритме Карлье, а также в методе программирования в
ограничениях (Constraint Programming). Для полноты из-
ложения данные алгоритм и метод описаны в разделе 3.1.
Нужно отметить, что будет показан вариант алгоритма
Карлье, несколько изменённый нами для улучшения эф-
фективности. Разработанные нами два алгоритма реше-
ния рассматриваемой задачи представлены в разделе 3.2.

В разделе 3.3 мы продемонстрируем результаты экс-
периментального сравнения четырёх алгоритмов решения
общего случая задачи 1 | rj | Lmax, двух представленных
в диссертации алгоритмов, а также алгоритмов Карлье,
Мак-Махона и Флориана. Насколько нам известно, срав-
нение последних двух алгоритмов никогда не проводилось.

В разделе 3.4 будет рассмотрен вариант задачи рас-
познавания для задачи 1 | rj | Lmax. В данном варианте
задаётся пример задачи и значение максимального вре-
менно́го смещения. Необходимо узнать, существует ли до-
пустимое расписание, т.е. расписание с максимальным вре-
менным смещением, которое не больше заданного значе-
ния. В случае отрицательного ответа требуется найти как
можно меньшее подмножество требований, для которого
также не существует допустимого расписания. Алгоритм,
представленный для решения данного варианта задачи,
был использован нами для решения задачи 1 | rj |

∑

wjUj

(минимизации взвешенного числа запаздывающих требо-
ваний) в [81].

В данной главе предполагается, что все параметры тре-
бований {rj, pj, dj}, j ∈ N , являются целыми числами.
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3.1 Существующие методы решения
задачи 1 | rj | Lmax

3.1.1 Алгоритм Карлье

В данном подразделе мы рассмотрим алгоритм Кар-
лье [29], который на данный момент считается самым эф-
фективным точным методом решения задачи 1 | rj | Lmax.
В целях улучшения алгоритм был нами несколько изме-
нён. Мы будем продолжать называть изменённый алго-
ритм алгоритмом Карлье, так как произведённые измене-
ния не принципиальны.

Следует заметить, что оригинальная статья [29] содер-
жала некоторые неточности, вследствие которых предло-
женный алгоритм был некорректен. Однако в [82, 83] бы-
ла произведена необходимая модификация оригинального
алгоритма, обеспечивающая его корректность.

В основе алгоритма Карлье лежит алгоритм Шраге
(Schrage [49]) сложности O(n log n), который выполняет-
ся на каждом узле дерева поиска. В алгоритме Шраге
на каждое последующее место в расписание ставится тре-
бование с минимальным директивным сроком среди уже
поступивших на обслуживание (если таких нет, то вы-
бирается требование среди имеющих минимальное время
поступления среди неупорядоченных). Опишем алгоритм
формально (алгоритм 3.1). В алгоритме предполагается,
что требования пронумерованы по неубыванию времён по-
ступления, что не ограничивает общности. Оптимальным
расписанием πSch является раннее расписание, соответ-
ствующее найденной перестановке τ .
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Алгоритм 3.1 Алгоритм Шраге (Schrage)

1: t := r1; N ′ := N ; τ := ∅
2: while N ′ 6= ∅ do
3: V := {j | j ∈ N ′, rj ≤ t}
4: if V = ∅ then
5: {V := min{j | j ∈ N ′}}
6: end if
7: i := arg min

j∈V
{dj};

8: τ := (τ, i); N ′ := N ′ \ {i}; t := max{t, ri}+ pi
9: end while

Следующая лемма определяет нижнюю оценку значе-
ния максимального временно́го смещения оптимального
расписания.

Лемма 3.1 [29]. Для любого множества N ′ ⊆ N

h(N ′) = min
j∈N ′

rj +
∑

j∈N ′

pj −max
j∈N ′

dj = rN ′ + pN ′ − dN ′

является нижней оценкой оптимального значения мак-
симального временно́го смещения.

Лемма 3.1 используется в алгоритме для нахождения
нижних оценок, а также в теореме 3.1, которая обосновы-
вает критерий оптимальности расписания Шраге и прави-
ло ветвления алгоритма Карлье.

Теорема 3.1 Пусть построено расписание Шраге
πSch ∈ Π(N) для данного примера задачи, и требо-
вания пронумерованы в том порядке, в котором они
упорядочены в πSch. Пусть также b ∈ N – критиче-
ское требование, т.е. Lb(πSch) = Lmax(πSch), и a ∈ N –
последнее такое требование, что a ≤ b и

sa(πSch)− min
a≤j≤b

rj ≤ Lb(πSch)− UB, (3.1)

где UB — некоторая верхняя оценка значения оптималь-
ного решения задачи, UB ≤ Lmax(πSch).

Примем S = {a, . . . , b}, тогда:
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• если не существует такого требования c ∈ S, что
dc > db, то для данного примера не существует
расписания c максимальным временным смещением,
меньшим, чем UB;

• иначе, если c ∈ S — наибольший такой индекс, что
dc > db, то при любом расписании π′, для которого
Lmax(π′) < UB, данное требование c выполняется
или до, или после всех требований из множества
J = {c + 1, . . . , b}.

Доказательство. Заметим, что между требованиями из
множества S в расписании πSch прибор не простаивает.
Если бы прибор простаивал, это означало бы, что суще-
ствует требование a′ ∈ S, a′ > a, обслуживаемое сразу
после простоя и удовлетворяющее ограничению (3.1), так
как sa′(πSch) = ra′ = min

j∈S
rj (согласно правилу построения

расписания Шраге). И это бы противоречило условию, что
требование a — последнее такое требование.

Поэтому

Lp(πSch) = sa(πSch) +
∑

j∈S

pj − db. (3.2)

Если не существует такого требования c ∈ S, что dc > db,
то db = max

j∈S
dj. Используя (3.1) и (3.2), имеем

min
j∈S

rj +
∑

j∈S

pj −max
j∈S

dj ≥ UB. (3.3)

Согласно лемме 3.1 левая часть неравенства (3.3) является
нижней оценкой оптимального решения для данного при-
мера, т.е. не существует такого расписания π′ ∈ Π(N), что
Lmax(π) < UB.

Пусть теперь существует требование i ∈ S, что di > db.
И пусть c — последнее такое требование, т.к. db = max

j∈J
dj.

Аналогично предыдущему случаю, так как между тре-
бованиями из S в πSch отсутствуют простои, мы име-
ем Lb(πSch) = sc(πSch) + pc +

∑

j∈J

pj − db. Заметим, что

141



sc(πSch) < min
j∈J

rj, иначе существовало бы требование из J ,

обслуживаемое перед требованием c в расписании Шра-
ге πSch (так как dc > db = max

j∈J
dj). Пусть требование c

выполняется между требованиями из J в π′. Тогда вре-
менно́е смещение требования k ∈ J ⊂ N , обслуживае-
мого последним среди требований из J ∪ {c}, составляет
Lk(π′) ≥ min

j∈J
rj + pc +

∑

j∈J

pj − dk ≥ Lp(πSch) ≥ UB, так как

dk ≤ max
j∈J

dj < dp. Поэтому в расписании π′ требование c

обслуживается или до, или после после всех требований
из J .

Теорема 3.1 отличается от аналогичной теоремы из [29]
способом определения требования a (в [29] требование a
— ближайшее слева к b в πSch требование, перед которым
прибор простаивает). Данный альтернативный способ поз-
воляет несколько сократить перебор.

Правило ветвления алгоритма Карлье основано на тео-
реме 3.1. После построения расписания Шраге, если вы-
полняется второй случай теоремы 3.1, мы находим требо-
вание c и множество требований J . Далее создаются два
дочерних узла, в одном из которых требование c обслужи-
вается перед всеми требованиями из J (для этого изменя-
ется его директивный срок на dc = db − pJ), а в другом
требование c обслуживается после требований из множе-
ства J (для этого изменяется его время поступления на
rc = rJ + pJ). Если выполняется первый случай теоре-
мы 3.1, то для текущего примера не существует лучшего
расписания, чем уже найденное с максимальным времен-
ным смещением UB. Поэтому ветвления из этого узла не
происходит.

Правило оценивания алгоритма основано на лемме 3.1.
Каждому узлу дерева поиска соответствует нижняя оцен-
ка LB. После построения расписания Шраге нижняя оцен-
ка дочерних узлов определяется как максимум от LB, h(J)
и h(J ∪ {c}). Дочерний узел рассматривается только если
его нижняя оценка меньше, чем текущая верхняя оценка
UB.
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В качестве стратегии поиска используется поиск “в
длину”, причём из дочерних узлов первым рассматрива-
ется тот, где требование c обслуживается после всех тре-
бований из J .

Проведённое нами предварительное эксперименталь-
ное исследование показало, что добавление нижней оцен-
ки, используемой в алгоритме Мак-Махона и Флориана,
увеличивает эффективность алгоритма. Заметим, что вы-
числение нижней оценки Мак-Махона и Флориана также
основано на построении расписания Шраге. Формально
алгоритм Карлье представлен как алгоритм 3.2.

3.1.2 Метод программирования в ограничениях

В данном подразделе мы рассмотрим метод програм-
мирования в ограничениях (ПвО) и его использование для
решения задач теории расписаний.

Программирование в ограничениях (Constraint
Programming) — это метод, созданный для решения
комбинаторных задач, которые могут быть смоде-
лированы как одна или несколько задач выполни-
мости системы ограничений (ЗВСО) (Constraint
Satisfaction Problem). Пример ЗВСО задаётся мно-
жеством переменных, множеством возможных значе-
ний для каждой переменной, называемым доменом
(domain), а также множеством ограничений, заданных
на множестве переменных. ЗВСО является задачей рас-
познавания, где требуется узнать, существуют ли такие
возможные значения переменных, при которых выпол-
няются все заданные ограничения. Множество таких
значений переменных, если задача выполнима, называет-
ся решением ЗВСО. В ПвО ограничения используются
не только для тестирования допустимости решения, но
также и в активном режиме для удаления значений из
доменов переменных, определения вытекающих новых
ограничений, установления несовместимости. Процесс
использования ограничений для получения этих заклю-
чений называется пропагацией ограничений (constraint
propagation). Алгоритмы, которые осуществляют пропага-
цию ограничений, называются алгоритмами фильтрации
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Алгоритм 3.2 Алгоритм Карлье

1: π∗ := ∅; UB :=∞;
2: CARLIER(N ,−∞);
3: procedure CARLIER(N ,LB)
4: Построим расписание Шраге πSch ∈ Π(N).
5: if Lmax(πSch) < UB then
6: π∗ := πSch; UB := Lmax(πSch)
7: end if
8: Перенумеруем требования в том порядке, в котором они

обслуживаются в πSch.
9: Найдём критическое требование b ∈ N :

Lb(πSch) = Lmax(πSch).
10: LB := max{LB, LBMF , h(J) = rJ + pJ − db}.
11: Найдём такой наибольший номер a ∈ N , что a ≤ b и

sa(πSch)− min
a≤j≤b

rj ≤ Lb(πSch)− UB.

12: if LB < UB AND существует такое требование
i ∈ {a, . . . , b}, что di > db then

13: Выберем такой наибольший номер
c ∈ {a, . . . , b}, что dc > db.

14: J := {c + 1, . . . , b};
15: LB1 := max{LB, rJ + pJ + pc − dc};
16: if LB1 < UB then
17: r̂ := rc; rc := rJ + pJ ; CARLIER(N ,LB1); rc := r̂
18: end if
19: LB2 := max{LB, rc + pJ + pc − db};
20: if LB2 < UB then
21: d̂ := dc; dc := db − pJ ; CARLIER(N ,LB2); dc := d̂
22: end if
23: end if
24: end procedure
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(filtering algorithms).
Так как в общем случае ЗВСО является NP -

сложной [9], обычно пропагация ограничений не даёт отве-
та на вопрос о существовании решения задачи. То есть не
все следствия из системы ограничений могут быть выведе-
ны. В частности, одной пропагацией ограничений не всегда
можно установить несовместимость системы. Поэтому для
решения задачи необходимо дополнительно производить
частичный перебор решений. Обычно это осуществляет-
ся с помощью алгоритма, использующего дерево поиска.
В итоге метод ПвО является в некоторой степени анало-
гом метода ветвей и границ. Отличие заключается в том,
что в методе ветвей и границ для сокращения перебора
используется правило оценивания, а в ПвО – пропагация
ограничений.

Важный принцип ПвО, так называемый “принцип ло-
кальности”, заключается в том, что пропагация каждо-
го ограничения должна осуществляться как можно более
независимо от других ограничений задачи. В соответствии
с данным принципом алгоритмы фильтрации разрабаты-
ваются для каждого ограничения или группы ограниче-
ний отдельно, что позволяет не создавать специальные
алгоритмы для каждой вновь возникающей задачи, а ис-
пользовать уже существующие алгоритмы как “кирпичи-
ки” для решения сложных практических задач. Детальное
представление метода программирования в ограничениях
можно найти в книгах [84, 85].

Задачи теории расписаний для одного прибора с запре-
щением прерываний могут быть смоделированы как ЗВСО
следующим образом. Для каждого требования j ∈ N вво-
дится переменная start(j), которая обозначает время фак-
тического начала обслуживания требования j. Также для
каждого требования в качестве исходных данных задачи
задаются время поступления требования rj, жесткий ди-
рективный срок d̄j, а также время обслуживания pj. За-
метим, что все исходные данные задачи должны быть це-
лыми числами. Любое требование j ∈ N может обслужи-
ваться только в отрезке [rj, d̄j]. Поэтому начальным доме-
ном переменной start(j) является множество целых чисел
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из отрезка [rj, d̄j − pj] (рис. 3.1). В процессе решения за-
дачи домен переменной start(j) может уменьшаться, но
для удобства мы будем использовать rj и d̄j также для
обозначения текущего наименьшего времени начала об-
служивания (текущего времени поступления) и текущего
наибольшего времени окончания обслуживания (текуще-
го предельного срока) требования j соответственно.

Домен переменной start(j) pj
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Рис. 3.1: Требование j и домен переменной start(j)

“Глобальное” ограничение1 disjunctive определяется
на множестве переменных start(j), j ∈ N , и обеспечивает
выполнение не более одного требования в каждый момент
времени, т.е. для каждой пары требований i, j ∈ N гаран-
тируется выполнение ограничения

(

start(i) + pi ≤ start(j)
)

∨
(

start(j) + pj ≤ start(i)
)

.

Мы рассмотрим наиболее используемую технику филь-
трации для “глобального” ограничения disjunctive, на-
званную в английской литературе “Edge-Finding”. Данная
техника предназначена для установления неявных отно-
шений предшествования между некоторым требованием
k ∈ N и некоторым множеством требований Ω ⊂ N , т.е.
устанавливается требование k, которое должно обслужи-
ваться после всех требований из множества Ω (Ω→ k) или
перед всеми требованиями из Ω (k → Ω). Данное заключе-
ние может вести к изменению минимального времени на-
чала обслуживания или максимального времени оконча-

1В ПвО ограничение называется “глобальным”, если оно состоит из
нескольких простых ограничений.
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ния обслуживания требования k, т.е. к уменьшению доме-
на переменной start(k). Напомним, что для произвольного
множества требований S введены обозначения rS = min

j∈S
rj,

dS = max
j∈S

dj, pS =
∑

j∈S

pj. Следующие правила раскрывают

суть техники “Edge-Finding”:

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [d̄Ω − rΩ∪{k} < pΩ + pk]⇒ [Ω→ k]; (3.4)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [Ω→ k]⇒ [start(k) ≥ max
∅6=Ω′⊆Ω

{rΩ′ + pΩ′}]; (3.5)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [d̄Ω∪{k} − rΩ < pΩ + pk]⇒ [k → Ω]; (3.6)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [k → Ω]⇒ [start(k) ≤ min
∅6=Ω′⊆Ω

{d̄Ω′ − pΩ′} − pk].

(3.7)
При наличии n требований всего априори существует

O(n2n) пар (k, Ω) для проверки условий (3.4) и (3.6). Мы
рассмотрим алгоритм, детально представленный как алго-
ритм 3.3, осуществляющий все возможные изменения до-
менов переменных start(j), j ∈ N , согласно правилам (3.4)
– (3.5) за время O(n2). Данный алгоритм описан в книге
Баптиста и др. (Baptiste et al. [38, с.24]). Можно заметить,
что, заменив все времена поступления rj на r′j = dN −dj, а

все предельные сроки d̄j на d̄′
j = dN − rj, из условий (3.4)

и (3.5) мы получим соответственно (3.6) и (3.7). Поэтому
алгоритм может быть также применён для изменения до-
менов переменных start(j), j ∈ N , согласно правилам (3.6)
и (3.7), так как примеры {rj, pj, d̄j}, j ∈ N , и {r′j, pj, d̄

′
j},

j ∈ N , эквивалентны согласно лемме 1.3.
В качестве данных алгоритм получает текущие време-

на поступления rj, текущие предельные сроки d̄j и про-
должительности обслуживания pj, т.е. домены [rj, d̄j − pj]
переменных start(j), j ∈ N . На выходе домены могут быть
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Алгоритм 3.3 Алгоритм фильтрации “Edge-Finding” для “гло-
бального” ограничения disjunctive

1: for l := 1 to n do
2: r′l := rl
3: end for
4: for l := 1 to n do
5: P := 0; C := −∞; H := −∞;
6: for k := n down to 1 do
7: if d̄k ≤ d̄l then
8: P := P + pk; C := max{C, rk + P}
9: end if

10: Ck := C
11: end for
12: for k := 1 to n do
13: if d̄k ≤ d̄l then
14: H := max{H, rk + P}; P := P − pk
15: else
16: if rk + pk + P > d̄l then
17: r′k := max{r′k, Ck}
18: end if
19: if H + pk > d̄l then
20: r′k := max{r′k, C}
21: end if
22: end if
23: end for
24: end for
25: for l := 1 to n do
26: rl := r′l
27: end for
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сокращены путём увеличения текущих времён поступле-
ния. Для алгоритма подразумевается, что множество тре-
бований N = {1, 2, . . . , n} отсортировано по неубыванию
rj. Через r′j обозначаются изменённые в процессе работы
алгоритма значения rj.

Внешний цикл алгоритма работает по текущим пре-
дельным срокам требований d̄j. На l-й итерации рассмат-
ривается l-е требование в порядке неубывания rj. Затем
множество требований разбивается на подмножество Ω(l),
содержащее требования с текущим предельным сроком не
более d̄l, и подмножество Ω̄(l) = N \ Ω(l). Изменения те-
кущих времён поступления будут происходить у требова-
ний, входящих в последнее подмножество. Пусть также
Ω(l, k) = {j ∈ Ω(l) | rj ≥ rk}.

После первого внутреннего цикла, т.е. после строки 11
алгоритма 3.3, мы располагаем следующими значениями:

P = pΩ(l);

C = max∅6=Ω′⊆Ω(l){rΩ′ + pΩ′};

Ck = max∅6=Ω′⊆Ω(l,k){rΩ′ + pΩ′}, ∀k ∈ N.

На строках 16 – 18 алгоритма 3.3 происходят измене-
ния текущих времён поступления согласно правилам (3.4)
и (3.5) для требования k и всех возможных подмножеств
множества Ω(l, k). Благодаря строке 19 переменная алго-
ритма P равняется pΩ(l,k). Если значение rk +pk +P превы-
шает d̄l, то Ω(l, k)→ k, и поэтому rk может быть увеличено
до величины max{r′k, Ck}.

На строках 19 – 21 алгоритма 3.3 происходят измене-
ния текущих времён поступления согласно правилам (3.4)
и (3.5) для требования k и всех возможных подмножеств
множества Ω, включающих по меньшей мере одно требо-
вание j, идущее перед требованием k в порядке неубыва-
ния текущих времён поступления, т.е. j < k. Благодаря
условию в строке 19 переменная алгоритма H равняет-
ся максимальному из минимальных времён окончания об-
служивания всех требований из таких подмножеств, т.е.
H = max

j<k
rj + pΩ(l,j). Пусть jmax = arg max

j<k
rj + pΩ(l,j). Ес-
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ли значение H + pk превышает d̄l, то Ω(l, jmax) → k и rk

может быть увеличено до max{r′k, Cjmax
}. По определению

Cjmax
= C.

Другие варианты алгоритмов фильтрации, действую-
щие согласно технике “Edge-Finding”, были рассмотрены в
работах Карлье и Пинсона (Carlier, Pinson [86, 87]). Ал-
горитм, представленный в последней из этих работ, имеет
трудоёмкость O(n log n), однако требует использование го-
раздо более сложных структур данных.

3.2 Алгоритмы решения задачи 1 | rj | Lmax

В данном разделе мы представим два алгоритма ре-
шения общего случая задачи 1 | rj | Lmax. Первый алго-
ритм построен по методу программирования в ограниче-
ниях, но использует специальное правило ветвления. Вто-
рой алгоритм основан на алгоритме Карлье. Существен-
ным отличием предлагаемого алгоритма является исполь-
зования алгоритма фильтрации “Edge-Finding” на каждом
узле дерева поиска. За счёт включения данного алгоритма
достигается значительное сокращение перебора и увеличе-
ние эффективности алгоритма.

Задача 1 | rj | Lmax может быть смоделирована как
ЗВСО при помощи ограничения disjunctive, рассмотрен-
ного в предыдущем подразделе. В самом деле, проверка
выполнимости данного “глобального” ограничения явля-
ется вариантом распознавания рассматриваемой задачи.
При фиксированном значении максимального временно́го
смещения L′ вариант распознавания заключается в про-
верке существования расписания π ∈ Π(N), максимальное
временно́е смещение которого не превышает заданное зна-
чение: Lmax(π) ≤ L′. Данная задача формулируется как
ЗВСО с одним “глобальным” ограничением disjunctive с
исходными данными {rj, pj, d̄j}, ∀j ∈ N , где жесткий ди-
рективный срок каждого требования j ∈ N задаётся как
d̄j = dj + L′.

Как уже было сказано выше, для построения алгорит-
ма, решающего ЗВСО по методу ПвО, необходимо опреде-
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лить три составные части: как будет осуществляться про-
пагация ограничений, правило ветвления и стратегию по-
иска. В нашем случае пропагация единственного ограни-
чения осуществляется алгоритмом 3.3.

Правило ветвления может задаваться несколькими
стандартными способами. Во-первых, ветвление может
происходить по домену какой-либо переменной, когда в
каждом из дочерних узлов в домене выбранной перемен-
ной остается по одному значению. То есть создаётся та-
кое число дочерних узлов текущего узла дерева поиска,
сколько значений было в текущем домене выбранной пе-
ременной. В данном случае стратегия выбора переменной
для ветвления также оказывает заметное влияние на эф-
фективность всего алгоритма. Во-вторых, ветвление мо-
жет происходить по отношениям предшествования. В дан-
ном случае выбирается множество требований Ω ⊆ N и в
дочерних узлах добавляется ограничение, согласно кото-
рому одно из требований из Ω обслуживается первым (по-
следним) среди требований из Ω. То есть создаётся | Ω |
дочерних узлов. Заметим, что в данном случае в потомках
текущего узла дерева поиска должна осуществляться про-
пагация не только начального ограничения disjunctive,
но и ограничений предшествования.

В нашем случае, однако, может быть применена более
эффективная специализированная схема ветвления, заим-
ствованная из алгоритма Карлье. Когда алгоритмы филь-
трации ограничения disjunctive не могут далее сокра-
тить домены переменных, выполняется алгоритм Шраге.
Если в полученном расписании Шраге время окончания
обслуживания не превышает “жесткий” директивный срок
для всех требований, то допустимое решение ЗВСО найде-
но. Если нижняя оценка, основанная на построенном рас-
писании, строго больше нуля, то легко убедиться в том,
что допустимого решения ЗВСО не существует. Если же
существование допустимого решения ЗВСО остается под
вопросом, то ветвление происходит таким же образом, как
и в алгоритме Карлье, согласно теореме 3.1. Как и в алго-
ритме 3.2, в дочерних узлах дерева поиска изменяется или
время поступления, или жесткий директивный срок опре-
деленного требования c. В терминах ПвО такое изменение
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соответствует сокращению домена переменной start(c).
В ПвО стратегия “лучшей оценки” не может быть при-

менена в качестве стратегии поиска, так как в ЗВСО от-
сутствует целевая функция и, соответственно, правило
оценивания. Поэтому в алгоритмах по методу ПвО обыч-
но используется поиск “в глубину”. При этом стратегия
должна определять порядок, в котором просматриваются
дочерние узлы.

Последним шагом в построении алгоритма решения за-
дачи 1 | rj | Lmax по методу ПвО является моделирова-
ние целевой функции. Задача минимизации целевой функ-
ции может быть решена путём последовательного реше-
ния нескольких ЗВСО, алгоритм для решения которых
уже определен. Перед этим необходимо определить верх-
нюю и нижнюю оценки целевой функции ub и lb. Это мо-
жет быть сделано, например, алгоритмом Шраге. Верхняя
оценка определяется максимальным временным смещени-
ем построенного расписания Шраге. Нижняя оценка мо-
жет быть получена аналогично тому, как это происходит
в алгоритме Мак-Махона и Флориана. После определения
оценок целевой функции существует следующие способы
нахождения оптимума.

• Решаются примеры ЗВСО, последовательно увеличи-
вая значение L′ на 1 начиная с нижней оценки lb, пока
для некоторого значения L∗ ЗВСО не окажется раз-
решимой. Данное значение L∗ и будет оптимальным
значением, а решением задачи будет решение послед-
ней ЗВСО.

• Решаются примеры ЗВСО, последовательно умень-
шая значение L′ на 1 начиная с верхней оценки ub,
пока для некоторого значения L∗ ЗВСО не окажется
неразрешимой. Значение L∗ + 1 будет оптимальным
значением, а решением задачи будет решение послед-
ней разрешимой ЗВСО.
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• Дихотомия. Осуществляется повторением двух эта-
пов:

1) решается ЗВСО с L′ = b(ub + lb)/2c;

2) если ЗВСО разрешима, то ub := L′, если нераз-
решима, то lb := L′ + 1.

Данный процесс продолжается до тех пор, пока верх-
няя оценка ub не сравняется с нижней lb. Значение
L∗ = ub = lb и будет оптимальным значением целе-
вой функции. Решением задачи будет решение при-
мера ЗВСО с найденным значением L′ = L∗.

Проведённые нами эксперименты показали, что при ре-
шении задачи 1 | rj | Lmax алгоритмом по методу ПвО
использование дихотомии даёт наименьшее среднее чис-
ло решённых ЗВСО. Соответственно, при использовании
дихотомии среднее время решения меньше, чем при ис-
пользовании первых двух способов.

Для вычисления начальных значений верхней и ниж-
ней оценок ub и lb выполняется алгоритм Шраге. Макси-
мальное временно́е смещение расписания Шраге являет-
ся начальной верхней оценкой. Начальной нижней оцен-
кой является нижняя оценка Мак-Махона и Флориана
LBMF [75].

Формально описанный метод представлен как
алгоритм 3.4, где используется функция реше-
ния ЗВСО (алгоритм 3.5). Недостатком приве-
дённого алгоритма, основанного на методе ПвО,
является необходимость решения нескольких
ЗВСО. В общем случае сложность решения ЗВСО
соответствует сложности решения всего примера ис-
ходной задачи. Более того, примеры ЗВСО не сильно
отличаются друг от друга, что приводит к многократному
выполнению одних и тех же действий.

Для решения задачи 1 | rj | Lmax существует возмож-
ность отказаться от использования стандартной схемы ме-
тода ПвО и использовать алгоритмы фильтрации без ре-
шения последовательности ЗВСО. Для этого применяется
алгоритм ветвей и границ, в котором ветвление происхо-
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Алгоритм 3.4 Алгоритм решения задачи 1 | rj | Lmax по ме-
тоду ПвО

1: π∗ := ∅.
2: Построим расписание Шраге и найдём начальные оценки

ub и lb = LBMF .
3: while lb < ub do
4: sol := b(ub + lb)/2c;
5: d̄j := dj + sol, ∀j ∈ N ;
6: if CSP(r,p,d̄) then
7: ub := sol
8: else
9: lb := sol + 1

10: end if
11: end while

дит за счёт увеличения времён поступлений и/или умень-
шения директивных сроков. На каждом узле дерева по-
иска перед ветвлением алгоритмы фильтрации выполня-
ются для дальнейшего изменения rj и dj. Для этого ди-
рективные сроки требований временно изменяются на ве-
личину, меньшую на 1, чем текущая верхняя оценка UB:
d̄j := dj + UB − 1. Затем алгоритмы фильтрации сокра-
щают насколько это возможно домены [rj, d̄j] переменных
start(j), j ∈ N . Если при этом определена несовмести-
мость, то текущий узел дерева поиска обрезается, так как
лучшего решения, чем UB не существует. Если несовме-
стимость не доказана, то директивные сроки получают об-
новленные значения dj := d̄′

j −UB + 1, j ∈ N , и ветвление
происходит обычным способом (времена поступления об-
новляются алгоритмами фильтрации напрямую).

Предварительные эксперименты показали, что наибо-
лее эффективным выбором является использование ал-
горитмов фильтрации на узлах дерева поиска алгоритма
Карлье. Опять же, целесообразно применять только тех-
нику фильтрования “Edge-Finding”, так как дополнитель-
ное использование фильтрации “Not-First”/“Not-Last” не
даёт сокращения перебора. Формально описанный алго-
ритм представлен как алгоритм 3.6.
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Алгоритм 3.5 Функция решения ЗВСО для алгоритма по ме-
тоду ПвО

1: function CSP(r̄,p̄,d̄)
2: d∗ := maxj∈N d̄j
3: repeat
4: Положим rj := r̄j , pj := p̄j , dj := d̄j , ∀j ∈ N , и выполним

алгоритм 3.3.
5: r̄ := rj , ∀j ∈ N ;
6: Положим rj := d∗ − d̄j , pj := p̄j , dj := d∗ − r̄j , ∀j ∈ N , и

выполним алгоритм 3.3.
7: d̄j := d∗ − rj , ∀j ∈ N
8: until нет изменений в r̄ или d̄
9: Построим расписание Шраге πSch ∈ Π(N) для примера
{r̄, p̄, d̄}.

10: if Lmax(πSch) ≤ 0 then
11: π∗ := πSch; return True
12: end if
13: Перенумеруем требования в том порядке, в котором они

обслуживаются в πSch.
14: Найдём критическое требование b ∈ N :

Lb(πSch) = Lmax(πSch).
15: LB := max{LBMF , h(J) = r̄J + p̄J − d̄b};
16: Найдём наибольший такой номер a ∈ N , что a ≤ b и

sa(πSch)− min
a≤j≤b

r̄j < Lb(πSch).

17: rs := False
18: if LB ≤ 0 AND существует такое требование i ∈ {a, . . . , b},

что d̄i > d̄b then
19: Выберем наибольший такой номер

c ∈ {a, . . . , b}, что d̄c > d̄b.
20: J := {c + 1, . . . , b};
21: if max{LB, r̄J + p̄J + p̄c − d̄c} ≤ 0 then
22: r̂ := r̄c; r̄c := r̄J + p̄J ; rs := (rs or CSP(r̄,p̄,d̄)); r̄c := r̂
23: end if
24: if max{LB, r̄c + p̄J + p̄c − d̄b} ≤ 0 then

25: d̂ := d̄c; d̄c := d̄b − p̄J ; rs := (rs or CSP(r̄,p̄,d̄)); d̄c := d̂
26: end if
27: end if
28: return rs
29: end function
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Алгоритм 3.6 Алгоритм решения задачи 1 | rj | Lmax с ис-
пользованием правила ветвления Карлье и фильтрации “Edge-
Finding”

1: π∗ := ∅; построим расписание Шраге и найдём начальные
оценки UB и LB.

2: NODE(LB,r,p,d)
3: procedure NODE(LB,r̄,p̄,d̄)
4: d∗ := maxj∈N d̄j + UB;
5: repeat
6: Положим rj := r̄j , pj := p̄j , dj := d̄j + UB − 1, ∀j ∈ N ,

и выполним алгоритм 3.3. r̄ := rj , ∀j ∈ N . Положим
rj := d∗ − d̄j , pj := p̄j , dj := d∗ − r̄j + UB − 1, ∀j ∈ N , и
выполним алгоритм 3.3. d̄j := d∗ − rj , ∀j ∈ N .

7: until нет изменений в r̄ или d̄
8: Построим расписание Шраге πSch ∈ Π(N) для примера
{r̄, p̄, d̄}.

9: if Lmax(πSch) < UB then
10: π∗ := πSch; UB := Lmax(πSch)
11: end if
12: Перенумеруем требования в том порядке, в котором они

обслуживаются в πSch. Найдём критическое требование
b ∈ N : Lb(πSch) = Lmax(πSch);

13: LB := max{LBMF , h(J) = r̄J + p̄J − d̄b};
14: Найдём наибольший такой номер a ∈ N , что a ≤ b и

sa(πSch)− min
a≤j≤b

r̄j < Lb(πSch).

15: if LB < UB AND существует такое требование
i ∈ {a, . . . , b}, что d̄i > d̄b then

16: Выберем наибольший такой номер c ∈ {a, . . . , b}, что
d̄c > d̄b; J := {c + 1, . . . , b};

17: LB1 := max{LB, r̄J + p̄J + p̄c − d̄c};
18: if LB1 < UB then
19: r̂ := r̄c; r̄c := r̄J + p̄J ; NODE(LB1,r̄,p̄,d̄); r̄c := r̂
20: end if
21: LB2 := max{LB, r̄c + p̄J + p̄c − d̄b};
22: if LB2 < UB then
23: d̂ := d̄c; d̄c := d̄b − p̄J ; NODE(LB2,r̄,p̄,d̄); r̄c := r̂
24: end if
25: end if
26: end procedure
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3.3 Экспериментальное сравнение
алгоритмов решения задачи 1 | rj | Lmax

В данном разделе мы представим результаты экспери-
ментального исследования следующих четырех алгорит-
мов:

• MMF – алгоритм Мак-Махона и Флориана;

• CAR – алгоритм 3.2 (Карлье с использованием ниж-
ней оценки Мак-Махона и Флориана);

• CP – алгоритм 3.4 (по методу ПвО);

• HYB – алгоритм 3.6 (метод ветвей и границ с исполь-
зованием правила ветвления Карлье, нижней оценки
Мак-Махона и Флориана и выше приведённого алго-
ритма фильтрации “Edge-Finding”).

Как это было показано в лемме 1.3, инверсионные при-
меры IP и IQ c параметрами требований соответственно
{rP

j , pj, d
P
j } и {rQ

j = −dP
j , pj, d

Q
j = −rP

j }, j ∈ N , являются
эквивалентными. Однако сложность решения двух инвер-
сионных примеров может сильно отличаться. Обозначим

R = max
j∈N

rj −min
j∈N

rj, D = max
j∈N

dj −min
j∈N

dj.

В [30] было экспериментально показано, что алгоритм
Мак-Махона и Флорина эффективнее решает примеры,
для которых выполняется R ≥ D. Наши предваритель-
ные тесты также показали, что все четыре исследуемых
алгоритма работают быстрее для примеров, для кото-
рых выполняется R ≥ D. Поэтому основной эксперимент
проводился с алгоритмами соответственно MMF_RD,
CAR_RD, CP_RD, HYB_RD, которые решают ин-
версионный эквивалентный пример, если в заданном при-
мере R < D.

Для экспериментов были использованы три набора те-
стовых примеров. Примеры из первых двух наборов “l” и
“s” были сгенерированы следующим образом (здесь Kr и
Kd — параметры генерации):
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• продолжительности обслуживания pj генерирова-
лись по равномерному распределению в отрезке
[10, 100];

• времена поступления rj генерировались по равномер-
ному распределению в отрезке [1, Krn];

• для примеров из набора “l” директивные сроки dj ге-
нерировались по равномерному распределению в от-
резке [1, Kdn];

• для примеров из набора “s” директивные сроки dj ге-
нерировались по равномерному распределению в от-
резке [rj + pj, rj + pj + Kdn].

Все параметры требований являются целыми числами.
Для обоих наборов тестовых примеров были использо-

ваны следующие значения параметров:

n 50, 100, 150, 200, 250, 300;

Kr 20, 30, 40, 50, 60;

Kd 20, 30, 40, 50, 60.

Для каждой тройки (n,Kr, Kd) и каждого из двух набо-
ров было сгенерировано 100 примеров, т.е. и набор “l”, и
набор “s” содержат по 2500 примеров для каждой размер-
ности. Предварительные эксперименты показали, что дан-
ный выбор значений параметров Kr и Kd задаёт наиболее
“трудную” область примеров. Данное наблюдение подтвер-
ждает результаты, представленные в [29, 30].

Третий набор тестовых примеров “h” включает в себя
85 “трудных” примеров, встретившихся при решении зада-
чи 1 | rj |

∑

wjUj методом ветвей и отсечений [81]. Данные
примеры содержат от 44 до 116 требований.

Эксперименты проводились на компьютере с процессо-
ром 2 GHz и памятью 512 Mb. Введём следующие обозна-
чения полученных результатов:

P1m — процент примеров, оптимально решённых за 1 ми-
нуту;
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Tav — среднее время в миллисекундах, необходимое для
оптимального решения примера;

Nav — среднее число просмотренных узлов в построенном
дереве поиска.

Заметим, что при достижении лимита времени (1 мину-
та) для подсчёта результатов используется текущее время
и текущее число просмотренных узлов в дереве поиска.
То есть при наличии нерешённых примеров приведённые
значения Tav и Nav являются нижними оценками реальных
значений.

В таблице 3.1 представлены результаты для тестовых
наборов примеров “l” и “s”. Алгоритм MMF_RD оказался
худшим по всем параметрам. С его помощью не удалось
решить около 97.5% примеров. Алгоритм CAR_RD по-
казал себя намного эффективнее, он не мог решить только
0.22% тестовых примеров. Напомним, что примеры гене-
рировались из “трудной” области, поэтому эффективность
алгоритма можно признать удовлетворительной для реше-
ния примеров на практике. Однако заметим, что из 66 при-
меров размерности от 50 до 300, для которых оптимальное
решение не было найдено за 1 минуту, только для 8 при-
меров алгоритм CAR_RD нашёл оптимальное решение
за время, меньшее чем 30 минут.

Каждый из алгоритмов CP_RD и HYB_RD решил
все тестовые примеры за 1 минуту. Причём последнему по-
требовалось больше 4 секунд для решения только одного
из 30 000 примеров. Алгоритму HYB_RD, как и ожи-
далось, в среднем требуется просмотреть меньше узлов,
чем алгоритму CP_RD, так как последнему требуется
решить несколько ЗВСО. В экспериментах данный алго-
ритм рассматривал в среднем 3 ЗВСО для решения одного
примера. При сравнимом времени, затрачиваемом на ре-
шение одного узла дерева поиска, алгоритм HYB_RD
превосходит по скорости решения алгоритм CP_RD. За-
метим также, что оптимизация реализации этих двух ал-
горитмов может существенно сократить время их испол-
нения.
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Таблица 3.1: Результаты для тестовых наборов “l” и “s”
MMF_RD CAR_RD

Test P1m Tav Nav P1m Tav Nav

l-50 94.24% 3523.2 151842.5 99.84% 109.4 7192.1

l-100 96.32% 2213.3 31048.3 99.60% 247.9 5431.2

l-150 97.48% 1546.2 10668.5 99.68% 194.0 1971.1

l-200 97.88% 1278.7 5438.1 99.76% 148.3 956.6

l-250 97.56% 1474.5 4229.2 99.60% 248.5 1061.7

l-300 97.84% 1314.5 2853.4 99.64% 228.6 596.1

s-50 98.12% 1225.6 53015.0 100% 4.2 209.1

s-100 97.20% 1761.9 25659.7 99.96% 28.8 559.4

s-150 98.00% 1217.2 8908.1 99.68% 209.5 1860.4

s-200 98.40% 1002.4 4302.6 99.84% 108.0 497.9

s-250 98.52% 896.4 2716.9 99.88% 81.5 282.0

s-300 99.04% 581.9 1304.0 99.88% 86.8 213.4

CP_RD HYB_RD

Test P1m Tav Nav P1m Tav Nav

l-50 100% 11.7 18.6 100% 3.4 5.6

l-100 100% 64.6 32.0 100% 18.2 10.0

l-150 100% 187.4 43.8 100% 55.2 14.5

l-200 100% 407.0 56.2 100% 119.0 18.7

l-250 100% 732.0 66.7 100% 225.6 23.3

l-300 100% 1179.6 75.6 100% 373.2 27.4

s-50 100% 5.6 8.5 100% 1.7 2.9

s-100 100% 29.3 13.9 100% 8.6 4.6

s-150 100% 90.8 19.8 100% 27.9 6.9

s-200 100% 148.1 20.1 100% 40.3 6.2

s-250 100% 230.6 20.6 100% 63.7 6.5

s-300 100% 380.7 23.8 100% 105.2 7.5
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О полном превосходстве алгоритмов, использующих
пропагацию, говорить, однако, преждевременно. В данных
алгоритмах время, затрачиваемое на рассмотрение одного
узла дерева поиска, намного превосходит таковое для ал-
горитмов MMF_RD и CAR_RD. Поэтому, хотя и сред-
нее число узлов в алгоритмах CP_RD и HYB_RD на-
много меньше, среднее время решения для примеров боль-
шой размерности сравнимо с таковым для алгоритма Кар-
лье.

В целом можно сделать заключение о том, что, если
требуется обязательное точное решение всего множества
заданных примеров задачи 1 | rj | Lmax размерности до
нескольких сотен требований, например для решения под-
задач в некотором алгоритме, вариант HYB_RD явля-
ется предпочтительным. Если же не требуется точного ре-
шения всего множества примеров, то можно советовать
использование алгоритма CAR_RD.

Таблица 3.2: Сравнение результатов тестового набора “h”
CAR_RD HYB_RD

P1m Tav Nav P1m Tav Nav

96.47% 1588.6 28879.2 100% 620.1 386.6

В заключение мы приведём небольшую иллюстрацию
того, что с “трудными” примерами задачи 1 | rj | Lmax

действительно можно столкнуться на практике. В табли-
це 3.2 приведены результаты решения набора “трудных”
примеров, встретившихся при решении NP -трудной зада-
чи 1 | rj |

∑

wjUj (набор тестовых примеров “h”). Как вид-
но из таблицы, все примеры достаточно быстро решены
алгоритмом HYB_RD, но не алгоритмом CAR_RD.

3.4 Модифицированный алгоритм Карлье

В данном разделе мы рассмотрим вариант задачи рас-
познавания для задачи минимизации максимального вре-
менно́го смещения для одного прибора.
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Назовем расписание π допустимым по отношению к
константе L′, если Lmax(π) ≤ L′. Множество требований S
допустимо по отношению к константе L′, если существует
допустимое расписание π ∈ Π(S), и недопустимо, если не
существует такого расписания.

Пусть нам дано множество требований N с време-
нами поступления, продолжительностями обслуживания,
директивными сроками для каждого требования, а так-
же значение L′. В рассматриваемом здесь варианте зада-
чи необходимо определить, допустимо или нет множество
N по отношению к заданной константе. Более того, если
множество N недопустимо, требуется найти недопустимое
подмножество требований S ⊆ N , наименьшее по количе-
ству требований | S |.

Для решения поставленной задачи предлагается алго-
ритм метода ветвей и границ, который мы будем для крат-
кости называть “модифицированный алгоритм Карлье”,
так как он является производным от алгоритма Карлье,
представленного в подразделе 3.1.1. Данный алгоритм яв-
ляется эвристическим в том смысле, что он находит неко-
торое недопустимое подмножество требований S, не обяза-
тельно минимальное, когда множество требований N недо-
пустимо. В то же время алгоритм точно определяет, допу-
стимо ли множество требований N .

В предлагаемом алгоритме на каждом узле дерева
поиска мы строим расписание Шраге согласно алгорит-
му 3.1. Если на каком-то узле построенное расписание ока-
залось допустимым, то задача выполнена и алгоритм пре-
кращает свою работу. Следующая теорема 3.2 определяет
свойства недопустимого расписания Шраге, согласно ко-
торым в алгоритме происходит обрезание текущего узла
дерева поиска или ветвление. На рисунках 3.2 и 3.3 про-
иллюстрированы соответственно случаи 1 и 2, рассмотрен-
ные в теореме.

Теорема 3.2 Пусть дано недопустимое по отношению к
константе L′ расписание Шраге πSch ∈ Π(N) и требова-
ния пронумерованы в том порядке, в котором они упоря-
дочены в πSch. Пусть также b ∈ N — такое требование,
что Lb(πSch) > L′, и a ∈ N — последнее такое требование,
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что a ≤ b и

α = sa(πSch)−min
j∈S

rj < Lb(πSch)− L′ = β, (3.8)

где S = {a, . . . , b}. Тогда:

1) если не существует такого требования c ∈ S, что
dc > db, то множество требований S недопустимо
по отношению к L′;

2) иначе, если c ∈ S — последнее требование c дирек-
тивным сроком dc > db и существует допустимое
расписание π′ ∈ Π(N), то в данном расписании π′

требование c выполняется или до, или после всех
требований из множества J = {c + 1, . . . , b}.

-πSch

a

db = max
j∈S

dj

b

��
min
j∈S

rj

-� -�
� I

α β

S

α < β

Рис. 3.2: Расписание Шраге: недопустимое подмножество S

Доказательство.
1). Во-первых, заметим, что между требованиями из

множества S в расписании πSch прибор не простаивает. Ес-
ли бы прибор простаивал, это означало бы, что существует
требование a′ ∈ S, обслуживаемое после a и удовлетворя-
ющее ограничению (3.8), т.к. sa′(πSch) = ra′ = min

j∈S
rj (со-

гласно правилу построения расписания Шраге πSch). И это
бы противоречило условию, что требование a — последнее
такое требование. Поэтому

Lp(πSch) = sa(πSch) +
∑

j∈S

pj − db. (3.9)
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Так как не существует требования c ∈ S, что dc > db, то
db = max

j∈S
dj. Используя (3.8), из (3.9) следует

min
j∈S

rj +
∑

j∈S

pj −max
j∈S

dj > L′. (3.10)

Согласно лемме 3.1 левая часть неравенства (3.10) являет-
ся нижней оценкой максимального временно́го смещения
любого расписания из Π(S), т.е. не существует такого рас-
писания π′ ∈ Π(S), что max

j∈S
Lj(π) ≤ L′. Следовательно,

множество требований S недопустимо. Заметим, что тре-
бование всегда можно найти, так как первое требование в
πSch всегда удовлетворяет условию (3.8).

-πSch

a

J

S

db

bc

dc� ���
min
j∈S

rj min
j∈J

rj

-� -�
� I

α β
α < β

Рис. 3.3: Структура расписания Шраге: требование c и множе-
ство требований J

2). Так как c — последнее такое требование из S, что
dc > db, то db = max

j∈J
dj. Аналогично предыдущему слу-

чаю, так как между требованиями из S в πSch отсутству-
ют простои, имеем Lb(πSch) = sc(πSch) + pc +

∑

j∈J

pj − db.

Заметим, что sc(πSch) < min
j∈J

rj, иначе существовало бы

требование из J , обслуживаемое раньше требования c в
расписании Шраге πSch (так как dc > db = max

j∈J
dj).

Пусть расписание π′ ∈ Π(N) допустимо и требование c
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выполняется между требованиями из J в π′. Тогда вре-
менно́е смещение требования k ∈ J ⊂ N , обслуживае-
мого последним среди требований из J ∪ {c}, составляет
Lk(π′) ≥ min

j∈J
rj + pc +

∑

j∈J

pj − dk ≥ Lp(πSch) > L′, так как

dk ≤ max
j∈J

dj < dp, и это противоречит условию допустимо-

сти расписания max
j∈N

Lj(π
′) ≤ L′. Поэтому в расписании π′

требование c обслуживается или до, или после всех требо-
ваний множества J .

Правило ветвления алгоритма основано на теореме 3.2.
Если построенное расписание Шраге недопустимо, мы на-
ходим требование c и множество требований J . Далее ветв-
ление происходит также, как это осуществляется в алго-
ритме Карлье. Правило оценивания и стратегия поиска
обоих алгоритмов также аналогичны.

Отличительной чертой модифицированного алгоритма
Карлье является способ построения недопустимого под-
множества требований. На каждом узле дерева поиска, где
не происходит ветвления согласно теореме 3.2, мы распо-
лагаем подмножеством S, недопустимым для задачи с те-
кущими параметрами требований. Данное подмножество
передаётся “родительскому” узлу дерева поиска. Способ
построения недопустимого подмножества для узла, име-
ющего дочерние узлы, обоснован в теореме 3.3. В конце
работы алгоритма вершина дерева поиска вернет недопу-
стимое подмножество требований для исходного примера.
Процесс работы алгоритма изображен на рисунке 3.4.

Теорема 3.3 Пусть в текущей задаче в любом допусти-
мом расписании π′ ∈ Π(N) требование c ∈ N может
быть обслужено только до или после всех требований из
множества J ⊂ N . Пусть также Sa ⊂ N — недопусти-
мое множество требований для задачи с дополнитель-
ным ограничением, согласно которому c обслуживается
перед всеми требованиями из множества J , а множе-
ство Sb ⊂ N — недопустимое подмножество для задачи,
где c выполняется после всех требований из J . Тогда:
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Вершина

c1 → P1 P1 → c1
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� I
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c1 → P1, c2 → P2

c1 → P1, P2 → c2, c3 → P3 c1 → P1, P2 → c2, P3 → c3

c1 → P1, P2 → c2

Sa

Sa

Sa

Sb

Sb

Sb

S′6

Рис. 3.4: Дерево поиска модифицированного алгоритма Карлье

1) если c 6∈ Sa, то множество требований Sa недопу-
стимо для текущей задачи;

2) если c 6∈ Sb, то множество требований Sb недопу-
стимо для текущей задачи;

3) если c ∈ Sa и c ∈ Sb, то множество требований
S ′ = J ∪ Sa ∪ Sb недопустимо для текущей задачи.

Доказательство.
1). Если c 6∈ Sa, то на требования из множества Sa не

наложено никаких дополнительных ограничений в задаче,
где требование c обслуживается перед всеми требования-
ми из J . Поэтому множество требований Sa будет также
недопустимым и для текущей задачи.

2). Доказательство аналогично случаю 1).
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3). Докажем от противного. Допустим, что существу-
ет допустимое расписание π ∈ Π(S ′). Так как c ∈ S ′ и
J ⊂ S ′, имеется три возможности постановки требования
c в расписание π. Во-первых, c может обслуживаться перед
всеми требованиями из J , но в этом случае подмножество
требований Sa ⊂ S недопустимо. Во-вторых, c может вы-
полняться после всех требований из J в π, но в этом случае
подмножество требований Sb ⊂ S недопустимо. Следова-
тельно, c должно быть обслужено между требованиями из
J в расписании π, но это противоречит условию теоремы.
Поэтому не существует допустимого расписания π ∈ Π(S ′)
и множество требований S ′ недопустимо.

Формально модифицированный алгоритм Карлье
представлен как алгоритм 3.7. Алгоритм получает в
качестве исходных данных множество требований N и
константу L′ и возвращает или допустимое расписание
π∗, или недопустимое подмножество требований S ′.

Пример. Рассмотрим работу модифицированного алго-
ритма Карлье на примере, состоящем из 9 требований. Па-
раметры требований приведены ниже в таблице 3.3. Кон-
станта L′ равна 0.

Таблица 3.3: Параметры 9 требований

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

rj 0 1 3 6 7 11 12 19 16

pj 2 3 1 3 3 2 5 3 4

dj 4 8 5 11 22 17 18 23 30

Узел 1. Вершина. S = {1, . . . , 3}, c = 2. Первый дочерний
узел 2: положим r2 := 4, получаем Sa = {4, . . . , 8}. Второй
дочерний узел 5: положим d2 := 4, получаем Sb = {1, 2}.
Так как c = 2 6∈ Sa, то данный узел возвращает множество
требований S ′ := Sa = {4, . . . , 8}.
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Алгоритм 3.7 Модифицированный алгоритм Карлье

1: π∗ := ∅;
2: MOD_CARLIER(N, S′)
3: procedure MOD_CARLIER(N, S′)
4: Построим расписание Шраге πSch ∈ Π(N).
5: if Lmax(πSch) < L′ then
6: π∗ := πSch; алгоритм заканчивает работу.
7: end if
8: Перенумеруем требования в том порядке, в котором они об-

служиваются в πSch. Найдём наименьшее такое требование
b ∈ N , что Lb(πSch) > L′.

9: Найдём наибольший такой номер a ∈ N , стоящий перед b в
πSch, что sa(πSch)−min

j∈S
rj < Lb(πSch)−L′, где S = {a, . . . , b}.

10: if существует такое требование i ∈ {a, . . . , b}, что di > db
then

11: Выберем наибольший такой номер
c ∈ {a, . . . , b}, что dc > db.

12: J := {c + 1, . . . , b};
13: r̂ := rc; rc := rJ + pJ ; MOD_CARLIER(N, Sb); rc := r̂;

14: d̂ := dc; dc := dc − pJ ; MOD_CARLIER(N, Sa); dc := d̂;
15: if c 6∈ Sa then
16: S′ := Sa
17: else
18: if c 6∈ Sb then
19: S′ := Sb
20: else
21: S′ := J ∪ Sa ∪ Sb
22: end if
23: end if
24: else
25: S′ := {a, . . . , b}; exit
26: end if
27: end procedure
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Узел 2. Родительский узел: 1. S = {4, . . . , 7}, c = 5. Первый
дочерний узел 3: положим r5 := 18, получаем Sa = {5, 8}.
Второй дочерний узел 4: положим d5 := 11, получаем Sb =
= {4, 5}. Так как c = 5 ∈ Sa и c = 5 ∈ Sb, данный узел
возвращает множество требований S ′ := J ∪ Sa ∪ Sb =
= {4, . . . , 8}.
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Узел 3. Родительский узел: 2. S = {5, 8}, нет c. Данный
узел возвращает множество требований S ′ := S = {5, 8}.
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Узел 4. Родительский узел: 2. S = {4, 5}, "разбиение" no c.
Данный узел возвращает множество требований S ′ := S =
= {4, 5}.
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Узел 5. Родительский узел: 1. S = {1, 2}, "разбиение" no c.
Данный узел возвращает множество требований S ′ := S =
= {1, 2}.
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Рис. 3.5: Пример дерева поиска, построенного алгоритмом 3.7

Так как из вершины дерева поиска мы получили мно-
жество требований S ′ = {4, . . . , 8}, то S ′ недопустимо. В
данном случае множество S ′ также является минималь-
ным недопустимым подмножеством, т.е. при удалении лю-
бого требования множество S ′ становится допустимым.
Дерево поиска, построенного алгоритмом при решении
рассматриваемого примера с 9 требованиями, изображено
на рисунке 3.5.

Модифицированный алгоритм Карлье был нами ис-
пользован в [81] для построения отсечений в алгоритме
ветвей и проверок.



3.5 Эффективные алгоритмы решения
задачи минимизации максимального
временного смещения

Предлагаются полиномиальные и псевдополиномиаль-
ные алгоритмы решения частных случаев задачи мини-
мизации максимального временно́го смещения, а также
приближённые алгоритмы с оценкой абсолютной погреш-
ности оптимального значения целевой функции. Для об-
щей задачи 1|rj|Lmax разработан псевдополиномиальный
приближённый алгоритм, использующий алгоритм реше-
ния одного из частных случаев задачи, и получена оценка
абсолютной погрешности оптимального значения целевой
функции.

3.5.1 Процедура построения приближённого
решения задачи 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax.
Оценка абсолютной погрешности

В этом параграфе предлагается процедура построе-
ния приближённого расписания для NP -трудной зада-
чи 1|rj|Lmax при ограничениях на параметры требований
(1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N) с величиной границы
абсолютной погрешности оптимального значения целевой
функции, не превышающей величины максимальной про-
должительности обслуживания требований.

Опишем ниже некоторую процедуру h0 построения рас-
писания πh0

∈ Π(N, t). Значение целевой функции рас-
писания πh0

будет отличаться от оптимального значения
не более чем на величину максимальной продолжитель-
ности обслуживания требований. Кроме того, момент за-
вершения обслуживания всех требований расписания πh0

будет отличаться от момента завершения обслуживания
всех требований расписания, оптимального по быстродей-
ствию, также не более чем на pmax(N). Положим

P = max{rmax(N), t}+
n

∑

j=1

pj −max{rmin(N), t}.
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Процедура состоит из n итераций. Внутри итерации
для каждого целочисленного момента времени, число ко-
торых не превосходит P , следующее приближённое распи-
сание получается добавлением требования из множества
неупорядоченных с максимальным моментом поступления
и минимальным директивным сроком к уже построенно-
му расписанию. Первоначально перенумеруем требования
множества N таким образом, чтобы соблюдались неравен-
ства

r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rn, d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn. (3.11)

Алгоритм 3.8 Процедура h0

1: Требования множества N пронумерованы таким образом,
что соблюдаются неравенства:
r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rn, d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn.

2: Полагаем: τ := max{rn, t}; N1 := {1};
P1 := max{r1, t}+

∑

j∈N

pj − p1;

πi
1 := (1), πi

1 ∈ Π(N1, i), ∀ i = τ, P1.
3: Пусть уже известны Nk, Pk, πi

k для всех i = τ, Pk, где k
1 ≤ k < n.

4: Полагаем: Nk+1 := Nk ∪ {k + 1}; Pk+1 := Pk − pk+1;

π′
i := (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k );

π
′′

i := (πi
k, k + 1);

π
′′′

i := (k + 1, πi
k);

πi
k+1 := arg min{Cmax(π)|π ∈ Πi};

Πi = {π ∈ {π′
i, π

′′

i , π
′′′

i } : Lmax(π) = min
π̄∈{π′

i,π
′′

i ,π
′′′

i }
Lmax(π̄)};

π′
i, π

′′

i , π
′′′

i , πi
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) ∀ i = τ, Pk+1.

5: При k = n полагаем πh0
:= πτ

k , и процесс заканчивается.

Очевидно, что в процедуре h0 перенумерация требова-
ний множества N согласно (3.11) возможна в силу условий
(1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N).
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Поскольку rk+1 ≤ r1 и τ ≤ i ≤ Pk, то выполняется нера-
венство max{rk+1, i} + pk+1 ≤ Pk. Кроме того, Pk+1 ≤ Pk.

Поэтому расписания π
max{rk+1,i}+pk+1

k и πi
k, i = τ, Pk+1, ко-

торые используются для построения πi
k+1, k = 1, . . . , n− 1,

будут уже построены на предыдущей итерации процеду-
ры.

Сформулируем свойства расписаний, построенных про-
цедурой h0 в случае, если на параметры требований мно-
жества N накладываются исследуемые ограничения (1.63)
(ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Покажем, что мо-
мент завершения обслуживания всех требований расписа-
ния πh0

∈ Π(N, t), построенного процедурой h0, не превос-
ходит момента завершения обслуживания всех требований
оптимального по быстродействию расписания на величину
pmax(N).

Лемма 3.2 Пусть расписание πh0
∈ Π(N, t) построено

процедурой h0 и выполняются условия (1.63) (ri ≤ rj ⇒
⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Тогда справедливо неравенство

Cmax(πh0
)− Cmax(~πr) ≤ pmax(N) для любого ~πr ∈ ~Πr(N, t).

Доказательство. Покажем, что при всех m = 1, . . . , n

Cmax(πi
m)− Cmax(~πi

m) ≤ pmax(N) ∀ i = τ, . . . , Pm, (3.12)

где расписание πi
m ∈ Π(Nm, i) построено в процедуре h0,

~πi
m ∈ ~Πr(Nm, i). Пусть m = 1. Очевидно, что общий момент

окончания обслуживания Cmax(πi
1) = Cmax(~πi

1), где πi
1 =

(1) ∈ Π(N1, i), ~πi
1 ∈ ~Πr(N1, i) ∀ i = τ, . . . , P1, а значит,

неравенства (3.12) выполняются. Пусть неравенства (3.12)
выполняются при m = k, где 1 ≤ k ≤ n − 1. Докажем,
что (3.12) справедливы при m = k + 1. Тогда неравенства
(3.12) будут доказаны для всех m = 1, . . . , n. Покажем, что

Cmax(π′
i)− Cmax(~πi

k+1) ≤ pmax(N) ∀ i = τ, . . . , Pk+1 (3.13)

173



и

Cmax(π
′′′

i )− Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N) ∀ i = τ, . . . , Pk+1,

(3.14)

где расписания π′
i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i), а
π

′′′

i = (k + 1, πi
k) ∈ Π(Nk+1, i).

Так как расписание π′
i строится с момента време-

ни i добавлением к требованию (k + 1) расписания

π
max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ Π(Nk, i) с момента его завершения об-
служивания, равного max{rk+1, i}+ pk+1, то

Cmax(π′
i) = Cmax(π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∀ i = τ, . . . , Pk+1.
(3.15)

Согласно (3.11) rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk. Кроме того, по-
скольку ~πi

k+1 ∈ Πr(Nk+1, i) и

~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ ~Πr(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1),

то (k + 1, ~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ ~Πr(Nk+1, i). Значит,

Cmax(~πi
k+1) = Cmax(~π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∀ i = τ, . . . , Pk+1.
(3.16)

Учитывая (3.15) и (3.16), получим равенство

Cmax(π′
i)− Cmax(~πi

k+1) =

= Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )− Cmax(~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ).

Отсюда и из (3.12) при m = k следует неравенство (3.13).
Докажем теперь справедливость (3.14). Пусть расписа-

ние πi
k = (j1, . . . , jnk

), nk = |Nk|. Отметим, что порядок об-
служивания требований множества Nk одинаков при рас-
писаниях π

′′′

i и πi
k для всех i = τ, . . . , Pk+1, а моменты на-

чала их обслуживания равны max{max{rk+1, i}+pk+1, rj1}
и max{rj1 , i} соответственно. Поскольку

max{max{rk+1, i}+ pk+1, rj1} ≥ max{rj1 , i}∀i = τ, . . . , Pk+1,
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то
Cmax(π

′′′

i ) ≥ Cmax(πi
k). (3.17)

Пусть в (3.17) для некоторого τ ≤ i ≤ Pk+1 выполняется
равенство Cmax(π

′′′

i ) = Cmax(πi
k). Тогда с учётом (3.12) при

m = k и (3.16)

Cmax(π
′′′

i )− Cmax(~πi
k+1) =

= Cmax(πi
k)− Cmax(~π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤

≤ Cmax(~πi
k) + pmax(N)− Cmax(~π

max{rk+1,i}+pk+1

k ).

Так как ~πi
k ∈

~Πr(Nk, i), а

~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ ~Πr(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1)

и величина i ≤ max{rk+1, i} + pk+1, то выполняется

неравенство Cmax(~πi
k) ≤ Cmax(~π

max{rk+1,i}+pk+1

k ). Отсюда
Cmax(π

′′′

i )−Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N), и неравенство (3.14) до-

казано. Пусть теперь неравенство (3.17) для некоторого
τ ≤ i ≤ Pk+1 выполняется как строгое, т. е.

Cmax(π
′′′

i ) > Cmax(πi
k). (3.18)

Это значит, что Cjnk
(π

′′′

i ) > Cjnk
(πi

k), или, что то же самое,

max{Cjnk−1
(π

′′′

i ), rjnk
} + pjnk

> max{Cjnk−1
(πi

k), rjnk
} + pjnk

.
Отсюда следуют неравенства

Cjnk−1
(π

′′′

i ) > Cjnk−1
(πi

k) (3.19)

и

Cjnk−1
(π

′′′

i ) > rjnk
.

Неравенство (3.19) означает, что выполняется неравенство

max{Cjnk−2
(π

′′′

i ), rjnk−1
}+ pjnk−1

>

> max{Cjnk−2
(πi

k), rjnk−1
}+ pjnk−1

.

Поэтому
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Cjnk−2
(π

′′′

i ) > Cjnk−2
(πi

k), Cjnk−2
(π

′′′

i ) > rjnk−1
.

Продолжая аналогичные рассуждения, придём к заклю-
чению, что из (3.18) следует

Cjl
(π

′′′

i ) > Cjl
(πi

k) ∀ l = 1, nk (3.20)

и
Cjl−1

(π
′′′

i ) > rjl
∀ l = 2, nk. (3.21)

Из (3.20) при l = 1 имеем max{Ck+1(π
′′′

i ), rj1} > max{rj1 , i}
∀ i = τ, . . . , Pk+1, а значит, Ck+1(π

′′′

i ) > rj1 . Отсюда и из
(3.21) следует, что при расписании π

′′′

i требования обслу-

живаются без простоев прибора, т. е. π
′′′

i ∈ ~Πr(Nk+1, i). Та-
ким образом, доказано равенство

Cmax(π
′′′

i ) = Cmax(~πi
k+1), (3.22)

а значит, и неравенство (3.14).
Далее, в процедуре h0 в качестве расписания на следу-

ющей итерации πi
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) для всех i = τ, . . . , Pk+1

выбирается либо π′
i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i),
либо π

′′

i = (πi
k, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i), либо π

′′′

i = (k + 1, πi
k) ∈

∈ Π(Nk+1, i). Пусть для некоторого τ ≤ i ≤ Pk+1 выполня-
ется πi

k+1 = π
′′

i . Покажем, что тогда выполняется

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N). (3.23)

Согласно процедуре h0 в качестве расписания πi
k+1 выби-

рается π
′′

i в следующих четырех случаях.
1. Пусть

Lmax(π′
i) = Lmax(π

′′

i ) = Lmax(π
′′′

i ),

Cmax(π
′′

i ) ≤ Cmax(π′
i), Cmax(π

′′

i ) ≤ Cmax(π
′′′

i ).

Тогда, с учётом (3.13),

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πi
k+1) ≤ Cmax(π′

i)− Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N),
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и неравенство (3.23) доказано.
2. Пусть

Lmax(π′
i) = Lmax(π

′′

i ) < Lmax(π
′′′

i ) и Cmax(π
′′

i ) ≤ Cmax(π′
i).

Тогда, с учётом (3.13), верно

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πi
k+1) ≤ Cmax(π′

i)− Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N),

и выполнимость (3.23) доказана.
3. Пусть

Lmax(π
′′′

i ) = Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π′
i) и Cmax(π

′′

i ) ≤ Cmax(π
′′′

i ).

Тогда, с учётом (3.14),

Cmax(π
′′

i )−Cmax(~πi
k+1) ≤ Cmax(π

′′′

i )−Cmax(~πi
k+1) ≤ pmax(N),

и (3.23) справедливо.
4. Пусть Lmax(π

′′

i ) < Lmax(π′
i) и

Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π
′′′

i ). (3.24)

Отметим, что

Lmax(π
′′

i ) = max{max
j∈Nk

Lj(π
′′

i ), Lk+1(π
′′

i )}

и

Ck+1(π
′′′

i ) ≤ Cj(π
′′′

i ) ∀ j ∈ Nk.

В силу (3.11) dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk, поэтому выполняется
Lmax(π

′′′

i ) = max
j∈Nk

Lj(π
′′′

i ). Так как справедливо (3.24), то

max{max
j∈Nk

Lj(π
′′

i ), Lk+1(π
′′

i )} < max
j∈Nk

Lj(π
′′′

i ). (3.25)

Согласно процедуре 1.4 найдутся такие N1, N2 ⊂ Nk и
соответствующие им частичные расписания π1, π2, что
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πi
k = (π1, 1, π2), π1 ∈ Π(N1, i), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, 1)). То-

гда π
′′

i = (π1, 1, π2, k + 1), π
′′′

i = (k + 1, π1, 1, π2). Соглас-
но (3.11) d1 ≤ dj, r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1. Поэтому требо-
вание 1 ∈ Jdmin

(Nk+1), и из леммы 1.5 следует существо-
вание таких требований j∗ ∈ J∗(π

′′

i ) и j̄∗ ∈ J∗(π
′′′

i ), что
j∗ ∈ N2 ∪ {1} ∪ {k + 1} и j̄∗ ∈ N2 ∪ {1}. Отсюда с учётом
(3.25)

max
j∈N2∪{1}∪{k+1}

Lj(π
′′

i ) < max
j∈N2∪{1}

Lj(π
′′′

i ). (3.26)

Поскольку r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1, требования множеств
N2 ∪ {1} ∪ {k + 1} и N2 ∪ {1} обслуживаются без про-
стоев прибора при расписаниях π

′′

i и π
′′′

i соответственно.
Поэтому выполняется

Cl(π
′′

i ) ≥ rj, Cl(π
′′′

i ) ≥ rj (3.27)

для любых двух соседних требований l, j ∈ N2 ∪ {1}∪

∪{k + 1}, l
π
′′

i→ j, расписания π
′′

i и для любых двух сосед-

них требований l, j ∈ N2 ∪ {1}, l
π
′′′

i→ j, расписания π
′′′

i . То-
гда из (3.26) с учётом (3.27) следует, что Cj(π

′′

i ) < Cj(π
′′′

i )
∀ j ∈ N2 ∪ {1}. Это означает, что выполняется (3.18), из
чего следует справедливость (3.22). В силу (3.27)

Cmax(π
′′

i ) = Cmax(πi
k) + pk+1.

Учитывая (3.18), (3.22), будем иметь

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πi
k+1) = Cmax(πi

k) + pk+1 − Cmax(~πi
k+1) <

< Cmax(π
′′′

i ) + pk+1 − Cmax(~πi
k+1) = pk+1 ≤ pmax(N),

и неравенство (3.23) доказано.
Поскольку в процедуре h0 в качестве расписания πi

k+1

для каждого i = τ, . . . , Pk+1 выбирается одно из расписа-
ний π′

i, π
′′

i , π
′′′

i , то из (3.13), (3.14), (3.23) следует справед-
ливость (3.12) при m = k + 1.
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Отметим, что πh0
= πτ

n ∈ Π(N, τ) и ~πτ
n ∈ ~Πr(N, τ). По-

скольку τ = max{rn, t}, то Π(N, τ) = Π(N, t) и ~Πr(N, τ) =

= ~Πr(N, t), а значит, πh0
∈ Π(N, t) и Cmax(~πτ

n) = Cmax(~πr)

для всех ~πr ∈ ~Πr(N, t). Тогда из (3.12) при i = τ следует
справедливость утверждения леммы. Лемма доказана.

Теперь покажем, что для задачи минимизации макси-
мального временно́го смещения при ограничениях на па-
раметры требований (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N)
процедура h0 строит приближённое расписание с оценкой
абсолютной погрешности оптимального значения целевой
функции, не превышающей pmax(N).

Теорема 3.4 Пусть расписание πh0
∈ Π(N, t) построено

процедурой h0, и выполняются условия (1.63). Тогда спра-
ведливо неравенство Lmax(πh0

) − Lmax(π∗) ≤ pmax(N) для
любого π∗ ∈ Π∗(N, t).

Доказательство. Покажем, что при всех m = 1, . . . , n

Lmax(πi
m)− Lmax(π∗i

m) ≤ pmax(N) ∀ i = τ, . . . , Pm, (3.28)

где расписание πi
m ∈ Π(Nm, i) построено в процедуре h0,

π∗i
m ∈ Π∗(Nm, i). Пусть m = 1. Очевидно, что Lmax(πi

1) =
= Lmax(π∗i

1 ), где πi
1 = (1) ∈ Π(N1, i), π∗i

1 ∈ Π∗(N1, i), для
всех i = τ, . . . , P1, а значит, неравенства (3.28) выполня-
ются. Пусть неравенства (3.28) выполняются при m = k,
где 1 ≤ k ≤ n − 1. Докажем, что (3.28) справедливы при
m = k + 1. Тогда неравенства (3.28) будут доказаны для
всех m = 1, . . . , n.

Согласно (3.11) имеем rk+1 = rmin(Nk+1), и выпол-
няются условия (1.63), тогда из леммы 1.12 следует, что
существует расписание π∗i

k+1 ∈ Π∗(Nk+1, i), при котором

справедливо k + 1
π∗i

k+1

→ j либо j
π∗i

k+1

→ k + 1 для всех j ∈ Nk,
i = τ, . . . , Pk+1.
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1. Пусть τ ≤ i ≤ Pk+1 таково, что π∗i
k+1 = (k + 1, π̄), где

π̄ ∈ Π(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1).
Покажем, что справедливо неравенство

Lmax(π′
i)− Lmax(π∗i

k+1) ≤ pmax(N), (3.29)

где π′
i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i).
Согласно (3.11) dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk. Кроме того,

Ck+1(π
′
i) ≤ Cj(π

′
i) и Ck+1(π

∗i
k+1) ≤ Cj(π

∗i
k+1) для любого

j ∈ Nk. Отсюда

Lmax(π′
i) = Lmax(π

max{rk+1,i}+pk+1

k ), Lmax(π∗i
k+1) = Lmax(π̄),

значит,

Lmax(π′
i)− Lmax(π∗i

k+1) = Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )− Lmax(π̄).

Так как
π̄ ∈ Π(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1)

и
π
∗max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ Π∗(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1),

то выполняется неравенство

Lmax(π̄) ≥ Lmax(π
∗max{rk+1,i}+pk+1

k ).

Отсюда с учётом (3.28) при m = k следует:

Lmax(π′
i)− Lmax(π∗i

k+1) ≤

≤ Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )−Lmax(π
∗max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ pmax(N),

и неравенство (3.29) доказано.
Далее на следующем шаге процедуры h0 в качестве рас-

писания πi
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) ∀ i = τ, . . . , Pk+1 выбирается

π′
i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i),
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либо
π

′′

i = (πi
k, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i),

либо
π

′′′

i = (k + 1, πi
k) ∈ Π(Nk+1, i).

Пусть для выбранного τ ≤ i ≤ Pk+1 выполняется
πi

k+1 = π
′′

i . Покажем, что

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N). (3.30)

Так как Lmax(π
′′

i ) ≤ Lmax(π′
i), то

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ Lmax(π

′

i)− Lmax(π∗i
k+1).

Отсюда с учётом (3.29) следует (3.30).
Пусть теперь выполняется πi

k+1 = π
′′′

i . Покажем, что

Lmax(π
′′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N). (3.31)

Так как Lmax(π
′′′

i ) ≤ Lmax(π′
i), то

Lmax(π
′′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ Lmax(π

′

i)− Lmax(π∗i
k+1).

Отсюда с учётом (3.29) следует (3.31).
Таким образом, для тех τ ≤ i ≤ Pk+1, при которых

верно (k + 1)
π∗i

k+1

→ j ∀ j ∈ Nk, неравенства (3.28) доказаны
и при m = k + 1.

2. Пусть теперь для некоторого τ ≤ i ≤ Pk+1 выпол-
няется π∗i

k+1 = (π̄, k + 1), где π̄ ∈ Π(Nk, i). Покажем спра-
ведливость (3.30) для выбранного τ ≤ i ≤ Pk+1. Отметим,
что

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) =

= max{Lmax(πi
k), Lk+1(π

′′

i )} −max{Lmax(π̄), Lk+1(π
∗i
k+1)}.
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a) Пусть Lmax(πi
k) ≥ Lk+1(π

′′

i ). Тогда

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) =

= Lmax(πi
k)−max{Lmax(π̄), Lk+1(π

∗i
k+1)}.

Если Lmax(π̄) ≥ Lk+1(π
∗i
k+1), то верно

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) = Lmax(πi

k)− Lmax(π̄).

Поскольку π̄ ∈ Π(Nk, i) и π∗i
k ∈ Π∗(Nk, i), то выполняется

Lmax(π̄) ≥ Lmax(π∗i
k ). Отсюда с учётом (3.28) при m = k:

Lmax(πi
k)− Lmax(π̄) ≤ Lmax(πi

k)− Lmax(π∗i
k ) ≤ pmax(N)

(3.32)
и Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N). Таким образом, нера-

венство (3.30) в этом случае доказано. Если выполняется
Lmax(π̄) < Lk+1(π

∗i
k+1), то

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) = Lmax(πi

k)− Lk+1(π
∗i
k+1) <

< Lmax(πi
k)− Lmax(π̄).

Тогда из (3.32) следует справедливость (3.30).
b) Пусть Lmax(πi

k) < Lk+1(π
′′

i ). Тогда

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) =

= Lk+1(π
′′

i )−max{Lmax(π̄), Lk+1(π
∗i
k+1)}.

Если Lk+1(π
∗i
k+1) ≥ Lmax(π̄), то верно

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) = Lk+1(π

′′

i )− Lk+1(π
∗i
k+1) =

= Cmax(π
′′

i )− Cmax(π∗i
k+1).

Согласно (3.23) выполняется

Lmax(π
′′

i )−Lmax(π∗i
k+1) ≤ Cmax(~πi

k+1)+pmax(N)−Cmax(π∗i
k+1).
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Поскольку ~πi
k+1, π

∗i
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) и ~πi

k+1 ∈
~Πr(Nk+1, i), то

Cmax(~πi
k+1) ≤ Cmax(π∗i

k+1). Отсюда

Lk+1(π
′′

i )− Lk+1(π
∗i
k+1) ≤ pmax(N) (3.33)

и Lmax(π
′′

i ) − Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N). Таким образом,

неравенство (3.30) в этом случае доказано. Если верно
Lk+1(π

∗i
k+1) < Lmax(π̄), то

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) = Lk+1(π

′′

i )− Lmax(π̄) <

< Lk+1(π
′′

i )− Lk+1(π
∗i
k+1).

Тогда из (3.33) следует справедливость неравенства (3.30).
Пусть для выбранного τ ≤ i ≤ Pk+1 выполняется

πi
k+1 = π

′

i. Покажем, что для этого i справедливо (3.29).

Согласно предположению Lmax(π
′

i) ≤ Lmax(π
′′

i ), а посколь-
ку (3.30) выполняется для выбранного i, то

Lmax(π
′

i)− Lmax(π∗i
k+1) ≤ Lmax(π

′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N),

и неравенство (3.29) доказано.
Пусть теперь выполняется πi

k+1 = π
′′′

i . Покажем,
что справедливо (3.31). Согласно предположению, что
Lmax(π

′′′

i ) ≤ Lmax(π
′′

i ), а так как (3.30) выполняется для
выбранного i, то

Lmax(π
′′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ Lmax(π

′′

i )− Lmax(π∗i
k+1) ≤ pmax(N),

и неравенство (3.31) доказано.
Поскольку в процедуре h0 в качестве расписания πi

k+1

для каждого i = τ, . . . , Pk+1 выбирается одно из расписа-
ний π′

i, π
′′

i , π
′′′

i , то из (3.29), (3.30), (3.31) следует справед-
ливость (3.28) при m = k + 1.

Отметим, что πh0
= πτ

n ∈ Π(N, τ) и π∗i
k+1 ∈ Π∗(N, τ).

Поскольку τ = max{rn, t}, то Π(N, τ) = Π(N, t) и мно-
жество оптимальных расписаний Π∗(N, τ) = Π∗(N, t), а

183



значит, πh0
∈ Π(N, t) и Lmax(π∗i

k+1) = Lmax(π∗) для всех
π∗ ∈ Π∗(N, t). Тогда из (3.28) при i = τ следует справед-
ливость утверждения теоремы. Теорема доказана.

Теорема 3.5 Пусть на параметры требований множе-
ства N накладываются ограничения (1.63) (ri ≤ rj ⇒
⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Тогда трудоёмкость процедуры h0

составляет O(n2P ) операций.

Доказательство. Для перенумерации требований со-
гласно (3.11) достаточно O(n log n) операций ([57], гл. 5,
§ 5.3). На k-й итерации процедуры количество строящих-
ся расписаний πi

k+1 не превышает P . Для вычисления

значений Lmax(π′
i), Lmax(π

′′

i ), Lmax(π
′′′

i ), Cmax(π′
i), Cmax(π

′′

i ),
Cmax(π

′′′

i ) требуется O(n) операций. Поэтому для построе-
ния каждого расписания πi

k+1 достаточно O(n) операций, а
для построения на k-й итерации всех расписаний πi

k+1 по-
требуется O(nP ) операций. Следовательно, трудоёмкость
одной итерации — O(nP ) операций, а поскольку процедура
h0 состоит из n итераций, то её трудоёмкость составляет
O(n2P ) операций.

Таким образом, процедурой h0 за O(n2P ) операций
строится приближённое расписание как для задачи на
быстродействие, так и для задачи минимизации макси-
мального временно́го смещения с оценкой абсолютной по-
грешности оптимального значения целевой функции, не
превышающей величины pmax(N).

3.5.2 Процедура построения допустимого
расписания решения задачи
1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

В этом параграфе для исследуемой NP -трудной зада-
чи 1|rj|Lmax при ограничениях на параметры требований
(1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N) предлагается
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процедура, которая строит расписание со значением це-
левой функции, не превышающим заданной величины y,
либо устанавливает, что такого расписания не существует.
Построенное этой процедурой расписание является опти-
мальным по быстродействию среди всех расписаний, до-
пустимых относительно значения y.

Опишем ниже некоторую процедуру h построения рас-
писания πh ∈ Π(N, t), оптимального по быстродействию
среди всех расписаний со значением целевой функции, не
превышающим y, т. е.

Cmax(πh) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(N, t), Lmax(π) ≤ y},

y – любое вещественное число, если такое расписание су-
ществует.

Процедура состоит из n итераций. Внутри итерации
для каждого целочисленного момента времени, число ко-
торых не превосходит P , строится допустимое расписание
следующим образом. К уже построенному расписанию до-
бавляется справа требование из множества неупорядочен-
ных с максимальным моментом поступления и минималь-
ным директивным сроком.

Очевидно, что в процедуре h перенумерация требова-
ний множества N согласно (3.11) возможна в силу условий
(1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N).

Поскольку rk+1 ≤ r1 и τ ≤ i ≤ Pk, то выполняет-
ся max{rk+1, i} + pk+1 ≤ Pk. Кроме того, будем иметь

Pk+1 ≤ Pk. Поэтому расписания π
max{rk+1,i}+pk+1

k и πi
k,

i = τ, Pk+1, которые используются для построения πi
k+1,

k = 1, . . . , n− 1, будут уже построены на предыдущей ите-
рации процедуры.
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Алгоритм 3.9 Процедура h

1: Первоначально перенумеруем требования множества N та-
ким образом, чтобы соблюдались неравенства (3.11).

2: Полагаем τ := max{rn, t}, N1 := {1},
P1 := max{r1, t}+

∑

j∈N

pj − p1,

πi
1 := π�, если max{r1, i}+ p1 − d1 > y, и

πi
1 := (1), если max{r1, i}+ p1 − d1 ≤ y ∀ i = τ, P1.

3: Известны Nk, Pk, πi
k для всех i = τ, Pk и 1 ≤ k < n.

4: for k = 1, . . . , n− 1 do
5: Полагаем Nk+1 := Nk ∪ {k + 1}, Pk+1 := Pk − pk+1.
6: for i = τ, . . . , Pk+1 do
7: Строим расписания π′

i, π
′′

i , πi
k+1 ∈ Π(Nk+1, i).

8: if Lmax(k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) > y then
9: π′

i := π�

10: else
11: π′

i := (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k )
12: end if
13: if Lmax(π

i
k, k + 1) > y then

14: π
′′

i := π�

15: else
16: π

′′

i := (πi
k, k + 1)

17: end if
18: Полагаем Πi := {π ∈ {π′

i, π
′′

i } : π 6= π�}.
19: if Πi = � then
20: πi

k+1 := π�

21: else
22: πi

k+1 := arg min{Cmax(π)|π ∈ Πi}
23: end if
24: end for
25: end for
26: При k = n полагаем πh := πτ

k и процесс заканчивается.
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Теорема 3.6 Пусть расписание πh ∈ Π(N, t) построено
процедурой h, y — любое вещественное число, и выполня-
ются условия (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Если
расписание πh 6= π�, то

Cmax(πh) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(N, t), Lmax(π) ≤ y},

в противном случае Lmax(π) > y для всех π ∈ Π(N, t).

Доказательство. Покажем, что для любой пары номе-
ров m, i таких, что 1 ≤ m ≤ n, τ ≤ i ≤ Pm, выполняется
равенство

Cmax(πi
m) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(Nm, i), Lmax(π) ≤ y},

(3.34)
если πi

m 6= π�, и

Lmax(π) > y ∀ π ∈ Π(Nm, i), (3.35)

если πi
m = π�, где расписание πi

m ∈ Π(Nm, i) построено в
процедуре h.

Пусть m = 1, а номер i таков, что τ ≤ i ≤ P1. Тогда
|Π(N1, i)| = 1 и π = π′

i = π
′′

i = (1), π ∈ Π(N1, i). Если верно
πi

1 6= π�, то Πi 6= �, и, очевидно, что (3.34) выполняется.
Если πi

1 = π�, то Πi = �, и, следовательно, (3.35) выпол-
няется. Пусть соотношения (3.34), (3.35) выполняются при
m = k, где 1 ≤ k ≤ n − 1, и всех i = τ, . . . , Pk. Покажем,
что тогда (3.34), (3.35) справедливы при m = k + 1 и лю-
бом i = τ, . . . , Pk+1. Тем самым соотношения (3.34), (3.35)
будут доказаны для любых m = 1, . . . , n, i = τ, . . . , Pm.

Итак, пусть номер i таков, что τ ≤ i ≤ Pk+1. Выберем
произвольно π ∈ Π(Nk+1, i). Согласно процедуре 1.4 най-
дутся такие N1, N2 ⊂ Nk+1 и соответствующие им частич-
ные расписания π1, π2, что π = (π1, 1, π2), π1 ∈ Π(N1, i),
π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, 1)). Заметим, что k + 1 ∈ N1 либо
k + 1 ∈ N2.

1. Пусть (k + 1) ∈ N1. Покажем, что из

Lmax(π′
i) ≤ y, Lmax(π) ≤ y (3.36)
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следует
Cmax(π′

i) ≤ Cmax(π), (3.37)

а из
Lmax(π′

i) > y (3.38)

следует
Lmax(π) > y, (3.39)

где π′
i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i).

Согласно процедуре 1.4 найдутся такие N
1
, Ñ1 ⊂ N1 и

соответствующие им частичные расписания π1, π̃1, что

π1 = (π1, k + 1, π̃1),

π1 ∈ Π(N
1
, i), π̃1 ∈ Π(Ñ1, Cmax(π1, k + 1)).

Тогда

π = (π1, k + 1, π̃1, 1, π2).

Построим расписание

π̄ = (k + 1, π1, π̃1, 1, π2),

отличающееся от расписания π порядком обслуживания
требования k + 1. Очевидно, что

Cmax(π′
i) = Cmax(π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) (3.40)

и
Cmax(π̄) = Cmax(k + 1, π1, π̃1, 1, π2). (3.41)

Согласно (3.11) dk+1 ≥ dj, rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk. Кроме того,
Ck+1(π

′
i) ≤ Cj(π

′
i) и Ck+1(π̄) ≤ Cj(π̄) ∀ j ∈ Nk. Отсюда

Lmax(π′
i) = Lmax(π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) (3.42)

и
Lmax(π̄) = Lmax(k + 1, π1, π̃1, 1, π2). (3.43)
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Поскольку порядок обслуживания требований множе-

ства N
1
∪ Ñ1 ∪N2 ∪ {1} одинаков при расписаниях π и π̄

и rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk, то

Cj(π) ≥ Cj(π̄) ∀ j ∈ N
1
∪ Ñ1 ∪N2 ∪ {1}. (3.44)

В силу (3.11) d1 ≤ dj, r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1, поэтому требо-
вание 1 ∈ Jdmin

(Nk+1). Тогда из леммы 1.5 следует суще-
ствование таких требований j∗ ∈ J∗(π) и j̄∗ ∈ J∗(π̄), что
j∗, j̄∗ ∈ N2 ∪ {1}. Отсюда с учётом (3.44)

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈N2∪{1}

Lj(π)− max
j∈N2∪{1}

Lj(π̄) ≥ 0.

Следовательно,

Lmax(π) ≥ Lmax(π̄). (3.45)

Пусть справедливо (3.36). Тогда с учётом (3.42), (3.43)
и (3.45)

Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ y, Lmax(k + 1, π1, π̃1, 1, π2) ≤ y.

Кроме того,

π
max{rk+1,i}+pk+1

k , (π1, π̃1, 1, π2) ∈ Π(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1).

Следовательно, в силу (3.34) при m = k выполняется нера-
венство

Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ Cmax(π1, π̃1, 1, π2).

Отсюда с учётом (3.44), (3.41), (3.40)

Cmax(π) ≥ Cmax(π̄) = Cmax(π1, π̃1, 1, π2) ≥

≥ Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) = Cmax(π′
i),

и неравенство (3.37) доказано.
Пусть справедливо (3.38). Тогда в силу (3.42)
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Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) > y.

Из (3.34) при m = k следует, что

Lmax(π̂) > y ∀ π̂ ∈ Π(Nk, max{rk+1, i}+ pk+1),

а так как (π1, π̃1, 1, π2) ∈ Π(Nk, max{rk+1, i} + pk+1), то
Lmax(π1, π̃1, 1, π2) > y. Отсюда с учётом (3.45), (3.43) бу-
дем иметь Lmax(π) ≥ Lmax(π̄) = Lmax(π1, π̃1, 1, π2) > y, и
неравенство (3.39) доказано.

2. Пусть теперь (k + 1) ∈ N2. Покажем, что из

Lmax(π
′′

i ) ≤ y, Lmax(π) ≤ y (3.46)

следует
Cmax(π

′′

i ) ≤ Cmax(π), (3.47)

а из
Lmax(π

′′

i ) > y (3.48)

следует (3.39), где π
′′

i = (πi
k, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i).

Согласно процедуре 1.4 найдутся такие N
2
, Ñ2 ⊂ N2

и соответствующие им частичные расписания π2, π̃2, что

π2 = (π2, k+1, π̃2), где расписания π2 ∈ Π(N
2
, Cmax(π1, 1)) и

π̃2 ∈ Π(Ñ2, Cmax(π1, 1, π2, k + 1)). Тогда

π = (π1, 1, π2, k + 1, π̃2).

Построим расписание

π̄ = (π1, 1, π2, π̃2, k + 1),

отличающееся от расписания π порядком обслуживания
требования (k + 1). Согласно (3.11) r1 ≥ rj, rk+1 ≤ rj для
любого j ∈ Nk+1. Следовательно, при расписаниях π, π̄
требования множества N2 ∪ {1} обслуживаются без про-
стоев прибора, а при расписании π

′′

i между требованиями
множества Nk и (k+1) простой также отсутствует. Отсюда

Cmax(π) = Cmax(π̄) = Cmax(π1, 1, π2, π̃2) + pk+1 (3.49)
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и
Cmax(π

′′

i ) = Cmax(πi
k) + pk+1. (3.50)

Отметим, что

Lmax(π
′′

i ) = max{Lmax(πi
k), Lk+1(π

′′

i )} (3.51)

и

Lmax(π̄) = max{Lmax(π1, 1, π2, π̃2), Lk+1(π̄)}. (3.52)

Покажем, что выполняется (3.45). В силу (3.11) dk+1 ≥ dj

∀ j ∈ Nk. Кроме того, Ck+1(π) ≤ Cj(π) ∀ j ∈ Ñ2 и, следо-

вательно, Lk+1(π) ≤ Lj(π) ∀ j ∈ Ñ2. Поэтому выполняется
Lmax(π) = max

j∈Nk

Lj(π). Отсюда

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)−max{max
j∈Nk

Lj(π̄), Lk+1(π̄)}.

Пусть max
j∈Nk

Lj(π̄) ≥ Lk+1(π̄), т. е.

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)−max
j∈Nk

Lj(π̄).

Поскольку Cj(π) ≥ Cj(π̄) и, следовательно, Lj(π) ≥ Lj(π̄)
∀ j ∈ Nk, то неравенство (3.45) выполняется. Пусть верно
max
j∈Nk

Lj(π̄) < Lk+1(π̄), т. е.

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)− Lk+1(π̄).

Так как dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk, то с учётом (3.49) имеем
Cmax(π)− dj ≥ Cmax(π̄)− dk+1 ∀ j ∈ Nk. Это означает, что
временно́е смещение требования, обслуживаемого на по-
следнем месте при расписании π, не меньше, чем Lk+1(π̄),
и неравенство (3.45) доказано.

Пусть справедливо (3.46). Тогда с учётом (3.51) и (3.52)

Lmax(πi
k) ≤ y и Lmax(π1, 1, π2, π̃2) ≤ y.
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Кроме того, πi
k, (π1, 1, π2, π̃2) ∈ Π(Nk, i). Следовательно,

учитывая (3.34) при m = k,

Cmax(πi
k) ≤ Cmax(π1, 1, π2, π̃2).

Отсюда с учётом (3.50), (3.49)

Cmax(π
′′

i ) = Cmax(πi
k) + pk+1 ≤ Cmax(π1, π̃1, 1, π2) + pk+1 =

= Cmax(π̄) = Cmax(π),

и неравенство (3.47) доказано.
Пусть справедливо (3.48). Тогда либо Lmax(πi

k) > y, ли-
бо Lmax(πi

k) ≤ y и Lk+1(π
′′

i ) > y. Пусть Lmax(πi
k) > y. Из

(3.34) при m = k следует, что

Lmax(π̂) > y ∀ π̂ ∈ Π(Nk, i),

а так как (π1, 1, π2, π̃2) ∈ Π(Nk, i), то

Lmax(π1, 1, π2, π̃2) > y,

и в силу (3.52) Lmax(π̄) > y. Отсюда с учётом (3.45) следует
неравенство (3.39). Пусть теперь

Lmax(πi
k) ≤ y и Lk+1(π

′′

i ) > y.

Так как πi
k, (π1, 1, π2, π̃2) ∈ Π(Nk, i), то из (3.34) при m = k

следует, что Cmax(πi
k) ≤ Cmax(π1, 1, π2, π̃2). Отсюда с учё-

том (3.50), (3.49)

Cmax(π
′′

i ) = Cmax(πi
k) + pk+1 ≤

≤ Cmax(π1, π̃1, 1, π2) + pk+1 = Cmax(π̄),

а значит, Lk+1(π
′′

i ) ≤ Lk+1(π̄) и Lk+1(π̄) > y. Тогда из (3.45),
(3.52) следует (3.39).

Далее, пусть πi
k+1 6= π�. Тогда Πi 6= �. Это возможно в

следующих трёх случаях.
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1. Пусть Lmax(π′
i) ≤ y, Lmax(π

′′

i ) ≤ y. Из (3.36), (3.46)
следует, что для любого расписания π ∈ Π(Nk+1, i), для
которого Lmax(π) ≤ y справедливо (3.37) либо (3.47). Зна-
чит, (3.34) при m = k + 1 доказано.

2. Пусть Lmax(π′
i) ≤ y, Lmax(π

′′

i ) > y. Из (3.36) следу-
ет, что для любого расписания π = (π1, 1, π2) ∈ Π(Nk+1, i),
для которого Lmax(π) ≤ y, в случае (k + 1) ∈ N1 справед-
ливо (3.37). Кроме того, из (3.48) следует (3.39) для всех
расписаний π ∈ Π(Nk+1, i), если k + 1 ∈ N2. Поскольку
(k + 1) ∈ N1 либо k + 1 ∈ N2, то (3.34) при m = k + 1
доказано в этом случае.

3. Пусть Lmax(π′
i) > y, Lmax(π

′′

i ) ≤ y. Из (3.46) следу-
ет, что для любого расписания π = (π1, 1, π2) ∈ Π(Nk+1, i),
для которого Lmax(π) ≤ y, в случае k + 1 ∈ N2 справед-
ливо (3.47). Кроме того, из (3.38) следует(3.39) для всех
расписаний π ∈ Π(Nk+1, i), если k + 1 ∈ N1. Поскольку
(k + 1) ∈ N1 либо k + 1 ∈ N2, то (3.34) при m = k + 1
доказано.

Пусть теперь πi
k+1 = π�. Тогда Πi = �. Это означает,

что Lmax(π′
i) > y, Lmax(π

′′

i ) > y. Из (3.38), (3.48) следует,
что для любого расписания π ∈ Π(Nk+1, i) справедливо
(3.39), и неравенство (3.35) доказано.

Отметим, что πh = πτ
n ∈ Π(N, τ). Поскольку верно ра-

венство τ = max{rn, t}, то Π(N, τ) = Π(N, t). Тогда из
(3.34), (3.35) при m = n, i = τ следует утверждение теоре-
мы. Теорема доказана.

Теорема 3.7 Пусть на параметры требований множе-
ства N накладываются ограничения (1.63) (ri ≤ rj ⇒
⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Тогда трудоёмкость процедуры h
составляет O(n log n + nP ) операций.

Доказательство. Для перенумерации требований со-
гласно (3.11) достаточно O(n log n) операций ([57], гл. 5,
§ 5.3). На каждой итерации количество расписаний πi

k+1
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не превышает P . На k-й итерации значения Cmax(π′
i),

Lmax(π′
i), Lmax(π

′′

i ), Cmax(π
′′

i ) можно вычислять следующим
образом:

Cmax(π′
i) = Cmax(π

max{rk+1,i}+pk+1

k ),

Lmax(π′
i) = max{max{i, rk+1}+ pk+1 − dk+1,

Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )},

Cmax(π
′′

i ) = Cmax(πi
k) + pk+1, (3.53)

Lmax(π
′′

i ) = max{Lmax(πi
k), Cmax(π

′′

i )− dk+1},

используя при этом значения Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ),
Lmax(πi

k), Cmax(πi
k), полученные на (k − 1)-й итерации.

Отметим, что согласно (3.11) rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk, т. е.
между требованиями множества Nk и k + 1 нет простоя
прибора. Поэтому выполняется (3.53). Таким образом,
на каждой итерации необходимо хранить не более P
расписаний и соответствующих им значений целевой
функции и моментов завершения. Значит, трудоёмкость
одной итерации — O(P ) операций, а поскольку процедура
h состоит из n итераций, то её трудоёмкость составит
O(n log n + nP ) операций. Теорема доказана.

Заметим, что применением процедуры h можно полу-
чить решение известной NP -полной задачи РАЗБИЕНИЕ
([9], c. 81) либо установить, что решения не существует.
В этом параграфе предлагается способ решения задачи
РАЗБИЕНИЕ, использующий процедуру построения до-
пустимого относительно заданного значения y расписания
для задачи минимизации максимального временно́го сме-
щения при ограничениях (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj для
всех i, j ∈ N).

Сформулируем задачу РАЗБИЕНИЕ. Дано множество
N0 = {1, 2, . . . , n0}, каждому элементу i которого сопо-
ставлено натуральное число aj и

∑

j∈N0

aj = 2A, где A —
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натуральное число. Задача заключается в распознавании:
существует ли разбиение множества N0 на два подмноже-
ства N0

1 и N0
2 такие, что

∑

j∈N0
1

aj =
∑

j∈N0
2

aj = A. (3.54)

В работе ([9], c. 293) построено сведение задачи о раз-
биении к задаче распознавания, соответствующей задаче
1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax. Задача распознавания заключает-
ся в следующем. Существует ли расписание π ∈ Π(N, t)
такое, что Lmax(π) ≤ y для заданного числа y. Сведе-
ние строится следующим образом. Полагаем n = n0 + 1,
N = {1, . . . , n0, n}; pj = aj, rj = 0, dj = 2A + 1, j = 1, n0;
pn = 1, rn = A, dn = A + 1; y = 0. Доказано, что
расписание π = (π1, n, π2) ∈ Π(N, t), где π1 ∈ Π(N1, t),
π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, n)), N1 6= �, N2 6= �, N1 ∪ N2 = N0,
допустимо относительно заданного y тогда и только то-
гда, когда существует такое разбиение множества N0 на
подмножества N0

1 = N1 и N0
2 = N2, что справедливо

(3.54). Необходимо заметить, что параметры требований
множества N удовлетворяют нашим ограничениям (1.63)
(ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N), а допустимое расписа-
ние относительно заданного y = 0 в случае ограничений
(1.63) можно построить процедурой h, описанной в разделе
3.5.2. за O(n log n+nP ) операций. Если Lmax(πh) ≤ 0, то со-
гласно определению параметров требований будем иметь
N1 6= �, N2 6= �. Таким образом, процедурой h можно
получить решение задачи РАЗБИЕНИЕ либо установить,
что решения не существует.

3.5.3 Алгоритм решения задачи
1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

В этом параграфе предлагается алгоритм решения
задачи минимизации максимального временно́го смеще-
ния для случая (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N),
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в котором используются процедуры h0 и h, описанные в
разделах 3.5.1, 3.5.2.

Идея алгоритма заключается в следующем. В каче-
стве начального значения y полагается значение целевой
функции расписания, построенного процедурой h0. Далее,
уменьшая значение y на единицу, не более чем за pmax(N)
вызова процедуры h, получаем оптимальное расписание.

Алгоритм 3.10 Алгоритм построения оптимального расписа-
ния задачи 1 | ri ≤ rj , di ≥ dj | Lmax

1: Вспомогательный шаг. Процедурой h0 строится распи-
сание πh0

∈ Π(N, t), и полагается y0 = Lmax(πh0
). Проце-

дурой h, где y := y0, строится допустимое относительно y0

расписание π0
h ∈ Π(N, t).

2: Пусть для k ≥ 1 построено расписание πk−1
h .

3: Построим πk
h следующим образом. Полагаем yk := yk−1− 1

и процедурой h, где y := yk, строится допустимое относи-
тельно yk расписание πk

h ∈ Π(N, t).

4: if πk
h = π� then

5: π∗ := πk−1
h , и алгоритм заканчивает работу.

6: end if

Теорема 3.8 Пусть на параметры требований множе-
ства N накладываются ограничения (1.63). Тогда с помо-
щью алгоритма 3.10 может быть построено оптималь-
ное расписание за O(n2P + npmax(N)P ) операций.

Доказательство. Докажем, что π0
h 6= π�. Допустим

противное, т. е. π0
h = π�. Тогда по теореме 3.6 имеем

Lmax(π) > y0 ∀ π ∈ Π(N, t). Так как πh0
∈ Π(N, t), то

Lmax(πh0
) > y0, что противоречит выбору y0. Таким об-

разом, при указанном способе задания y0 расписание π∗,
построенное алгоритмом, таково, что π∗ ∈ Π(N, t).

Пусть πm
h = π�. Тогда по теореме 3.6 Lmax(π) > ym

∀ π ∈ Π(N, t), а значит, Lmax(π̃) > ym ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t).
Очевидно, что ym и Lmax(π̃) — целые числа для любого
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π̃ ∈ Π∗(N, t). Поэтому

Lmax(π̃) ≥ ym−1 ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t). (3.55)

Так как согласно алгоритму 3.10 πm−1
h 6= π�, то по теоре-

ме 3.6
Lmax(πm−1

h ) ≤ ym−1. (3.56)

Поскольку Lmax(πm−1
h ) ≥ Lmax(π̃) ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t), то из

(3.55), (3.56) следует, что πm−1
h ∈ Π∗(N, t).

Оценим сложность алгоритма 3.10. Для выполнения
начального шага потребуется O(n2P ) операций, так как
сложность процедур h0 и h соответственно O(n2P ) и
O(n log n + nP ) операций. На каждой итерации выполня-
ется процедура h, поэтому каждая итерация имеет тру-
доёмкость O(n log n + nP ) операций. Поскольку в каче-
стве начального значения y0 берется значение целевой
функции расписания, построенного процедурой h0, то со-
гласно теореме 3.4 значение целевой функции расписа-
ния πh0

не более чем на pmax(N) превосходит значение
целевой функции оптимального расписания. Следователь-
но, количество итераций алгоритма 3.10 не превосходит
pmax(N). Таким образом, трудоёмкость алгоритма состав-
ляет O(n2P + npmax(N)P ) операций.

Случай (1.63), когда параметры требований удовлетво-
ряют ограничениям ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N , являет-
ся NP -трудным [10]. В этом случае алгоритм 3.10 даёт так-
же способ построения N∗ по схеме (алгоритм 1.6), трудоём-
кость которой совпадает с трудоёмкостью алгоритма 3.10.

3.5.4 Полиномиальные алгоритмы решения
частных случаев задачи
1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

В этом параграфе предлагаются алгоритмы построе-
ния оптимальных расписаний задачи минимизации макси-
мального временно́го смещения при ограничениях (1.63),
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(1.64) и (1.63), (1.65). Алгоритмы построены на основании
свойств оптимальных расписаний, описанных выше.

Опишем алгоритм построения оптимального расписа-
ния задачи минимизации максимального временно́го сме-
щения при ограничениях (1.63), (1.64):

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N ;

dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N.

Алгоритм 3.11 Алгоритм решения задачи при ограничениях:
ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N ; и dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N

1: Полагаем π∗ := arg min
i=1,n
{Lmax(πi)}, где πi = (~πr, i),

~πr ∈ ~Πr(N \ {i}, t), i = 1, . . . , n.

Теорема 3.9 Пусть параметры требований множества
N удовлетворяют ограничениям (1.63), (1.64). Тогда ал-
горитмом 3.11 будет построено оптимальное расписание
π∗ ∈ Π(N, t) за O(n2) операций.

Доказательство. Согласно лемме 1.13 найдётся такое
i ∈ N , что расписание π∗ = (~πr, i), где ~πr ∈ ~Πr(N \ {i}, t),
будет оптимальным, причём Lmax(π∗) = Li(π

∗). Поскольку
на последнем месте может оказаться любое из n требо-
ваний, то для нахождения оптимального расписания до-
статочно среди n расписаний πi, i = 1, 2, . . . , n, выбрать
расписание с наименьшим значением целевой функции.

Оценим сложность алгоритма 3.11. Если первоначаль-
но перенумеровать требования по неубыванию моментов
поступления, то для построения каждого расписания πi и
вычисления каждого значения Lmax(πi), i = 1, . . . , n, по-
требуется O(n) операций, а для построения всех расписа-
ний πi и вычисления всех значений Lmax(πi) необходимо
O(n2) операций. Для выбора π∗ из n расписаний достаточ-
но O(n) операций. Поскольку для перенумерации необхо-
димо O(n log n) операций ([57], гл. 5, § 5.3), то трудоём-
кость алгоритма 3.11 составляет O(n2) операций. Теорема
доказана.
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Отметим, что для случая (1.63), (1.64) алгоритм 3.11
даёт также способ построения N∗ по схеме 1.6, трудоём-
кость которой совпадает с трудоёмкостью алгоритма 3.11.

Теорема 3.10 Пусть параметры требований множе-
ства N удовлетворяют ограничениям (1.63), (1.65):

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N

и
ri ≤ rj ⇒ di − pi ≥ dj ∀ i, j ∈ N, i 6= j.

Тогда оптимальное расписание π∗ ∈ ~Πd(N, t) строится за
O(n log n) операций.

Доказательство. Согласно лемме 1.14 любое расписание
π ∈ ~Πd(N, t) будет оптимальным. Поэтому для построе-
ния оптимального расписания π∗ достаточно перенумеро-
вать требования множества N по неубыванию директив-
ных сроков и положить π∗ = (1, . . . , n). Поскольку для пе-
ренумерации требований достаточно O(n log n) операций,
то трудоёмкость построения оптимального расписания со-
ставит O(n log n) операций.

Из теоремы 3.10 следует, что для построения оптималь-
ного расписания для случая (1.63), (1.65) достаточно упо-
рядочить требования по неубыванию директивных сроков.
Отметим, что для случая (1.63), (1.65) в схеме 1.6 N∗ = �,
и трудоёмкость схемы 1.6 совпадает с трудоёмкостью пе-
ренумерации требований.

3.6 Приближённый алгоритм решения
общего случая задачи. Оценка
абсолютной погрешности

В этом параграфе предлагается приближённый алго-
ритм решения общей задачи минимизации максимального
временно́го смещения, использующий алгоритм решения
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частного случая задачи при ограничениях (1.63). Идея ал-
горитма заключается в следующем. Директивные сроки
требований изменяются так, чтобы новые параметры тре-
бований удовлетворяли ограничениям (1.63). Далее задача
решается алгоритмом 3.10. Полученное расписание явля-
ется приближённым расписанием с минимальным значе-
нием границы абсолютной погрешности оптимального зна-
чения целевой функции (Lmax) на множестве оптимальных
расписаний частного случая при условиях (1.63). Мини-
мизация границы абсолютной погрешности обеспечивает-
ся алгоритмом изменения директивных сроков.

Не ограничивая общности, будем полагать, что требо-
вания множества N пронумерованы так, что

r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn, (3.57)

причём

rj = rj+1 ⇒ dj ≥ dj+1 ∀ j = 1, . . . , n− 1. (3.58)

Сформулируем и решим следующую задачу:
{

max
j∈N
{dj − d′

j} −min
j∈N
{dj − d′

j} −→ min
d′
1
,d′

2
,...,d′n

d′
1 ≥ d′

2 ≥ · · · ≥ d′
n.

(3.59)

Решение задачи (3.59) может быть найдено следующим
алгоритмом.

Алгоритм 3.12 Алгоритм решения задачи (3.59)

1: Вспомогательный шаг. Перенумеруем требования мно-
жества N согласно (3.57), (3.58). Полагаем N1 := N .

2: Основной шаг. Пусть для k ≥ 1 построено множество Nk.
3: if Nk 6= � then
4: lk := max{j ∈ Nk : dj = max

i∈Nk

di}, N̄k := {j ∈ Nk : j ≤ lk},

и полагаем d̄′j := dlk ∀ j ∈ N̄k, Nk+1 := Nk \ N̄k, k := k + 1
и переходим к следующему шагу.

5: else
6: Алгоритм заканчивает работу.
7: end if
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Лемма 3.3 Решение задачи (3.59) может быть найдено
алгоритмом 3.12 за O(n log n) операций.

Доказательство. Оценим трудоёмкость алгоритма 3.12.
Для перенумерации требований понадобится O(n log n)
операций. Поскольку N̄k ∩ N̄k+1 = �, то для нахожде-
ния всех d̄′

j ∀ j ∈ N потребуется не более O(n) операций.
Поэтому трудоёмкость алгоритма 3.12 составит O(n log n)
операций.

Пусть число итераций алгоритма 3.12 равно m. Соглас-
но алгоритму 3.12 значения d̄′

j ∀ j = 1, . . . , n удовлетворя-
ют ограничениям

d̄′
1 ≥ · · · ≥ d̄′

n, (3.60)

и, кроме того,

d̄′
j ≥ dj, j = 1, 2, . . . , n. (3.61)

Покажем, что

max
j∈N
{d̄′

j − dj}−min
j∈N
{d̄′

j − dj} ≤ max
j∈N
{d′

j − dj}−min
j∈N
{d′

j − dj}

(3.62)
для любых целых чисел d′

j, удовлетворяющих (3.59). Тогда
утверждение леммы будет доказано. Для этого выберем
произвольно целые значения d̃′

j, j = 1, . . . , n, такие, что

d̃′
1 ≥ · · · ≥ d̃′

n, (3.63)

и проверим справедливость неравенства (3.62) при d′
j = d̃′

j

∀ j = 1, . . . , n.
Очевидно, что max

j∈N
{dj − d′

j} = −min
j∈N
{d′

j − dj} и

min
j∈N
{dj − d′

j} = −max
j∈N
{d′

j − dj} ∀ d′
1, . . . , d

′
n. Отсюда

max
j∈N
{dj − d̄′

j}−min
j∈N
{dj − d̄′

j} = max
j∈N
{d̄′

j − dj}−min
j∈N
{d̄′

j − dj}

(3.64)
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и

max
j∈N
{dj − d̃′

j}−min
j∈N
{dj − d̃′

j} = max
j∈N
{d̃′

j − dj}−min
j∈N
{d̃′

j − dj}.

(3.65)
Поскольку требования множества N пронумерованы

согласно (3.57), (3.58), то требования l1, . . . , lk и множества
N̄1, . . . , N̄k можно выбрать по алгоритму 3.12. Очевидно,
что N̄k ∩ N̄k+1 = � и N̄1 ∪ · · · ∪ N̄m = N . Отсюда

max
j∈N
{d̄′

j − dj} −min
j∈N
{d̄′

j − dj}) =

= max
1≤k≤m

(max
j∈N̄k

{d̄′
j − dj})− min

1≤k≤m
(min
j∈N̄k

{d̄′
j − dj})

(3.66)

и

max
j∈N
{d̃′

j − dj} −min
j∈N
{d̃′

j − dj}) =

= max
1≤k≤m

(max
j∈N̄k

{d̃′
j − dj})− min

1≤k≤m
(min
j∈N̄k

{d̃′
j − dj}).

(3.67)

Обозначим через sk ∈ N̄k такое требование, что

dsk
≤ dj ∀ j ∈ N̄k, k = 1, . . . ,m. (3.68)

По алгоритму 3.12

d̄′
j = d̄′

lk
= dlk ∀ j ∈ N̄k, k = 1, . . . ,m. (3.69)

Согласно выбору требования lk с учётом (3.68), (3.69)

max
j∈N̄k

{d̄′
j − dj} = dlk − dsk

∀ k = 1, . . . ,m, (3.70)

min
j∈N̄k

{d̄′
j − dj} = 0 ∀ k = 1, . . . ,m, (3.71)

и dlk ≥ dj для всех j ∈ N̄k. Кроме того, в силу (3.63)

d̃′
lk
≤ d̃′

j для всех j ∈ N̄k, k = 1, . . . ,m. Отсюда

min
j∈N̄k

{d̃′
j − dj} = d̃′

lk
− dlk ∀ k = 1, . . . ,m. (3.72)
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Пусть числа Cj, j = 1, . . . , n, таковы, что d̃′
j = d̄′

j + Cj.
Тогда с учётом (3.69)

d̃′
j = dlk + Cj ∀ j ∈ N̄k, k = 1, . . . ,m, (3.73)

а из (3.63), (3.73) следует, что

i ≤ j ⇒ Ci ≥ Cj ∀ i, j ∈ N̄k, k = 1, . . . ,m. (3.74)

Так как max
j∈N̄k

{d̃′
j − dj} ≥ d̃′

j − dj ∀ j ∈ N̄k, то выполняется

max
j∈N̄k

{d̃′
j − dj} ≥ d̃′

sk
− dsk

. Отсюда с учётом (3.73)

max
j∈N̄k

{d̃′
j − dj} ≥ dlk + Csk

− dsk
∀ k = 1, . . . ,m. (3.75)

Из (3.70), (3.71), (3.72), (3.75) следует, что

max
j∈N̄k

{d̄′
j−dj}−min

j∈N̄k

{d̄′
j−dj}−(max

j∈N̄k

{d̃′
j−dj}−min

j∈N̄k

{d̃′
j−dj}) ≤

≤ d̃′
lk
− dlk − Csk

∀k = 1, . . . ,m.

Согласно выбору требований lk и sk имеем, что sk ≤ lk.
Тогда из (3.73) с учётом (3.74) следует, что d̃′

lk
≤ dlk + Csk

для всех k = 1, . . . ,m. Отсюда

max
j∈N̄k

{d̄′
j−dj}−min

j∈N̄k

{d̄′
j−dj} ≤ max

j∈N̄k

{d̃′
j−dj}−min

j∈N̄k

{d̃′
j−dj},

∀ k = 1, . . . ,m,

и в силу (3.66), (3.67)

max
j∈N
{d̄′

j − dj}−min
j∈N
{d̄′

j − dj} ≤ max
j∈N
{d̃′

j − dj}−min
j∈N
{d̃′

j − dj}.

Отсюда с учётом (3.64), (3.65) следует неравенство (3.62)

при d′
j = d̃′

j. Лемма доказана.
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Опишем алгоритм построения приближённого решения
NP -трудной в сильном смысле задачи минимизации мак-
симального временно́го смещения в общем случае.

Алгоритм 3.13 Алгоритм решения задачи (3.59)

1: Для требований множества N алгоритмом 3.12 находим но-
вые директивные сроки d̄′j , j ∈ N .

2: Алгоритмом 3.10 решаем задачу 1|ri ≤ rj , di ≥ dj |Lmax при
dj = d̄′j .

Теорема 3.11 С помощью алгоритма 3.13, трудоём-
кость которого O(n2P +npmaxP ) операций, может быть
построено расписание π′ ∈ Π(N, t) такое, что

Lmax(π′)− Lmax(π∗) ≤ ρ̄d,

где π∗ ∈ Π∗(N, t) и ρ̄d – минимальное значение разности
max
j∈N
{dj − d′

j}−min
j∈N
{dj − d′

j} по всем d′
1, . . . , d

′
n, удовлетво-

ряющих неравенствам (3.59).

Доказательство. Из леммы 1.16 имеем неравенство
Lmax(π′) ≤ Lmax(π∗) + ρd, где π∗, π′ ∈ Π(N, t) — оптималь-
ные расписания обслуживания требований множества N с
момента времени t при директивных сроках dj и d′

j соот-
ветственно. Из леммы 3.3 следует, что минимальное зна-
чение ρd достигается при d′

j = d̄′
j, j = 1, n, найденным

алгоритмом 3.12.
Трудоёмкость алгоритма 3.12 не превышает O(n log n)

операций. А трудоёмкость алгоритма 3.10 нахождения
расписания π′ — O(n2P + npmaxP ) операций, поэтому тру-
доёмкость алгоритма 3.13 составляет O(n2P +npmaxP ) опе-
раций. Теорема доказана.

Таким образом, изменив директивные сроки исходной
задачи и решая полученную задачу алгоритмом для част-
ного случая (1.63) за O(n2P + npmaxP ) операций, получим

204



приближённое решение исходной NP -трудной в сильном
смысле задачи 1 | rj | Lmax с минимальной величиной
абсолютной погрешности оптимального значения целевой
функции (Lmax) на множестве оптимальных расписаний
задачи при условиях (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N).
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Заключение

Основными результатами являются следующие:
1. Для NP -трудных в сильном смысле задач

{1, P, R,Q}|prec, rj|{Lmax, Cmax} найдены оценки аб-
солютной погрешности целевой функции. Для этих
классов задач введена метрика. Предложена новая схема
нахождения приближённого решения данных задач, со-
стоящая из двух этапов. На первом этапе, решая задачу
линейного программирования, находится изменение ис-
ходных параметров примера A (rA

j , pA
ji, d

A
j |j ∈ N, i ∈ M),

что полученный пример B с параметрами требований
(rB

j , pB
ji, d

B
j |j ∈ N, i ∈ M) принадлежал известному поли-

номиально (псевдополиномиально) разрешимому классу
примеров исходной NP -трудной задачи и был на ми-
нимальном расстоянии от примера A в метрике ρ. На
втором этапе для решения примера B используется уже
известный для данного класса примеров полиномиальный
(псевдополиномиальный) алгоритм, а затем найденную
им оптимальную перестановку требований применим к
примеру A. Абсолютная погрешность такого решения не
будет превосходить расстояния ρ(A,B) между примерами.

Для двух полиномиально разрешимых классов класси-
ческой NP -трудной в сильном смысле задачи 1 | rj | Lmax
построены полиномиальные алгоритмы нахождения, при-
надлежащего классу примера, оптимальное расписание
которого имеет наименьшую гарантированную абсолют-
ную погрешность для произвольного исходного примера.

2. Для NP -трудной задачи 1 | rj | Lmax предложен но-
вый точный алгоритм решения на основе методов ветвей

206



и границ и программирования в ограничениях. Найдены
новые эффективные нижние оценки оптимального значе-
ния целевой функции. Экспериментальные исследования
на множестве тестовых примеров показали преимущество
(время работы алгоритма и количество ветвлений в дере-
ве поиска существенно меньше) предложенного алгоритма
над существующими алгоритмами. Экспериментально по-
казано, что процент оптимально решённых примеров зада-
чи 1 | rj | Lmax полиномиальными алгоритмами стремится
к 100% при увеличении размерности. Также эксперимен-
тально установлено, что фактическое значение абсолют-
ной погрешности решения, полученного при помощи обоих
вариантов предложенной схемы нахождения приближён-
ного решения, в среднем не превосходит половины теоре-
тического значения абсолютной погрешности.

3. Для модифицированного варианта разрешимости
проблемы 1 | rj | Lmax разработан алгоритм, который
определяет, допустимо ли заданное множество требований
и в случае недопустимости находит некоторое недопусти-
мое подмножество. Разработанный алгоритм использует-
ся для решения NP -трудной задачи с критерием мини-
мизации взвешенного числа запаздывающих требований
1 | rj |

∑

wjUj.
4. Поставлены и решены задачи, в некотором смысле

"двойственная" и "обратная" к задаче 1 | rj | fmax, трудо-
ёмкость алгоритмов O(n2) операций. Решения данных за-
дач являются оценками снизу для исходной NP -трудной
в сильном смысле задачи 1 | rj | fmax и могут быть исполь-
зованы в алгоритмах сокращённого перебора.

NP -трудная в сильном смысле задача 1 | rj | Lmax яв-
ляется одной из важных комбинаторных задач теории рас-
писаний. Во-первых, она тесно связана с часто встречаю-
щейся задачей теории расписаний, состоящей в проверке
возможности обслуживания заданного множества требо-
ваний на одном приборе без прерываний и нарушений вре-
мён поступления и директивных сроков требований.

Во-вторых, как уже было упомянуто, решение задачи
1 | rj | Lmax помогает получить неплохие нижние оцен-
ки для многих многоприборных как теоретических, так и
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практических задач.
Смеем надеяться, что данный труд внесет свою лепту

в изучение этой важной задачи и предложит новые пути
её исследования. Остановимся теперь на основных резуль-
татах.

С помощью теоремы об абсолютной погрешности нами
были установлены новые свойства оптимальных расписа-
ний примеров задачи. Было показано, что расписание, оп-
тимальное для одного примера, может быть использовано
при приближённом решении с гарантированной погреш-
ностью другого примера задачи. Данное свойство позво-
лило нам предложить целое семейство алгоритмов реше-
ния задачи. Следует заметить, что до этого только алго-
ритм Шраге [49] позволял получить за полиномиальное
время решение с гарантированной абсолютной погрешно-
стью (которая равняется максимальному времени обслу-
живания требования [29]).

Отличительной чертой нашего подхода является то,
что в основе каждого приближённого алгоритма лежит ал-
горитм решения некоторого полиномиально разрешимого
частного случая задачи. Здесь необходимо повториться,
что, насколько нам известно, подход такого типа для при-
ближённого решения комбинаторной задачи применяется
впервые.

Не менее значимым теоретическим результатом можно
считать введение метрики в пространстве примеров зада-
чи, что также является новшеством в теории расписаний.
В настоящее время продолжается работа над получением
метрики для задач теории расписаний с "суммарными"
критериями.

Мы надеемся, что полученные теоретические результа-
ты могут быть обобщены, а также перенесены на другие
комбинаторные задачи.

Наряду с теоретическими нами также были получены
важные результаты с практической точки зрения. Дол-
гое время считалось, что алгоритм Карлье [29] позволяет
справляться со всеми примерами проблемы 1 | rj | Lmax,
встречающимися на практике. Однако наше исследова-
ние показало, что это не так. Предложенная нами мо-
дификация алгоритма Карлье намного более эффектив-
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на. Данная модификация заключается в использовании
алгоритмов "Edge-Finding", известных в программирова-
нии в ограничениях (ПвО, в англоязычной литературе —
Constraint Programming). В отличие от оригинального ал-
горитма, с помощью его модификации были решены все
тестовые примеры.

Несмотря на хорошие результаты, предложенный ал-
горитм точного решения задачи не всегда работает доста-
точно быстро (особенно на примерах большой размерно-
сти). Обычно задача 1 | rj | Lmax используется в каче-
стве подзадачи, и поэтому ее требуется решить много раз
в течение одного алгоритма. Поэтому, даже если каждый
пример решается за считанные секунды, это может быть
недостаточно эффективно.

Задача 1 | rj |
∑

wjUj интересна как в теоретическом,
так и в практическом плане. Минимизация запаздываю-
щих требований — один из классических критериев в тео-
рии расписаний. Этот факт обусловлен большим количе-
ством задач с данной целевой функцией, встречающих-
ся на практике. Наибольший интерес представляют мно-
гоприборные задачи. Однако вариант с одним прибором,
рассмотренный в работе, так же важен, так как идеи и
подходы для его решения зачастую могут быть обобщены
на задачи с несколькими как идентичными, так и неодно-
родными приборами.

Задача 1 | rj |
∑

wjUj может быть переформулирована
как нахождение допустимого множества требований мак-
симального суммарного веса. Здесь допустимость множе-
ства определяется возможностью обслуживания его требо-
ваний на одном приборе без прерываний и нарушений вре-
мен поступления и директивных сроков. Для оптимально-
го решения данной задачи нами [81] был предложен ал-
горитм ветвей и отсечений, основанный на декомпозиции
Бендерса, формулировки целочисленного линейного про-
граммирования. Декомпозиция разбивает задачу на две
подзадачи — выбор множества требований и проверку его
допустимости. Первая подзадача решается методами цело-
численного линейного программирования, для второй ис-
пользуются специализированные комбинаторные алгорит-
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мы и методы программирования в ограничениях. Связь
между двумя подзадачами осуществляется при помощи
отсечений, генерируемых второй подзадачей и использу-
емых в первой.

Идея такой декомпозиции задачи теории расписаний
не нова, см., например [40, 88]. Наш вклад в данный под-
ход состоит в следующем. Во-первых, мы предложили до-
полнить формулировку первой подзадачи ограничениями,
которые существенно сокращают число выбранных недо-
пустимых множеств требований. Это позволило также со-
кратить число генерируемых отсечений и, соответственно,
время работы алгоритма. Во-вторых, нами были разра-
ботаны новые алгоритмы для генерации отсечений. Стан-
дартный метод состоит в генерации так называемых "no-
good" отсечений, которые гарантируют, что все требова-
ния недопустимого множества требований не могут быть
выбраны одновременно. Наш первый алгоритм основан на
идее о том, что, когда некоторое множество требований
недопустимо, обычно можно найти недопустимое подмно-
жество требований из данного множества. Отсечение "no-
good" для подмножества требований "работает" более эф-
фективно. Одно такое отсечение может заменить много
стандартных отсечений "no-good", тем самым значитель-
но уменьшая время работы алгоритма. Наш второй алго-
ритм для генерации отсечений использует новую технику
"Edge-Finding", уже упомянутую выше. Данная техника
позволяет находить пары (Q, k), где Q — множество тре-
бований и k — некоторое требование. Если требование из
множества Q∪{k} обслуживается на одном приборе в до-
пустимом расписании, k может обслуживаться только в
определенном интервале, меньшим, чем интервал [rk, dk].
Использую пары (Q, k), дополнительные ограничения мо-
гут быть добавлены в формулировку первой подзадачи.
Так как число таких ограничений экспоненциально, они
используются как отсечения.

С помощью предложенного алгоритма ветвей и отсече-
ний были решены все тестовые примеры, содержащие до
100 требований. По нашим сведениям — это наилучший
результат среди всех алгоритмов, существующих в лите-
ратуре.
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При анализе предложенного алгоритма возникает важ-
ный вопрос, касающийся отсечений "no-good". Возможно
ли построить достаточно эффективный на практике ал-
горитм, который при заданном недопустимом множестве
требований находил минимально недопустимое подмноже-
ство. Такое подмножество требований позволило бы нам
сгенерировать наиболее эффективное отсечение "no-good"
(т.е. ограничение, которое наряду с заданным решением
"отсекает" наибольшее число недопустимых решений за-
дачи).

В алгоритме ветвей и отсечений не были использованы
правила доминирования задачи. Интересно было бы оце-
нить эффект данных правил на работу алгоритма. Осо-
бенно полезными могли бы быть правила, которые могут
быть выражены переменными x, например "если требо-
вание j обслуживается вовремя, то и требование i тоже
должно обслуживаться вовремя".

Еще одним направлением для исследования может
быть поиск других семейств отсечений и ограничений, ко-
торые могут быть использованы при решении первой под-
задачи. Однако наиболее важным нам представляется изу-
чение возможности применения использованной схемы де-
композиции для решения практических задач.
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