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1. Введение 

Углеродные волокнистые материалы (УВМ) используются 
как для извлечения металлов из разбавленных растворов, так и 
для интенсификации окислительно-восстановительных электро-
химических процессов, не сопровождающихся осаждением 
металлов [2–5]. В результате теоретических и эксперименталь-
ных исследований показано, что эффективность работы угле-
родных волокнистых электродов (УВЭ) существенно зависит от 
их удельной электропроводности [7, 9, 12, 14]. Распределение 
электрохимического процесса в УВЭ определяется профилем 
потенциала по толщине электрода, который, очевидно, зависит 
от профиля электропроводности электрода. Задание определен-
ного профиля электропроводности по толщине электрода и 
токового режима позволяет реализовать требуемое распределе-
ние потенциала. Достичь этого можно, используя «наборные» 
электроды из нескольких слоев УВМ с различной исходной 
удельной электропроводностью. При этом электропроводность 
электрода по его толщине будет изменяться скачкообразно на 
границах слоев УВМ с различной электропроводностью. Удель-
ная электропроводность УВМ зависит от температуры и хими-
ческого состава среды, в которой проводится термическая обра-
ботка исходного материала, что определяет содержание углерода 
в УВМ. Содержание углерода в этих материалах существенно 
влияет на их физико-химические свойства [10, 18, 20, 21]. 

Использование химических методов обработки УВМ в рас-
творах различных окислителей позволяет изменять их удельную 
электропроводность, не меняя существенно состава УВМ, а 
также создавать материалы с переменной электропроводностью 
по толщине электрода. 

Перспективным направлением является электрохимическая 
обработка материала электрода. При этом изменение удельной 
электропроводности УВМ возможно следующими способами: 
1) электродной поляризацией в растворах кислот, щелочей или 
индифферентных солей;  2) осаждением определенного количе-
ства металла или его сплава;  3) осаждением соединений метал-
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ла, например, гидроксида. Профиль электропроводности по тол-
щине электрода обеспечивается режимом электролиза, природой 
и составом электролита, а также видом исходного УВМ [6]. 

Возможность получения материала проточного трехмерного 
электрода (ПТЭ), обладающего требуемым распределением 
электропроводности электрода по его толщине, позволяет ста-
вить и решать задачи по оптимальному выбору такого распреде-
ления в зависимости от принятого критерия оптимизации. 
Очевидно, что наиболее эффективным аппаратом исследования 
и подбора оптимальных условий функционирования трехмер-
ных проточных электродов является математическое моделиро-
вание. В настоящее время существуют достаточно развитые 
математические модели процессов, протекающих в ПТЭ, в том 
числе и модели, описывающие процессы с распределенной 
электропроводностью электрода [8, 13]. 

В работе [8] приведено построение алгоритма расчета элек-
тропроводности твердой фазы системы как функции координа-
ты по толщине электрода для обеспечения равномерного рас-
пределения электрохимического процесса по толщине ТПЭ, при 
этом задача решена как задача математического программиро-
вания. Вид функции распределения электропроводности УВМ 
по толщине пористого электрода при проведении численных 
расчетов принимался как постоянная, линейная и квадратичная 
зависимость электропроводности от координаты. В данном 
исследовании результаты работы [8] используются для построе-
ния первого приближения к расчету оптимальной зависимости 
электропроводности от координаты точки на электроде – Т(x). 
Дальнейшие шаги по оптимизации предлагается проводить с 
использованием теории оптимального математического управ-
ления, где за управляющее воздействие принята функция Т(x). 

2.  Постановка задачи 

В большинстве электрохимических систем поток заряжен-
ных частиц i-го сорта Ni, i = 1, …, n, в объеме электролита опре-
деляется миграционной и конвективной составляющими [16]: 
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(1) VCEgradFCuzN iiiii  )( , 
где zi, Ci, ui – соответственно заряд, концентрация и подвиж-
ность i-го электроактивного компонента в гомогенной или 
псевдогомогенной среде;  grad(E) – градиент потенциала элек-
трического поля;  V – вектор скорости конвективного переноса 
раствора. Уравнение (1) необходимо дополнить условием мате-
риального баланса в отсутствие гомогенной электрохимической 
реакции: 
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Таким образом: 
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В одномерном случае дивергенция вектора (div) совпадает с 
производной, следовательно: 
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После умножения обеих частей каждого из уравнений (4) на 
Fzi и их суммирования получим: 
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где  ii CuFz 22  – величина, характеризующая электропро-
водные свойства системы.  

Используя известное соотношение [7] 
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где SV – реакционная поверхность;  JSi – плотность поляризую-
щего тока по i-му компоненту, а также соотношения 
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  , характеризующие элек-

тропроводности твердой и жидкой фаз электрохимической 
системы из (5) получим: 
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(7)  














SiJvS
x

dx
dE

t
CzF i

i


 

Система уравнений (6), (7) дополняется известными кине-
тическими уравнениями, связывающими JSi и Е в каждой точке 
электрода х [1]: 
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а также естественными граничными условиями: 

(9) ,)(),0(,)0,(,),0( T00 tIt
x
ECxCCC iiii  





 RixEtItL
x
E

 

 ),0(,)(),( Ж  

В соотношениях (8), (9) j0i, αi, φRi – соответственно ток обмена, 
коэффициент переноса и равновесный потенциал 
i-й электрохимической реакции;  R – универсальная газовая 
постоянная;  Т – абсолютная температура;  Km – коэффициент 
массопереноса;  I – габаритная плотность тока, подаваемого на 
электрод. 

Для стационарного процесса электролиза металла на ПТЭ 
уравнение (7) упрощается: 

(10) 
  )(1

)(
1

)()( жтжтт

ж

2

2

xJ
x

S
dx
dE

xx
dx

d

dx
Ed

Si

T



















, 

а граничные условия примут следующий вид: 
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Таким образом, для расчета процесса электролиза из  
n-компонентного раствора в проточном трехмерном электроде в 
стационарном случае необходимо решить систему из (n + 1)-го 
обыкновенного дифференциального уравнения (6), (10) (n урав-
нений первого и одно уравнение второго порядков) с граничны-
ми условиями (11). 
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Решение задачи в приведенной постановке позволяет доста-
точно полно описать электрохимические закономерности рас-
пределения процесса электролиза в ПТЭ. Однако при непосред-
ственном численном решении задачи могут возникнуть 
проблемы, связанные с точностью расчетов и в первую очередь 
классической неустойчивостью системы уравнений, описываю-
щих процесс. 

Приведем доказательство классической неустойчивости об-
суждаемой системы для простейшего случая – выделения из 
раствора на ПТЭ одного компонента (металла). Обозначим 
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Тогда система, описывающая процесс электролитического 
выделения металла в порах проточного объемно-пористого 
электрода, будет иметь вид:  
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Известно [17], что автономная система дифференциальных 
уравнений, каковой является система (13), имеет неустойчивое 
тривиальное равновесное решение (Yi(t) = Y1

0, i = 1, 2, 3), соот-
ветствующее точке покоя (Y1, Y2, Y3 – точка покоя, если 
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f(Y1, Y2, Y3) = 0), если характеристическое уравнение линеаризо-
ванной системы 

(14) 
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K  – символ Кронекера) имеет хотя бы один корень с положи-

тельной действительной частью. В нашем случае характеристи-
ческим будет уравнение относительно λ:  
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Из вида функции f2 нетрудно заключить, что 0
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Наличие корня характеристического уравнения (14) с поло-
жительной действительной частью, свидетельствует о неустой-
чивости системы дифференциальных уравнений (13), а следова-
тельно, и всей системы (6), (10), (11).  

Для постановки и решения задачи оптимального математи-
ческого управления ОПЭ за счет выбора оптимальной зависимо-
сти электропроводности электрода от координаты Т(x) приве-
дем систему дифференциальных уравнений, моделирующих 
процесс электроосаждения n компонент в стационарных услови-
ях. При этом будем использовать систему обозначений, анало-
гичную (11), дополненную следующими выражениями: 
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Получим систему из n + 3 обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка: 
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С граничными условиями:  
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Замена u(x) = dχT(x)/dx сделана нами из соображений упро-
щения расчетов. Нам представляется удобным считать искомой 
управляющей функцией функцию u(x) = dχT(x)/dx. Зная величи-
ну dχT(x)/dx в каждой точке электрода и некоторое начальное 
значение Т(0), которое подбирается на начальной стадии опти-
мизации по методу, описанному в [8], легко рассчитать 


x

dx
dx

dx
0

Т
ТТ )0()(  . Введение в систему (20) дифференци-

ального уравнения относительно неизвестной функции 
Yn+3 = χT(x) позволит нам в дальнейшем сформулировать задачу 
оптимального математического управления и использовать для 
ее решения принцип максимума C.Л. Понтрягина.  

Таким образом, задача заключается в определении функции 
u(x), такой, чтобы решение уравнений (16)–(17) удовлетворяло 
критерию наилучшей равномерности распределения плотности 
тока по толщине ПТЭ. В качестве критерия равномерности 
предлагается использовать следующий интегральный критерий: 
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(18)   
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Использование такого критерия предполагает решение за-
дачи по оптимизации равномерности процесса на ПТЭ по всем 
электроактивным компонентам процесса. В случае, когда необ-
ходимо добиться равномерности распределения парциальных 
плотностей тока и металла для отдельных компонентов электро-
лита, во втором слагаемом под знаком интеграла должны сум-
мироваться только интересующие нас плотности тока. 

2.1. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Задачу (16)–(18) будем решать при помощи принципа мак-

симума Л.С. Понтрягина. Для этого, согласно методу, добавим к 
системе (16)–(17) еще одно уравнение, соответствующее крите-
рию оптимального управления: 
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Далее, следуя принципу максимума, запишем сопряженную 
систему дифференциальных уравнений относительно вновь 
вводимых в рассмотрение функций ψi(х),  i = 0, …, n + 3, с 
соответствующими начальными условиями согласно следую-
щим формулам [15]: 
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i = 1, …, n,  fn+3(Y1, Y2, …, Yn+2, Yn+3) = u(x). 
Нетрудно видеть, что выражения dψi /dx не сложны в вычис-

лении, но получаются достаточно громоздкими, и по этой при-
чине их окончательный вид не приводится в данной работе. По 
той же причине мы опускаем окончательное выражение для 
функции Гамильтона, минимизация которой по управляющему 
воздействию u(x) позволяет рассчитывать оптимальное распре-
деление электропроводности ПТЭ как функции координаты по 
толщине электрода. При этом функция Гамильтона строится по 
формуле: 
(21)  ))(),(),...,(),(),...,(,( 3030 xuxxxYxYxH nn   

 





3

0
),,(),,(

n

i
iiii uxfuYx   

Согласно принципу максимума С.Л. Понтрягина, если 
управление  
(22) miLxxxuuuuuu miim ,...,1,,0),(~~),~,...,~,~(~

021  , 
и, соответственно, решения Yi(x) системы (16)–(17) доставляют 
минимум функционалу (18), то существуют решения ψi(x) сис-
темы (20) такие, что точка u~  является стационарной точкой 
функции Гамильтона по u при всех x  [0, L].  
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2.2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ 
Последняя теорема позволяет записать следующий итера-

ционный алгоритм решения задачи, использующий метод гра-
диентного спуска для минимизации функции Гамильтона. 

Предположим, что нами уже выполнены k итераций и опре-
делены значения функции управления на k-м шаге минимиза-
ции )...,,,()( 21

k
m

kkk uuuxu  , где нижний индекс соответствует 
координате хi на электроде. Тогда (k + 1)-ю итерацию осущест-
вим следующим образом: 

)...,,,()( 11
2

1
1

1   k
m

kkk uuuxu  вычисляем по формуле:  

(23) 
k

ij

k
j

k
j u

Huu 









 1 , mj ,...,1 . 

При этом частная производная ∂H/∂u нами предварительно 
аналитически вычислена, что не сложно было получить из 
выражения (21), однако аналитическое выражение градиента 
громоздко и здесь не приводится.  

При заданных значениях uk+1(x) интегрируем систему  
(16)–(17). Интегрирование системы проводилось по методам 
GEAR и Рунге–Кутта (RK) [11, 22] при этом использовался 
метод «стрельб», посредством которого задача (16)–(17) сводит-
ся к задаче Коши. 

Используя найденные функции Yk+1, интегрируем систему 
(20), находим  k+1. 

Вычисляем функционал k+1 и сравниваем с k. Должно 
выполняться σk+1 ≤ σk, в противном случае в формуле (23) 
уменьшаем значение λ и расчет повторяем.  

Вычисляем функцию H при известных значениях Yk+1 и 
 k+1. 

По формуле (18) находим uk+2, и если оно отличается от uk+1 
на величину, большую некоторой заданной, продолжаем вычис-
лительный процесс по той же схеме, п. 1)–6);  если uk+2 и uk+1 
отличаются мало, то процесс решения заканчивается. 
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Искомую функцию распределения электропроводности 

твердой фазы  
dx

dYx n 3
Т

  считаем решением задачи опти-

мального выбора переменной электропроводности по толщине 
электрода. 

Очевидно, как и в большинстве задач оптимизации и опти-
мального управления, успех в решении практической задачи 
зависит от начального значения управляющего воздействия, 
которое мы находим в соответствии с методом, опубликованным 
в работе [8]. 

Приведенный метод и алгоритм решения задачи оптималь-
ного управления достаточно сложен в реализации при проведе-
нии численных расчетов по причинам классической некоррект-
ности задачи, неустойчивости ее по правой части и начальным 
данным, указанным ранее. Кроме того, заметим, что система 
дифференциальных уравнений (6), (10), (11), являющаяся мате-
матической моделью рассматриваемого электрохимического 
процесса, представляет собой краевую задачу с граничными 
условиями, заданными как на левом, так и на правом конце 
интервала изменения свободной переменной процесса – коорди-
наты по толщине электрода. Это приводит при интегрировании 
системы к решению двухточечной граничной задачи методом 
«стрельбы», что естественно осложняет расчеты. 

2.3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ 

Экспериментальные исследования проводились для процес-
са электроосаждения меди из сернокислого электролита состава 
(г/л): Cu – 0,16; H2SO4 – 25; (NH4)2SO4 – 80; объемом 250 мл, 
циркулирующего между промежуточной емкостью и электроли-
зером с проточным электродом из углеграфитовых волокнистых 
материалов (УВМ). Электроосаждение меди проводили в галь-
ваностатических условиях. Катод толщиной 6 мм состоял из 
5 слоев УВМ, анод – платиновая проволока, токоподвод – пла-
стина из перфорированного титана, покрытая тонким слоем 
меди. Использовалась схема тыльной по отношению к противо-
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электроду подачи раствора с тыльным токоподводом (рис. 1). 
Массу металла, выделившегося на каждый слой, определяли по 
разнице массы слоя УВМ до и после электролиза. 

 
Рис. 1. Схема проточного объемно-пористого электрода 

При проведении экспериментальных исследований и расче-
тов были использованы проточные трехмерные электроды 
(ПТЭ) из УВМ, марки и свойства которых приведены в табли-
це 1. 

Параметры процесса были приняты следующими: 
v(0) = 0,4 см/c; χЖ = 0,1 См./см; I = 0,05 A/см2. Электрохимиче-
ские константы процесса, необходимые при проведении расче-
тов, выбраны соответствующими справочным данным [19]. 

Результаты расчетов оптимального распределения электро-
проводности ПТЭ для некоторых промежуточных итераций 
приведены в таблице 2. 

В данной таблице строка, соответствующая маркеру ОПТ – 
приближение, принятое за оптимальное распределение электро-
проводности; НБ – реальное распределение электропроводности 
наиболее близкое к оптимальному, которое можно получить из 
используемых в данной работе УВМ; Ээ – наилучшее распреде-
ление электропроводности, найденное экспериментальным 
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путем; Эр – расчетное распределение электропроводности, соот-
ветствующее наилучшему экспериментальному. 

Таблица 1. Свойства углеродных волокнистых материалов 
№ 

мате-
риала 

Марка мате-
риала 

Электро-
провод-

ность, χT, 
См/см 

Радиус 
волокна, 
r, мкм 

Удельная 
поверх-

ность, Sν, 
см2/см3 

Порис- 
тость, ε

Плот- 
ность, 

ρ, 
г/см3 

1 КНМ 0,008 6,1 200 0,94 1,55 
2 АНМ 0,015 6,1 210 0,94 1,6 
3 НТМ-100 0,076 5,4 250 0,93 1,7 
4 ВИНН-250 0,101 4,5 270 0,93 1,8 
5 ВИНН-250-2 0,2 4,5 270 0,93 1,8 
6 Карбонет-

калон 
ТК-24 0,41 3,5 760 0,87 2 

7 ВНГ-50 0,46 6 280 0,92 1,9 
 
Результаты расчетов и экспериментальных исследований 

показывают хорошее их согласование, а также эффективность 
использования предложенного метода расчета для оптимизации 
распределения металлического осадка по толщине проточного 
трехмерного электрода.  

Таблица 2.  Распределение электропроводности (χТ) и соответ-
ствующее ему распределение металлического осадка (Рмет) по 
толщине ПТЭ на промежуточных итерациях оптимизации, 
Pmax/Pmin– критерий равномерности распределения осадка по 
толщине ПТЭ.  

Номер слоя электрода Обозначение 
итерации 1 2 3 4 5 

min

max

P
P

 

χТ 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 I1 

Рмет 0,4 0,04 0,31 1,31 1,68 
42,00 

χТ 0,1 0,2 0,2 0,2 0,2 I2 

Рмет 0,86 0,43 0,74 1,42 1,7 

3,95 
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Номер слоя электрода Обозначение 
итерации 1 2 3 4 5 

min

max

P
P

 

χТ 0,01 0,2 0,2 0,2 0,4 I3 

Рмет 1,21 1,02 1,28 1,61 1,7 
1,72 

χТ 0,005 0,2 0,2 0,2 0,4 I4 

Рмет 1,22 1,05 1,28 1,61 1,7 
1,61 

χТ 0,005 0,2 0,4 0,4 0,4 I5 

Рмет 1,26 1,14 1,4 1,65 1,71 
1,53 

χТ 0,005 0,2 0,4 0,4 0,2 I6 

Рмет 1,31 1,23 1,48 1,67 1,71 
1,42 

χТ 0,05 0,2 0,4 0,5 0,2 I7 

Рмет 1,33 1,28 1,51 1,68 1,71 
1,30 

χТ 0,05 0,4 0,5 0,6 0,15 ОПТ 

Рмет 1,43 1,43 1,6 1,7 1,71 
1,19 

χТ 0,08 0,46 0,46 0,46 0,2 НБ 

Рмет 1,35 1,30 1,53 1,68 1,72 
1,31 

χТ 0,08 0,015 0,076 0,21 0,46 Эр 

Рмет 1,35 1,63 1,73 1,72 1,67 
1,28 

χТ 0,08 0,015 0,076 0,21 0,46 Ээ 

Рмет 1,31 1,72 1,35 1,23 1,4 
1,39 
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CALCULATION OPTIMAL CONDUCTIVITY OF FLOWING 
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Abstract: The possibility is considered of controlling an electro-
chemical reactor with flowing volume-porous coal-graphite fibroid 
cathodes by varying the distribution through depth of conductivity of 
the base to attain the flat distribution through depth of electroactive 
components. 
The optimal control problem is set and the algorithm for its solution 
is suggested. The results of calculations and experiments are out-
lined. 
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