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В статье приведены алгоритмы калибровки бортовой низко-
частотной электромагнитной системы относительного пози-
ционирования, позволяющие повысить точность определения 
параметров взаимного расположения источника и приемника 
переменного магнитного поля. Рассматриваются различные 
варианты постановки задачи, отличающиеся набором исполь-
зуемой для калибровки информации. Приводятся результаты 
калибровки электромагнитной системы относительного пози-
ционирования, интегрированной в комплекс EM-4H, решающий 
задачу аэрогеофизических исследований с использованием ле-
тательного аппарата в качестве носителя. 
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1. Введение 

Электромагнитные системы относительного позициониро-
вания, которым посвящена данная работа, позволяют опреде-
лить с высокой точностью параметры взаимного расположения 
двух объектов. Характер зависимости параметров магнитного 
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поля от удаления приемника от источника и ориентации по от-
ношению к нему, а также чувствительность датчиков поля в со-
вокупности обеспечивают точность определения координат по-
рядка 1 см, а точность определения углов не хуже 
1 градуса [1, 6]. 

Одна из задач, в которой требуется определение не только 
взаимного расположения двух объектов, но и их взаимной ори-
ентации, это задача относительного позиционирования букси-
руемого на гибком тросе за летательным аппаратом объекта в 
системе аэроэлектромагнитного зондирования (аэроэлектрораз-
ведки), используемой при геофизических исследованиях. В та-
ких системах на фюзеляже самолета или вертолета крепится ис-
точник переменного магнитного поля, а в буксируемой гондоле 
помещается приемник. Длина троса – от 70 до 130 метров. Глав-
ная цель для таких систем – с высокой точностью измерить па-
раметры поля возбуждаемых в земле вихревых токов. Основная 
проблема – отличить поле отклика от земли от первичного поля 
передатчика, меняющегося при взаимных перемещениях гондо-
лы и носителя, и от поля, наведенного в фюзеляже летательного 
аппарата, а также разделить вертикальную и горизонтальную 
составляющие поля. Эти задачи возникли сразу при рассмотре-
нии вопросов установки электромагнитной системы на борту 
летательного аппарата [9]. 

Решение задачи относительного позиционирования пере-
датчика и приемника не теряет актуальности и сейчас и обсуж-
дается в ряде публикаций применительно к таким системам, как 
Megatem, которые используются при аэросъемочных работах 
компанией Fugro Airborne [10, 11], и к системам EM-4H, приме-
няемым такими компаниями, как Норильский филиал ВСЕГЕИ, 
Амакинская ГРЭ АК «Алроса», ЗАО «ГНПП «Аэрогеофизика» и 
др. [5, 6]. Наличие соответствующей информации об относи-
тельном расположении летательного аппарата и буксируемого 
объекта позволяет полностью исключить влияние геометриче-
ского фактора на показания электромагнитной системы и полу-
чить весь необходимый набор параметров для решения задач 
интерпретации. В области использования электромагнитных 
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сигналов для решения указанной задачи Р. Смитом была сдела-
на попытка построить систему с измерением параметров поля 
одного источника переменного магнитного поля [11], которая, 
однако, не обеспечила нужной точности и полноты информа-
ции. Главная особенность решения, предложенного в рабо-
те [6], – построение электромагнитной системы относительного 
позиционирования с использованием дополнительных источни-
ков поля. Данный метод оказывается работоспособным при ус-
ловии, что в точке измерения обеспечивается возможность раз-
личить векторы поля источников друг от друга. Это достигается 
при уникальном для каждого источника спектре сигнала возбу-
ждения. 

Как правило, источники поля формируются петлевыми ди-
полями, геометрические параметры которых позволяют опреде-
лить их магнитные моменты [7]. Однако величина вычисленно-
го магнитного момента не совпадает с моментом излучаемого 
поля из-за наличия проводящих элементов в окрестности источ-
ника. Так, при установке источника на борту летательного ап-
парата проводящие части фюзеляжа приводят к искажению поля 
источника на стабильную величину порядка 1% [2]. Чтобы из-
бежать влияния возникающих таким образом систематических 
погрешностей на точность решения задачи относительного по-
зиционирования, требуется произвести калибровку параметров 
источников поля. 

Структура данной работы следующая. Сначала будет при-
ведено формальное описание метода относительного позицио-
нирования, который также является теоретической основой для 
решения задачи калибровки. Далее будет приведена общая по-
становка задачи калибровки системы диполей и будут даны ал-
горитмы ее решения при различных наборах дополнительной 
информации. В заключение будет дан результат решения задачи 
калибровки для системы относительного позиционирования, 
интегрированной в комплекс EM-4H [3], установленный на бор-
ту летательного аппарата и решающий задачу аэрогеофизиче-
ских исследований. 
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2. Описание метода позиционирования  

Метод решения задачи относительного позиционирования 
основывается на измерении параметров низкочастотного пере-
менного магнитного поля трех совмещенных диполей.  

Рассмотрим источник переменного магнитного поля в виде 
точечного диполя с магнитным моментом, заданным вектором 
M(t) = M cos t, M  R3, меняющимся с частотой , располо-
женного для удобства в начале системы координат. При реше-
нии задачи относительного позиционирования в качестве среды 
распространения поля рассматривается атмосферный воздух 
или вакуум. В предположении, что соблюдаются условия квази-
стационарности, а фаза возбуждения известна, измеренный век-
тор напряженности магнитного поля H в точке с координатами 
r = (x1, x2, x3) будет иметь вид [7]: 
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Для удобства дальнейших выкладок воспользуемся форма-
лизмом, применяемым в теории матриц [4]. Так, любая матрица 
A размера m  n, т.е. состоящая из m строк и n столбцов, может 
быть умножена на матрицу B размера n  k, при этом элемент в 
i-й строке и j-м столбце результирующей матрицы C размера 
m  k представляется следующей суммой: 
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При таком подходе векторы соотношения (1) могут быть за-
писаны как матрицы 3  1. В этом случае верны следующие ра-
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Здесь T – символ транспонирования. Учитывая (3), можно пре-
образовать слагаемые в выражении (1) следующим образом: 
(4)   ., TMeeeMe rrrr =  

Теперь поле в произвольной точке можно выразить соотно-
шением 

(5) .)()3(
4

1)( T
3 MrMeerH  =I

πr
= rr  

Здесь I – единичная матрица 3  . 
Полученный в соотношении (5) оператор (r) обладает 

важными свойствами. Во-первых, он представляется матрицей, 
невырожденной везде, где она определена, т.е. везде, кроме точ-
ки r = 0. Следовательно, везде существует и матрица 
(6) .)(,)23(2)]([)( T31 HrMeerr   =Iπr== rr  

Во-вторых, при фиксированном направлении er с изменени-
ем расстояния меняется только модуль вектора H как 1/r3. Оче-
видно, похожим свойством обладает и обратная матрица – при 
фиксированном er меняется только модуль вектора M как r3. 

Допустим, что амплитуда возбуждающего диполя известна. 
Если в системе координат приемных рамок измерены компонен-
ты вектора напряженности, то для каждого направления er су-
ществует единственная точка, в которой можно поместить воз-
буждающий диполь, обеспечивающий полученное значение по-
ля. Направление вектора момента в системе координат прием-
ника при этом однозначно задается соотношением (6). Расстоя-
ние до этой точки определяется следующим образом: 
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Данное соотношение задает в пространстве замкнутую, вы-
пуклую, центрально симметричную поверхность, являющуюся 
геометрическим местом точек возможного положения передаю-
щего диполя. 

Пусть теперь в точке начала координат располагаются три 
точечных диполя, поле, возбуждаемое этими диполями, линейно 
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поляризовано, а частоты гармонического возбуждения различи-
мы после детектирования.  

Разместим в точке приема, определяемой в выбранной сис-
теме координат радиус-вектором r, тройку приемных рамок, оси 
которых также взаимно перпендикулярны и задают систему ко-
ординат приемника, развернутую относительно осей базовой 
системы координат на углы, определяемые некой матрицей по-
ворота R. Тогда вектор поля на каждой частоте, измеряемый 
этой системой рамок, будет определяться уравнениями: 
(8) 3.,2,1,)( =iR= ii MrH   

С целью исключения влияния параметров матрицы поворо-
та чувствительных осей датчика выписывается следующая сис-
тема уравнений в системе координат приемника: 
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Это система семи уравнений, в которых известными являются 
параметры векторов Hi в системе координат приемника и Mi  в 
системе координат передатчика, а определить требуется компо-
ненты вектора er и расстояние r. Поскольку величина скалярного 
произведения не зависит от поворота системы координат, дан-
ное уравнение всегда определено. Если его решить, соотношение 
(6) позволит определить компоненты векторов Mi в системе ко-
ординат приемника, и, как следствие, матрицу R перехода от 
системы координат передатчика к системе координат приемни-
ка, а значит и углы их взаимной ориентации. 

Вводится следующий набор переменных: 
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После такой замены система (9) становится системой ли-
нейных алгебраических уравнений, которая может быть решена 
методом Гаусса. Вопросы существования и единственности ре-
шения обсуждаются в работе [6]. 
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Получив набор значений v1, …, v7, можно вычислить значе-
ния искомых компонент вектора er и r. Результатом будут два 
решения, которые имеют диаметрально противоположное поло-
жение относительно точки расположения диполей er, er 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Два решения 

Выбор из двух решений можно сделать, имея достаточно 
грубую дополнительную информацию. Например, решая задачу 
позиционирования буксируемого за летательным аппаратом с 
установленными на нем передатчиками объекта с приемником, 
можно использовать информацию о том, какая ось чувствитель-
ности приемника направлена вверх, и, исходя из этого, выбрать 
то решение, которое соответствует положению летательного ап-
парата в верхнем полупространстве. 

3. Калибровка системы 

Описанный выше метод определения параметров взаимного 
расположения передатчика и приемника переменного магнитно-
го поля предполагает наличие идеальных источников поля. По-
явление проводящего ток объекта вблизи источника переменно-
го магнитного поля приводит к тому, что возникают вторичные 
источники, работающие на той же частоте, но со сдвигом по фа-
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зе. В общем случае измеряемый вектор можно записать в виде 
комплексного числа: 
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Здесь j – порядковый номер источника; индекс Re соответствует 
синфазной возбуждению компоненте поля соответствующего 
источника (действительный вектор); индекс Im – квадратурной 
(мнимый вектор); i – мнимая единица. Одно из важнейших 
свойств полученного таким образом поля заключается в том, что 
при изменении фазы детектирования на величину , что в ком-
плексной записи эквивалентно умножению на ei, концы дейст-
вительного и мнимого векторов описывают плоскую кривую – 
эллипс, называемый эллипсом поляризации [8]. Таким образом, 
моменты реальных источников поля Mi' отличаются от вычис-
ленных по параметрам петлевых диполей Mi. Как следствие, 
измеренные векторы удовлетворяют выражению 
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Будем полагать, что вторичные источники стабильны, то 
есть коэффициенты kij в соотношении (12) не зависят от време-
ни. Второе предположение, заключающееся в том, что kij не за-
висят от r, означает, что смещением центров вторичных диполей 
можно пренебречь. Учитывая линейность выражений (5), (6) 
соотношение (12) эквивалентно 
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Таким образом, для решения задачи калибровки электро-
магнитной системы относительного позиционирования требует-
ся определить комплексные коэффициенты kij в соотношении 
(13). 

При наличии сторонней полной информации о взаимном 
расположении систем координат передатчика и приемника зада-
ча становится тривиальной. С учетом (5) можно вычислить век-
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торы Hi в системе координат приемника и решить систему (12) 
относительно неизвестных kij.  

Реализовать соответствующий калибровочный эксперимент 
для конкретных систем технически сложно, поэтому актуальна 
постановка задачи калибровки при ограниченном наборе сто-
ронней информации. 

Исходя из опыта эксплуатации [2] введем еще одно предпо-
ложение. Будем считать поле искажающих источников малым 
по отношению к первичному расчетному полю. Это позволяет 
линеаризовать задачу определения поправочных коэффициен-
тов. Амплитуда первичного поля полагается известной, по-
скольку может быть вычислена с учетом геометрических и элек-
трических параметров диполя, таких как ток, количество витков, 
размер [7]. 

3.1. ПРИВЕДЕНИЕ К ЛИНЕЙНО ПОЛЯРИЗОВАННОМУ 
ПОЛЮ 

Пусть в результате синхронного детектирования в опреде-
ленной фазе нами получено некое комплексное значение вектора 
напряженности магнитного поля Hi'. Можно так подобрать зна-
чение начальной фазы i, чтобы, например, действительный 
вектор совпал с большой полуосью эллипса поляризации. В этой 
фазе его длина, а значит, и скалярное произведение на самого 
себя, достигает максимума. Поскольку изменение фазы детекти-
рования i соответствует умножению на exp[iI], условие мак-
симума можно записать следующим образом:  
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''
''''




HH
HHHH . 

Четыре решения уравнения (15) для производной по i оп-
ределяют две большие и две малые полуоси эллипса: 

(16) .
) Im() Re(

) Im 2(Re)tg(2 22 ''
','=
ii

ii
i HH

HH


  
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Полученное соотношение определяет фазы, при которых ре-
альный и мнимый векторы совпадают с главными осями эллип-
са поляризации. Решение (16) дает четыре различных значения 
фазы: 

(17) 3. ,2 ,1 ,0
2) Im() Re(

) Im 2(Rearctg
2
1

22 =n,πn+
''

','=
ii

ii
i HH

HH


  

Осуществляя детектирование в данных фазах можно полу-
чить векторы большой и малой полуосей эллипса поляризации. 
Получившиеся скалярные величины являются инвариантами 
эллипса поляризации в точке измерения поля, т.е. не меняются 
при изменениях фазы детектирования и при переходе в другую 
систему координат.  

Стоит отметить, что фаза главных осей меняется при изме-
нении координат приемника, поэтому для дальнейших операций 
ее следует зафиксировать либо на значении для одной точки, 
либо на среднем значении по некой выборке. В силу сделанных 
предположений фаза главных осей меняется незначительно.  

Переход к параметрам эллипса поляризации позволяет уйти 
от необходимости знания фазы возбуждения поля. При этом 
возникает множественность решения, связанная с выбором на-
правления большой полуоси. Неоднозначность разрешается при 
наличии грубой дополнительной информации, аналогично не-
однозначности в решении алгоритма относительного позицио-
нирования. 

Теперь, полагая, что фаза детектирования определена, бу-
дем искать поправочные коэффициенты первого этапа калиб-
ровки в следующем виде: 
(18) . Re 3

I
32

I
21

I
1 ''+k'+k'+k=' iiiii HHHHH  

В такой постановке имеется избыточность. Действительно, 
по сути, задача сводится к выражению мнимого вектора Im Hi' в 
виде некой линейной комбинации. Достаточно взять три реаль-
ных вектора Re Hj', j = 1, 2, 3, а коэффициенты подбирать чисто 
мнимыми. Однако же избыточность может быть использована 
для поправок параметров приемника. Для того чтобы опреде-
лить возможные амплитудные, фазовые и некоторые геометри-
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ческие поправки, коэффициенты kI
ij ищутся в виде комплексных 

матриц 3  3. 
Решение ищется методом наименьших квадратов по серии 

измерений при разных положениях приемника относительно 
передатчика: 

(19) .min Re
23

1

3

1

I 






  
s

lm
=l =m

iljmijij 'Hk'H'H  

Здесь суммирование по s соответствует суммированию по серии 
измерений; Hij' – j-я компонента вектора Hi'; Hlm' – m-я компо-
нента вектора Hl'; I

iljmk  – компонента jm матрицы kI
il. 

В результате первого этапа калибровки без привлечения до-
полнительной информации система передатчика приводится к 
системе линейно поляризованных точечных диполей, поле кото-
рых может быть вычислено с учетом коэффициентов kI

ij: 
(20) .~

3
I
32

I
21

I
1 'k'k'k'= iiiii HHHHH   

3.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УГЛОВ МЕЖДУ ДИПОЛЯМИ  
И ВЕЛИЧИН МОМЕНТОВ  

На втором этапе определяются углы между диполями и по-
правки к их абсолютным величинам. Для этой цели требуется 
сторонняя информация о длине и направлении радиуса-вектора 
передатчик-приемник. Учитывая предполагаемую малость ка-
либруемых параметров, можно получить следующие прибли-
женные выражения для скалярных произведений измеренных 
векторов: 

(21) 

.при0,1||
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Все величины и компоненты соотношения (21) действительно-
значные. Без учета членов второго порядка малости получается 
система шести линейных уравнений с шестью неизвестными 
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параметрами поправок. Данные коэффициенты подбираются 
методом наименьших квадратов по серии измерений в различ-
ных точках. 

(22) 

.)(~~

min,)()(

2TT

2
2T

3

1

II2T
3

1

II

iiiiij

s
jm
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  
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Здесь суммирование по s соответствует суммированию по серии 
измерений.  

В результате калибровки второго этапа определены углы 
между излучающими диполями и величины их моментов. Оста-
точная погрешность — это неизвестный малый угол поворота 
системы координат передатчика, который задается матрицей Q: 
(23) ,c

ii Q= MM  
где Mi

c соответствует системе диполей, полученных после двух 
этапов калибровки. 

3.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАЛОГО УГЛА ПОВОРОТА 
Чтобы определить матрицу поворота Q = ||kIII

ij||, требуется 
поместить приемник в точку с заданной ориентацией относи-
тельно диполей передатчика. Если матрица ориентации получе-
на по априорной информации R, а вычислена по решению зада-
чи относительного позиционирования R', то можно 
получить матрицу малого поворота 
(24) .TT RR'=Q  

Комбинация полученных на разных этапах коэффициентов 
дает оценку калибруемых параметров kij для системы передаю-
щих диполей. 

4. Результаты калибровки 

Описанные алгоритмы калибровки были реализованы в 
низкочастотной электромагнитной системе относительного по-
зиционирования, интегрированной в аэроэлектроразведочный 
комплекс EM-4H. Результаты эксперимента, которые приводятся 
здесь, были получены на борту вертолета Ми-8.  



 
Управление большими системами. Выпуск 37 

 262 

 
Рис. 2. Установка системы на борту Ми-8 

Основной диполь электроразведочной системы был смон-
тирован на специальной конструкции вокруг фюзеляжа, его мо-
мент вертикален. Каждый из двух дополнительных диполей, 
необходимых для системы относительного позиционирования, 
представлен парой соленоидальных петель, установленных в 
передней и хвостовой частях вертолета для того, чтобы центры 
возбуждения дополнительных диполей были максимально близ-
ки к центру основного диполя (рис. 2). 

Трехкомпонентный индукционный приемник, позволяю-
щий измерить компоненты вектора напряженности переменного 
магнитного поля, помещен в гондолу (рис. 3), буксируемую за 
вертолетом на гибком тросе длиной около 70 метров. 

Для реализации второго этапа калибровки на борту верто-
лета и в буксируемой гондоле установлены антенны СНС – 
спутниковой навигационной системы (рис. 2, 3). Применение 
алгоритмов дифференциального режима обработки показаний 
СНС позволяет определить радиус-вектор «передатчик–
приемник» в географической системе координат, а данные об 
углах курса, крена и тангажа вертолета – получить его проекции 
в системе координат передатчика переменного магнитного поля, 
жестко связанной с фюзеляжем летательного аппарата. 
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Рис. 3. Буксируемая гондола 

Результаты калибровки первого этапа можно оценивать по 
мнимой компоненте вектора напряженности при различных 
эволюциях. На рис. 4 показаны параметры взаимного располо-
жения передатчика и приемника:  – угол между вектором ос-
новного диполя и радиус-вектором «передатчик–приемник»;  
 – угол между системами координат передатчика и приемника 
в проекции на плоскость, содержащую основной диполь;  
R – расстояние «передатчик–приемник». На рис. 5 – вертикаль-
ная проекция мнимой компоненты поля основного диполя до 
(Im H) и после списания параметров эллиптической поляриза-
ции (Im H') на том же интервале. По вертикальной оси отложена 
величина проекции в тысячных долях первичного поля 
(тыс. ppm). 

Исходя из данных, представленных на рис. 4, 5, можно ви-
деть, что мнимый вектор содержит постоянную составляющую 
порядка 5000 ppm и низкочастотную составляющую около 
2000 ppm, которые обусловлены поляризацией летательного ап-
парата, а также высокочастотную составляющую порядка не-
скольких сотен ppm, которая может быть обусловлена только 
фазовыми искажениями в приемнике, поскольку проекция на 
направление вектора диполя не может зависеть от угла поворота 
системы координат приемника по отношению к этому вектору.  

После учета параметров калибровки среднеквадратичное 
отклонение мнимой компоненты от нуля составляет величину 
порядка нескольких десятков ppm, а среднее значение в зоне ка-
либровки – единицы ppm. 

Результаты калибровки второго этапа могут оцениваться в 
сравнении с решением СНС в дифференциальном режиме. На 
рис. 6 приведены оценки расстояния «передатчик–приемник» 
тремя методами: REM – оценка расстояния электромагнитной си-
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стемой относительного позиционирования; RGPS – оценка рас-
стояния СНС в дифференциальном режиме без учета смещения 
антенн и поворота относительно географической системы коор-
динат; RSm – оценка расстояния электромагнитной системой на 
основании измерений поля только одного диполя [11]. 

 
Рис. 4. Параметры движения гондолы 

 
Рис. 5. Мнимая компонента поля в проекции на направление 

вектора момента основного диполя 
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Рис. 6. Расстояние передатчик-приемник 

Расхождение REM и RGPS на данном участке составило около 
80 см в виде постоянной составляющей, обусловленной смеще-
нием антенн, плюс колебания амплитуды до 15 см, обусловлен-
ные перемещением приемника переменного магнитного поля 
относительно антенны СНС. Большие отклонения RSm обуслов-
лены тем, что при использовании поля одного диполя невоз-
можно учесть поворот системы координат приемника относи-
тельно передатчика. В данном эксперименте гондола была спе-
циально дестабилизирована и совершала эволюции амплитудой 
порядка 10 метров с периодом около трёх секунд. При этом ам-
плитуда угловых колебаний составила величину порядка 
15 градусов. 

5. Заключение 

Приведенное решение задачи калибровки электромагнитной 
системы относительного позиционирования позволяет существенно 
повысить точность решения задачи определения параметров взаим-
ного расположения передатчика и приемника переменного магнит-
ного поля. При этом задача калибровки разбита на этапы, один из 
которых можно выполнить без сторонней информации, а другой – с 
применением информации только о радиус-векторе «передатчик–
приемник» в системе координат передатчика. 

Описанный алгоритм работает при ряде предположений. 
Во-первых, считается, что структура вторичных источников, 
возникающих в окрестности передатчика, не меняется со време-



 
Управление большими системами. Выпуск 37 

 266 

нем. Это позволяет производить калибровку один раз для одной 
установки системы диполей. Во-вторых, полагается, что зона, в 
которой появляются вторичные источники, пренебрежимо мала 
по сравнению с расстоянием до приемника. Это позволяет ре-
шать задачу в предположении, что все источники находятся в 
одной точке. В-третьих, полагается малость вторичного поля по 
отношению к первичному. Это позволяет линеаризовать задачу 
определения поправочных коэффициентов.  

Все перечисленные предположения оказываются выполнен-
ными для электромагнитной системы относительного 
позиционирования, интегрированной в комплекс аэроэлектро-
разведки EM-4H. Решение задачи калибровки для этой системы 
позволило не только обеспечить требуемую точность определе-
ния координат приемника в системе координат передатчика, но 
и определить поле, наведенное в проводящих элементах фюзе-
ляжа носителя, тем самым полностью выделить поле отклика от 
земли. Результат определения отклика над соленым озером 
представлен на рис. 7. 

 
Рис. 7. Поле отклика над соленым озером Тус 

Вода соленого озера Тус имеет очень низкое удельное со-
противление, порядка 0,01 Омм. Именно для таких объектов 
задача определения геометрических параметров стоит наиболее 
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остро [10]. Тем не менее удалось определить реальную и мни-
мую компоненту отклика для всех рабочих частот основного 
диполя. На графиках рис. 7 показаны вертикальные составляю-
щие поля отклика для реального (Re) и мнимого (Im) вектора в 
тысячных долях долях первичного поля (тыс. ppm). 
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