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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Терìин «управëение тоëпой» (crowd control,
group navigation) в нау÷ной ëитературе иìеет не-
скоëüко устой÷ивых и распространенных зна÷ений.

Управление движением множества агентов (äо-
стижение öеëи, избежание стоëкновений, обхоä
препятствий, сохранение форìаöии и т. ä.): flock,
herd (стаäо, стая, тоëпа) control; formation (строй,
форìаöия) control. Данное направëение ãрупповоãо
управëения активно развивается с на÷аëа 2000-х ãã.
и вкëþ÷ает в себя äве обøирные обëасти — ана-
ëити÷еские и иìитаöионные (аãентные) ìоäеëи.
По кажäой из этих обëастей опубëикованы тыся÷и
статей и äесятки обзоров.

Управление поведением (принятием решений1)
толпы. Зäесü ìожно выäеëитü äва боëüøих на-
правëения — ãуìанитарные äескриптивные иссëе-
äования (в раìках соöиаëüной психоëоãии, то÷-
нее, ее разäеëа — психоëоãии тоëпы) и ìатеìати-
÷еское ìоäеëирование (сì., наприìер, краткий
обзор [1]). В посëеäнеì ìожно также выäеëитü äва
основных направëения. Первое — ìоäеëи коìанä
(совìестноãо аäаптивноãо принятия реøений ãруп-
паìи ëþäей на основе поступаþщей инфорìаöии
о неопреäеëенных факторах — сì. обзор в книãе
[2]). Кëасси÷еской работой зäесü явëяется статüя
[3]. Второе направëение, котороìу принаäëежит и
настоящая работа, иниöиировано ставøиìи кëас-
си÷ескиìи статüей [4] и ìоноãрафией [5], поро-
äивøиìи öеëуþ ëавину иссëеäований в обëасти
ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования пороãовоãо пове-
äения (сì. обзор [1]) и, в ÷астности, повеäения
тоëпы. Теì не ìенее, на сеãоäня форìаëüные пос-
тановки заäа÷ управëения тоëпой практи÷ески от-
сутствуþт.

1. ÏÎÐÎÃÎÂÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÒÎËÏÛ

Рассìотриì ìоäеëü тоëпы — ìножество N =
= {1, 2, ..., n} агентов, кажäый из которых выби-
рает оäно из äвух решений — «1» (äействоватü,
наприìер, приниìатü у÷астие в беспоряäках)
иëи «0» (безäействоватü). Аãент i ∈ N характери-
зуется своиì:

— влиянием на äруãоãо аãента t
ji
 ≥ 0 — теì «ве-

соì», с которыì к еãо ìнениþ присëуøивается
иëи еãо äействия у÷итывает äруãой аãент j; буäеì
с÷итатü, ÷то äëя кажäоãо аãента j выпоëнены усëо-

вия норìировки t
ji
 = 1, t

ii
 = 0;

— реøениеì x
i
 ∈ {0; 1};

— порогом θ
i
 ∈ [0; 1], опреäеëяþщиì, буäет ëи

аãент äействоватü в той иëи иной обстановке (при
векторе x–i

 реøений всех остаëüных аãентов). Фор-

ìаëüно, äействие x
i
 i-ãо аãента опреäеëиì как на-

иëу÷øий ответ (best response — BR) на сëоживøу-
þся обстановку:

x
i
 = BR

i
(x–i

) = (1)

Повеäение, описываеìое выражениеì (1), назы-
вается пороговым [1]. Равновесием Нэша буäет век-
тор x

N
 äействий аãентов такой, ÷то x

N
 = BR(x

N
) [6].

Рассìотриì по анаëоãии с работой [7] сëеäуþ-
щуþ модель динамики коллективного поведения: в
на÷аëüный ìоìент вреìени все аãенты безäейст-
вуþт, äаëее в кажäый из посëеäуþщих ìоìентов
вреìени аãенты оäновреìенно и независиìо äейс-
твуþт в соответствии с проöеäурой (1). Обозна÷иì

Q0 = {i ∈ N |θ
i
 = 0},

Q
k
 = Q

k – 1 ∪ i ∈ N | t
ij
 ≥ θ

i
,

k = 1, 2, ..., n – 1. (2)

Рассìотрена пороãовая ìоäеëü повеäения ãруппы аãентов, которые, приниìая бинарные
реøения (äействоватü иëи безäействоватü), у÷итываþт выбор äруãих ÷ëенов ãруппы.
Поставëена и реøена заäа÷а управëения пороãаìи и репутаöией аãентов в öеëях сниже-
ния ÷исëа аãентов, выбираþщих реøение «äействоватü».

Ключевые слова: коëëективное повеäение, пороãовая ìоäеëü, принятие реøений, управëение тоëпой.

1 Отäеëüный аспект — выбор набора ìероприятий по «фи-
зи÷ескиì» ìераì возäействия на тоëпу (в öеëях преäотвраще-
ния äавки, ìассовых беспоряäков и т. ä.) — также составëяет
преäìет ìноãо÷исëенных иссëеäований, но наìи рассìатри-
ватüся не буäет.
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О÷евиäно Q0 ⊆ Q1 ⊆ ... ⊆ Q
n – 1 ⊆ Q

n
 = N. Обоз-

на÷иì ÷ерез T = {t
ij
} ìатриöу вëияний аãентов, ÷е-

рез θ = (θ1, θ2, ..., θn
) — вектор их пороãов. Вы÷ис-

ëиì сëеäуþщий показатеëü:

q(Т, θ) = min {k = |Q
k + 1 = Q

k
}. (3)

Равновесие коллективного поведения x* (РКП)
опреäеëиì сëеäуþщиì образоì:

(T, θ) = (4)

Утверждение 1. Для любых матриц влияния T и
порогов агентов θ РКП (4) существует, единственно
и является одним из равновесий Нэша для игры с на-
илучшим ответом (1).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Дëя äоказатеëüства сущест-
вования необхоäиìо äоказатü, ÷то ìножество, по ко-
тороìу берется ìиниìуì в выражении (3), не пусто.
Преäпоëожиì противное, т. е. ÷то это ìножество пус-
то. Иныìи сëоваìи, в посëеäоватеëüности ìножеств
Q

0
⊆ Q

1
 ⊆ ... ⊆ Q

n – 1
 ⊆ Q

n
 не существует совпаäаþщих.

Это озна÷ает, ÷то кажäое посëеäуþщее ìножество отëи-
÷ается от преäыäущеãо, как ìиниìуì, на оäин эëеìент.
Но в посëеäоватеëüности иìеþтся n + 1 ìножеств, а
эëеìентов n. Мы приøëи к противоре÷иþ.

Еäинственностü сëеäует из опреäеëения РКП (4) и
еäинственности показатеëя (3).

Пустü x*(T, θ) — РКП. Зна÷ит все аãенты, принаäëе-
жащие ìножеству Q

q(T, θ)
, äействуþт. Но, соãëасно вы-

раженияì (1) и (2) этот выбор совпаäает с их наиëу÷-
øиìи ответаìи. Все аãенты, принаäëежащие ìножеству
N \Q

q(T, θ)
, безäействуþт. Соãëасно форìуëаì (2) и (3)

äëя этих аãентов t
ij
 < θ

i
, i ∈ N \Q

q(T, θ)
. Соãëасно

выражениþ (1) в этоì сëу÷ае наиëу÷øиì ответоì явëя-
ется безäействие. Зна÷ит x

i
 = BR

i
(x

–i
) äëя всех i, и x*(T, θ)

явëяется равновесиеì Нэøа. Утвержäение 1 äоказано. ♦
Поä÷еркнеì, ÷то опреäеëение РКП конструк-

тивно (сì. выражения (2)—(4)) — сëожностü еãо
вы÷исëения невеëика. Отìетиì также тот факт,
÷то, есëи отсутствуþт аãенты с нуëевыìи пороãа-
ìи, то безäействие всех аãентов явëяется РКП. Дëя
управëения этот факт, в ÷астности, озна÷ает, ÷то в
первуþ о÷ереäü сëеäует обращатü вниìание на
«зачинщиков» — аãентов, приниìаþщих реøение
«äействоватü» äаже коãäа остаëüные безäействуþт.

Модель с репутацией. Обозна÷иì среäнее вëи-
яние аãента j ∈ N на всех остаëüных аãентов ÷ерез

r
j
 = t

ij
. Назовеì r

j
 относитеëüной репута-

цией, äруãиìи сëоваìи теì «весоì», с которыì к
еãо ìнениþ присëуøиваþтся иëи еãо äействия
у÷итываþт остаëüные аãенты. Вëияние в ìоäеëи
с репутаöией ìожно характеризоватü вектороì
r = {r

i
}
i ∈ N .

Действие x
i
 i-ãо аãента в ìоäеëи с репутаöией

опреäеëиì как наиëу÷øий ответ на сëоживøуþся
обстановку:

x
i
 = BR

i
(x–i

) = 

Частныì сëу÷аеì ìоäеëи с репутаöией — так
называеìый анонимный случай, коãäа репутаöии

всех аãентов оäинаковы и равны r
i
 = . В этоì

сëу÷ае в ка÷естве пороãов ìожно выбратü öеëые
÷исëа m1, m2, ..., mn

, которые образуþт вектор по-

роãов m. Упоряäо÷иì аãентов в поряäке неубыва-
ния пороãов: m1 ≤ m2 ≤ ... ≤ m

n
 и, с÷итая m0 = 0,

m
n + 1 > n, опреäеëиì ÷исëо p(m) ∈ {0, ..., n}:

p(m) = min {k ∈ N ∪ {0}|m
k
 ≤ k, m

k + 1 > k}.

Тоãäа РКП иìеет сëеäуþщуþ структуру:  = 1,

i = ;  = 0, i = , т. е. äействоватü

буäут первые p(m) аãентов (в сëу÷ае p(m) = 0 с÷и-
таеì, ÷то все аãенты безäействуþт).

В работе [2] показано, ÷то равновесие Нэøа в
анониìной ìоäеëи ìожно найти, реøая сëеäуþ-
щее уравнение:

F(p) = p, (5)

ãäе F(p) = |{i ∈ N : m
i
 < p}| — ÷исëо аãентов с по-

роãаìи, ìенüøиìи p. О÷евиäно, ÷то РКП буäет со-
ответствоватü минимальное реøение уравнения (5).

Итак, зная пороãи и репутаöии аãентов, ìожно
вы÷исëитü РКП. Рассìотриì теперü заäа÷и управ-
ëения — есëи иìеется возìожностü изìенятü сте-
пени вëияния и/иëи пороãи аãентов, то как это
сëеäует äеëатü, ÷тобы äобитüся реаëизаöии требу-
еìоãо РКП, при÷еì исхоäя из соäержатеëüных ин-
терпретаöий рассìатриваеìой ìоäеëи, буäеì с÷и-
татü, ÷то öеëü закëþ÷ается в уìенüøении ÷исëа
аãентов, выбираþщих реøение «äействоватü».

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Аãреãированныì показатеëеì состояния тоëпы
буäеì с÷итатü ÷исëо äействуþщих аãентов:

K(T, θ) = |Q
q(T, θ)|.

В ìоäеëи с репутаöией вìесто ìатриöы T
поäставëяется вектор r. В анониìноì сëу÷ае
K(m) = p(m).

Обозна÷иì векторы на÷аëüных зна÷ений ìат-

риö вëияния и пороãов аãентов T 0 и θ0 соответс-
твенно. Пустü заäаны множества допустимых зна-
чений вëияний и пороãов аãентов — соответственно

0 n 1–,

xi
*

1 есëи i Qq T θ,( ),∈,

0 есëи i N\Qq T θ,( ) i N.∈,∈,⎩
⎨
⎧

j Q
q T θ,( )∈

∑

1
n 1–
------------

i j≠
∑

1 есëи rjxj
j i≠
∑, θi,≥

0 есëи rjxj
j i≠
∑, θi.<

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1
n 1–
------------

xi
*

1 p m( ), xi
* p m( ) 1+ n,
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Т и Θ, а также заäаны выигрыш H(K ) управëяþще-
ãо орãана — центра — от äостиãнутоãо состояния

тоëпы K и еãо затраты C(T, θ, T 0, θ0) на изìене-
ние репутаöий и пороãов аãентов.

Критериеì эффективности управëения буäеì
с÷итатü зна÷ение öеëевой функöии öентра, равной
разности ìежäу выиãрыøеì H(•) и затратаìи С(•).
Тоãäа задача управления приìет виä:

H(K(T, θ)) – C(T, θ, T 0, θ0) → . (6)

Дëя анониìноãо сëу÷ая заäа÷а управëения (6)
приìет сëеäуþщий виä:

H(p(m)) – C(m, m0) → , (7)

ãäе M — ìножество äопустиìых зна÷ений векто-

ров пороãов в анониìноì сëу÷ае, а m и m0 — ко-
не÷ный и на÷аëüный векторы пороãов соответ-
ственно.

Рассìотриì разëи÷ные ÷астные сëу÷аи общей
заäа÷и (6), а иìенно — заäа÷у управëения пороãа-
ìи äëя анониìноãо сëу÷ая (§ 3) и заäа÷у управëе-
ния репутаöией äëя неанониìноãо сëу÷ая (§ 4).

3. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÐÎÃÀÌÈ Â ÀÍÎÍÈÌÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ

Пустü заäа÷а öентра состоит в тоì, ÷тобы обес-
пе÷итü ÷исëо äействуþщих аãентов равныì заäан-

ноìу ÷исëу K * ≥ 0, т. е. в реализации новоãо РКП
с ÷исëоì äействуþщих аãентов K *, не превыøаþ-
щеãо старое РКП с ÷исëоì äействуþщих аãентов
p(m). Соäержатеëüной интерпретаöией явëяется
заäа÷а öентра уìенüøитü ÷исëо äействуþщих в
РКП аãентов. Друãиìи сëоваìи, öентр, управëяя
зна÷енияìи пороãов, äоëжен перевести поëоже-
ние РКП в то÷ку, с ÷исëоì äействуþщих аãентов
K *. В анониìноì сëу÷ае репутаöии аãентов оäи-
наковы, и заäа÷а (7) приìет сëеäуþщий виä:

C(m, m0) → . (8)

Пустü g — неубываþщая функöия от неотриöа-
теëüноãо арãуìента, который равен ìоäуëþ разно-
сти ìежäу на÷аëüныì и коне÷ныì зна÷енияìи по-
роãа управëяеìоãо аãента. Буäеì с÷итатü, ÷то за-
траты на управëение пороãоì оäноãо аãента

c
i
(m

i
, ) = g(|m

i
 – |). (9)

По сìысëу затрат g(0) = 0. Поëные затраты рав-
ны суììе инäивиäуаëüных затрат:

C(m, m0) = c
i
(m

i
, ) = g(|m

i
 – |). (10)

Дëя иëëþстраöии принöипа управëения поро-
ãаìи преäпоëожиì сна÷аëа, ÷то функöия распре-
äеëения пороãов F(•) — неубываþщая, опреäеëен-

ная на ìножестве неотриöатеëüных ÷исеë, непре-
рывная сëева и иìеþщая преäеë справа в кажäой
то÷ке. Равновесиеì в äанноì сëу÷ае, по анаëоãии
с уравнениеì (5), явëяется ëевая то÷ка пересе÷е-
ния функöии распреäеëения пороãов с биссектри-
сой первоãо кваäранта. Эта ÷астü ãрафика функ-
öии распреäеëения изображена на рис. 1; функöия
распреäеëения пороãов G(•), поëу÷енная в резуëü-
тате управëения, изображена жирной ëинией.

Так как p(m) — ìиниìаëüное реøение уравне-
ния (5) (то÷ка (4, 4) на рис. 1), то

∀ K < p(m)F(K ) > K. (11)

Возìожны äва сëу÷ая: F(0+) ≤ K * и F(0+) > K *

(наприìер, K * = 3 и K * = 1 соответственно).
Есëи F(0+) ≤ K *, то, реøив уравнение F(K1) = K *,

ìожно найти такуþ то÷ку K1 = F –1(K *).

В сиëу выражения (11) K * = F(K1) > K1 = F–1(K *).

Проöесс управëения закëþ÷ается в тоì, ÷то öентр
изìеняет все пороãи, нахоäящиеся внутри интер-

ваëа [F –1(K *), K *), äеëая их равныìи K *. Новая
функöия распреäеëения G(•) буäет равна K * на

всеì интерваëе [F –1(K *), K *]. Зна÷ит G(K *) = K *.
Такиì образоì, ìы поëу÷иëи новое зна÷ение

РКП с ÷исëоì äействуþщих аãентов K *, соответ-
ствуþщее öеëяì öентра. Новая функöия распреäе-
ëения G(•) совпаäает на рис. 1 со старой функöией
распреäеëения F(•) во всех то÷ках вне интерваëа

[F –1(K *), K *).
Дëя оöенки затрат на переìещение пороãов из

некотороãо ìаëоãо интерваëа (t1, t2] окружаþщеãо

max
T T∈ θ Θ∈,

max
m M∈

min
m η |p η( ) = K *{ }∈

mi
0

mi
0

i 1=

n

∑ mi
0

i 1=

n

∑ mi
0

Рис. 1. Вид начальной (F ) и измененной (G) функций распреде-
ления порогов
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то÷ку t в то÷ку K * буäеì с÷итатü, ÷то функöия F
изìеняется на этоì интерваëе на ìаëуþ веëи÷ину.
Поскоëüку ÷исëо аãентов на этоì интерваëе равно
F(t2) – F(t1), то искоìые затраты буäут прибëизи-

теëüно равны g(K * – t)[F(t2) – F(t1)].

Леãко показатü, ÷то тоãäа затраты öентра на уп-
равëение в сëу÷ае F(0) ≤ K * буäут равны веëи÷ине

g(K * – t)dF(t).

Есëи F(0+) > K *, то у [F(0+) – K *] аãентов с ну-
ëевыìи пороãаìи öентр изìеняет пороãи, äеëая
их равныìи K *. Затраты на изìенение пороãа оä-
ноãо аãента от нуëя äо K * буäут, соãëасно форìу-
ëе (9), равны g(K *). Затраты на изìенение пороãов
[F(0+) – K *] аãентов с нуëевыìи пороãаìи äëя всех

сëу÷аев ìожно записатü в виäе g(K *)(F(0+) – K *)+,

ãäе (•)+ озна÷ает поëожитеëüнуþ ÷астü выражения
в скобках.

Такиì образоì, поëные затраты (10) öентра

c(K *) = g(K *)(F(0+) – K *)+ +

+ g(K * – t)dF(t). (12)

Утверждение 2. Затраты (12) минимальны для
реализации центром РКП с числом действующих
агентов K *.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сиëу опреäеëения функöии
F(•), äëя уìенüøения веëи÷ины F(K *), которая соãëасно
выражениþ (11) боëüøе K *, необхоäиìо увеëи÷итü по-
роãи, нахоäящиеся ëевее то÷ки K *, на такуþ веëи÷ину,
÷тобы их зна÷ения стаëи не ìенüøе зна÷ения K *.

Поскоëüку функöия затрат g неубываþщая, то изìе-
нение зна÷ений пороãов, превыøаþщих веëи÷ину K *,
привоäит к избыто÷ныì (неоправäанныì) затратаì. По-
этоìу äëя ìиниìизаöии затрат необхоäиìо, ÷тобы но-
вое зна÷ение изìеняеìых пороãов равняëосü K *.

Рассìотриì ìножество всех возìожных резуëüтатов
управëения

Ω = A = [a
i
, b

i
)|b

q
 ≤ K *; a

i + 1
 > b

i
, i = ;

[F(b
i
) – F(a

i
)] = F(K *) – K *} .

Управëение закëþ÷ается в переìещении всех поро-
ãов, вхоäящих в указанные интерваëы, в то÷ку K *. О÷е-

виäно, ÷то [F –1(K *), K *) ∈ Ω.
Затраты на возäействие на ìножестве A ∈ Ω

g(K * – t)dF(t) = g(K * – t)dF(t).

Сравниì поëные затраты на изìенение зна÷ений по-

роãов из интерваëа [F –1(K *), K *) и произвоëüноãо ìно-
жества A ∈ Ω. Кажäые из этих затрат ìожно разëожитü
на äва сëаãаеìых соответственно:

g(K * – t)dF(t) = g(K * – t)dF(t) +

+ g(K * – t)dF(t), (13)

g(K * – t)dF(t) = g(K * – t)dF(t) +

+ g(K * – t)dF(t). (14)

Первые сëаãаеìые равенств (13) и (14) совпаäаþт.

Есëи общие затраты äëя ìножества A и [F –1(K *), K *)

ìоãут разëи÷атüся, то тоëüко на ìножествах A\[F –1(K *),

K *) и [F –1(K *), K *)\A. В сиëу опреäеëения ìножества Ω
справеäëиво сëеäуþщее равенство:

[F(b
i
) – F(a

i
)] = [F(b

i
) – F(a

i
)].

Затраты на переìещение пороãов из ìножеств

A\[F –1(K *), K *) и [F –1(K *), K *)\A ìожно оöенитü снизу
и сверху соответственно:

g(K * – t)dF(t) ≥ g(K * – t) Ѕ

Ѕ [F(b
i
) + F(a

i
)], (15)

g(K * – t)dF(t) ≤ g(K * – t) Ѕ

Ѕ [F(b
i
) + F(a

i
)]. (16)

В сиëу ìонотонности функöии затрат справеäëиво
сëеäуþщее неравенство:

g(K * – t) ≤ g(K * – t). (17)

Из неравенств (15)—(17) сëеäует, ÷то

g(K * – t)dF(t) ≤

≤ g(K * – t)dF(t). (18)

Из выражений (13), (14) и (18) сëеäует, ÷то

g(K * – t)dF(t) ≤ g(K * – t)dF(t).

Утвержäение 2 äоказано.

Следствие 1. В оптиìаëüноì управëении изìе-
няþтся тоëüко пороãи, принаäëежащие интерваëу

[F –1(K *), K *), есëи K * нахоäится в обëасти опре-

F
1–

K*( )

K *

∫

F
1–

K*( )

K *

∫

⎩
⎨
⎧

i 1=

q

� 1 q,

i 1=

q

∑
⎭
⎬
⎫

A
∫

i 1=

q

∑
a
i

b
i

∫

[F
1–
K *( ) K *),

∫
A [F

1–
K *( ) K *),∩

∫

[F
1–
K *( ) K *)\A,

∫

A
∫

A [F
1–
K *( ) K *),∩

∫

A\[F
1–
K *( ) K *),

∫

A\[F
1–
K *( ) K *),

∑
[F

1–
K *( ) K *)\A,

∑

A\[F
1–
K *( ) K *),

∫ min
t A\[F

1–
K *( ) K *),∈

A\[F
1–
K *( ) K *),

∑

[F
1–
K *( ) K *)\A,

∫ max
t [F

1–
K *( ) K *)\A,∈

[F
1–
K *( ) K *)\A,

∑

max
t [F

1–
K *( ) K *)\A,∈

min
t A\[F

1–
K *( ) K *),∈

[F
1–
K *( ) K *)\A,

∫

A\[F
1–
K *( ) K *),

∫

[F
1–
K *( ) K *),

∫
A
∫
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äеëения функöии F –1(•). Есëи K * нахоäится вне

обëасти опреäеëения функöии F –1(•), то изìеня-
þтся пороãи, принаäëежащие интерваëу [0, K *).

Следствие 2. Реøение заäа÷и управëения поро-
ãаìи не зависит в явноì виäе от на÷аëüноãо РКП.

Следствие 3. Поëу÷енное в резуëüтате опти-
ìаëüноãо управëения РКП не устой÷иво. ♦

Действитеëüно, ìаëое изìенение пороãов вëево
от то÷ки K * «увоäит» систеìу в новое поëожение
равновесия (в то÷ку пересе÷ения с биссектрисой
(наприìер, в то÷ку (4, 4), сì. рис. 1). Дëя обеспе-
÷ения устой÷ивости нужно переìещатü пороãи
правее от то÷ки K *.

Следствие 4. Резуëüтат утвержäения 2 останется
в сиëе и в сëу÷ае, коãäа затраты на изìенение по-

роãа аãента равны g(|m
i
 – |)/L( ), ãäе L(•) —

ëþбая изìериìая строãо возрастаþщая функöия
от зна÷ения на÷аëüноãо пороãа. ♦

Иìея реøение (12) заäа÷и (8) (äаëее в Приìе-
рах 1 и 2 äëя ряäа ÷астных сëу÷аев поëу÷ено ана-
ëити÷еское реøение), ìожно вернутüся к заäа÷е
(7), которая превратится в сëеäуþщуþ заäа÷у ска-
ëярной оптиìизаöии:

H(K *) – c(K *) → .

Пример 1. Буäеì рассìатриватü относитеëüные по-
роãи θ

i
 = m

i
/n. Пустü их функöия распреäеëения преä-

ставëяет собой распреäеëение Парето с показатеëеì α > 1:

F
αβ

(x) = ,  x ≤ 1,  β > 0. (19)

Тоãäа пëотностü распреäеëения f
αβ

(x) = αxα – 1/(1 + β).

Обратная функöия к функöии распреäеëения опре-

äеëена на отрезке  ≤ x ≤ 1 и иìеет виä (x) =

= ((1 + β)x – β)1/α.
Уравнение (5) äëя РКП запиøется как

xα – (1 + β)x + β = 0. (20)

Пустü p — ìиниìаëüный поëожитеëüный коренü
уравнения (20). В сиëу строãоãо возрастания распреäе-
ëения (19) p > β/(1 + β).

Ввеäеì функöиþ затрат g(x) = |x |.
Пустü öеëевая то÷ка равновесия k* = K */n. Тоãäа за-

траты на реаëизаöиþ этоãо РКП, p ≥ k* ≥ β/(1 + β),

C
αβ

(k*) = g(k* – t)dF
αβ

(t) =

= k*(F
αβ

(k*) – k*) – tαdt = k*  –

– . (21)

Пустü теперü 0 < k* < β/(1 + β). Тоãäа расхоäы на ре-
аëизаöиþ этоãо РКП

C
αβ

(k*) = k*  + g(k* – t)dF
αβ

(t) =

= k*  +  – tαdt =

= k*  + . (22)

Сеìейство ãрафиков функöии затрат (21) и (22) äëя
разëи÷ных зна÷ений параìетра α = 1,3; 1,5; 1,75; 2 и
β = 0,25 изображено на рис. 2. Виäно, ÷то затраты воз-
растаþт при уìенüøении показатеëя α распреäеëения
Парето. Это озна÷ает, есëи пороãи распреäеëены боëее
равноìерно (показатеëü α ìенüøе), то öеëевое РКП ре-
аëизуется с относитеëüно боëüøиìи затратаìи.

Максиìуì затрат äостиãается в тех то÷ках, ãäе фун-
кöия распреäеëения ìаксиìаëüно «äаëека» от биссект-
рисы первоãо кваäранта (сì. также рис. 1). Это привоäит
к тоìу, ÷то пороãи относитеëüно боëüøоãо ÷исëа аãен-
тов нужно изìенятü на бо ´ëüøуþ веëи÷ину и, соответ-
ственно, затраты увеëи÷иваþтся.

Дëя всех зна÷ений параìетров α и β затраты на реа-
ëизаöиþ нуëевоãо РКП равны нуëþ. Действитеëüно, äо-
стато÷но сäвинутü нуëевые пороãи на ìаëуþ веëи÷ину,
÷тобы поëу÷итü ìаëое РКП. Так ÷то, есëи переä öент-
роì стоит заäа÷а реаëизоватü новуþ то÷ку РКП, ìенü-
øуþ, ÷еì p (РКП без управëения), то оптиìаëüныì уп-
равëениеì буäет изìенитü нуëевые пороãи на ìаëуþ ве-
ëи÷ину, т. е., äруãиìи сëоваìи, избавитü тоëпу от за÷ин-
щиков. ♦

mi
0

mi
0

max
K *

x
α β+
1 β+
---------------

β
1 β+
------------ Fαβ

1–

F
αβ

1–
k*( )

k*

∫

α
1 β+
------------

F
αβ

1–
k*( )

k*

∫
k*( )

α
β+

1 β+
----------------------- k*–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

α k*( )
α 1+

1 β+( )k* β–( )
1 1/α+

–( )

1 β+( ) 1 α+( )
---------------------------------------------------------------------------------------

β
1 β+
------------ k*–⎝ ⎠
⎛ ⎞

0

k*

∫

β
1 β+
------------ k*–⎝ ⎠
⎛ ⎞ k*( )

α 1+

1 β+
--------------------

α
1 β+
------------

0

k*

∫

β
1 β+
------------ k*–⎝ ⎠
⎛ ⎞ k*( )

α 1+

1 β+( ) 1 α+( )
------------------------------------

Рис. 2. Семейство функций затрат c(k*) на управление (Пример 1)
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В Приìере 1 функöия затрат g(•) на изìенение
пороãов не зависит явныì образоì от на÷аëüных
зна÷ений пороãов аãентов, а опреäеëяется тоëüко
разìероì изìенения пороãов. Рассìотриì в сëе-
äуþщеì приìере äруãуþ функöиþ затрат, которая
явныì образоì зависит от на÷аëüноãо зна÷ения
пороãа.

Пример 2. Буäеì с÷итатü, ÷то в усëовиях Приìера 1
функöия затрат на изìенение пороãов иìеет сëеäуþщий
виä:

g(x
1
, x

2
) = |x

1
 – x

2
|/x

1
. (23)

Пустü öеëевая то÷ка РКП равна k*. Тоãäа затраты äëя
p ≥ k* ≥ β/(1 + β) буäут равны:

C
αβ

(k*) = g(k*, k* – t)dF
αβ

(t) =

= (F
αβ

(k*) – k*) – ttα – 1dt =

=  – .

Пустü теперü 0 < k* < β/(1 + β). Тоãäа расхоäы на этоì
интерваëе буäут бесконе÷но боëüøие, так как необхоäи-
ìо изìенитü нуëевые пороãи на веëи÷ину k*, а это, со-
ãëасно форìуëе (23), требует бесконе÷но боëüøих за-
трат. Это озна÷ает, ÷то öентр ìожет реаëизоватü тоëüко
РКП из интерваëа p ≥ k* ≥ β/(1 + β). Сеìейство ãрафи-
ков функöии затрат äëя разëи÷ных зна÷ений параìетра
α = 1,3; 1,5; 1,75; 2 и β = 0,25 изображено на рис. 3. ♦

В Приìере 2 функöия затрат на управëение об-
ëаäает ëеãко интерпретируеìыì свойствоì ìоно-

тонности — ÷еì боëüøе откëонение новоãо РКП
(реаëизуеìоãо öентроì в проöессе управëения по-
роãаìи аãентов) от староãо (в отсутствии управëе-
ния), теì выøе затраты.

4. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÐÅÏÓÒÀÖÈÅÉ

Пустü иìеет ìесто не анониìный сëу÷ай, по-
роãи аãентов фиксированы, т. е. рассìотриì заäа÷у
управëения репутаöией. Преäпоëожиì, ÷то заäа÷а
öентра состоит в тоì, ÷тобы обеспе÷итü ÷исëо
äействуþщих аãентов, не превыøаþщее заäанноãо

÷исëа K *
 ≥ 0. Тоãäа заäа÷а управëения приìет виä

C(r, θ, r0, θ) → .

В первона÷аëüноì РКП äействуþт тоëüко аãен-
ты из ìножества Q

k
, т. е. иìеет ìесто сëеäуþщая

систеìа неравенств:

(24)

Фиксируеì некоторое ìножество P ⊆ N и запи-
øеì по анаëоãии с выражениеì (24) усëовия тоãо,
÷то при новых зна÷ениях репутаöий äействуþт
тоëüко аãенты из этоãо ìножества:

Обозна÷иì ÷ерез c(P) оптиìаëüное зна÷ение
критерия сëеäуþщей оптиìизаöионной заäа÷и:

C(r, θ, r0, θ) → . (25)

Отìетиì, ÷то в заäа÷е (25) ìиниìизаöия веäет-
ся на ìножестве, описываеìоì n ëинейныìи не-
равенстваìи. Есëи и затраты ëинейны (иëи выпук-
ëы), то это заäа÷а ëинейноãо (соответственно, вы-
пукëоãо) проãраììирования.

Зна÷ение c(P) характеризует ìиниìаëüные за-
траты на управëение репутаöией аãентов, при ко-
тороì äействуþт аãенты из ìножества P ⊆ N и
тоëüко они. Есëи заäа÷а öентра закëþ÷ается в тоì,
÷тобы обеспе÷итü ÷исëо äействуþщих аãентов, рав-

ное заäанноìу ÷исëу K*
 ≥ 0, то äëя ìиниìизаöии за-

трат на управëение необхоäиìо реøитü заäа÷у (25)

äëя кажäоãо из K*
 -эëеìентных ìножеств P, а затеì

выбратü то ìножество P*, на котороì äостиãается

ìиниìуì затрат: P* = arg c(P).

F
αβ

1–
k*( )

k*

∫

α

1 β+( )k*
-----------------------

F
αβ

1–
k*( )

k*

∫

k*( )
α

β+
1 β+

----------------------- k*–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ α k*( )

α 1+
1 β+( )k* β–( )

α 1/α+
–( )

k* 1 β+( ) 1 α+( )
----------------------------------------------------------------------------------------

Рис. 3. Семейство функций затрат c(k*) на управление (Пример 2)
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5. ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ

Мы рассìотреëи äва сëу÷ая управëения со сто-
роны öентра — возäействия на пороãи аãентов и на
их репутаöии. Проанаëизируеì возìожности реф-
лексивного (в раìках настоящей работы синониì —
информационного) управления, в котороì öентр воз-
äействует на преäставëения аãентов о параìетрах
äруã äруãа, на преäставëения о преäставëениях и
т. ä. [8]. В ка÷естве преäìета управëения выбереì
пороãи аãентов. Рефлексивным управлением буäет
форìирование у аãентов структур инфорìирован-
ности виäа: θ

ij
 — преäставëения i-ãо аãента о по-

роãе j-ãо (структура инфорìированности второãо
ранãа иëи ãëубины äва); θ

ijk
 — преäставëения i-ãо

аãента о преäставëениях j-ãо аãента о пороãе k-ãо
аãента (структура инфорìированности третüеãо
ранãа иëи ãëубины три) и т. ä. Обëаäая той иëи
иной структурой инфорìированности, аãенты
выбираþт äействия, явëяþщиеся информационным
равновесием [8], в котороì кажäый аãент выбирает
свои äействия как наиëу÷øий ответ на те äейс-
твия, которые в раìках еãо преäставëений äоëжны
выбратü оппоненты.

Воспоëüзовавøисü резуëüтатаìи § 3 и 4, харак-
теризуþщиìи зна÷ения пороãов, привоäящих к
требуеìоìу РКП, ìожно усëовно с÷итатü, ÷то ëþ-
бой резуëüтат, äостижиìый путеì реаëüноãо изìе-
нения пороãов, ìожет бытü по анаëоãии реаëизо-
ван инфорìаöионныì управëениеì (изìенениеì
преäставëений аãентов о пороãах äруã äруãа). С этой
то÷ки зрения инфорìаöионное управëение поро-
ãаìи эквиваëентно просто управëениþ пороãаìи,
буäу÷и при этоì, наверное, боëее ìяãкиì, ÷еì
посëеäнее.

Оäнако при реаëизаöии инфорìаöионноãо уп-
равëения в заäа÷ах управëения повеäениеì тоëпы
существует оäна пробëеìа. Оäно из свойств «хоро-
øеãо» инфорìаöионноãо управëения состоит в еãо
стабильности [9] — свойстве, закëþ÷аþщеìся в
тоì, ÷то все аãенты набëþäаþт в реаëüности те ре-
зуëüтаты, которых ожиäаëи.

Преäпоëожиì, ÷то в рассìатриваеìой ìоäеëи
тоëпы кажäый аãент апостериори набëþäает ÷исëо
аãентов, принявøих реøение «äействоватü» (отìе-
тиì, ÷то это äостато÷но сëабое преäпоëожение по
сравнениþ с взаиìной набëþäаеìостüþ инäиви-
äуаëüных äействий). Тоãäа стабиëüныì буäет ин-
форìаöионное управëение, при котороì кажäый
аãент увиäит, ÷то реаëüно äействует ровно стоëüко
аãентов, скоëüко он и ожиäаë увиäетü äействуþ-
щиìи. Требование стабиëüности существенно
при äëитеëüных взаиìоотноøениях управëяþще-
ãо öентра и аãентов — есëи (при нестабиëüноì ин-
форìаöионноì управëении) аãенты оäин раз усоì-
нятся в äостоверности сообщаеìой öентроì ин-
форìаöии, то и в äаëüнейøеì они буäут иìетü все
основания в ней соìневатüся.

Утверждение 3. В анонимном случае не сущест-
вует стабильного информационного равновесия, при
котором действует строго меньшее число агентов,
чем в РКП.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Обозна÷иì ÷ерез Q
Σ
 ìножест-

во аãентов, äействуþщих в стабиëüноì инфорìаöион-
ноì равновесии. Преäпоëожиì, ÷то их ÷исëо не пре-
выøает ÷исëа äействуþщих в РКП |Q

Σ
| ≤ |Q

p(θ)
|. В сиëу

стабиëüности инфорìаöионноãо равновесия äëя каж-
äоãо аãента i ∈ Q

Σ
 äоëжно бытü выпоëнено |Q

Σ
| – 1 =

= x
j
 ≥ (n – 1)θ

i
. Зна÷ит |Q

p(θ)
| – 1 ≥ (n – 1)θ

i
, из ÷еãо

сëеäует, ÷то i ∈ Q
p(θ)

. Такиì образоì, Q
Σ
 ⊆ Q

p(θ)
. Есëи су-

ществуþт безäействуþщие аãенты в Q
p(θ)

\Q
Σ
, то äëя них

это равновесие нестабиëüно. Поэтоìу Q
Σ
 = Q

p(θ)
 äëя ста-

биëüноãо инфорìаöионноãо равновесия. Утвержäение 3
äоказано. ♦

«Неãативный» резуëüтат утвержäения 3 свиäе-
теëüствует о сëожности осуществëения äоëãо-
сро÷ноãо инфорìаöионноãо управëения пороãо-
выì повеäениеì тоëпы.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëированы и реøены äëя ряäа важных
÷астных сëу÷аев заäа÷и управëения коëëективныì
пороãовыì повеäениеì тоëпы путеì управëения
пороãаìи аãентов, репутаöией аãентов и путеì
рефëексивноãо управëения. Перспективныì преä-
ставëяется иссëеäование эффективности совìест-
ноãо приìенения этих виäов управëения.
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