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Предложен метод построения оценок спектральной плотности 
стационарного процесса по его реализации ограниченной дли-
тельности. Повышение точности этих оценок достигается 
варьированием ширины спектрального окна в функции от дли-
тельности наблюдения и локальных свойств спектральной 
плотности. 
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1. Введение 

Решение многих задач, возникающих в различных областях 
техники, приводит к необходимости оценивания состояния 
случайного процесса и прогнозирования этого состояния в 
будущие моменты времени. Можно выделить два типа таких 
задач. 

К первому типу относятся задачи, в которых требуется по 
наблюдаемой реализации случайного процесса количественно 
оценить его статистические характеристики. Примером задачи 
этого типа является оценивание ресурса механических конст-
рукций, подверженных воздействию случайной нагрузки.  
                                                           
1 Анатолий Яковлевич Андриенко, заведующий лабораторией, доктор 
технических наук, профессор (vladguc@ipu.rssi.ru). 
2 Елена Ивановна Тропова, научный сотрудник (тел. (495) 334-88-71). 
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В задачах второго типа по наблюдаемой реализации требу-
ется оценить случайное значение, которое примет реализация в 
будущие моменты времени. Примерами задач этого типа служат 
прогноз спроса на рыночную продукцию либо оперативный 
(или долговременный) прогноз регулярности полетов, исполь-
зуемый при планировании эксплуатации аэродрома, и т.д. 

Для решения таких задач широко используется спектраль-
ный метод. Среди различных подходов к оцениванию спектра 
значительное место занимают методы, основанные на вычисле-
нии периодограммы с последующим её сглаживанием при 
помощи спектрального окна [1]. В этих методах используется 
минимальная априорная информация о случайном процессе 
(обычно предполагается стационарность процесса и гладкость 
его спектральной плотности). Предложено большое количество 
различных спектральных окон, для большинства из них получе-
ны асимптотические оценки статистической точности действия 
и найдены условия асимптотической оптимальности [2]. Однако 
во многих практических случаях наблюдению доступен фраг-
мент реализации случайного процесса, длительность которого 
существенно ограничена. В этих условиях асимптотически 
оптимальные спектральные окна могут приводить к большим 
погрешностям оценивания спектральной плотности (СП). В 
статье основное внимание уделено формированию оптимальных 
оценок СП случайного процесса по его реализации конечной 
длительности. 

2. Постановка задачи 

В основе большинства известных методов оценивания 
спектра лежит периодограмма 

2

0

)2exp()(2)( ∫ −=
T

T dtftitx
T

fJ π , 

где f – частота (в герцах); x(t) – реализация стационарного слу-
чайного процесса {X(t)}. 
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Всякая оценка спектральной плотности S(f), являющаяся 
линейной комбинацией значений периодограммы, в общем виде 
может быть представлена сверткой [2] 

(1) ∫
∞

−=
0

)()()(ˆ dλλJλfWfS TT , 

где W(f − λ) – спектральное окно. В известных методах это окно 
подбирается так, чтобы оно имело резко выраженный максимум 
в нуле и давало асимптотически несмещенную и состоятельную 
оценку спектральной плотности S(f). Отметим, что форма спек-
трального окна в (1) одинакова для всей совокупности частот, на 
которых строятся точечные оценки спектральной плотности, и 
зависят только от разности f − λ .  

Вместо линейной оценки (1) предлагается использовать не-
линейную оценку 

(2) ∫
∞

−=
0

)(),()(ˆ dλλJfλfWfS TT , 

в которой форма спектрального окна зависит от локальных 
свойств периодограммы в окрестности частоты f, на которой 
строится оценка. Известно [1], что требования уменьшения 
смещения оценки спектральной плотности и обеспечения наи-
более быстрой сходимости дисперсии этой оценки к нулю при 
неограниченном увеличении длительности наблюдения T ока-
зываются противоречивыми. Если СП стационарного процесса 
является гладкой функцией частоты, то смещение оценки (1) 
пропорционально второй производной спектральной плотности, 
а дисперсия этой оценки пропорциональна квадрату спектраль-
ной плотности. Отсюда следует, что относительный вклад сме-
щения и дисперсии в суммарную статистическую точность 
оценки (1) зависит от соотношения между значением спектраль-
ной плотности и величиной её второй производной, т.е. от ло-
кальных свойств спектральной плотности. Задача заключается в 
том, чтобы для каждой частоты f, на которой строится точечная 
оценка спектральной плотности, выбрать такую форму спек-
трального окна W(f − λ, f), которая обеспечила бы минимум 
среднеквадратического уклонения оценки (2) от истинного 
значения СП. 
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В следующем разделе вводится скользящее преобразование 
Фурье, рассматриваются его основные свойства и показывается, 
каким образом можно построить семейство оценок вида (2) в 
функции от эффективной ширины спектрального окна. В разде-
ле 4 кратко представлен способ выбора оптимальной ширины 
спектрального окна для формирования оптимальной оценки 
спектральной плотности процесса по его финитной реализации. 

3. Некоторые свойства  
скользящего преобразования Фурье 

Пусть x(t) – действительная функция, заданная на всей чи-
словой оси и суммируемая с квадратом на любом конечном 
интервале τ. Определим скользящий интервал {Jtτ : t ≤ s ≤ t + τ}, 
ширина τ которого постоянна, а начальная точка скользит вдоль 
числовой оси. Представим разложение x(t) на интервале Jtτ в ряд 
Фурье: 

(3) ∑
∞

−∞=

≤≤+≈+
k

kτ sstkωitcstx ,0)),(exp()()( τ  

коэффициенты которого в отличие от обычного ряда Фурье 
зависят от времени: 

 ,...2,1,0,)exp()(1)(
0

±±=−+= ∫ kdsskistxtcr

τ

τ ω
τ

. 

Ряд (3) сходится на интервале τ к x(t) в каждой точке её не-
прерывности, однако в концевых точках поточечная сходимость 
нарушается из-за эффекта Гиббса [2]. Поэтому вместо (3) будем 
рассматривать ряд 

(4) ,)exp()()( ∑
∞

−∞=

−≈
k

kτ tkωitctx ε  

где ε − фиксированное малое положительное число. Этот ряд 
сходится к x(t) в каждой точке её непрерывности; более того, 
если дополнительно потребовать выполнения одного из усло-
вий, обеспечивающих равномерную сходимость (например, 
условия Дини), то в (4) может быть поставлен знак равенства. 
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Проведем такие же рассуждения применительно к случай-
ному процессу {X(t)}. Будем полагать, что процесс стационар-
ный, эргодический, непрерывен в среднеквадратическом и 
обладает конечными моментами до четвертого порядка включи-
тельно. Тогда интеграл 

 ∫ ±=−+=
τ

τ ω
τ

η
0

...),1,0()exp()(1)( kdsskistXtk , 

является случайной функцией t. Поэтому записанный по анало-
гии с (4) ряд 

(5) τεεη <<−≈ ∑
∞

−∞=

0,)exp()()(
k

kτ tkωittX , 

сходится к {X(t)}. Остановимся кратко на конечных его свойствах. 
Рассматривая ряд (4) при различных значениях ширины ба-

зового интервала τ, получим семейство скользящих рядов Фурье 
{Фτ X}, где Фτ – линейный оператор скользящего преобразова-
ния Фурье. В силу сделанных предположений о случайном 
процессе X(t) выражение 
(6) [ ]2)(2)( ωητω ττ MS =  
(где M(⋅) – оператор матожидания) имеет смысл для каждого τ. 
Величина Sτ (ω) при τ → ∞ сходится к спектральной плотности 
процесса S(ω). 

В силу линейности оператора Фτ и эргодичности {X(t)} слу-
чайные функции {ηkτ(t)} стационарны и эргодичны, поэтому 
оператор матожидания (6) может быть заменен усреднением по 
времени: 

(7) ∫
−

∞→ −
=

τ

ττ ωη
τ

τ
ω

T

T
dtt

T
S

0

2),(2lim)( . 

Если наблюдению доступен фрагмент реализации полной 
длительности T, то параметрическое семейство оценок (6) для 
различных τ может быть получено из (7) в виде 

(8) Tdtt
T

S
T

T ≤<
−

= ∫
−

τωη
τ

τ
ω

τ

ττ 0,),(2)(ˆ
0

2 . 

Обозначим дисперсию оценки (8) через )(2 ωστT  и смещение 
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– через bτT(ω). Среднеквадратическое уклонение оценки (8) 
относительно истинного значения S(ω) есть 

(9) [ ] )()()()(ˆ 222
ωωσωω τττ TTT bSSM +=− . 

Первый член в этом выражении с уменьшением τ падает в 
силу возрастания интервала временного сглаживания T − τ, 
второй возрастает. Задача состоит в том, чтобы при фиксиро-
ванной полной длительности T отыскать оптимальной значение 
τ, доставляющее минимум (9). 

4. Оптимальное оценивание спектральной  
плотности процесса по его финитной реализации 

Пусть {X(t), 0 ≤ t ≤ T} – финитный фрагмент реализации 
случайного процесса X, удовлетворяющего приведенным в 
разделе 3 предположениям. Выбор ширины базового интервала 
τ определяется тремя факторами: требуемым разрешением 
оценок СП по частоте, удобством применения процедуры быст-
рого преобразования Фурье и корреляционными свойствами 
процесса. 

Будем полагать, что этот интервал укладывается целое чис-
ло (N) раз на полном интервале T, т.е. T = Nτ. Исходным являет-
ся семейство оценок вида   

(10) 

.1...,,2,1...;,2,1,;)()(

,)()sin()(ˆ
2

−===−=

+



= ∫

∞

∞−

NkkfJJ

dfJfS

kTT

kTk

ντλλ

λλ
πλντ

πλντ
ντντ  

Дальнейший анализ выражения (10) проведем при двух 
предположениях: 1) полная длительность T финитного фрагмен-
та реализации процесса достаточно велика, так что для периодо-
граммы могут быть использованы асимптотические оценки; 
2) спектральная плотность S(λ) процесса является гладкой (два-
жды дифференцируемой) функцией частоты. 

Известно [2], что JT(λ) есть несмещенная оценка ST(λ), по-
этому при больших T периодограмма может быть приближенно 
представлена в виде 
(11) )()()( λξλλ TTT SJ += , 
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где ξT(λ) – случайная функция с независимыми значениями, 
нулевым матожиданием и дисперсией )()]([ 22 λλξσ TT S≈ , λ ≠ 0. 

С учетом (10), (11) уклонение оценки спектральной плотно-
сти от истинного значения представим в виде 

(12) 

.sin1

)(sin1)()(ˆ

2

2

λ
πντ

λ
ξ

λ
λ

π

λ
πντ

λ
λ

λ
πντ
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dfSfSfSfS
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kTkTkTk

∫

∫
∞
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
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+







−






 +






=−

 

Первый интеграл в этом выражении описывает смещение 
оценки, второй – её вариабельность. При больших T можно 
воспользоваться известным асимптотическим выражением для 
дисперсии [2] 

(13) [ ] )()()( 222
kkTk fS

N
fJ

N
f ν

σ
ν

σντ ≈≈ , 

откуда следует, что при выборе малых значений ν/N дисперсия 
оценки (10) может быть значительно уменьшена, но при этом 
возрастает смещение оценки вследствие увеличения эффектив-
ной ширины спектрального окна и влияния на оценку значений 
спектра на более отдаленных частотах.  

Используя предположение 2), представим приближенно 
спектральную плотность в виде квадратичного трехчлена 

(14) 

.

,)(
)(2

1)(1)( 2
2

πλπ

λ
πντ

λ
πντπντ

λ

≤≤−

′′+′+≈





 + kTkTkTkT fSfSfSfS

 

Погрешность этого приближения на интервале −π ≤ λ ≤ π 
может быть сделана сколь угодно малой посредством выбора 
достаточно больших значений ν. Подставив (14) в первый инте-
грал правой части (12) и учтя, что подынтегральная функция 
является четной, получим для смещения оценки приближенную 
формулу 

(15) 22
2

2)()( TfSNfb kk π
νντ ′′






≈ . 
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Для формирования оптимальной точечной оценки спек-
тральной плотности при фиксированной полной длительности 
наблюдения T, необходимо выбрать такое ν*, при котором сред-
неквадратическое уклонение оценки (относительно истинного 
значения спектра) минимально. Обозначив ρ = ν/N, из (12) с 
учетом (13) и (15) получим  

 [ ] [ ]222
4

22
2)(1)()()(ˆ TfSfSfSfSM kT

k
kkkTk π

ρ
ρντ ′′+≈− . 

Это выражение достигает минимума при  

 [ ]5 2
44

*
* )()(1

kTkT
k

k fSfS
TN

′′==
π

ν
ρ . 

Таким образом, оптимальная ширина спектрального окна 
(т.е. оптимальное значение τν *

k ) зависит от локальных свойств 
спектральной плотности в окрестности частоты fk и от полной 
длительности наблюдения T. Если на частоте fk  спектральная 
плотность имеет резкий пик (или провал), то ее вторая произ-
водная в этой точке отрицательна (соответственно положитель-
на) и велика по абсолютной величине. В этом случае оценка (10) 
согласно (15) будет иметь большое смещение и ширину спек-
трального окна следует увеличивать. Если же в окрестности 
частоты fk спектральная плотность постоянна либо изменяется 
по закону, близкому к линейному, то смещение у оценки (10) 
практически отсутствует и величина τν *

k  должна быть выбрана 
возможно более малой с тем, чтобы обеспечить максимальное 
сглаживание случайной составляющей оценки. 

Отметим также, что при T → 0 оптимальное значение *
kρ  

стремится к нулю при любой форме спектральной плотности, 
при этом оценка (10) является состоятельной и асимптотически 
несмещенной, что согласуется с известными результатами.  

5. Заключение 

Представленный метод оценивания спектральной плотно-
сти стационарного ограниченной длительности позволяет повы-
сить статистическую точность оценок посредством использова-
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ния на каждой частоте спектральных окон переменной ширины, 
автоматически учитывающих особенности корреляционных 
связей анализируемого процесса. Необходимое быстродействие 
оценивания обеспечивается применением быстрого преобразо-
вания Фурье на всех этапах вычислений. 
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