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Введение

Рассматривается бескоалиционная игра n лиц с ненулевой
суммой, связанная с проведением конкурсов. Игрок i ∈ N =
{1, 2, . . . , n} представляет на конкурс проект, который характери-
зуется набором параметров xi = (xi

1, . . . , x
i
m). Например, проект

может включать описание его стоимости, времени выполнения,
числа работников и т.д. Арбитр или арбитражный комитет рас-
сматривает поступившие предложения, выбирает один из проек-
тов, используя стохастическую процедуру с распределением ве-
роятностей, которое известно участникам конкурса. При этом по-
бедитель конкурса k получает выигрыш hk(xk), зависящий от
параметров его проекта. В работе для выбора проекта исполь-
зуется многомерная арбитражная процедура, которая выбирает
ближайший к решению арбитра проект.

Этот подход широко применяется в одномерных игровых за-
дачах двух лиц с нулевой суммой, которые интерпретируются как
решение спора о зарплате между работником и работодателем.
В работах [1-5] получены равновесия в таких играх с участи-
ем одного арбитра, и в работах [6-7] с участием арбитражного
комитета.

В данной работе представлена многомерная теоретико-
игровая модель n лиц с ненулевой суммой, в которой предло-
жения игроков представляют собой набор параметров. Для ряда
двухмерных и трехмерных задач найдены оптимальные решения
и проведено их сравнение с решениями известных одномерных
моделей.

1. Теоретико-игровая модель проведения конкурса

Рассмотрим следующую бескоалиционную игру n лиц с
ненулевой суммой. Игроки {1, 2, . . . , n} представляют на кон-
курс проекты, которые характеризуются векторами {x1, . . . , xn}
из некоторого допустимого множества S в пространстве Rm. Ар-
битр рассматривает поступившие предложения и выбирает один
из проектов, используя следующую стохастическую процедуру.
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В пространстве Rm моделируется случайный вектор a с неко-
торым распределением вероятностей µ(x1, . . . , xm), которое из-
вестно участникам конкурса. Будем называть вектор a решением
арбитра. Победителем становится проект xk, который ближе всего
находится к точке a. Победитель конкурса игрок k получает вы-
игрыш hk(xk), зависящий от параметров проекта. Можно также
думать о векторе a, как о наборе решений экспертов, где каж-
дая компонента представляет собой решение отдельного экспер-
та. При этом, эксперты могут быть независимыми, или принимать
коррелированные решения.

Заметим, что решение арбитра является случайным. Для
представленного набора проектов {x1, . . . , xn} множество S ⊂
Rm разобьется на n подмножеств S1, . . . , Sn, таких что если
a ∈ Sk, то решением арбитра будет выбор проекта с номером
k (см. рис. 1). Данное разбиение называется диаграммой Вороно-
го. Его можно построить, используя процедуру Форчуна [8].

Таким образом, выигрыш игрока k в данной игре можно
определить как среднее значение его выигрыша при попадании
решения арбитра в множество Sk, т. е.

(1) Hk(x1, . . . , xn) =

=
∫

Sk

hk(xk)µ(dx1, . . . , dxn) = hk(xk)µ(Sk), k = 1, . . . , n.

Ищется равновесие по Нэшу в данной игре, т. е. такой про-
филь x∗ = (x1, . . . , xn), для которого

Hk(x∗||yk) 6 Hk(x∗), ∀yk, k = 1, . . . , n.

Для упрощения выкладок остановимся на двухмерном слу-
чае, когда проект представлен двумя параметрами. Предположим,
что игроки представили на конкурс свои проекты xi = (xi, yi), i =
1, . . . , n, а два независимых арбитра оценивают их. Пусть реше-
ние арбитров моделируется случайным вектором на плоскости с
плотностью распределения f(x, y) = g(x)g(y).

Рассмотрим для определенности игрока 1. Множество S1,
соответствующее принятию его проекта представляет собой мно-
гоугольник со сторонами li1 , . . . , lik , где lj это отрезок прямой
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Рис. 1. Диаграмма Вороного на множестве проектов

линии, проходящий перпендикулярно отрезку [x1, xj ] через его
середину (см. рис. 1).

Нетрудно найти, что уравнение границы lj имеет вид

(2) x(x1 − xj) + y(y1 − yj) =
x2

1 + y2
1 − x2

j − y2
j

2
,

или

y = lj(x) = −x1 − xj

y1 − yj
x +

x2
1 + y2

1 − x2
j − y2

j

2(y1 − yj)
.

Пусть xij , j = 1, . . . , k абсциссы вершин многоугольника S1.
Для удобства перенумеруем их таким образом, чтобы

xi0 6 xi1 6 xi2 6 . . . 6 xik 6 xik+1
,

где xi0 = −∞, xik+1
= ∞,

Для всех внутренних точек (x, y) ∈ S1 выполняется условие,
что lij (x) имеет тот же знак, что и lij (x1), или lij (x)lij (x1) > 0,
j = 1, . . . , k.

Тогда меру µ(S1) можно представить как

µ(S1) =
k+1∑
j=0

xij+1∫
xij

g(x)dx

∫
lij (x)lij (x1)>0,j=1,...,k

g(y)dy.
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Аналогичное представление можно получить для любой об-
ласти Si, i = 1, . . . , n.

2. Двухмерная модель двух лиц c нормальным
распределением

Рассмотрим, например, модель конкурса для двух лиц с ну-
левой суммой, в которой проекты представлены двумя парамет-
рами. Например, можно представить спор о разделе имущества,
которое состоит из движимого x и недвижимого имущества y.
Игрок I хочет максимизировать сумму x + y, а второй - миними-
зировать. Предположим, что для определения победителя в спо-
ре арбитр использует процедуру с нормальным распределением
f(x, y) = 1

2π exp{−(x2 + y2)/2}.
Игроки вносят свои предложения (x1, y1) и (x2, y2). Плос-

кость решений арбитра разобьется на два множества S1 и S2,
которые разбиваются прямой, проходящей через середину отрез-
ка, соединяющего точки (x1, y1) и (x2, y2) (см. рис. 2). Уравнение
такой прямой

y = −x1 − x2

y1 − y2
x +

x2
1 − x2

2 + y2
1 − y2

2

2(y1 − y2)
.

Таким образом, выигрыш игрока I в данной игре имеет вид

(3) H(x1, y1;x2, y2) = (x1 + y1)µ(S1) = (x1 + y1)·∫
R

∫
R

f(x, y)I{−x1 − x2

y1 − y2
x +

(x2
1 − x2

2 + y2
1 − y2

2)
2(y1 − y2)

> 0}dxdy,

где I{A}-индикатор множества A.

Пользуясь симметрией задачи, можно предположить, что оп-
тимальные стратегии будут предписывать одинаковые значения
параметров. Пусть x2 = y2 = −a. Тогда из (3)

H(x1, y1) =

= (x1+y1)
∫

R

∫
R

f(x, y)I{−x1 + a

y1 + a
x+

(x2
1 + y2

1 − 2a2)
2(y1 + a)

> 0}dxdy.
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Рис. 2. Конкурс двух проектов на плоскости

Наилучший ответ первого игрока найдем из условия

∂H

∂x1
= 0,

∂H

∂y1
= 0.

Находим

(4)
∂H

∂x1
= µ(S1) + (x1 + y1)

∂µ(S1)
∂x1

= µ(S1) + (x1 + y1)·∫
R

1
2π

x− x1

y1 + a
exp{−1

2
(x2 + (−x1 + a

y1 + a
x +

x2
1 + y2

1 − 2a2

2(y1 + a)
)2)}dx.

Приравняем (4) нулю и потребуем, чтобы решение уравнения
достигалось в точке x1 = y1 = a. Это приводит к нахождению
оптимального значения параметра a. Заметим, что при этом из
симметрии следует, что µ(S1) = 1/2. Тогда

1
2
− 2a

∫
R

1
2π

exp{−1
2
(x2 + x2)}−x + a

2a
dx = 0,

откуда ∫ ∞

−∞
(−x + a)

1
2π

e−x2
dx =

1
2
,

и наконец получаем оптимальное значение a

a =
√

π.
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Нетрудно проверить, что выполняются достаточные условия до-
стижения максимума функции H(x, y) в точке (a, a).

Таким образом, оптимальные стратегии игроков в данной
игре это предложения (−

√
π,−

√
π) и (

√
π,
√

π) соответствен-
но. Отметим отличие от оптимального решения для одномер-
ной арбитражной процедуры [7], где равновесие имеет вид
(−

√
π/2,

√
π/2).

3. Эффект корреляции на оптимальное решение

Выше мы рассмотрели модель конкурса, где проекты оцени-
ваются по двум критериям, и решения арбитра моделировались
независимыми нормальными случайными величинами. Рассмот-
рим эту же задачу в предположении, что решения арбитра явля-
ются зависимыми. Это соответствует случаю, когда по каждому
из критериев приглашается отдельный эксперт, и при этом реше-
ния экспертов являются коррелированными.

Предположим, что для определения победителя исполь-
зуется процедура с нормальным распределением f(x, y) =

1
2π
√

1−r2
exp{− 1

2(1−r2)
(x2 + y2 − 2rxy)}, здесь r : r 6 1 коэф-

фициент корреляции.
Также, как в предыдущей модели воспользуемся симмет-

рией. Предположим, что второй игрок использует стратегию
(−a,−a) и будем искать наилучший ответ первого игрока в виде
(x1 = y1 = a). Дифференцируя функцию выигрыша (3) с новым
распределением, и подставляя значения x1 = y1 = a приходим к
условию ∫ ∞

−∞
(−x + a)

1
2π
√

1− r2
e−

x2

1−r dx =
1
2
,

откуда
a =

√
π(1 + r).

Мы видим, что зависимость между решениями арбитра позволяет
увеличивать оптимальные значения предложений игроков.
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4. Модель конкурса для трех лиц с ненулевой суммой

Рассмотрим теперь конкурс проектов трех лиц, в котором
игрок I заинтересован максимизировать сумму x + y, игрок II за-
интересован напротив минимизировать x, а игрок III минимизи-
ровать y. Пусть арбитр представлен нормальным распределением
на плоскости f(x, y) = g(x)g(y), где g(x) = 1√

2π
exp{−x2/2}.

Воспользуемся опять симметрией задачи. Оптимальные
стратегии должны иметь вид

для игрока I: (c, c),
для игрока II: (−a, 0),
для игрока III : (0,−a).
Чтобы найти значения параметров a и c, поступим следую-

щим образом. Предположим, что игроки II и III представили на
конкурс проекты соответственно (−a, 0) и (0,−a). Пусть игрок
I, представил на конкурс проект (x1, y1), где x1, y1 > 0. Тогда
плоскость проектов разобьется на три множества (см. рис. 3),
разделяемые прямыми y = x и

l2 : y = −x1 + a

y1
x +

x2
1 + y2

1 − a2

2y1

и

l3 : y = − x1

y1 + a
x +

x2
1 + y2

1 − a2

2(y1 + a)
.

Все три прямые пересекаются в одной точке x = y = x0, где

x0 =
x2

1 + y2
1 − a2

2(x1 + y1 + a)
.

Нас в первую очередь интересует область S1 с границами l2
и l3. Запишем выигрыш первого игрока

(5) H1(x1, y1) = (x1 + y1)·

[
∫ x0

−∞
g(x)dx

∫ ∞

u
g(y)dy +

∫ ∞

x0

g(x)dx

∫ ∞

v
g(y)dy],
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Рис. 3. Конкурс трех проектов на плоскости

где

u = −x1 + a

y1
x +

x2
1 + y2

1 − a2

2y1
,

v = − x1

y1 + a
x +

x2
1 + y2

1 − a2

2(y1 + a)
.

Упрощая (5), приходим к выражению

(6) H1(x1, y1)=(x1+y1)
[
1−

∫ x0

−∞
g(x)G(u)dx−

∫ ∞

x0

g(x)G(v)dx

]
,

где G(x) функция нормального распределения. Максимум функ-
ции (6) достигается при x1 = y1 = c и является функцией от
a.

Теперь зафиксируем стратегию первого игрока (c, c), c > 0
и предположим, что игрок III выбрал стратегию (0,−b). Пусть
игрок II выбрал стратегию (−a, 0) и будем искать его наилучший
ответ на стратегии игроков I и III. Плоскость проектов разобьется
на три области (см. рис. 4). Нас интересуют границы области S2:

l1 : y = −c + a

c
x +

2c2 − a2

2c

и

l3 : y =
a

b
x− b2 − a2

2b
.
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Рис. 4. Конкурс трех проектов на плоскости

Точка пересечения областей имеет абсциссу

z =
(

2c2 − a2

2c
− a2 − b2

2b

)
1

a/b + 1 + a/c
.

тогда выигрыш игрока II равен

(7) H2(a) = a

[∫ z

−∞
g(x)dx

∫ v2

v1

g(y)dy

]
=

= a[
∫ z

−∞
(G(v2)−G(v1)) f(x)dx,

где

v1 =
a

b
x− b2 − a2

2b
,

v2 = −c + a

c
x +

2c2 − a2

2c
.

Из соображений симметрии минимум выражения (7) должен
достигаться при a = b. Из этих двух задач оптимизации мож-
но найти оптимальные значения параметров a и c. Численное
моделирование приводит к следующему набору приближенных
значений для оптимальных параметров

a = b ≈ 1,7148, c ≈ 1,3736.
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При этом, выигрыши игроков в равновесии

H1 ≈ 0,920, H2 = H3 ≈ 0,570,

и вероятности попадания в соответствующие области равны

µ(S1) ≈ 0,335, µ(S2) = µ(S3) ≈ 0,332.

5. Проведение конкурса с участием арбитражного
комитета

Предположим теперь, что решение о принятии проекта при-
нимает не один арбитр, а несколько. При этом, каждый арбитр ру-
ководствуется тем же самым распределением вероятностей. Рас-
смотрим арбитражный комитет, состоящий из 2m − 1 членов.
Чтобы проект был принят, необходимо чтобы за него проголо-
совали больше половины членов арбитражного комитета. Тогда
выигрыш игрока i определяется следующим образом

Hi(xi) = hi(xi)·{
Cm

2m−1µ
m
i (1−µi)

m−1+Cm+1
2m−1µ

m+1
i (1−µi)

m−2+. . .+µ2m−1
i

}
,

где µi = µ(Si), i = 1, . . . , n.
Например, если число членов арбитражного комитета равно

трем, то выигрыш игрока i определяется следующим образом:

Hi =hi(xi)
(
3µ2

i (1−µi)+µ3
i

)
=hi(xi)

(
3µ2

i−2µ3
i

)
, i=1, . . . , n.

Равновесие в данном случае находится таким же образом как
и в случае одного арбитра. Рассмотрим, например, модель кон-
курса с двумя участниками, рассмотренную в разделе 3. Функция
выигрыша примет вид

H(x1, y1;x2, y2) = (x1 + y1)
m−1∑
k=0

Cm+k
2m−1µ

m+kµm−1−k,
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где µ = µ(S1), µ = 1− µ. Предполагая, что второй игрок исполь-
зует стратегию x2 = y2 = −a, найдем наилучший ответ первого
игрока. Для этого вычислим

(8)
∂H

∂x1
=

m−1∑
k=0

Cm+k
2m−1µ

m+kµm−1−k + (x1 + y1)

m−1∑
k=0

Cm+k
2m−1µ

m+k−1µm−2−k ((m+k)µ−(m−1−k)µ)
∂µ(S1)

∂x1
=0.

Из симметрии задачи следует, что в равновесии µ = µ(S1) = 1/2
и x1 = y1 = a. Подставив в (8), получим

1
2

+ 2a

(
1
2

)2m−2 m−1∑
k=0

Cm+k
2m−1(2k + 1)

∂µ(S1)
∂x1

=

=
1
2

+mCm
2m−1

(
1
2

)2m−2 ∫
R

1
2π

exp{−1
2
(x2 +x2)}(x−a)dx = 0,

откуда находим оптимальное значение a

a =
22m−2

mCm
2m−1

√
π.

При больших m согласно локальной предельной теореме

mCm
2m−1

(
1
2

)2m−2

= (2m− 1)Cm−1
2m−2

(
1
2

)2m−2

≈ 2
√

2m
1√
2π

.

Тогда при m →∞

a ≈ π

2
√

m
→ 0.

Видим, что увеличение членов арбитражного комитета при-
водит к уменьшению разброса оптимальных значений предложе-
ний игроков.
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6. Заключение

В работе предложена новая теоретико-игровая модель прове-
дения конкурсов с использованием арбитражных процедур. Эта
схема легко может быть реализована в компьютерной среде.

Для решения какой-то практической задачи (например, стро-
ительство дома) объявляется конкурс. В начале конкурса создает-
ся конкурсная комиссия. Эксперты (арбитры) оценивают данную
задачу по каждому из параметров. Формируется распределение
вероятностей, соответствующее мнению экспертов.

После этого игроки вносят свои предложения на конкурс.
Комиссия сразу же может отбросить проекты, значения которых
доминируются другими проектами. После этого наступает фаза
выбора победителя. Решения арбитра или нескольких арбитров
моделируются случайными величинами в пространстве проектов.
Ближайший к решению арбитра проект объявляется победителем.
В случае арбитражного комитета проводится голосование.
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Abstract: We consider a n-person non-zero-sum game related
to design of a tender. Players present some projects, which are
characterized by a vector of parameters. Arbitrator or some juri
chooses one of the projects using a stochastic procedure with a certain
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a payoff, which depends on the parameters of the project. The game-
theoretic model of a tender is presented and equilibrium in two and
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