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Один из возможных путей снижения «рыночной власти» компа-
ний – введение возможности заключения форвардных контрак-
тов. На примере симметричной олигополии с постоянными пре-
дельными издержками рассматривается модель функционирова-
ния спотового и форвардного рынков электроэнергии, органи-
зованных как аукционы Курно. Производители стремятся макси-
мизировать свою прибыль, используя стратегии, соответствую-
щие совершенному подыгровому равновесию (СПР) двухэтапной
игры. В первой части статьи мы рассматриваем двухэтапную
модель торгов при отсутствии арбитража и с ограниченны-
ми производственными мощностями. Во второй части работы
исследована двухэтапная модель с пропорциональным правилом
рационирования потребителей. В такой модели существует рав-
новесие в смешанных коррелированных стратегиях, а поведение
производителей определяется эндогенной случайной величиной,
определяющей разные ситуации на спотовом рынке.
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Введение

Проблема использования рыночной власти крупными компа-
ниями и связанного с этим отклонения рынка от состояния конку-
рентного равновесия имеет важное теоретическое и практическое
значение. Рынок электроэнергии, характеризующийся значитель-
ной концентрацией производства, барьерами для входа на рынок и
высокими требованиями к надежности компаний, предоставляет
производителям реальные возможности получения сверхприбыли
за счет использования рыночной власти в ущерб потребителям и
суммарному общественному благосостоянию. Дробление рынка
производства электроэнергии на мелкие компании нежелательно
как с точки зрения издержек производства, так и с точки зрения
надежности поставок электроэнергии. Альтернативным способом
снижения рыночной власти является развитие рынка форвардных
контрактов.

Начиная с работы [2], в ряде статей рассматривалось влияние
рынка форвардных контрактов на уровень конкуренции в усло-
виях олигополии. Большинство этих работ рассматривали рынок
электроэнергии.

В работе [3] рассматривается рынок двух производителей
с постоянными предельными издержками. Производители конку-
рируют по Курно на N последовательных рынках форвардных
контрактов, а затем на одном спотовом рынке. Авторы предпо-
лагают, что активность арбитражеров уравнивает цены на всех
N + 1 этапах, а неопределенность, связанная с будущим, отсут-
ствует. В работе показано, что наличие возможности торговать
на форвардном рынке увеличивает конкуренцию среди произво-
дителей, и что при увеличении числа этапов форвардных торгов
N объем выпуска на таком рынке стремится к конкурентному
состоянию. В последующей работе [7] показано, что такой ре-
зультат возможен только в ситуации, когда форвардные позиции
фирм являются общедоступной информацией, и что в противном
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случае возникает исход Курно.
Newbery [10] и Green [6] рассматривают равновесия на аук-

ционах функций предложения на спотовом рынке, в духе модели
[8]. Newbery анализирует случайные гладкие монотонные заявки
производителей на спотовом рынке и показывает, что при условии
отсутствия ограничений по входу на рынок и риск-нейтральных
потребителях, в ситуации СПР в данной модели любому генерато-
ру невыгодно предлагать ненулевой объем. Green [5] анализирует
аукцион с линейными функциями предложения. Автор показал,
что коалиция пары крупных генераторов может поднять цены на
спотовом рынке существенно выше уровня предельных издержек.
В случае конкуренции по Бертрану-Эджворту производители ре-
ализуют большую часть произведенного ими товара. Тогда как в
случае конкуренции по Курно в СПР производителям невыгодно
продавать произведенный товар.

В работе [9] показано, что в случае конкуренции по
Бертрану-Эджворту на спотовом рынке возможность заключения
форвардных контрактов может увеличить рыночную власть про-
изводителей и снизить суммарное общественное благосостояние.
Авторы установили, что в равновесии в такой модели каждый
производитель будет покупать форвардные контракты на весь
объем собственного производства, поднимая тем самым цену на
спотовом рынке.

James Bushnell [5] рассматривает двухэтапную модель сим-
метричной олигополии на рынке электроэнергии с аукционом
Курно на спотовом и форвардном рынках в условиях отсутствия
арбитража. В работе показано, что в случае постоянных пре-
дельных издержек введение форвардного рынка с известными
форвардными стратегиями производителей снижает рыночную
власть последних (оцениваемую индексом Лернера) так же, как
увеличение числа производителей в модели с n до n2.

В указанной модели некоторые предположения не соответ-
ствуют реальности, а именно: 1) ограничение производственных
мощностей не является существенным; 2) на форвардном рын-
ке товар покупают потребители наиболее высокими резервными
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ценами. В реальности ограниченность производственных мощ-
ностей имеет существенное значение при ценообразовании (на-
пример, на рынках электроэнергии в пиковые периоды), а потре-
бители обычно имеют равные возможности при покупке товара
на форвардном рынке. Поэтому в рамках данного исследования
рассматривается влияние указанных ограничений на равновесия.
Спотовый рынок организован как аукцион Курно, при этом спрос
на спотовом рынке соответствует остаточному спросу после тор-
гов на форвардном рынке. Мы сравниваем цену конкурентного
равновесия (Вальраса), равновесные по Нэшу цены одноэтапной
модели Курно и одноэтапной модели Бертрана-Эджворта и цену
СПР двухэтапного аукциона Курно. Отметим, что самый распро-
страненный способ организации спотового рынка электроэнер-
гии – это аукцион функций предложения единой цены, причем
допустимые функции предложения – кусочно-постоянные. В ра-
боте [10] показано, что для этого аукциона исход, соответствую-
щий устойчивым равновесиям Нэша, совпадает с исходом Курно.
Аукцион оплаты по заявкам, применяемый в Великобритании,
соответствует в этом смысле аукциону Бертрана-Эджворта (см.
[13]).

В данной работе мы рассматриваем случай симметричной
олигополии с постоянными предельными издержками. При задан-
ной доле продаж наиболее крупной компании достигается макси-
мальная разница между ценой Курно и ценой Вальраса ( [11]).
В разделе 1 данной работы представлены результаты касатель-
но существования и характеристик равновесий по Нэшу для од-
ноэтапных аукционов Курно и Бертрана-Эджворта. В разделе 2
анализируются две двухэтапные модели конкуренции по Курно.

Первый вариант отличается от модели Бушнелла лишь огра-
ниченностью производственных мощностей. Найдены СПР, в за-
висимости от которых и указана область параметров, в которой
СПР не существует. В зависимости от соотношения максималь-
ной мощности и параметров функции спроса проведен сравни-
тельный анализ равновесия двухэтапного аукциона и равновесий
одноэтапных аукционов Курно и Бертрана-Эджворта.
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В случае равенства цен на форвардном и спотовом рынках
естественно предположить, что любой потребитель, чья резерв-
ная цена превосходит рыночную цену, может с равной вероятно-
стью купить товар на любом из этих рынков. В этом случае оста-
точный спрос, реализующийся на спотовом рынке соответствует
правилу пропорционального рационирования потребителей (см.
[4]). Мы покажем, что СПР в чистых стратегиях для такой моде-
ли не существует. В то же время обосновано существование СПР
в коррелированных смешанных стратегиях. Вводится случайная
величина, определяющая стратегии игроков на спотовом рынке и
принимающая два значения. При реализации первого значения, на
спотовом рынке устанавливается низкая цена и высокие объемы
продажи («медвежий рынок»). Для второго значения случайной
величины на спотовом рынке реализуется высокая цена и низкие
объемы («бычий рынок»). Определены условия существования
такого СПР и дана оценка отклонения соответствующей цены от
цены конкурентного равновесия, близкая к полученной в [5].

1. Анализ одноэтапных моделей

Рассмотрим рынок однородного товара с конечным числом
производителей A. Каждый производитель a характеризуется
функцией затрат Ca(q) с неубывающими предельными издерж-
ками. Поведение потребителей характеризуется функцией спро-
са D(p), которая непрерывно дифференцируема, убывает по p
и известна всем агентам. Напомним известные модели принятия
решений для такого рынка. Функция предложения Вальраса опре-
деляет оптимальный объем производства фирмы a в зависимости

от цены p: Sa(p)
def
= Arg max

q
(pq − Ca(q)). Цену, при которой до-

стигается равенство функции спроса на рынке с суммарной функ-
цией предложения Вальраса, назовем ценой Вальраса p̃. В модели
олигополии Курно, стратегией производителя a является его объ-
ем производства qa ∈ [0, Qa]. Производители устанавливают свои
объемы одновременно. Рыночная цена p(~q) уравнивает спрос и
существующее предложение: p(~q) = D−1(

∑
a∈A

qa). Функция вы-
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игрыша производителя a имеет вид fa(~q) = qap(~q)−Ca(qa). Ва-
син, Васина [10] установили следующее условие первого порядка
для существования равновесия по Нэшу в данной модели. Пусть
(qa∗, a ∈ A) - набор равновесных по Нэшу объемов производства,
а p∗ = D−1(

∑
a∈A

qa) – цена, соответствующая этим объемам (цена

Курно). Тогда

(1) (p∗ − Ca′
− (q∗a))|D′(p∗)| 6 q∗a 6 (p∗ − Ca′

+ (q∗a))|D′(p∗)| ,

если Ca′(0) < p∗,

(2) q∗a = 0 при Ca′(0) > p∗.

Цена Курно определяется из уравнения
∑
a

Sa
C(p∗) = D(p∗), где

функция предложения Курно Sa
C(p) определяется как решение

системы (1), (2).
Рассмотрим симметричную олигополию с n фирмами-произ-

водителями и постоянными предельными издержками c. Пусть
максимальная производственная мощность каждой фирмы огра-
ничена: qa 6 q̄, a = 1, ..., n, а суммарный спрос на рынке задан
функцией D(p) = max{0, D̄ − dp}. Тогда цена Вальраса p̃ = c

при 0 6 D(c) 6 nq̄, и p̃ = D̄−nq̄
d при D(c) > nq̄.

Утверждение 1. Для данной симметричной олигополии при

Q∗ def
= n

n+1(D̄ − cd) 6 nq̄ цена Курно равна p∗ = D̄+cnd
d(n+1) , сум-

марный объем производства равен Q∗. При nq̄ < Q∗ цена Курно
равна p∗ = D̄−nq̄

d = p̃, суммарный объем производства равен nq̄.

Доказательство. Из системы (1), (2) суммарная функция
предложения Курно равна

∑
a

Sa
C = min{(p− c)nd, nq̄}, p > c. На

рис. 1 показаны два возможных варианта пересечения суммарной
функции предложения Курно с суммарной функцией спроса.

В первом случае Q∗ 6 nq̄, суммарная функция предложения
Курно равна суммарному спросу при p∗ = D̄+cnd

d(n+1) , а суммарный
объем производства равен Q∗. Во втором случае nq̄ < Q∗, сум-
марное предложение равно суммарному спросу при p∗ = D̄−nq̄

d =
p̃, а суммарный объем производства равен nq̄.

215



Управление большими системами. Выпуск 31.1

Рис. 1. a. Неактивное ограничение b. Активное ограничение
производственной мощности. производственной мощности.

Рассмотрим теперь аналогичную олигополию с конкуренци-
ей по Бертрану - Эджворту. Стратегией производителя a в та-
кой модели является цена sa. Набор s = (sa, a ∈ A) определя-
ет фактическое предложение Q̂(s) = (Q̂p(s), p ∈ P (s))(s), где
Q̂p(s) = n(p)q̄, n(p) – количество производителей, назначаю-
щих цену sa = p, P (s) - вектор установленных производите-
лями цен, а Q̂p – количество товара, предлагаемого по цене p.
Потребители становятся в очередь и покупают товар в поряд-
ке возрастания цены на него, учитывая свои резервные цены.
Функция остаточного спроса D(p, Q̂) показывает, сколько товара
потребители готовы купить по цене p при фактическом пред-
ложении Q̂, после того, как весь товар по ценам p′ < p будет
распродан. При условии приоритета богатых потребителей эта
функция имеет вид D(p, Q̂) = max{0, D̄ −

∑
p′<p

Q̂p′}. В случае

пропорционального правила рационирования, функция остаточ-

ного спроса при этом имеет вид Dpr(p, Q̂) = D(p)(1−
∑

p′<p

Q̂p′
D(p′)).

По функции остаточного спроса для любых стратегий произво-
дителей однозначно определяется максимальная продажная цена
R(s) = max{p ∈ P (s)|D(p, Q̂(s)) > 0} максимальная цена, при
которой остаточный спрос еще положительный. В качестве выиг-
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рышей производителей рассмотрим их прибыли:

fa(s) =


0, sa > R(s),
(sa − c)q̄, sa < R(s),
(sa − c) min{q̄, D(R(s), Q̂(s))/n(R(s))},

где n(R(s)) – количество производителей, назначающих sa =
R(s).

Следующее утверждение характеризует равновесия Нэша
рассматриваемой одноэтапной игры:

Утверждение 2. При (n − 1)q̄ > D̄ − cd набор стратегий
(sa = c, a ∈ A) является равновесием Нэша в данной модели,
соответствующим конкурентному равновесию. При (n + 1)q̄ 6

D̄ − cd набор стратегий (sa = p̃ = D̄−nq̄
d , a ∈ A) является рав-

новесием Нэша при условии приоритета богатых потребителей.
При D̄−cd

(n+1) < q̄ < D̄−cd
n−1 равновесий Нэша в рассматриваемой мо-

дели не существует. В условиях пропорционального правила по-
следний набор стратегий является равновесием Нэша тогда и
только тогда, когда D̄ − cd > 2nq̄.

Доказательство. См. Приложение.

2. Анализ двухэтапных моделей

2.1. ОБОЗНАЧЕНИЯ
Рассмотрим симметричную олигополию с n фирмами - про-

изводителями с постоянными предельными издержками c. Произ-
водители участвуют в торгах на форвардном рынке, а затем в тор-
гах на спотовом рынке, организованных в форме аукциона Кур-
но. Стратегией производителя a является пара qa = (qf

a , qs
a(q

f )),
где qf

a - объем предложения фирмы a на форвардном рынке,∑
a

qf
a = qf - суммарный объем товара, проданного на форвардном

рынке, а qs
a - объем предложения фирмы a на спотовом рынке, за-

висящий от qf . Суммарный объем производства каждой фирмы
ограничен: qf

a +qs
a(q

f
a ) 6 q̄, a = 1, ..., n. Каждая фирма стремится

максимизировать свою суммарную прибыль. Активность арбит-
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ражеров при любых стратегиях qa, a ∈ A, обеспечивает равенство
цен на форвардном и спотовом рынках: ps = pf = p.

2.2. МОДЕЛЬ С ПРИОРИТЕТОМ БОГАТЫХ ПОТРЕБИТЕЛЕЙ
Пусть предлагаемый на форвардном рынке объем достается

потребителям с наиболее высокими резервными ценами. При та-
ком правиле рационирования функция остаточного спроса по ито-
гам форвардных торгов имеет вид D(p, qf ) = max{0, D(p)− qf}.
Для любого набора стратегий (qa, a ∈ A), цена на спотовом рын-
ке удовлетворяет соотношению D(p) − qf =

∑
a

qs
a(q

f ). В СПР

цена ps(qf ) на спотовом рынке определяется из равенства функ-
ции остаточного спроса функции остаточного предложения Кур-
но: D(ps)− qf = min{nd(ps − c), nq̄ − qf}.

Обозначим через p̂ и q̂ соответственно цену и суммарный
объем предложения в СПР. Следующее утверждение описывает
три типа СПР, которые существуют в рассматриваемой модели
в зависимости от соотношения между суммарной максимальной
производственной мощностью nq̄ и значением спроса по цене,
равной предельным издержкам D̄ − cd. Как и ранее, через p̃ и
p∗ обозначены соответственно цена Вальраса и цена Курно для
одноэтапной модели аукциона.

Утверждение 3. а) Если максимальная производ-
ственная мощность фирмы удовлетворяет соотношению
(n + 1)q̄ 6 D̄ − cd, то для любого qf

a 6 q̄, a ∈ A в рассмат-
риваемой двухэтапной модели существует СПР с активным
ограничением производственных мощностей такое, что
p̂ = p̃ = p∗, qf

a + qs
a = q̄, a ∈ A.

б) Если nq̄ < D̄ − cd < (n + 1)q̄, то существует локальное
СПР с аналогичными характеристиками, но p∗ > p̂ = p̃. Однако
это локальная СПР не является истинным равновесием, так
как производитель с максимальным объемом предложения
на форвардном рынке может увеличить свою прибыль путем
переброски всего объема своего предложения на спотовый рынок.
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в) СПР с неактивным ограничением производственных мощ-
ностей существует в том и только том случае, когда D̄ − cd 6
n2+1

n q̄. В этом случае p̂ = D̄+n2cd
d(n2+1)

. Объемы предложения каждой

фирмы равны q̂f
a = (n−1)(D̄−cd)

n2+1
, q̂s

a = D̄−cd
n2+1

.

Доказательство. См. Приложение.
Рис. 2 показывает типы СПР рассматриваемой модели в за-

висимости от соотношения между значением спроса по цене, рав-
ной предельным издержкам D̄−cd, и суммарного максимального
объема предложения nq̄.

qn )1(
cdD

qn
q

n

n )1( 2qn )1(

1

1

2

1
3

1
4

1
5

1

0 -- + +

Рис. 2. Виды СПР для двухэтапной модели с ограниченными
производственными мощностями.

1) При (n+1)q̄ 6 D̄−cd в модели существует равновесие Нэ-
ша, которому соответствует конкурентное равновесие одноэтап-
ной модели с ценой p̂ = D̄−Q

d равной цене Вальраса. При этом
ограничения производственных мощностей являются активными:
q∗a = q̄. Для любого q̂f

a < q̄, a ∈ A, аналогичное СПР с q̂f
a + q̂s

a = q̄
существует для двухэтапной модели.

2) При n2+1
n q̄ 6 D̄−cd < (n+1)q̄ существует локальное рав-

новесие соответствующее конкурентному исходу. Однако это рав-
новесие не является устойчивым в данной модели, а всем произ-
водителям оказывается при этом выгодно покинуть форвардный
рынок. Таким образом, СПР в данном случае не существует.

3) При nq̄ 6 D̄ − cd < (n2+1)
n q̄ существует описанное

выше локальное СПР. Кроме того, в этой области существует
равновесие Бушнелла (с неактивными ограничениями производ-
ственной мощности): суммарный объем предложения каждого

производителя a равен q̂a = n(D̄−cd)
n2+1

, равновесная цена равна

p̂ = D̄+n2cd
d(n2+1)

< p∗.
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4) При (n− 1)q̄ 6 D̄− cd < nq̄ существует равновесие Буш-
нелла (см. выше).

5) При 0 6 D̄ − cd < (n− 1)q̄ также существует равновесие
Бушнелла. Однако в этом случае двухэтапный аукцион Курно ока-
зывается неоптимальным способом организации торгов, посколь-
ку аукцион Бертрана-Эджворта дает равновесие, совпадающее с
конкурентным.

2.3. МОДЕЛЬ С ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМ ПРАВИЛОМ
РАЦИОНИРОВАНИЯ
При равенстве цен ps = pf = p, естественно предположить,

что любой производитель с резервной ценой pr > pf с равной
вероятностью, не зависящей от ps, покупает товар на форвард-
ном рынке. Производители с более низкими резервными ценами
(pr < pf ) товар покупать не будут. Рис. 3 иллюстрирует оста-
точную функцию спроса, которая возникает при таком прави-
ле рационирования потребителей. Для данной функции остаточ-
ного спроса в игре описывающей спотовый рынок, существу-
ют два локальных равновесия. Первое из этих равновесий соот-
ветствует области крутого наклона функции остаточного спро-
са («рынок медведей»). Суммарная функция предложения Курно
при этом равна S1(p) = nd(p − c), а остаточный спрос равен
D0

pr(p, qf ) = max{0, D̄ − dp − qf ).(В этом разделе рассматрива-
ется модель без ограничений на производственные мощности).
Равновесная цена в этом случае равна

(3) p1 = p∗ − qf

d(n + 1)
Объем предложения по цене p1 равен

(4) qs1 = nd(∆p− qf

d(n + 1)
), где ∆p = p− c.

Второе равновесие соответствует области пологого накло-

на функции остаточного спроса: D2
pr(p, qf ) = D(p)(1 − qf

D(pf )
).

Равновесная цена и соответствующий объем предложения в этом
случае равны:

(5) p2 = p∗ > p1, qs2 = nd∆p
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
< qs1
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(«рынок быков», см. рис. 3).
Эти результаты следуют из необходимого условия (1), (2)

существования равновесия Курно. Следующее утверждение уста-
навливает важную особенность рассматриваемого двухэтапного
рынка.

sf qqq ,,

D

fqD

sf ppp ,,2,,1 ppp fc

Рис. 3. Функция предложения Курно на спотовом рынке для
двухэтапной модели с правилом пропорционального

рационирования.

Утверждение 4. В данной модели СПР в чистых стратеги-
ях не существует.

Доказательство. От противного, предположим, что суще-

ствует СПР со стратегиями (qf
a , qs

a(q
f )), a ∈ A. Тогда ситуация

(qs
a(q

f ), a ∈ A) соответствует локальному равновесию Нэша на
«бычьем рынке» или локальному равновесию Нэша на «медве-
жьем рынке». Либо qs = 0, что возможно, если остаточный спрос
при p = c равен 0. Но набор qf

a , a ∈ A, для которого
∑

qf
a > D(c),

не является равновесием Нэша одноэтапного аукциона Курно.
Учитывая условие отсутствия арбитража, получим pf = ps = p1

в первом случае, и pf = ps = p2 во втором случае. Заметим,
что такие стратегии не являются СПР, так как любой произво-
дитель с qs

a(q
f ) > 0 может увеличить свою прибыль, уменьшив

свой объем предложения qs
a на спотовом рынке в первом случае,

и увеличив qs
a во втором случае. (Это следует из условий первого
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порядка для существования локального равновесия Нэша и из-за
разного наклона функции остаточного спроса справа и слева от
точки pf = ps).

Какого рода равновесия существуют для такой модели? Рав-
новесие в смешанных стратегиях. Однако, практика показывает,
что независимые смешанные стратегии не применяются на по-
добных рынках. Другая интересная возможность – это попытать-
ся найти СПР в смешанных коррелированных стратегиях.

Предположим, что при известном объеме предложения на
форвардном рынке qf , стратегии производителей на спотовом
рынке определяются случайной величиной, которая может прини-
мать два значения: ω = 0 и ω = 1 с вероятностями w и 1−w соот-
ветственно, w ∈ (0, 1). Пусть при ω = 0 реализуется равновесие
с низкой ценой, а при ω = 1 - равновесие с высокой ценой. Тогда
при условии риск-нейтральности арбитражеров условие отсут-

ствия арбитража означает, что pf = wp1+(1−w)p2 = p∗− wqf

d(n+1) ,
w ∈ (0, 1).

Теперь найдем равновесие на форвардном рынке при усло-
вии, что стратегии производителей на спотовом рынке уже извест-
ны. Суммарная прибыль производителя a равна πa = πf

a +ωπs1
a +

(1−ω)πs2
a , где πf

a = (pf − c)qf
a = D̄−dc−ωqf

d(n+1) qf
a = (∆p− wqf

d(n+1))q
f
a ,

πs1
a = (p1 − c)qs1

a =
(D̄ − dc− qf )2

d(n + 1)2
= d
(
∆p− qf

d(n + 1)

)2
,

πs2
a = (p2 − c)qs2

a =
( D̄ − dc

d(n + 1)

)2
d
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
=

= d(∆p)2
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
.

Условия первого порядка для нахождения равновесия принимают
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вид:

(6)
∂πa

∂qf
a

= ∆p
(
1− 2w

n + 1

)
+

wqf

d(n + 1)

( 2
n + 1

− 1− 1
n

)
−

− (1− w)n∆p3

(n∆p + w
d(n+1)q

f )2
= 0

Утверждение 5. В рассматриваемой двухэтапной модели
СПР в смешанных коррелированных стратегиях существует при
w ∈ (w1(n), w2(n)), при этом нижние и верхние границы ин-
тервала указаны в табл. 1. Для любого w из найденного интер-
вала СПР определяется из (3)–(5), а равновесный объем пред-
ложение каждого производителя на форвардном рынке q̂f

a на-
ходится как максимальный корень уравнения (6). Значение сум-
марного предложения на форвардном рынке составляет q̂f =
d
w∆p(n5+(1−w)(n4−2n2−1)+n3(1−2w)

n2(1+n2)
) с точностью o((1− w)2).

Доказательство. См. Приложение.

Таблица 1.
n w1 w2

2 0,687 0,793
3 0,772 0,863
5 0,866 0,917
7 0,907 0,940
10 0,937 0,957

В табл. 2 представлены соотношения равновесных цен для
исследуемой и классической моделей олигополии по Курно. Вид-
но, что возможность заключения форвардных контрактов снижает
рыночную власть производителей. В табл. 3 показано соответ-
ствующее этому факту увеличение суммарного предложения для
случая двухэтапной модели по сравнению с одноэтапной моде-
лью.

Таким образом, результаты о соотношении равновесных цен
и объемов оказались близки к результатам Бушнелла. Отличие
в том, что в двухэтапной модели с правилом пропорционально-
го рационирования существует неопределенность: ожидаемая (а
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Таблица 2.

n
pf − c

p∗ − c

pf − c

p∗ − c
|w1

pf − c

p∗ − c
|w2

2
13 + 23w

60
0,480 0,520

3
7 + 29w

90
0.326 0.367

5
19 + 206w

975
0,202 0,213

7
37 + 747w

4900
0,146 0,150

10
301 + 11799w

111100
0,102 0,104

Таблица 3.

n
q

q∗
|w1

q

q∗
|w2

2 1,333 1,276
3 1,273 1,228
5 1,18 1,169
7 1,133 1,128
10 1,095 1,093
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не фактическая) цена на спотовом рынке совпадает с ценой на
форвардном рынке, при этом, как правило, на спотовых торгах
реализуется цена более низкая, чем цена на форвардных торгах.

3. Заключение

Для симметричной олигополии с постоянными предельными
издержками и ограниченными производственными мощностями
были найдены условия, при которых введение возможности за-
ключения форвардных контрактов снижает рыночную власть про-
изводителей и увеличивает суммарное общественное благососто-
яние. В частности:

1) В случае, когда суммарная производственная мощность
существенно превосходит спрос по цене равной предельным из-
держкам, т. е. когда даже уход с рынка производителей не спосо-
бен повлиять на равновесную цену, оптимальным является прове-
дение аукциона Бертрана-Эджворта, в котором реализуется кон-
курентное равновесие с ценой, равной предельным издержкам.
При этом введение форвардного рынка может только увеличить
рыночную власть производителей.

2) В случае, когда спрос по цене, равной предельным из-
держкам, существенно превосходит суммарную производствен-
ную мощность (так что ограничение производственной мощности
является активным), введение форвардного рынка никак не влия-
ет на цены и уже исход одноэтапного аукциона Курно (и аукциона
функций предложения единой цены) является конкурентным рав-
новесием.

3) В ситуации, когда ограничение производственной мощ-
ности неактивно, получаются результаты, подобные работе [5],
т. е. введение форвардного рынка ограничивает рыночную власть
производителей примерно так же, как увеличение числа произ-
водителей на рынке с n до n2. Имеет место понижение цен и
повышение выпуска. В случае пропорционального рационирова-
ния потребителей в модели существует СПР в коррелированных
смешанных стратегиях, а на спотовом рынке имеет местно эндо-
генная неопределенность: как правило, на спотовых торгах реали-

225



Управление большими системами. Выпуск 31.1

зуется «рынок медведей» с более низкими ценами, реже – «рынок
быков» с более высокими ценами.

4) В промежуточной области, близкой к 2), в двухэтапном
аукционе Курно СПР не существует.

Так как на рынке электроэнергии соотношение между функ-
цией предложения Вальраса и суммарной производственной мощ-
ностью часто меняется, оптимальным с точки зрения увеличения
суммарного благосостояния может оказаться применение различ-
ных типов аукционов для организации торгов в пиковые и непи-
ковые периоды.

Одной из важных задач для дальнейшего исследования явля-
ется обобщение полученных результатов на случай, когда суще-
ствует несколько типов производственных мощностей.
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4. Приложение

4.1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 2.

Из необходимого условия для существования равновесия в
модели Бертрана-Эджворта sa = p̃, a ∈ A в ситуации равновесия
для модели симметричной олигополии. Таким образом, могут ре-
ализовываться две возможные ситуации, показанные на рис. 4. В
случае a) D̄ − cd 6 nq̄ - ограничения производственных мощно-
стей являются неактивными, и p̃ = c. В этом случае, равновесие
существует тогда и только тогда, когда D̄−cd 6 (n−1)q̄. В такой
ситуации увеличение цены одним из производителей порождает
ситуацию, в которой остальные производители полностью покры-
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pcp

qn
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qn

Q

p

Рис. 4. a. Неактивное ограничение b. Активное ограничение
производственной мощности. производственной мощности.

вают весь спрос на рынке по цене c – таким образом, назначение
более высокой цены оказывается производителю невыгодно. И
наоборот, при nq̄ > D̄ − cd > (n − 1)q̄ любой производитель
может увеличить свой выигрыш назначая цену sa > c, так как
остаточный спрос положителен в некоторой окрестности c.

Если D̄ − cd > nq̄, то p̃ = D̄−nq̄
d (рис. 4b). Набор стра-

тегий (s̄a = p̃, a ∈ A) будет равновесным по Нэшу в слу-
чае, когда ни одному из производителей не выгодно увеличи-
вать заявленную им цену, т. е. (p̃ − c)q̄ > (sa − c)D(sa, Q̂(s̄)) ={

((n− 1)q̄ (sa − c) при p = p̃,
q̄ при sa > p

}
= (sa−c)(D̄−dsa− (n−1)q̄)

для любого sa > p̃ ⇔ (sa − p)q̄ 6 d(sa − p)(sa − c) ∀sa >
p̃ ⇔ q̄ 6 d(p̃− c) = D̄ − nq̄ − cd ⇔ (n + 1)q̄ 6 D̄ − cd.

При пропорциональном правиле рационирования остаточ-

ный спрос равен Dpr(p, Q̂) = D(p)(1−
∑

p′<p

Q̂p′
D(p′)). Отсюда усло-

вие существования равновесия Нэша имеет вид: (p̃ − c)q̄ >
1
n(sa−c)(nq̄+dp̃−dsa)⇔ (p̃−c)q̄ > (sa−c)q̄−d(sa−c)(sa−p̃)

n ⇔
d(sa−c)

n (sa − p̃) > (sa − p̃)q̄ ∀ sa > p̃ ⇔ d(p̃ − c) > nq̄ ⇔
D̄ − cd > 2nq̄.
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Рис. 5.

4.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 3.

Пусть торги на форвардном рынке завершились, и суммар-
ный объем товара, проданный на форвардной рынке составил
qf =

∑
a

qf
a , a = 1, n. Тогда остаточный спрос на спотовом

рынке равен D(p, qf ) = D̄ − dp − qf , а функция суммарно-
го предложения Курно на спотовом рынке равна SC(p, qf ) ={

nd(p− c), c 6 p 6 p0

nq̄ − qf , p > p0
, p0 = nq̄+ncd−qf

nd .

а) Пусть (n + 1)q̄ 6 D̄ − cd. Найдем значение объема qf

продаж на форвардном рынке, при котором функция остаточного
спроса на спотовом рынке пересекает функцию суммарного оста-
точного предложения Курно на горизонтальном участке. В этом
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случае цена на спотовом рынке совпадает с ценой на форвардном
рынке (рис. 5а): p̂ = ps = pf = D̄−nq̄

d = p̃, суммарный объем то-
вара, проданного на спотовом рынке равен q̂s = nq̄ − qf . Так как
D(p1) = nq̄, производители продадут весь предложенный ими
объем на рассматриваемом двухэтапном аукционе. Заметим, что
цена p1 не зависит от объема qf продаж на форвардном рынке.
Поэтому, производителю a невыгодно изменять объем qf

a свое-
го предложения на форвардном рынке, так как такое отклонение
не изменит равновесную цену. При этом прибыль производителя
π̂a = (p̂ − c)(qf

a + qs
a) = D̄−cd−nq̄

d q̄ остается неизменной, так как
∂πa

∂qf
a

= 0 ∀ qf
a ∈ [0, q̄]. Таким образом, при (n + 1)q̄ 6 D̄ − cd

для любого значения qf в рассматриваемой двухэтапной моде-
ли существует СПР с исходом, соответствующим равновесию в
одноэтапной модели Курно при активном ограничении на произ-
водственные мощности: q̂f

a + q̂s
a = q̄ для любого a ∈ A.

б) Пусть D̄ − cd < (n + 1)q̄. Найдем суммарный объем qf

предложения на форвардном рынке, при котором функция оста-
точного спроса пересекает функцию суммарного предложения
Курно на спотовом рынке на горизонтальном участке послед-
ней. При D̄ − cd < (n + 1)q̄ такое пересечение возможно при
p0 6 p̂ 6 p1 (рис. 5b) ⇔

(7)
nq̄ + ncd− qf

nd
6

D̄ − nq̄

d
6

q̄ + cd

d
⇔

(n + 1)nq̄ − n(D̄ − cd) 6 qf .

Учитывая, что qf 6 nq̄, получим следующее условие суще-
ствования СПР: nq̄ 6 D − cd 6 (n + 1)q̄.

Не ограничивая общности, предположим, что производитель
a предлагает на форвардном рынке максимальный объем това-

ра qf
a , qf

a > qf

n . Рассмотрим ситуацию, когда все производи-
тели, кроме производителя a выбирают локально равновесные
стратегии, найденные выше, а производитель a перебрасывает
весь объем своего предложения на форвардном рынке на спото-
вый рынок таким образом, что неравенство (7) не выполнено:∑
b6=a

q̂f
b < (n + 1)nq̄ − n(D̄ − cd). В этом случае функция оста-
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точного предложения Курно на спотовом рынке имеет вид (рис.
6):

SC(p) =



0, p < c
(p− c)nd, p ∈ [c; p0)
(p− p0)d + nq̄ −

∑
b

q̂f
b , p ∈ [p0; p1)

nq̄ −
∑
b6=a

q̂f
b , p > p1 ,

где p0 = c+
nq̄−

∑
b

q̂f
b

nd , p1 = c+ q̄
d . Тогда новая равновесная цена p′

удовлетворяет соотношению: (p′− p0)d + nq̄−
∑
b

q̂f
b = D̄− dp′−

∑
b6=a

q̂f
b ⇔ p′d− cd− q̄ +

∑
b

q̂f
b

n + nq̄ −
∑
b

q̂f
b = D̄ − dp′ −

∑
b6=a

q̂f
b .

Учитывая, что
∑
b

q̂f
b = nq̂f

b , получаем новую равновесную цену

p′ и новый объем qa суммарного предложения производителя a:
p′ = 1

2d

(
D̄ + cd− (n− 1)q̄

)
, qa = 1

2((D̄ − cd) − (n − 1)q̄). При
этом прибыль производителя a составит: π′a(qa) = (p′ − c)qa =
(D̄−cd−(n−1)q̄)2

4d . Если π′a(q
f ′
a ) > π̂a, то производителю выгодно

изменить объем своего предложения на форвардном рынке тогда
и только тогда, когда

(8)

(
D̄ − cd− (n− 1)q̄

)2
4d

>
D̄ − cd− nq̄

d
q̄.

При D̄ − cd < (n + 1)q̄ неравенство (8) выполнено, и произ-
водитель a имеет возможность увеличить свою прибыль. Таким
образом, при nq̄ 6 D̄ − cd 6 (n + 1)q̄ найденное локальное рав-
новесие является неустойчивым в рассматриваемой модели.

Заметим, что в случае отклонения одного из производителей,
прибыль остальных производителей возрастает.

в) Пусть теперь D̄ − cd < nq̄. Суммарный объем qf пред-
ложения на форвардном рынке, при котором функция остаточно-
го спроса пересекает функцию суммарного предложения Курно
на спотовом рынке на наклонном участке, удовлетворяет нера-
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Рис. 6.

венству: p̂ < p0 ⇔ D̄+ncd−qf

d(n+1) < nq̄+ncd−qf

nd ⇔ qf <

(n + 1)nq̄ − n(D̄ − cd).
Объемы предложения на спотовом рынке при цене p̂ равны:

q̂s
a = d(p̂ − c) = D̄−cd−qf

n+1 , a ∈ A. Эта ситуация соответству-
ет двухэтапной модели, рассмотренной Бушнеллом. Определим
оптимальный объем предложения qf

a : предположим, что все про-
изводители, кроме производителя a выбирают свои форвардные
стратегии qf

b , b 6= a, а производитель a предлагает объем qf
a на

форвардном рынке. Прибыль производителя a равна: πa(p̂, qa) =

(qs
a + qf

a )(p̂− c) =
( D̄+ncd−qf

a−
∑
b6=a

qf
b

d(n+1) − c
)(

qf
a +

D̄−cd−qf
a−

∑
b6=a

qf
b

n+1

)
.

Производитель a выбирает стратегию qf
a так, чтобы макси-

мизировать свою прибыль. Тогда условие первого порядка име-

ет вид: ∂πa(p̂,qf
a ,qs

a(qf
a ))

∂qf
a

= 0. Так как мы рассматриваем слу-

чай симметричной олигополии, то: − 1
d(n+1)

(
qf
a + D̄−cd−nqf

a
n+1

)
+(

D̄+ncd−nqf
a

d(n+1) −c
)(

1− 1
n

)
= 0⇔ −qf

a−(D̄−cd)+n(D̄−cd)−n2qf
a =

0 ⇒ q̂f
a = n−1

n2+1
(D̄ − cd), q̂s

a(q
f
a ) = D̄−cd

n2+1
, p̂ = D̄+n2cd

d(n2+1)
. Так как

qa = qf
a + qs

a 6 q̄, то при D̄− cd 6 (n2+1)q̄
n существует равновесия

Бушнелла.
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4.3. Доказательство утверждения 5.

Произведем замену wqf

d(n+1) +n∆p = z. Тогда условие первого
порядка (6) принимает вид кубического уравнения:

(9) Φ(z) = −z3(
1 + n2

n(n + 1)
)+z2∆p(2+n− 2(w + n)

n + 1
)−(1−w)n∆p3 = 0

Проанализируем поведение этой функции, изучая ее производ-
ную Φ′(z) = −3z2( 1+n2

n(n+1))+2z∆p(2+n− 2
n+1(w+n)). Локальный

минимум функции достигается при z1 = 0, локальный максимум

– при z2 = 2
3n∆p(n2+n+2(1−w)

1+n2 ), а функция Φ(z) имеет вид, по-
казанный на рис. 7. Из логических ограничений на объемы пред-
ложения qf , qs1

a , qs2
a (должны быть неотрицательными) имеем в

пересчете для z следующие ограничения:

(10) n∆p 6 z 6 n∆p
n + 1

n + 1− w
.

Заметим, что Φ(n∆p) = ∆p(n2−nw+w−1)
n > 0 для любого

n > 1 и ∆p > 0, Φ′(n∆p) = −n2+2n+4(1−w)−3
n+1 < 0 на найденном

выше интервале. Таким образом, единственное подходящее нам
решение (3) – это максимальный корень рассматриваемого куби-
ческого уравнения, при условии, что этот корень удовлетворяет
второму неравенству из (10).

z1=0 z2 pnz

Ф(z)

z

Рис. 7. График функции Φ(z).
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Необходимо определить интервал значений w, при которых
решение кубического уравнения существует и является равнове-
сием. При w = 1 получим Φ((n + 1)∆p) = −n2−2n−1

n < 0. Отсю-
да, верхняя граница для w - это 1. Нижняя граница допустимого
интервала может быть определена с помощью итерационного ме-
тода, или разложением функции Φ(z) в ряд Тейлора, учитывая
что ε = 1 − w. В результате вычислений, с точностью до 10−3

получены следующие нижние граничные значения для w в зави-
симости от n: w

−
(2) = 0,637;w

−
(3) = 0,742;w

−
(5) = 0,832; w

−
(7) =

0,875;w
−

(10) = 0,909.

При фиксированном w из допустимого интервала, аналогич-
ными методами можно найти z(w, n), учитывая что Φ(z) - гладкая
монотонная функция на интервале (10). Суммарный объем пред-
ложения qf на форвардном рынке, цены pf и p1, объемы пред-
ложения на спотовом рынке qs1 , qs2определяются по следующим
формулам:

p̂f = ps = wp1 + (1− w)p2 = p∗ − wqf

d(n + 1)
=

= p∗ −∆p
(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)(n + 1)

)
p1 = p∗ − 1

w
∆p
(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)(n + 1)

)
,

p2 = p∗,

q̂f =
d

w
∆p
(n5 + (1− w)(n4 − 2n2 − 1) + n3(1− 2w)

n2(1 + n2)

)
,

qs1 = nd
(
∆p− qf

d(n + 1)

)
,

qs2 = nd∆p
(
1− qf

nd∆p + wqf

n+1

)
.
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На спотовом рынке из-за существования двух разных участ-
ков функции спроса, образовавшихся в результате пропорцио-
нального рационирования потребителей, для производителя мо-
жет оказаться выгодным отклониться от найденных нами выше
локально равновесных стратегий и изменить свой объем произ-
водства таким образом, что новая цена будет отвечать другому
участку функции спроса. Вообще говоря, найденные нами вы-
ше равновесия могут оказаться локальными, но не глобальными.
Ниже мы рассматриваем оба возможных варианта отклонения и
исследуем равновесия на устойчивость к большим отклонениям.

Исследование устойчивости локального равновесия по
Нэшу в случае реализации низкой цены на спотовом рын-
ке. Для производителя может оказаться выгодным отклониться от
найденной нами выше стратегии – объема qs1 . Он может начать
сокращать свой объем, тем самым увеличивая равновесную цену.
Для линейной функции спроса необходимое условие равновесия
является достаточным. Поэтому сокращение объема предложения
данного игрока, недостаточное для того, чтобы новая цена пре-
взошла форвардную цену, не позволит производителю увеличить
свою прибыль. Но заметим, что правый участок функции спроса
у нас более пологий, следовательно, на этом участке сокращение
объема приводит к более значительному увеличению цены. Таким
образом найденная ранее пара (равновесные объемы, равновесная
цена) может не быть равновесие в рассматриваемой модели.

Сравнивая ожидаемые выигрыши в случае применения най-
денной локально равновесной стратегии и в случае вышеописан-
ного отклонения, можно найти условия существования равнове-
сия в рассматриваемой модели. Прибыль производителя в случае
использования найденной локально равновесной стратегии со-
ставит πI = q1(p1 − c) = d(p1 − c)2, так как q1 = d(p1 − c).
В случае вышеописанного отклонения, новые локально равно-
весные объемы могут быть получены из условий первого поряд-
ка, и равны vnew

1 = Kd(pnew
1 − c) = K

2 (D̄ − dc) − n−1
2 q1, где

K = 1 − qf

D(pf )
доля неудовлетворенного спроса после проведе-

ния форвардных торгов. Ожидаемый выигрыш в данной ситуа-
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ции равен
∼

πII = Kd(pnew
1 − c)2. Отсюда условие устойчивости

равновесия имеет вид: d(p1−c)2 > Kd(pnew
1 −c)2. Локальное рав-

новесие с низкой ценой является равновесием в рассматриваемой
модели, если w ∈ (w1

1(n), w1
2(n)) ⊂ (w

−
(n), 1), где w1

1(n), w1
2(n)

определяются из следующего неравенства: f1(qf , n, w) = 1
4

(
1 −

(n+1)qf

n+wqf

)(
1− (n−1)(1−qf )

(n+1)(1− (n+1)qf

n+wqf )

)2

−
(

1−qf

n+1

)2
6 0, где qf = qf (w).

Приблизительные значения w1
1(n), w1

2(n), w
−

(n) для

n = 2, 3, 5, 7 и 10 приведены в табл. 4. Без ограничения
общности, положим D̄ − dc = 1. Так как n− qf (n + 1− w) > 0,
достаточно проверить выполнение неравенства φ1(qf , n, w) =
(qf )2((n−3)w2+4w)+qf (4w2−6(n+1)w+4n)+4nw−3n+1 6 0.
При w = 1 это неравенство для qf не выполнено, так как
Discrimφ1 = 16(n2−w)(1−w)3 > 0 ∀w ∈ [0, 1],Discrimφ1 = 0
при w = 1. Численное решение неравенства: qf (w, n) ∈(

−2w2+3w(n+1)−2n−2
√

(n2−w)(1−w)3

w((n−3)w+4)
,
−2w2+3w(n+1)−2n+2

√
(n2−w)(1−w)3

w((n−3)w+4)

)
определяет интервал значений (w1

1(n), w1
2(n)) ⊂ (w

−
(n), 1) вели-

чины w, при которых рассматриваемое локальное равновесие для
случая ω = 0 является устойчивым равновесием (см. табл. 4).

Исследование устойчивости локального равновесия по
Нэшу в случае реализации высокой цены на спотовом рынке
проводится аналогично вышеизложенному случаю: нужно рас-
смотреть ситуацию, когда при фиксированных стратегиях осталь-
ных игроков, производитель увеличивает объем своего предложе-
ния столь существенно, равновесная цена резко уменьшается и
имеет место равновесие с низкой ценой (имеет место переход на
крутой участок функции остаточного спроса). Сравнивая ожидае-
мые выигрыши в случае применения найденной локально равно-
весной стратегии и в случае вышеописанного отклонения, можно
найти условия существования равновесия в рассматриваемой мо-
дели. Новый локальный максимум в этом случае равен vnew

2 =
d(pnew

2 − c) = 1
2(1− qf − n−1

n+1(1− qf

n+wqf )), соответствующая при-
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быль равна
∼
πI = vnew

2 (pnew
2 − c) = 1

4d(1− qf − n−1
n+1(1− (n+1)qf

n+wqf ))2,
в то время как прибыль без отклонения от локального равновесия

равна πII = q2(p∗ − c) = 1
d(n+1)2

(1− qf

n+wqf ). Отсюда, локальное
равновесие будет равновесием в рассматриваемой модели тогда и

только тогда, когда 1
4((1 − qf )(n + 1) − (n − 1)(1 − (n+1)qf

n+wqf ))2 −

(1 − qf

n+wqf ) 6 0, где qf = qf (w). Это неравенство определя-

ет нижнюю границу w2
1(n) интервала допустимых значений ω,

ω ∈ (w2
1(n), 1), при которых существует равновесие Нэша в рас-

сматриваемой модели (см. табл. 1). Пересечение полученных до-
пустимых интервалов для каждого конкретного n дает интервал
(w1(n), w2(n))значений ω при котором рассматриваемые локаль-
ные равновесия образуют СПР для двухэтапной модели (см. табл.
4).

Таблица 4.
n w w1

1 w1
2 w2

1

2 0,637 0,655 0,793 0,687
3 0,742 0,722 0,863 0,764
5 0,832 0,866 0,917 0,840
7 0,875 0,907 0,940 0,879
10 0,909 0, 0,957 0,911
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Abstract: Forward market is a known instrument for reduction of
market power of large producers. This paper examines a two-stage
oligopoly environment with constant marginal cost. The outcome at
both the forward and the spot market is a Cournot outcome dependent
on correspondent demand and supply at the market. Producers aim
to maximize their profits via choosing subgame perfect equilibrium
of the two-stage game as their strategies. In the first part of the
current research we extend the model by Bushnell (2005) considering
a capacity constraint. Our results show that the optimal way of market
organization in such a model strongly depends on the difference
between the maximal production volume and the demand volume at
price equal to the marginal cost. In the second part of the paper
we consider proportional rationing instead of surplus maximizing
rationing at the forward market. We show that for such a model
there exists only an SPE in correlated mixed strategies. Producers’
behavior should depend on some random variable that determines
one of two possibilities for the spot market: either the ”bear market”,
or the ”bull market”. We compare this SPE with Nash equilibria of
one-stage markets.
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