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Рассматривается дифференциальная игра простого преследова-
ния на сфере двух лиц с нулевой суммой. Вводится стратегия
геодезического сближения, обладающая некоторыми свойства-
ми стратегии параллельного сближения на плоскости, доказы-
вается её существование и единственность в общем случае, рас-
сматриваются все особые случаи. Доказывается наискорейшее
свойство этой стратегии.
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Введение

Дифференциальные игры преследования с простым движе-
нием достаточно хорошо исследованы для плоскости и про-
странств бо́льших размерностей с нулевой гауссовой кривизной.
В данной работе делается попытка исследовать некоторые свой-
ства подобных игр на сфере, обладающей иными геометрически-
ми и топологическими свойствами.

Среди множества стратегий преследования значимое место
занимает стратегия параллельного преследования (Π-стратегия),

1 Текст приводится в соответствии с изданием «Математическая
теория игр и ее приложения. – 2009. – Т. 1. № 4. – С. 41–62».
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являющаяся наилучшей стратегией для широкого класса диффе-
ренциальных игр преследования. В работах Л. А. Петросяна впер-
вые показана оптимальность Π-стратегии для игр простого пре-
следования с линией жизни [2], в игре с двумя преследователями
и одним убегающим [1] и в игре простого преследования в полу-
плоскости Петросян (1969).

Однако, как правило, исследования ограничивались играми
на линейных многообразиях, либо на многообразиях, имеющих
нулевую гауссову кривизну. Было бы интересно попробовать рас-
пространить результаты, полученные для игр на линейных мно-
гообразиях, на многообразие, имеющее ненулевую кривизну, в
частности, на сферу. В данной работе описывается попытка по-
строить стратегию сближения на сфере, обладающей некоторы-
ми свойствами Π-стратегии на плоскости. Так Π-стратегия, при
движении убегающего по прямолинейной траектории, предписы-
вает преследователю двигаться тоже по некоторой прямой линии.
На сфере отрезки прямых заменяются геодезическими отрезками,
которыми являются дуги больших окружностей. Будет построена
геодезическая стратегия сближения на сфере (Π1-стратегия), до-
казаны её существование и единственность для общего случая,
а также рассмотрены особые случаи и доказано наискорейшее
свойство.

1. Стратегия геодезического сближения
(Π1-стратегия)

1.1. ИГРА ПРОСТОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ НА СФЕРЕ
Пусть на сфере единичного радиуса находятся две подвиж-

ные точки E и P . Точка E — убегающий, точка P — догоняющий.
Будем называть P и E игроками. Оба игрока могут двигаться
по сфере в любом направлении и мгновенно менять направле-
ние движения, при этом убегающий двигается со скоростью σ,
а догоняющий — со скоростью ρ, причем σ < ρ. Будем рассмат-
ривать игру, в которой целью догоняющего является поимка убе-
гающего, а целью убегающего является избежание его поимки
догоняющим. При этом будем считать, что догоняющий поймал
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убегающего в момент времени t, если в этот момент времени
координаты догоняющего совпали с координатами убегающего.

Рис. 1. Положение игроков на сфере

Во время игры и догоняющий, и убегающий знают коорди-
наты друг друга в каждый текущий момент времени, то есть,
можно сказать, что игроки видят друг друга, кроме того, дого-
няющему всегда известна скорость его противника в текущий
момент времени. Другими словами — это игра с дискриминацией
по отношению к убегающему. В дальнейших рассуждениях мы
не будем упоминать о том, что игра происходит на сфере именно
единичного радиуса, однако это всегда будет подразумеваться.

Обозначим вектор скорости убегающего за ~vE , а догоняюще-
го — за ~vP . Очевидно, что эти векторы являются касательными к
сфере в точках E и P соответственно. Поставим в соответствие
каждому вектору скорости по большой окружности CE и CP (ра-
диус большой окружности совпадает с радиусом сферы), таким
образом, чтобы большие окружности проходили соответственно
через точки E и P , а векторы ~vE и ~vP были бы, соответственно,
касательными векторами этих окружностей в этих точках. Еще
одну большую окружность CPE проведем через две точки P и E.
Эта большая окружность является пересечением сферы с плос-
костью, проведенной через три точки P , E и центр сферы O.
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Эту плоскость можно однозначно построить, только если точки
P , E и O не лежат на одной прямой, то есть, в тех случаях,
когда точки P и E не совпадают или не являются диаметраль-
но противоположными точками на сфере. Если хотя бы одна из
больших окружностей CE и CP не совпадает с большой окруж-
ностью CPE , то CE и CP пересекаются ровно в двух точках на
сфере (рис. 1).

Как известно, большие окружности на сфере являются гео-
дезическими линиями. Будем называть геодезической дугой лю-
бую дугу большой окружности, длина которой не превосходит
π. Понятно, что такая дуга является кратчайшей линией на сфе-
ре, соединяющей свои крайние точки, и длина этой дуги равна
геодезическому расстоянию между этими точками.

1.2. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ЦЕНТРА
ПРЕСЛЕДОВАНИЯ
Пусть убегающий и догоняющий движутся соответственно

вдоль CE и CP , причем CE не совпадает с CPE . И пусть в неко-
торый момент времени t они оба окажутся в одной из двух точек
пересечения больших окружностей CE и CP . Обозначим эту точ-
ку за M . Докажем следующее предложение.

Предложение 1. (Существование). При любом расположе-
нии игроков на сфере в разных точках, не являющихся диамет-
рально противоположными, и при любом направлении движе-
ния убегающего вдоль произвольной большой окружности CE , не
совпадающей с большой окружностью CPE , существует такая
большая окружность CP , что двигаясь вдоль нее в определенном
направлении, догоняющий окажется одновременно с убегающим
в точке M , являющейся одной из двух точек пересечения больших
окружностей CE и CP , причем дуги PE, EM и PM образуют
сферический треугольник, то есть длины этих дуг и углы между
ними не превосходят π.

Доказательство. Для доказательства рассмотрим некоторый
сферический треугольник, изображенный на рис. 2, с боковыми
сторонами EM и PM , длины которых соотносятся как σ : ρ.
Обозначим длину основания PE за λ, а длины боковых сторон
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EM и PM выразим в виде στ и ρτ соответственно, где τ — вре-
мя движения игроков до точки встречи. Углы при вершинах P ,
E и M обозначим соответственно за φ, ψ и µ. Мы покажем, что
сферический треугольник существует для любых λ и ψ, принад-
лежащих открытому отрезку вещественной оси ]0, π[, то есть, что
существует τ , такое что ρτ 6 π.

Рис. 2. Сферический треугольник

Воспользуемся известной формулой косинусов для сторон
сферического треугольника:
(1) cos ρτ = cosλ cosστ + sinλ sinστ cosψ,
и перепишем ее в виде:

(2) cosψ =
cos ρτ − cosλ cosστ

sinλ sinστ
.

Определим, для каких ψ и λ из ]0, π[ уравнение (1) разрешимо
относительно τ . Рассмотрим знаменатель правой части уравне-
ния (2). Поскольку σ < ρ и ρτ 6 π, как сторона сферического
треугольника, то στ < π. С другой стороны, из (1) видно, что
τ , а вместе с ним и στ могут равняться нулю лишь при λ = 0.
Следовательно, знаменатель правой части уравнения (2) в нуль
не обращается.

Поскольку | cosψ| < 1, из (2) получим неравенства:

(3) 1 >
cos ρτ − cosλ cosστ

sinλ sinστ
,
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(4) −1 <
cos ρτ − cosλ cosστ

sinλ sinστ
.

Из (3), умножая обе части на знаменатель и перенося члены, не
содержащие ρτ , в правую часть, получим:

cos ρτ < cosλ cosστ + sinλ sinστ,

а после свертки правой части в косинус разности:

cos ρτ < cos(λ− στ),

откуда в силу ρτ 6 π и λ− στ < π следует ρτ > λ− στ , то есть

(5) τ >
λ

ρ+ σ
.

Точно так же из (4) будем иметь:

cos ρτ > cos(λ+ στ).

Это неравенство имеет два решения: одно — при λ + στ 6 π,
другое — при λ+ στ > π.

Для λ+στ 6 π, то есть τ 6 (π−λ)/σ, получим ρτ < λ+στ ,
откуда

(6) τ <
λ

ρ− σ
.

Очевидно, что такая запись решения имеет смысл при таких λ,
что выполняется неравенство λ/(ρ − σ) 6 (π − λ)/σ, то есть
λ 6 π(ρ−σ)/ρ. Если же λ > π(ρ−σ)/ρ, то решением будет весь
рассматриваемый промежуток и оно запишется в виде:

(7) τ 6
π − λ

σ
.

Для λ+ στ > π, то есть τ > (π − λ)/σ, получим 2π − ρτ >
λ+ στ , откуда

(8)
π − λ

σ
6 τ <

2π − λ

ρ+ σ
.

Ясно, что это решение имеет место только при таких λ, которые
удовлетворяют неравенству (2π − λ)/(ρ + σ) > (π − λ)/σ, то
есть λ > π(ρ− σ)/ρ, ибо в противном случае это решение (8) не
пересекается с рассматриваемым промежутком.
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Объединяя решения (6)–(8) неравенства (4), и пересекая их
с решением (5) неравенства (3), получим область допустимых
значений для τ в уравнении (2):

(9)
λ

ρ+ σ
< τ <

λ

ρ− σ
, при 0 < λ 6

ρ− σ

ρ
π,

(10)
λ

ρ+ σ
< τ <

2π − λ

ρ+ σ
, при

ρ− σ

ρ
π < λ < π.

В (9) и (10) к своей нижней границе величина τ стремится при
cosψ → 1, а к своей верхней границе величина τ стремится при
cosψ → −1.

Заметим, что при λ = (ρ−σ)π/ρ области допустимых значений τ ,
задаваемые неравенствами (9) и (10), совпадают, поскольку равны
друг другу верхние границы τ . Действительно

λ

ρ− σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ π

=
π

ρ
=

2π − λ

ρ+ σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ π

.

Поэтому, если рассматривать верхнюю границу τ , как функцию
от λ, то верхняя граница будет непрерывна по λ на промежут-
ке ]0, π[, что, несомненно, относится и к нижней границе.

Кроме того, очевидно, что на промежутке от 0 до π(ρ− σ)/ρ
верхняя граница τ возрастает, а от π(ρ − σ)/ρ до π — убывает,
откуда следует что при всех λ выполняется неравенство:

τ <
π

ρ
, что эквивалентно ρτ < π.

В неравенствах (9)–(10) нижняя граница области изменения τ
получена из неравенства (3), а верхняя — из неравенства (4). По-
скольку правая часть уравнения (2) непрерывна относительно τ ,
то при пробегании τ всех значений из открытого промежутка (9)–
(10) правая часть уравнения (2) пробегает все значения из откры-
того промежутка ] − 1, 1[. Находящаяся в левой части уравнения
(2) функция косинуса монотонна на промежутке ]0, π[, следова-
тельно для любого ψ ∈ ]0, π[ существует такое τ из (9) или (10),
что правая часть уравнения (2) при этом значении τ равна cosψ.

99



Управление большими системами. Выпуск 31.1

При этом 0 < στ < ρτ < π, то есть геодезические дуги длинами
λ, στ и ρτ образуют сферический треугольник с углом ψ между
первыми двумя сторонами. Другие два угла µ и φ при вершинах
M и P соответственно выражаются по формуле косинусов через
стороны следующим образом:

(11) cosφ =
cosστ − cosλ cos ρτ

sinλ sin ρτ
,

(12) cosµ =
cosλ− cos ρτ cosστ

sin ρτ sinστ
.

Знаменатели правых частей уравнений (11) и (12) в нуль не обра-
щаются, поскольку 0 < στ < ρτ < π и 0 < λ < π, поэтому урав-
нения (11) и (12) справедливы при всех τ . А так как уравнения
(11) и (12) задают не углы, а их косинусы, то нужно определить
промежутки, из которых берутся углы, удовлетворяющие этим
уравнениям. Будем считать, что углы φ и µ берутся из промежут-
ка [0, π]. Очевидно, что угол φ является углом между плоскостью
большой окружности CPE и вектором скорости догоняющего ~vP
так же, как угол ψ является углом между той же плоскостью и
вектором скорости убегающего ~vE .

Мы рассматриваем углы ψ, φ и µ из промежутка [0, π]. Но
убегающий может выбирать любое направление движения, а про-
межуток [0, π] охватывает лишь половину возможных направле-
ний. Дело в том, что сферический треугольник всегда целиком
лежит только в одной полусфере, определяемой большой окруж-
ностью, которая содержит любую из сторон этого сферического
треугольника. В частности, сферический треугольник PEM все-
гда целиком помещается в одной из полусфер, на которые делит
сферу большая окружность CPE . Поэтому мы можем считать,
что положительные значения углов ψ и φ задают сферический
треугольник в «правой» полусфере, а отрицательные — в «ле-
вой». При этом очевидно, что углы ψ и φ имеют всегда один
и тот же знак. Следовательно, достаточно рассматривать только
неотрицательные значения углов, считая при этом, что при отри-
цательных значениях углов получается такой же результат, как и
при равных им по абсолютной величине положительных значени-
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ях, с точностью до зеркального отражения от плоскости большой
окружности CPE .

Поскольку геодезическое расстояние между двумя точками
на единичной сфере не превосходит π, причем равенство π дости-
гается только при диаметрально противоположном расположении
точек, то можно говорить, что каково бы ни было геодезическое
расстояние λ ∈ ]0, π[ между игроками и при любом выборе убе-
гающим вектора скорости ~vE , не являющегося касательным век-
тором в точке E к большой окружности CPE , догоняющий может
выбрать такое направления вектора скорости ~vP , что соответству-
ющие большие окружности CE , CP и CPE составят сферический
треугольник с отношением боковых сторон σ : ρ. Предложение
доказано.

Предложение 2. (Единственность). Уравнение (2) задает
взаимнооднозначное соответствие между ψ из ]0, π[ и τ из (9)-
(10).

Доказательство. В предыдущем предложении мы доказали,
что каждому ψ соответствует свое τ . Докажем, что каждому ψ
соответствует единственное τ .

Поскольку cosψ непрерывная ограниченная монотонная на
]0, π[ функция, и правая часть уравнения (2) ограничена и непре-
рывна по τ на ограниченном промежутке (9)–(10), то для доказа-
тельства достаточно показать монотонность правой части уравне-
ния (2) на промежутке (9)–(10). Возьмем производную от правой
части уравнения (2) по τ и, приравняв ее к нулю, попробуем найти
корни.

d

dτ

(
cos ρτ − cosλ cosστ

sinλ sinστ

)
=

=
sinλ sinστ (−ρ sin ρτ + σ cosλ sinστ)

sin2 λ sin2 στ
−

− σ(cos ρτ − cosλ cosστ) sinλ cosστ
sin2 λ sin2 στ

= 0,

⇓

−ρ sinλ sinστ sin ρτ + σ sinλ sin2 στ cosλ−
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− σ cos ρτ sinλ cosστ + σ cosλ cos2 στ sinλ = 0,

⇓

σ cosλ sinλ− sinλ(σ cos ρτ cosστ + ρ sin ρτ sinστ) = 0,

⇓

σ cosλ− σ cos ρτ cosστ − ρ sin ρτ sinστ = 0,

⇓

σ

ρ

(
cosλ− cos ρτ cosστ

sin ρτ sinστ

)
= 1,

откуда в силу (12) следует

cosµ =
ρ

σ
.

Последнее выражение содержит противоречие, ибо ρ > σ > 0 и
значит, ρ/σ > 1, а косинус не может превосходить единицу.

Таким образом, производная корней не имеет, что доказывает
монотонность правой части уравнения (2), а, следовательно, и все
предложение.

Замечание 1. Доказаны существование и единственность
~vP , однозначно определяемого углом φ, зависящим от расстоя-
ния λ и угла ψ, а угол ψ задается вектором скорости убегаю-
щего ~vE , то есть можно ввести в рассмотрение функцию Π1:
~vP = Π1(~vE , λ; ρ, σ).

Определение 1. Выбор догоняющим скорости ~vP по функ-
ции Π1 мы будем называть параллельной геодезической страте-
гией преследования на сфере или просто — Π1-стратегией.

2. Наискорейшее свойство Π1-стратегии

Мы доказали, что для каждого выбранного направления дви-
жения убегающего, определяемого углом ψ, Π1-стратегия одно-
значно задает величину τ , являющуюся временем движения игро-
ков от начального положения до точки встречи M , при условии,
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что убегающий будет все время двигаться вдоль одной и той же
большой окружности. Эта точка M будет являться центром пре-
следования Π1-стратегии. Докажем одно важное свойство Π1-
стратегии, заключающееся в том, что не существует стратегии
для догоняющего, позволяющей настигнуть убегающего раньше,
чем тот достигнет центра преследования, двигаясь по кратчайше-
му пути.

Предложение 3. (Наискорейшее свойство Π1-стратегии).
Если убегающий движется вдоль одной и той же большой окруж-
ности с постоянной скоростью σ, то догоняющий не сможет
догнать его раньше момента времени t = τ , определяемого Π1-
стратегией.

Рис. 3. К доказательству наискорейшего свойства

Доказательство. Предположим противное. Пусть существу-
ет некоторый другой путь, по которому догоняющий настигает
убегающего в некоторой точке M1 в момент времени τ1: τ1 < τ
(рис. 3). Этот путь отличен от геодезической дуги в силу един-
ственности, доказанной в предложении 2. Очевидно, что точка
M1 лежит внутри дуги EM . Соединим точки P и M1 геодезиче-
ской дугой. Поскольку геодезическая дуга короче любой другой
линии, соединяющей те же точки, то, двигаясь по этой дуге, до-
гоняющий окажется в точке M1 в момент времени τ ′1 < τ1. В
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этот момент убегающий будет находиться в некоторой точке E1

внутри геодезической дуги EM1. Если далее догоняющий дви-
нется вдоль дуги EM1 в сторону точки E1, то он встретится с
убегающим в некоторой точке M2, лежащей внутри дуги E1M1,
в момент времени τ2. Так как точка M2 лежит внутри дуги EM1,
то στ2 < στ1, откуда τ2 < τ1. Точно так же, как из τ1 полу-
чили τ2, мы можем из τ2 получить τ3 и так далее. Получится
убывающая ограниченная последовательность {τn}, заданная на
замкнутом отрезке [0, τ ]. Она имеет предел τ∗ внутри этого от-
резка. В момент времени τ∗ убегающий окажется в такой точке
M∗ на геодезической дуге EM , что длина дуги EM∗ равна στ∗.
Соответственно длина геодезической дуги PM∗ равна ρτ∗. Сле-
довательно, получили, что и τ , и τ∗ удовлетворяют уравнению (2)
при одном и том же ψ. Это противоречит предложению 2, что и
доказывает наше предложение.

Следствие 1. Если убегающий движется вдоль геодезиче-
ской дуги EM1, а догоняющий вдоль геодезической дуги PM1 и
догоняющий попадает в точкуM1 раньше убегающего, то центр
преследования M∗ лежит внутри геодезической дуги EM1.

3. Вырожденные случаи

Теперь рассмотрим вырожденные случаи, которые мы не рас-
сматривали в разделе 1, и для которых Π1-стратегия еще не опре-
делена. Это те случаи, когда угол ψ принимает крайние значения,
равные 0 и π, то есть когда убегающий выбирает направление
движения вдоль большой окружности CPE (рис. 4). С другой сто-
роны, вырожденные случаи возникают при крайних значениях λ,
которые тоже равны 0 и π, то есть когда игроки располагаются со-
ответственно в одной и той же общей точке либо в диаметрально
противоположных точках. Впрочем случай λ = 0 мы рассматри-
вать не будем, ибо при нулевом расстоянии между игроками игра
не может состояться.

Угол ψ = 0 соответствует движению убегающего навстречу
догоняющему, а угол ψ = π соответствует движению убегающе-
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Рис. 4. Вырожденные случаи при ψ = 0 и ψ = π,

го прочь от догоняющего. При таких углах ψ сферический тре-
угольник вырождается, хотя из общих соображений понятно, что
догоняющий должен тоже двигаться вдоль большой окружности
CPE . Подтвердим эти соображения точными выкладками.

3.1. КРАЙНИЕ ЗНАЧЕНИЯ УГЛА УБЕГАНИЯ
Мы можем легко получить значения τ при ψ = 0 и ψ = π.

Действительно, подставив эти крайние значения ψ в уравнение
(2), мы получим два уравнения, правые и левые части которых
совпадают с правыми и левыми частями неравенств (3) и (4),
только связаны эти части уже отношениями точного равенства:

1 =
cos ρτ − cosλ cosστ

sinλ sinστ
, −1 =

cos ρτ − cosλ cosστ
sinλ sinστ

.

Из этих уравнений можно получить, действуя подобно как
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при доказательстве предложения 1, что если ψ = 0, то

τ =
λ

ρ+ σ
,

а если ψ = π, то

τ =


λ

ρ− σ
, при 0 < λ 6

ρ− σ

ρ
π,

2π − λ

ρ− σ
, при

ρ− σ

ρ
π 6 λ 6 π.

Подставляя найденные τ в уравнение (11), получим, что

φ = 0, когда ψ = 0, и

φ =


0, при 0 < λ 6

ρ− σ

ρ
π,

π, при
ρ− σ

ρ
π 6 λ 6 π,

когда ψ = π.

При этом заметим, что в крайних значениях ψ сохраняется непре-
рывность зависимостей τ(ψ) и φ(τ). В этом просто убедиться,
проверив легко вычисляемые пределы ψ и φ при стремлении τ к
λ/(ρ+σ), λ/(ρ−σ) и (2π−λ)/(ρ+σ). Для поиска предела cosφ
воспользуемся формулой (11).

lim
τ→ λ

ρ+σ

cosφ =
cos

σλ

ρ+ σ
− cosλ cos

ρλ

ρ+ σ

sinλ sin
ρλ

ρ+ σ

=

=
cos

σλ

ρ+ σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ+ σ

)
+ cos

(
λ+ ρλ

ρ+ σ

))
1
2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ+ σ

)
− cos

(
λ+ ρλ

ρ+ σ

)) =
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=
cos

σλ

ρ+ σ
− 1

2
cos

σλ

ρ+ σ
− 1

2
cos

(
λ+ ρλ

ρ+ σ

)
1
2

cos
σλ

ρ+ σ
− 1

2
cos

(
λ+ ρλ

ρ+ σ

) = 1.

Точно так же можно найти предел cosψ, хотя и так очевидно, что

lim
τ→ λ

ρ+σ

cosψ = 1,

потому как крайние значения τ в промежутках (9)–(10) получены
из уравнения (2) путем подстановки крайних значений ψ. Мы до-
казали, что уравнение (2) задает взаимно-однозначное непрерыв-
ное соответствие между ψ и τ , поэтому мы имеем право написать

lim
ψ→0

τ =
λ

ρ+ σ
,

а, следовательно, и
lim
ψ→0

φ = 0.

Теперь рассмотрим предел φ, когда ψ стремится к π. Здесь
нужно рассмотреть два случая. Первый случай, когда λ < (ρ −
σ)π/ρ, и второй случай, когда λ > (ρ − σ)π/ρ. Возможен еще
и третий случай, когда λ = (ρ − σ)π/ρ, но он является особым
случаем, который мы рассмотрим отдельно.

В первом случае нетрудно убедиться, приводя те же доводы,
что и при нахождении предела τ при ψ → 0, что при ψ, стремя-
щемся к π, время τ стремится к λ/(ρ − σ). Найдем предел cosφ
при τ → λ/(ρ− σ).

lim
τ→ λ

ρ−σ

cosφ =

=
cos

σλ

ρ− σ
− cosλ cos

ρλ

ρ− σ

sinλ sin
ρλ

ρ− σ

=
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=
cos

σλ

ρ− σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
+ cos

(
λ+ ρλ

ρ− σ

))
1
2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
− cos

(
λ+ ρλ

ρ− σ

)) =

=
cos

σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

−σλ
ρ− σ

− 1
2

cos
(
λ+ ρλ

ρ− σ

)
1
2

cos
−σλ
ρ− σ

− 1
2

cos
(
λ+ ρλ

ρ− σ

) = 1.

Отсюда можно заключить, что φ → 0 при ψ → π, когда
выполнено неравенство λ < (ρ− σ)π/ρ.

Во втором случае из тех же соображений, что и в первом, мы
имеем, что при ψ, стремящемся к π, τ стремится к (2π− λ)/(ρ−
σ). Прежде, чем искать предел cosφ приведем числитель правой
части уравнения (11) к более удобному виду.

cosστ − cosλ cos ρτ = cosστ − 1
2

cos(λ− ρτ)− 1
2

cos(λ+ ρτ) =

=
1
2

(
cosστ − cos(λ− ρτ)

)
+

1
2

(
cosστ − cos(λ+ ρτ)

)
=

= − sin
(
στ + λ− ρτ

2

)
sin

(
στ − λ+ ρτ

2

)
−

− sin
(
στ + λ+ ρτ

2

)
sin

(
στ − λ− ρτ

2

)
=

= − sin
(
λ+ τ(σ − ρ)

2

)
sin

(
τ(σ + ρ)− λ

2

)
−

− sin
(
λ+ τ(σ + ρ)

2

)
sin

(
τ(σ − ρ)− λ

2

)
.

Теперь отыщем предел cosφ, воспользовавшись только что пре-
образованным выражением (11).

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cosφ =
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=
− sin

(
λρ+ λσ + 2πσ − 2πρ− λσ + λρ

2(ρ+ σ)

)
sin

(
2π − 2λ

2

)
sinλ sin

(
2πρ− λρ

ρ+ σ

) −

−

=0︷ ︸︸ ︷
sin

(
λ+ 2π − λ

2

)
sin

(
(2π − λ)(σ − ρ)

2(ρ+ σ)
− λ

2

)
sinλ sin

(
2πρ− λρ

ρ+ σ

) =

=
− sin

(
λρ+ πσ − πρ

ρ+ σ

)
sinλ

sinλ sin
(

2πρ− λρ

ρ+ σ

) .

Сократив sinλ, заметим, что сумма углов, являющихся аргумен-
тами функции синуса в числителе и знаменателе, равна π:(

λρ+ πσ − πρ

ρ+ σ

)
+

(
2πρ− λρ

ρ+ σ

)
=
πρ+ πσ

ρ+ σ
= π.

А если сумма двух углов равна π, то их синусы равны:
sin(π − α) = sinπ cosα − cosπ sinα = sinα, откуда заключаем,
что

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cosφ = −1.

Это означает, что φ стремится к π при ψ, стремящемся к π, когда
λ > (ρ− σ)π/ρ.

3.2. СЛУЧАЙ, КОГДА ПУТЬ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ РАВЕН π

Особым случаем является случай, когда λ = (ρ−σ)π/ρ. При
ψ, стремящемся к π, τ будет стремиться к π/ρ. Это было отме-
чено, в частности, в замечании к (9) и (10). Если мы попытаемся
найти предел cosφ, подставляя это значение τ в выражение (11),
то получим неопределенность вида 0/0. Этого следовало ожидать,
поскольку при таких значениях λ и ψ точка встречи M будет диа-
метрально противоположна точке P , и длина пути, пройденного
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догоняющим до точки встречи, будет равна π при любом значе-
нии угла f . Тем не менее этот предел существует, и его можно
найти воспользуемся правилом Лопиталя.

lim
τ→ π

ρ

cosφ = lim
τ→ π

ρ

d

dτ

(
cosστ − cos

ρ− σ

ρ
π cos ρτ

)
d

dτ

(
sin

ρ− σ

ρ
π sin ρτ

) =

=
−σ sin

σ

ρ
π + ρ cos

ρ− σ

ρ
π

=0︷ ︸︸ ︷
sin

ρ

ρ
π

ρ sin
(
π − σ

ρ
π
)

cos
ρ

ρ
π︸ ︷︷ ︸

=−1

=
−σ sin

σ

ρ
π

−ρ sin
σ

ρ
π

=
σ

ρ
.

3.3. НАИСКОРЕЙШЕЕ СВОЙСТВО ПРИ КРАЙНИХ
ЗНАЧЕНИЯХ УГЛА УБЕГАНИЯ
Обсудим полученные результаты.
При ψ = 0, то есть, когда убегающий движется в сторону

догоняющего по кратчайшей дуге, угол φ равен 0, то есть до-
гоняющему следует двигаться навстречу убегающему по той же
дуге, являющейся частью большой окружности CPE . Наискорей-
шее свойство в этом случае несомненно выполняется. Более того,
в этом случае догоняющий поймает убегающего за время, рав-
ное λ/(ρ + σ), являющимся наименьшим возможным временем
игры. Другими словами, даже если и убегающий, и догоняющий
стремились бы встретиться как можно раньше, все равно они не
смогли бы уменьшить это время, поскольку невозможно достичь
большей скорости сближения игроков, чем ρ+σ. А именно такая
скорость сближения наблюдается в нашем случае при движении
игроков навстречу друг другу по кратчайшему пути.

При ψ = π, то есть, когда убегающий движется от догоняю-
щего вдоль большой окружности CPE возможны три случая.

Если догоняющий может настигнуть убегающего, двигаясь
ему вслед так, чтобы расстояние, пройденное догоняющим от на-
чальной точки P до точки встречи M c убегающим, было меньше
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π, то, очевидно, это возможно при λ/(ρ − σ) < π/ρ, где в левой
части стоит отношение расстояния между игроками в начальный
момент времени к скорости их сближения, что равно времени
преследования, а в правой — время прохождения догоняющим
дуги, длина которой равна π.

Понятно, что в этом случае при таком пути преследова-
ния наискорейшее свойство выполняется, поскольку догоняющий
движется из точки P в точку M по геодезической дуге и нет
других геодезических дуг, соединяющих эти две точки. Таким
образом, при λ < π(ρ − σ)/ρ и ψ = π наискорейшее свойство
обеспечивается углом φ = 0, что равно полученному пределу
угла φ при ψ → π.

Если же догоняющий, двигаясь вслед убегающему, настигает
его в некоторой точке M1, пройдя путь, длина которого больше
π, то очевидно, что, двигаясь в противоположную сторону по
той же большой окружности, он встретится с убегающим рань-
ше. В самом деле, при движении догоняющего вслед убегающему
скорость их сближения равна ρ − σ, и следовательно время дви-
жения игроков до встречи равно λ/(ρ− σ), которое больше π/ρ.
При движении догоняющего в обратную сторону, то есть прочь
от убегающего, скорость сближения игроков равна ρ + σ, а рас-
стояние, которое они вместе должны преодолеть равно 2π − λ,
значит, время их движения до встречи равно (2π−λ)/(ρ+σ). Из
неравенства λ/(ρ− σ) > π/ρ следует, что λ > π(ρ− σ)/ρ, откуда
получим неравенство для времени движения игроков до встречи
при обратном движении догоняющего

2π − λ

ρ+ σ
<

2π − π
ρ− σ

ρ

ρ+ σ
=
π

(
2ρ− (ρ− σ)

ρ

)
ρ+ σ

=
π

ρ
,

Таким образом, из тех же соображений, что и в предыдущем слу-
чае, при λ > π(ρ − σ)/ρ и ψ = π наискорейшее свойство обес-
печивается углом φ = π, что также равно полученному пределу
угла φ при ψ → π.

То есть, первые два случая, хотя и являются вырожденными,
не имеют никаких особенностей, поскольку наискорейшее свой-
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ство в этих случаях обеспечивается значениями угла φ, совпада-
ющими с пределами угла φ при стремлении угла ψ к значениям
0 или π, при которых происходит вырождение

Особым случаем является случай, когда λ = π(ρ − σ)/ρ, то
есть когда догоняющий, двигаясь вслед убегающему, настигнет
его за время, в точности равное π/ρ, пройдя при этом путь, длина
которого равна π. В этом случае точка M , в которой происходит
встреча игроков, является диаметрально противоположной точкой
относительно точки P , где находится догоняющий в начальный
момент времени. Поскольку через диаметрально противополож-
ные точки на сфере можно провести сколь угодно много больших
окружностей, то двигаясь по любой из них из точки P в точку
M , догоняющий пройдет путь одной и той же длины π за одно и
то же время, равное π/ρ, подобно тому, как при путешествии из
Северного полюса в Южный полюс вдоль меридиана, преодоле-
вается всегда одно и то же расстояние вне зависимости от того,
по какому меридиану проходит путешествие. Таким образом, при
λ = π(ρ − σ)/ρ и ψ = π любое значение угла φ обеспечивает
поимку убегающего за время π/ρ, которое не может быть умень-
шено. Тем не менее, существует предел угла φ при ψ → π, когда
λ = π(ρ−σ)/ρ, и этот предел равен arccos(σ/ρ). Можно показать,
что при изменении угла ψ от 0 до π угол φ монотонно возрастает
от 0 до arccos(σ/ρ).

На основании сделанных выводов строгие неравенства (9) и
(10) можно записать в виде нестрогих неравенств:

(13)
λ

ρ+ σ
6 τ 6

λ

ρ− σ
, при 0 < λ 6

ρ− σ

ρ
π,

(14)
λ

ρ+ σ
6 τ 6

2π − λ

ρ+ σ
, при

ρ− σ

ρ
π 6 λ < π.

3.4. КРАЙНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ РАССТОЯНИЯ λ МЕЖДУ
ИГРОКАМИ
Мы рассмотрели случаи, когда крайние значения принима-

ет угол ψ. Теперь рассмотрим случай, когда крайнее значение
принимает λ — геодезическое расстояние между игроками в на-
чальный момент времени. Как мы знаем, наибольшее значение,
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которое может принимать λ, равно π, что соответствует такому
положению игроков в начальный момент времени, при котором
они находятся в точках P и E, являющихся диаметрально про-
тивоположными друг другу точками. В этом случае нельзя одно-
значно определить большую окружность CPE , поскольку через
диаметрально противоположные точки P и E можно провести
сколь угодно много больших окружностей. Однако ничто не ме-
шает произвольно выбрать одну из них в качестве базовой, от
которой мы будем отсчитывать углы ψ и φ.

Вычислим предел области допустимых значений τ при
стремлении λ к π. Для этого достаточно подставить в двойное
неравенство (14) значение λ = π, после подстановки получим,
что

π

ρ+ σ
6 τ 6

π

ρ+ σ
,

откуда следует, что τ при любом значении угла ψ принимает одно
и то же единственное значение, равное π/(ρ+ σ). Отсюда можно
сделать вывод, что выбор базовой большой окружности не влияет
на результат игры.

При λ = π нельзя получить значения косинусов углов φ и
ψ из уравнений (11) и (2), поскольку в этом случае в знаменате-
лях правых частей этих уравнений будет стоять 0. Это и понятно,
поскольку, в частности, уравнение (2) получено из уравнения (1)
в предположении, что сомножители у cosψ в уравнении (1) от-
личны от нуля, в противном случае любые значения угла ψ будут
удовлетворять уравнению (1). Именно этим обусловлен произвол
в выборе базовой большой окружности CPE . Однако мы можем
рассмотреть предел отношения косинусов углов φ и ψ при стрем-
лении λ к π.

Из (2) и (11) получим, что

cosφ
cosψ

=
cosστ − cosλ cos ρτ
cos ρτ − cosλ cosστ

sinστ
sin ρτ

.

Подставляя в полученное равенство λ = π, увидим, что числитель
и знаменатель первой дроби в правой части совпадают. Вторая
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дробь представляет отношение синусов двух углов, сумма кото-
рых при τ = π/(ρ+σ) представляет собой πσ/(ρ+σ)+πρ/(ρ+σ),
что равно π. А мы знаем, что если сумма двух углов равна π, то
их синусы равны, откуда следует, что отношение косинусов углов
φ и ψ равно 1, а это значит, что равны сами углы φ и ψ, поскольку
оба они изменяются на промежутке [0, π]. Вычислим также и угол
µ, воспользовавшись уравнением (12):

cosµ =
cosλ− cos ρτ cosστ

sin ρτ sinστ
=

=
2 cosλ− cos(ρ− σ)τ − cos(ρ+ σ)τ

cos(ρ− σ)τ − cos(ρ+ σ)τ

∣∣∣∣∣λ=π
τ=

π
ρ+σ

=

=
1− cos

ρ− σ

ρ+ σ
π

cos
ρ− σ

ρ+ σ
π − 1

= −1,

откуда заключаем, что µ = π. На основании полученных резуль-
татов можно сделать вывод, что когда игроки в начальный мо-
мент времени располагаются в диаметрально противоположных
точках, то при любом направлении движения убегающего дого-
няющему следует двигаться навстречу убегающему по той же
большой окружности, по которой движется убегающий. Очевид-
но, что наискорейшее свойство в этом случае выполняется.

Теперь мы можем сказать, что Π1-стратегия определена для
всех возможных положений игроков на сфере и для всех воз-
можных направлений движения убегающего. При этом основным
свойством Π1-стратегии является наискорейшее свойство.
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Abstract: The two-person zero-sum differential simple pursuit game
on the sphere is considered. The strategy of geodesic pursuit, having
some properties of parallel pursuit strategy on the plane, is defined,
the existence and uniqueness in general are proved. All special cases
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is proved.
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