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В статье предложена техника нахождения ситуации сильного
равновесия в дифференциальной игре с помощью специальной ска-
ляризации векторного критерия. Сформулированы достаточные
условия существования сильного равновесия. Приведен пример
несимметричной игры двух лиц, в котором ситуация сильного
равновесия найдена в явном виде.
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Введение

В настоящее время известно несколько концепций сильно-
го равновесия [3, 7, 9]. При этом в каждом случае под силь-
ным равновесием понимается ситуация, в определенном смыс-
ле устойчивая относительно коалиционных отклонений игроков.
Этот принцип оптимальности исследован в широких классах игр
в нормальной и развернутой формах (см. например [3, 4, 9]). Ос-
новным недостатком концепции сильного равновесия является то,
что оно существует достаточно редко.

1 Текст приводится в соответствии с изданием «Математическая
теория игр и ее приложения. – 2010. – Т. 2. № 2. – С. 42–65».

2 Николай Анатольевич Зенкевич, кандидат физико-математических
наук, доцент (zenkevich@gsom.pu.ru).

3 Зятчин Андрей Васильевич, кандидат физико-математических на-
ук, ассистент (zyatchin@gsom.pu.ru).
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При исследовании дифференциальных игр часто использует-
ся принцип оптимальности Беллмана [1, 2, 5, 6, 9]. В этом случае
задача определения оптимального значения интегрального функ-
ционала сводится к решению экстремального уравнения в част-
ных производных. С помощью такой техники в ряде случаев уда-
ется найти равновесие по Нэшу и парето-оптимальное решение
[2, 10]. При этом в исследуемой модели необходимо дополнитель-
но учитывать условия существования и единственности решения
системы дифференциальных уравнений, описывающей динамику
игры, гладкость функции Беллмана, а также функций мгновенно-
го и терминального выигрышей игроков.

В данной работе предлагается следующая техника нахожде-
ния сильного равновесия в дифференциальной игре. Для каждой
коалиции с помощью специальной свертки осуществляется пе-
реход к экстремальной задаче со скалярным критерием, завися-
щим от набора параметров. Формулируются достаточные условия
существования сильного равновесия в дифференциальной игре
в виде условий на параметры свертки. Использование теоремы
продемонстрировано на примере линейно-квадратичной несим-
метричной игры двух лиц. Для этой игры сильное равновесие
удалось построить в явном виде на основе решения уравнения в
частных производных первого порядка специального вида.

1. Определение сильного равновесия

Определим дифференциальную игру Γ(x0, T − t0) из началь-
ного состояния x0 и конечной продолжительности T − t0. Здесь
t0 > 0, T > t0 — моменты начала и окончания игры соответствен-
но [2, 5, 8]. Множество игроков в игре Γ(x0, T − t0) обозначим
через N = {1, . . . , i, . . . n}.

Предположим, что динамика изменения состояния игры
Γ(x0, T − t0) имеет вид:
(1) ẋ(t) = f [t, x(t), u1(t), . . . , un(t)] , x(t0) = x0,

где x(t) ∈ R, x0 — известное начальное состояние игры, ui(t) —
управление игрока i ∈ N в момент времени t. Здесь ui(t) ∈
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Ui ⊂ R,
∏

i∈N

Ui = UN ⊂ Rn. Предположим, что функция

f [t, x(t), u1(t), . . . , un(t)] — непрерывно дифференцируемая на
[t0, T ]×R× UN .

Для каждого игрока i ∈ N рассмотрим интегральный функ-
ционал с терминальным выигрышем вида:

Ji(x0, u1(·), u2(·), . . . , un(·)) =

=

T∫
t0

gi [t, x(t), u1(t), u2(t), . . . , un(t)] dt + qi [x(T )] ,

где ui(·) представляет собой непрерывную функцию
ui(t), t ∈ [t0, T ]. Будем предполагать, что функции
gi [t, x(t), u1(t), . . . , un(t)] и qi [x(T )] являются дифференци-
руемыми в области определения. Предполагается, что игрок
i ∈ N стремится максимизировать значение функционала
Ji(x0, u1(·), . . . , ui(·), . . . , un(·)) по ui(·).

Пусть S ⊆ N — произвольная коалиция в игре Γ(x0). Обозна-
чим через uS(·) = {ui(·)}i∈S стратегию коалиции S. Стратегию
дополнительной коалиции N\S будем обозначать через uN\S(·)
или u−S(·).

Определение 1. Ситуация u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·))
называется сильным равновесием в широком смысле в игре
Γ(x0, T − t0), если ∀M ⊆ N , ∀uM (·) не выполнено:

∀i ∈ M

Ji(x0, uM (·), u∗−M (·)) =

T∫
t0

gi

[
t, x[M ](t), uM (t), u∗−M (t)

]
dt+

+qi

[
x[M ](T )

]
>

T∫
t0

gi

[
t, x∗(t), u∗M (t), u∗−M (t)

]
dt + qi [x∗(T )] =

= Ji(x0, u
∗
M (t), u∗−M (t))
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и ∃i0 ∈ M , такой что:

Ji0(x0, uM (·), u∗−M (·))=

T∫
t0

gi0

[
t, x[M ](t), uM (t), u∗−M (t)

]
dt+

+qi0

[
x[M ](T )

]
>

T∫
t0

gi0

[
t, x∗(t), u∗M (t), u∗−M (t)

]
dt+qi0 [x∗(T )]=

=Ji0(x0, u
∗
M (·), u∗−M (·)),

где

ẋ[M ](t) = f
[
t, x[M ](t), uM (t), u∗−M (t)

]
, x[M ](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
n(t)] , x∗(t0) = x0.

Множество всех ситуаций сильного равновесия в смыс-
ле определения 1 в игре Γ(x0, T − t0) будем обозначать
SME (Γ(x0, T − t0)).

Рассмотрим векторы

λ[n,i] =
(
λ

[n,i]
1 , . . . , λ

[n,i]
i , . . . , λ[n,i]

n

)
∈ En,

где λ
[n,i]
j = 0 при j 6= i и λ

[n,i]
i = 1.

Лемма 1. Для того чтобы ситуация

u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) ∈ SME (Γ(x0, T − t0)) ,

т. е. была сильным равновесием в смысле определения 1 доста-
точно, чтобы для любой коалиций S ⊆ N существовал такой
номер iS0 ∈ S, что для любой стратегии uS(·) 6= u∗S(·) этой
коалиции выполнялось неравенство:

(2)
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, u

∗
S(·), u∗−S(·))>

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, uS(·), u∗−S(·)).
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Доказательство. Предположим противное, т. е. условия
леммы 1 выполнены, но ситуация u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·))
не является сильным равновесием в смысле SME (Γ(x0, T − t0)).
Тогда существует коалиция M и стратегия uM (·), для которых вы-
полнено:

(3)

{
Ji(x0, uM (·), u∗−M (·))>Ji(x0, u

∗
M (·), u∗−M (·)),∀i∈M ;

∃i0∈ M :Ji0(x0, uM (·), u∗−M (·))>Ji0(x0, u
∗
M (·), u∗−M (·)).

Согласно условиям леммы, неравенство (2) выполнено для любой
коалиции, в том числе и для коалиции M . Следовательно, суще-
ствует такой номер iM0 ∈ M , для которого справедливо неравен-
ство для ∀uM (·) 6= u∗M (·):

(4)
n∑

i=1

λ
[n,iM0 ]
i Ji(x0, u

∗
M (·), u∗−M (·)) >

>

n∑
i=1

λ
[n,iM0 ]
i Ji(x0, uM (·), u∗−M (·)).

По определению вектора λ[n,iM0 ] из неравенства (4) следует:
(5) JiM0

(x0, u
∗
M (·), u∗−M (·)) > JiM0

(x0, uM (·), u∗−M (·)).
Поскольку iM0 ∈ M , то неравенства (3) и (5) несовместны. Следо-
вательно, предположение неверно, что доказывает утверждение
леммы.

Замечание 1. Число игроков n — конечное. Поэтому суще-
ствование номера iS0 из леммы 1 можно установить простым пере-
бором векторов λ[n,i], i = 1, 2, . . . , n для каждой коалиции S ⊆ N .
При этом строгое неравенство будет иметь место, если удаст-
ся показать, что набор стратегий u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·))
является единственным, доставляющим максимум функционалу
JiS0

(x0, u
∗
N (·)), iS0 ∈ S.

Введем следующие обозначения: gS [t, x(t), uN (t)] =∑
i∈S

gi [t, x(t), uN (t)] , qS [x(t)] =
∑
i∈S

qi [x(t)] . Используя концеп-

цию решения, предложенную Л.А. Петросяном [9], сформулиру-
ем другое определение сильного равновесия для дифференциаль-
ной игры.
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Определение 2. Ситуацию u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·))
будем называть сильным равновесием в узком смысле в диффе-
ренциальной игре Γ(x0, T − t0), если следующие неравенства вы-
полнены для всех коалиций S ⊆ N и стратегий uS(·):

JS(x0, u
∗
N (·))=

T∫
t0

gS [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
i (t), . . . , u

∗
n(t)] dt+

+qS [x∗(T )]>

T∫
t0

gS

[
t, x[S](t), u∗1(t), . . . , ui(t), . . . , u∗n(t)

]
dt+

+qS

[
x[S](T )

]
= JS(x0, uS(·), u∗−S(·)),

где S = {i}, i ∈ N ;
JS(x0, u

∗
N (·)) =

=

T∫
t0

gS

[
t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u

∗
i (t), . . . , u

∗
j (t), . . . , u

∗
n(t)

]
dt+

+qS [x∗(T )] >

>

T∫
t0

gS

[
t, x[S](t), u∗1(t), . . . , ui(t), . . . , uj(t), . . . , u∗n(t)

]
dt+

+qS

[
x[S](T )

]
= JS(x0, uS(·), u∗−S(·)),

где S = {i, j}, i 6= j, i, j ∈ N ;

· · ·

JS(x0, u
∗
N (·))=

T∫
t0

gS [t, x∗(t), u∗1(t), u
∗
2(t), . . . , u

∗
n(t)] dt+

56



Системный анализ

qS [x∗(T )]>

T∫
t0

gS

[
t, x[S](t), u1(t), u2(t), . . . , un(t)

]
dt+

+qS

[
x[S](T )

]
= JS

[
x0, uS(·), u∗−S(·)

]
,

где S = N ,

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), u∗−S(t)

]
, x[S](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗1(t), . . . , u
∗
n(t)] , x∗(t0) = x0.

Далее для неравенств из определения 2 будем использовать
более короткую запись:

JS [x0, u
∗(·)] > JS

[
x0, uS(·), u∗−S(·)

]
,

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), u∗−S(t)

]
, x[S](t0) = x0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗(t), u∗(t)] , x∗(t0) = x0,

∀ S ⊂ N, S 6= ∅, ∀uS(·).

Множество всех ситуаций сильного равновесия в смысле
определения 2 в игре Γ(x0, T − t0) будем обозначать
SPE (Γ(x0, T − t0)).

Лемма 2. Для каждой игры Γ(x0, T − t0) имеет место сле-
дующее включение:

SPE (Γ(x0, T − t0)) ⊂ SME (Γ(x0, T − t0)) .

Доказательство. Проведем доказательство от противного.
Предположим, что ситуация u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) в иг-
ре Γ(x0, T − t0) является сильным равновесием в смысле опре-
деления 2, но эта ситуация не является сильным равновесием в
смысле определения 1. Тогда существует коалиция M ⊆ N и
такая стратегия u∗∗M (·) коалиции M , для которых выполняется:{

Ji(x0, u
∗∗
M (·), u∗−M (·)) > Ji(x0, u

∗
M (·), u∗−M (·)), ∀i ∈ M ;

∃i0 ∈ M : Ji0(x0, u
∗∗
M (·), u∗−M (·)) > Ji0(x0, u

∗
M (·), u∗−M (·)).
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Рассмотрим сумму выигрышей игроков коалиции M :

∑
i∈M

Ji(x0, u
∗
M (·), u∗−M (·)) <

∑
i∈M

Ji(x0, u
∗∗
M (·), u∗−M (·)).

Поэтому ситуация u∗N (·) = (u∗1(·), u∗2(·), . . . , u∗n(·)) не является
сильным равновесием в игре Γ(x0, T − t0) в смысле определе-
ния 2. Противоречие и доказывает справедливость утверждения
леммы.

Докажем следующую теорему, используя технику динамиче-
ского программирования.

Теорема 1. Если в игре Γ(x0, T − t0) для каждой коали-
ции S ⊆ N , S 6= ∅, существует номер iS0 ∈ S и непрерывно-
дифференцируемое на [0, T ] × R решение системы экстремаль-
ных дифференциальных уравнений в частных производных

(6) V
[S]
t (t, x) + max

uS

{
f
[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]}
=

= V
[S]
t (t, x) + f

[
t, x, φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)

]
= 0,

V [S](T, x[S](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi

[
x[S](T )

]
,

где для всех S ⊆ N максимум в левой части (6) достигается на
единственном наборе

φ∗S(t, x) = {φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ S} ,

φ∗N (t, x) = (φ∗S(t, x), φ∗−S(t, x)),

где φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ N — непрерывные на [t0, T ] × R функции,
тогда набор {u∗i (t) = φ∗i (t, x) ∈ Ui, i ∈ N, t ∈ [t0, T ]} является
сильным равновесием в игре Γ(x0, T − t0).
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Доказательство. а) Предположим, что условия теоремы 1
выполнены для максимальной коалиции N . Тогда существует но-
мер iN0 ∈ N и единственный вектор φ∗N (t, x) такие, что:

φ∗N (t, x) =

= arg max
uN

{
f [t, x, uN (t)]V [N ]

x (t, x) +
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN (t)]

}
.

Предположим, что коалиция N выбрала отличную от
φ∗N (t, x) произвольную стратегию uN (·) ∈ UN , реализующую
траекторию x(t). Поскольку вектор φ∗N (t, x) — единственный,
имеет место строгое неравенство:

(7) V
[N ]
t (t, x) + f [t, x, uN (t)]V [N ]

x (t, x)+
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN (t)] < 0,

ẋ(t) = f [t, x(t), uN (t)] , x(t0) = x0.

При этом:

(8) V
[N ]
t (t, x) + f [t, x, φ∗N (t, x)]V [N ]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N (t, x)] = 0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗, φ∗N (t, x∗)] , x∗(t0) = x0

Рассмотрим интегралы выражений (7)-(8):

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN (t)]

)
dt+

+V [N ](T, x(T ))− V [N ](t0, x(t0)) < 0,

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N (t, x)]

)
dt+

+V [N ](T, x∗(T ))− V [N ](t0, x∗(t0)) = 0,
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следовательно,

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, φ∗N (t, x)]

)
dt+

+V [N ](T, x∗(T ))− V [N ](t0, x∗(t0)) >

>

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i gi [t, x, uN (t)]

)
dt+

+V [N ](T, x(T ))− V [N ](t0, x(t0)).

Поскольку

V [N ](T, x∗(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i qi [x∗(T )] ,

V [N ](T, x(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i qi [x(T )] ,

V [N ](t0, x(t0)) = V [N ](t0, x∗(t0)) = V [N ](t0, x0),

имеем:

n∑
i=1

λ
[n,iN0 ]
i


T∫

t0

gi [t, x, φ∗N (t, x)] dt + qi [x∗(T )]


 >

>

n∑
i=1

λ
[n,iN0 ]
i


T∫

t0

gi [t, x, uN (t)] dt + qi [x(T )]


 .

Окончательно получаем:

(9)
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i Ji [x0, u

∗(·)] >

n∑
i=1

λ
[n,iN0 ]
i Ji [x0, uN (·)] .
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б) Предположим, что условия теоремы 1 выполнены для про-
извольной коалиции S ⊂ N , S 6= N . Тогда существует номер
iS0 ∈ S и единственный вектор φ∗S(t, x) такие, что:

φ∗S(t, x) = arg max
uS

{
f
[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x, uS(t), φ∗−S(t, x)

]}
,

где вид функций, входящих в стратегию φ∗−S(t, x), установлен в
п. а).

Предположим, что коалиция S выбрала отличную от φ∗S(t, x)
произвольную стратегию uS(·) ∈ US , реализующую траекторию
x[S](t):

ẋ[S](t) = f
[
t, x[S](t), uS(t), φ∗−S(t, x)

]
, x[S](t0) = x0.

Поскольку вектор φ∗S(t, x) — единственный, то имеет место стро-
гое неравенство:

(10) V
[S]
t (t, x[S]) + f

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
V [S]

x (t, x[S])+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
< 0.

При этом:

(11) V
[S]
t (t, x∗) + f [t, x∗, φ∗N (t, x)]V [S]

x (t, x∗)+

+
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x∗, φ∗N (t, x)] = 0,

ẋ∗(t) = f [t, x∗, φ∗N (t, x)] , x∗(t0) = x0

Рассмотрим интегралы выражений (10)-(11):

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

])
dt+
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+V [S](T, x[S](T ))− V [S](t0, x[S](t0)) < 0,

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x∗, φ∗N (t, x)]

)
dt+

+V [S](T, x∗(T ))− V [S](t0, x∗(t0)) = 0.

Следовательно,

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi [t, x∗, φ∗N (t, x)]

)
dt+

+V [S](T, x∗(T ))− V [S](t0, x∗(t0)) >

>

T∫
t0

(
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

])
dt+

+V [S](T, x[S](T ))− V [S](t0, x[S](t0)).

Поскольку

V [S](T, x∗(T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi [x∗(T )] ,

V [S](T, x[S](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i qi

[
x[S](T )

]
,

V [S](t0, x[S](t0)) = V [S](t0, x∗(t0)) = V [S](t0, x0),

имеем:

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i


T∫

t0

gi [t, x∗, φ∗N (t, x)] dt + qi [x∗(T )]


 >

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i


T∫

t0

gi

[
t, x[S], uS(t), φ∗−S(t, x)

]
dt + qi

[
x[S](T )

]
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Окончательно получаем:

(12)
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji [x0, u

∗(·)] >
n∑

i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji

[
x0, uS(·), φ∗−S(t, x)

]
.

Из неравенств (9) и (12) следует, что для любой коалиций S ⊆ N ,
S 6= ∅, существует номер iS0 ∈ S такой, что для любой стратегии
uS(·) 6= u∗S(·) коалиции S выполняется неравенство:

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, u

∗
S(·), u∗−S(·)) >

n∑
i=1

λ
[n,iS0 ]
i Ji(x0, uS(·), u∗−S(·)).

Следовательно, по лемме 1 ситуация u∗N (·) является сильным рав-
новесием из SPE (Γ(x0, T − t0)).

2. Пример

Проиллюстрируем применение теоремы на примере, предва-
рительно исследовав свойства уравнения в частных производных
следующего вида:

(13)
∂V (t, x)

∂t
+ η1

(
∂V (t, x)

∂x

)2

+

+ η2
∂V (t, x)

∂x
x + aebt ∂V (t, x)

∂x
+ r(t) = 0

V (T, x) = η3x,

где a, b, η1, η2, η3 — заданные параметры, b 6= η2, r(t) —
непрерывно-дифференцируемая функция на отрезке [t0, T ].

Лемма 3. Уравнение (13) имеет на отрезке [t0, T ] един-

ственное решение V (t, x), причем ∂V (t,x)
∂x не зависит от a, b,

η1, r(t) и имеет вид:

∂V (t, x)
∂x

= η3e
η2(T−t)

Доказательство. Введем следующие обозначения:

(14)
∂V (t, x)

∂t
= p,

∂V (t, x)
∂x

= q.
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Запишем уравнение (13) с учетом (14) в виде:
(15) p + η1q

2 + η2xq + aebtq + r(t) = F (t, x, p, q) = 0,

где
F 2

p + F 2
q = 1 + (2η1q + η2x + aebt)2 6= 0.

Зададим граничное условие V (T, x) = η3x в параметрическом
виде:
(16) t0(τ) = T, x0(τ) = τ, V0(τ) = η3τ, p0(τ), q0(τ).
В результате определена задача Коши (15)-(16), где p0(τ) и q0(τ)
связаны условиями:

(17)

{
F [t0(τ), x0(τ), p0(τ), q0(τ)] = 0,
dV0
dτ = p0

dt0
dτ + q0

dx0
dτ .

Из (17) имеем:{
p0(τ) + η1q

2
0(τ) + η2τq0(τ) + aebT q0(τ) + r(T ) = 0,

η3 = q0(τ),

следовательно, q0(τ) = η3, p0(τ) = −aebT η3−r(T )−η1η
2
3−η2η3τ .

Задача с граничными условиями (15)-(17) имеет единствен-
ное решение, если из данных граничных условий следует:

(18) Fp
dx

dτ
− Fq

dt

dτ
6= 0.

Проверим выполнение условий (18):

1−
(
2η1q0 + η2τ + aebT

)
· 0 = 1 6= 0.

Условие (18) выполнено, следовательно, задача (15)-(17) имеет
единственное решение.

Рассмотрим теперь систему характеристических уравнений:

dt

dt
= Fp = 1,

(19)
dx

dt
= Fq = 2η1q + η2x + aebt

(20)
dV

dt
= pFp + qFq = p + 2η1q

2 + η2qx + aebtq
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(21)
dp

dt
= −(pFV + Ft) = −abebtq − r′(t)

dq

dt
= −(qFV + Fx) = −η2q

с условиями:

t0(τ) = T, x0(τ) = τ, V0(τ) = η3τ,

p0(τ) = −aebT η3 − r(T )− η1η
2
3 − η2η3τ, q0(τ) = η3.

Тогда,
(22) q = η3e

η2(T−t).

Подставляя (22) в (19), получим обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение:

dx

dt
= η2x + 2η1η3e

η2(T−t) + aebt, x0(τ) = τ,

которое имеет единственное решение:

(23) x = e−η2(T−t)τ +
η1η3

η2

(
e−η2(T−t) − eη2(T−t)

)
+

+
a

b− η2

(
ebt − ebT e−η2(T−t)

)
.

Подставив (22) в (21), получим обыкновенное дифференциальное
уравнение:

dp

dt
= −abebtη3e

η2(T−t) − r′(t) = −r′(t)− abη3e
bteη2(T−t),

p0(τ) = −aebT η3 − r(T )− η1η
2
3 − η2η3τ,

которое имеет единственное решение:

(24) p = −r(t)− aη3

b− η2

(
bebteη2(T−t) − η2e

bT
)
− η1η

2
3 − η2η3τ.

Подставляя (22), (23), (24) в (20) и приведя подобные члены,
имеем следующее уравнение:

dV

dt
= −r(t) + η1η

2
3e

2η2(T−t), V0(τ) = η3τ.
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Откуда,

dV =
(
η1η

2
3e

2η2(T−t) − r(t)
)

dt, V0(τ) = η3τ,

V = η3τ +

t∫
T

(
η1η

2
3e

2η2(T−ξ) − r(ξ)
)

dξ.

Поскольку t ∈ [t0, T ], имеем:

V = η3τ −
T∫

t

(
η1η

2
3e

2η2(T−ξ) − r(ξ)
)

dξ,

V = η3τ −

(
−η1η

2
3

2η2
e2η2(T−ξ)

∣∣∣∣T
t

)
+

T∫
t

r(ξ)dξ,

(25) V = η3τ −
η1η

2
3

2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)
+

T∫
t

r(ξ)dξ.

Рассмотрим систему, составленную из уравнений (23) и (25):
x = e−η2(T−t)τ + η1η3

η2

(
e−η2(T−t) − eη2(T−t)

)
+

+ a
b−η2

(
ebt − ebT e−η2(T−t)

)
,

V = η3τ −
η1η2

3
2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)
+

T∫
t

r(ξ)dξ.

Исключим из системы параметр τ . Для этого выразим τ из пер-
вого уравнения:

τ = eη2(T−t)x− η1η3

η2

(
1− e2η2(T−t)

)
− a

b− η2

(
ebteη2(T−t) − ebT

)
.

Полученное выражение подставим во второе уравнение системы,
получим

(26) V = η3e
η2(T−t)x +

η1η
2
3

2η2

(
e2η2(T−t) − 1

)
−
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− aη3

b− η2

(
ebteη2(T−t) − ebT

)
+

T∫
t

r(ξ)dξ.

Подстановкой (26) в (13) непосредственно проверяем, что (13)
превращается в тождество.

Из (26) следует, что

Vx = η3e
η2(T−t).

Пример 1. Рассмотрим игру Γ(x0, T − t0), где N = {1, 2},
n = 2, динамика (13) имеет вид:
(27) ẋ(t) = ax + b1u1 + b2u2, x(t0) = x0.

Пусть целью игрока 1 является максимизация функционала:
(28) J{1} [x0, u1, u2] =

=

T∫
t0

[
−u2

1 − u2
2 + u1x + u2x−

x2

2
+ r[1](t)

]
dt + x(T ),

а целью игрока 2 — максимизация функционала:
(29) J{2} [x0, u1, u2] =

T∫
t0

[
−2u2

1 − u2
2 + 2u1x + u2x−

3
4
x2 + r[2](t)

]
dt + x(T ),

где r[1](t), r[2](t) — непрерывные функции.
Покажем, что в игре (28)-(29) существует сильное равновесие

в смысле определения 1. Согласно теореме 1, для этого достаточ-
но для каждой коалиции S ⊆ N , S 6= ∅, найти номер iS0 ∈ S и
непрерывно-дифференцируемую функцию V [S](t, x) такие, чтобы
максимальное значение левой части уравнения (6) достигалось на
единственном наборе φ∗N (t, x).

Рассмотрим коалицию S = {1, 2} = N и вектор

λ[n,iN0 ] =
(
λ

[n,iN0 ]
1 , λ

[n,iN0 ]
2

)
.
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Уравнение (6) принимает вид:

(30) V
[N ]
t (t, x) + max

u1u2

{
(ax + b1u1 + b2u2) V [N ]

x (t, x)+

+λ
[n,iN0 ]
1

(
−u2

1 − u2
2 + u1x + u2x−

x2

2
+ r[1](t)

)
+

+λ
[n,iN0 ]
2

(
−2u2

1 − u2
2 + 2u1x + u2x−

3
4
x2 + r[2](t)

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
n∑

i=1

λ
[n,iN0 ]
i x[N ](T ),

или

V
[N ]
t (t, x) + max

u1u2

{
(ax + b1u1 + b2u2) V [N ]

x (t, x)−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
u2

1 −
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
u2

2+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
xu1 +

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
xu2−

−
(

x2

2
λ

[n,iN0 ]
1 +

3x2

4
λ

[n,iN0 ]
2

)
+

+
(
r[1](t)λ[n,iN0 ]

1 + r[2](t)λ[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

Определим максимум функции в фигурных скобках. Значения
управлений, на которых достигается максимум в левой части
уравнения (30), получаем из условий первого порядка:

b1V
[N ]
x (t, x)− 2

(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
φ∗1(t, x)+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
x = 0,

b2V
[N ]
x (t, x)− 2

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
φ∗2(t, x)+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
x = 0.
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Откуда,

(31)

φ∗1(t, x) = b1

2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +2λ
[n,iN0 ]

2

)V
[N ]
x (t, x) + x

2

φ∗2(t, x) = b2

2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +λ
[n,iN0 ]

2

)V
[N ]
x (t, x) + x

2

.

Условия второго порядка зависят только от параметров свертки:

−2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
< 0

и

(32)

∣∣∣∣∣∣ −2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)
0

0 −2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
∣∣∣∣∣∣ =

= 4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
> 0.

Следовательно, при выполнении условий (32), набор функций
(31) будет единственным, на котором достигается максимум левой
части уравнения (30).

Подставляя (31) в (30), имеем:

(33) V
[N ]
t (t, x) +

{
ax +

b1x

2
+

b2x

2

}
V [N ]

x (t, x)+

+

 b2
1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
(V [N ]

x (t, x)
)2

−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) b1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2

2

−

−
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

) b2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2

2

+

+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) b1

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2

x+
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+
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

) b2

2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)V [N ]
x (t, x) +

x

2

x−

−
(

x2

2
λ

[n,iN0 ]
1 +

3x2

4
λ

[n,iN0 ]
2

)
+

+
(
r[1](t)λ[n,iN0 ]

1 + r[2](t)λ[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

Раскрывая скобки в (33) и упрощая, имеем:

(34) V
[N ]
t (t, x) +

{
a +

b1

2
+

b2

2

}
xV [N ]

x (t, x)+

+

 b2
1

4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)+

+
b2
2

4
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
(V [N ]

x (t, x)
)2

+

+
(
r[1](t)λ[n,iN0 ]

1 + r[2](t)λ[n,iN0 ]
2

)}
= 0,

V [N ](T, x[N ](T )) =
(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
x[N ](T ).

По лемме 3 уравнение (34) имеет единственное решение, причем

(35) V [N ]
x (t, x) =

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

.

С учетом (35) из (31) следует, что

(36)
φ∗1(t, x) =

b1

(
λ
[n,iN0 ]

1 +λ
[n,iN0 ]

2

)
2

(
λ
[n,iN0 ]

1 +2λ
[n,iN0 ]

2

)e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) + x

2

φ∗2(t, x) = b2
2 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) + x

2

.

При этом динамика (27) принимает вид:

(37) ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x+
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+

 b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2

 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

Рассмотрим коалицию S = {1} и вектор

λ[n,iS0 ] =
(
λ

[n,iS0 ]
1 , λ

[n,iS0 ]
2

)
,

при условии, что игрок 2 выбрал стратегию φ∗2(t, x). Уравнение
(6) принимает вид:

(38) V
[S]
t (t, x)+

+max
u1

{[
ax + b1u1 +

b2
2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

b2x

2

]
V [S]

x (t, x)+

+λ
[n,iS0 ]
1

(
−u2

1 −
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)2

+

+u1x +
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)
x− x2

2
+ r[1](t)

)
+

+λ
[n,iS0 ]
2

(
−2u2

1 −
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)2

+

+2u1x +
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)
x− 3

4
x2 + r[2](t)

)}
= 0

V [S](T, x(T )) =
(
λ

[n,iS0 ]
1 + λ

[n,iS0 ]
2

)
x(T ).

Из определения вектора λ[n,iS0 ] следует, что λ
[n,iS0 ]
2 = 0. Поэтому

уравнение (38) принимает вид:

(39) V
[S]
t (t, x)+

+max
u1

{[
ax + b1u1 +

b2
2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

b2x

2

]
V [S]

x (t, x) +
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+λ
[n,iS0 ]
1

(
−u2

1 −
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)2

+

+ u1x +
(

b2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) +

x

2

)
x− x2

2
+ r[1](t)

)}
= 0,

V [S](T, x(T )) = λ
[n,iS0 ]
1 x(T )

Условие первого порядка для функции в фигурных скобках при-
нимает вид:

b1V
[S]
x (t, x)− 2λ

[n,iS0 ]
1 φ∗∗1 (t, x) + λ

[n,iS0 ]
1 x = 0.

Откуда,

(40) φ∗∗1 (t, x) =
b1

2λ
[n,iS0 ]
1

V [S]
x (t, x) +

x

2
.

Условие второго порядка зависит только от параметров свертки:

(41) −2λ
[n,iS0 ]
1 < 0,

поэтому при выполнении условия (41) стратегия (40) будет един-
ственной, на которой достигается максимум левой части уравне-
ния (39).

Подставив (40) в (39) и упростив, получим:

(42) V
[S]
t (t, x)+

+
b2
1

4λ
[n,iS0 ]
1

(
V [S]

x (t, x)
)2

+
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
xV [S]

x (t, x)+

+
b2
2

2
e

(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t)

V [S]
x (t, x)−

−λ
[n,iS0 ]
1 b2

2

2
e
2
(
a+

b1
2

+
b2
2

)
(T−t) + λ

[n,iS0 ]
1 r[1](t) = 0,

V [S](T, x(T )) = λ
[n,iS0 ]
1 x(T ).

По лемме 3 уравнение (42) имеет единственное решение, причем

(43) V [S]
x (t, x) = λ

[n,iS0 ]
1 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

.
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С учетом (43) из (40) следует:

(44) φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
.

При этом динамика (27) принимает следующий вид:

(45) ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

Рассмотрим коалицию S = {2} и вектор

λ[n,iS0 ] =
(
λ

[n,iS0 ]
1 , λ

[n,iS0 ]
2

)
,

при условии, что игрок 1 выбрал стратегию φ∗1(t, x). Повторяя
рассуждения, проведенные при рассмотрении случая S = {1},
имеем:

(46) φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
.

При этом динамика (27) принимает вид:

(47) ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x+

+

 b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2

 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

В результате получаем:
Для S = N , согласно (36), (37):

φ∗1(t, x) =
b1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

)e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,

φ∗2(t, x) =
b2

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,

ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x+
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+

 b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2

 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

Для S = {1}, согласно (44), (45):

φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,

ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

Для S = {2}, согласно (46), (47):

φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,

ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x+

+

 b2
1

(
λ

[n,iN0 ]
1 + λ

[n,iN0 ]
2

)
2
(
λ

[n,iN0 ]
1 + 2λ

[n,iN0 ]
2

) +
b2
2

2

 e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

В игре возможны три коалиции (n = 2). Поэтому возможны 23 =
8 векторов λ[n,iN0 ]. Перебирая все варианты, находим следующий
ответ.

Для S = N значение i
{1,2}
0 = 1, λ[n,i

{1,2}
0 ] = (1, 0), для S =

{1} значение i
{1}
0 = 1, λ[n,i

{1}
0 ] = (1, 0), для S = {2} значение

i
{2}
0 = 2, λ[n,i

{2}
0 ] = (0, 1). Тогда:

а) для всех экстремальных уравнений выполняются условия
второго порядка,

б)

φ∗1(t, x) = φ∗∗1 (t, x) =
b1

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,
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φ∗2(t, x) = φ∗∗2 (t, x) =
b2

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,

в) выполняются условия существования и единственности
уравнений (37), (45), (47). При этом указанные уравнения прини-
мают одинаковый вид:

(48) ẋ(t) =
(

a +
b1

2
+

b2

2

)
x +

(
b2
1

2
+

b2
2

2

)
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t)

,

x(t0) = x0.

Следовательно, для каждой коалиции S ⊆ N нашлись такие но-
мера игроков i

{1,2}
0 = 1, i

{1}
0 = 1, i

{2}
0 = 2, что максимальное

значение левой части уравнений (30), (39), а также экстремально-
го уравнения, составленного для случая S = {2}, достигается на
единственном наборе непрерывных функций:

φ∗N (t, x) = (φ∗1(t, x), φ∗2(t, x)) =

=
(

b1

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2
,
b2

2
e

{
a+

b1
2

+
b2
2

}
(T−t) +

x

2

)
.

Тогда по теореме 1 набор φ∗N (t, x) ∈ SME в игре (27)-(29), что и
требовалось найти. •
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Abstract: In this paper a special technique based on scalarization
of a vector criterion is used to construct a strong equilibrium in
a differential game. Sufficient conditions for the existence of strong
equilibrium are proved. This approach is tested on an example of
an asymmetrical differential game of two players, where the strong
equilibrium was found in the explicit form.
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