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На основе непрерывных дробей разработан алгоритм модели-
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1. Введение 

При исследовании и проектировании систем контроля, ди-
агностики, управления и обучения сложных объектов возникает 
необходимость исследования их функционирования под влия-
нием различных факторов. Особую сложность данная задача 
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приобретает при наличии воздействия на объект случайных 
факторов. При этом проведение экспериментальных и теорети-
ческих исследований объекта зачастую затруднительно ввиду 
их сложности и затратности. Поэтому особое значение и акту-
альность приобретают работы, связанные с построением, ис-
пользованием и совершенствованием моделей. Моделирование, 
являясь одним из инструментов научного познания, нашло 
широкое распространение в различных сферах жизнедеятельно-
сти. 

При решении задач имитационного моделирования часто 
возникает необходимость в формировании дискретных после-
довательностей стационарных случайных процессов с заданным 
видом корреляционной функции. Обычно в таких ситуациях 
закон распределения случайного процесса не принимается во 
внимание [3, 17, 20]. 

2. Постановка задачи 

Задача цифрового моделирования стационарного случайно-
го процесса y(t) с непрерывной корреляционной функцией Ryy(t) 
заключается в воспроизведении на ЭВМ дискретной последова-
тельности стационарного случайного процесса y(kΔt) с заданной 
корреляционной функцией, где k = 0, …, N; Δt – шаг дискрети-
зации [3, 5, 17, 20]. Таким образом, при имитации стационарно-
го случайного процесса осуществляется переход от его непре-
рывной модели в форме корреляционной функции к 
дискретной, позволяющей сформировать реализацию y(kΔt). 

Точностный анализ полученной модели случайного про-
цесса осуществляется на основе критерия цифрового моделиро-
вания [20]. В качестве критерия в данной работе будет исполь-
зоваться дисперсия расхождений между модельной 
корреляционной функцией )( tkRм

yy ∆ , рассчитанной по получен-
ной реализации y(kΔt), и истинной корреляционной функцией 
Ryy(t), взятой с шагом дискретизации Δt [20]: 
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m – число значений корреляционных функций. При этом шаг 
дискретизации выбирается из некоторого множества допусти-
мых шагов дискретизации Δt ∈ ΔT. 

Данная задача цифрового моделирования обычно сводится 
к определению характеристик формирующего фильтра (линей-
ного преобразователя) при задаваемых характеристиках входно-
го и выходного сигналов (рис. 1) [3, 7, 17, 20, 28]. Если линей-
ный динамический объект с передаточной функцией G(s) 
находится под воздействием непрерывного стационарного 
случайного сигнала x(t), имеющего корреляционную функцию 
Rхх(t), то на выходе данного объекта в установившемся режиме 
формируется непрерывный стационарный случайный сигнал y(t) 
с корреляционной функцией Ryy(t) [17]. Связь между случайны-
ми процессами x(t) и y(t) выражается через передаточную функ-
цию G(s) формирующего фильтра [5, 17].  

 
Рис. 1. Формирующий фильтр 

Известно, что спектральная плотность выходного сигнала 
Sуу(ω) формирующего фильтра определяется в соответствии с 
выражением [1, 3, 17, 20, 28] 
(2) )()()( 2 ωωω xxyy SjGS = , 
где Sxx(ω) – спектральная плотность входного сигнала; 

2)( ωjG  – квадрат модуля амплитудно-фазовой частотной 
характеристики системы с непрерывной передаточной функци-
ей (НПФ) G(s). 
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В качестве входного сигнала обычно используют белый 
шум – стационарный случайный процесс с корреляционной 
функцией Rхх(t) = δ(t). Если входное воздействие объекта – 
белый шум, то спектральная плотность реакции в установив-
шемся режиме имеет вид [17, 21] 

(3) 2)(1)( ω
π

ω jGS yy = . 

На основе (3) определяется НПФ G(s) формирующего фильтра 
[5, 17]: 
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где m, n – целые положительные числа (m ≤ n); Аm, …, А0, 
Вn, …, В0 – постоянные коэффициенты; X(s), Y(s) – преобразова-
ние Лапласа входного и выходного сигналов соответственно.  

Основная задача цифрового моделирования реакции y(t) 
формирующего фильтра заключается в переходе от НПФ G(s) к 
дробно-рациональному выражению дискретной передаточной 
(ДПФ) G(z, Δt): 
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где Y(z, Δt), X(z, Δt) – z-преобразования числовых последова-
тельностей значений случайных входного и выходного процес-
сов; am, …, a0, bn, …, b1 – постоянные коэффициенты.  

При переходе от G(s) к G(z, Δt) особо актуальной является 
проблема установления взаимно однозначного соответствия 
между непрерывной и дискретной моделями. Данная проблема в 
литературе остается малоисследованной, хотя именно взаимно 
однозначное соответствие позволяет получать достоверные 
результаты цифрового моделирования.  

Как видно из (5), для получения G(z, Δt) необходимо задать 
шаг дискретизации Δt. Теоретическое обоснование выбора шага 
дискретизации и исследование его влияния на взаимно одно-
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значное соответствие между непрерывной и дискретной моде-
лями являются важными вопросами цифрового моделирования. 

Ниже будет приведен обзор существующих методов циф-
рового моделирования стационарных случайных процессов, т. е. 
алгоритмов перехода от непрерывной модели формирующего 
фильтра к его дискретному представлению. 

3. Обзор методов цифрового моделирования 
стационарных случайных процессов с заданной 
корреляционной функцией 

Для осуществления перехода от непрерывной модели кор-
реляционной функции Ryy(t) к дискретной реализации стацио-
нарного случайного процесса y(kΔt) используется ряд алгорит-
мов. Численные методы дают методические ошибки при 
получении реализаций случайных процессов, величина которых 
определяется выбранным шагом интегрирования [28, 30], по-
этому в данной работе они рассматриваться не будут. 

Одним из способов моделирования является метод сколь-
зящего суммирования [3, 7, 20, 28], в котором представление 
оператора линейного преобразования формирующего фильтра 
осуществляется в виде скользящей суммы с весовыми коэффи-
циентами ak 
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Существует ряд способов определения ak на основе значений 
корреляционной функции выходного сигнала, например, с 
помощью решения нелинейной системы уравнений [3, 20], 
разложения в ряд Фурье [3], дискретизации интеграла свертки 
[28], метода факторизации [3] и т.д. Помимо трудностей, возни-
кающих при нахождении коэффициентов ak, данный метод 
имеет методическую погрешность ввиду ограниченности коли-
чества членов ряда N. 

Более быстродействующим методом моделирования явля-
ется рекуррентный алгоритм авторегрессии – скользящего 
среднего [7, 17, 20, 28]: 
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где ai, bi – коэффициенты модели авторегрессии со скользящим 
средним; m и n – целые положительные числа (m ≤ n). Данный 
метод не имеет методической погрешности [3, 5], а параметры 
моделирующего алгоритма выражаются в явном виде через 
параметры корреляционной функции. Однако существующие 
методы дискретизации, факторизации и т.п., основанные на 
применении (7) [3, 5, 18], наиболее эффективны, когда корреля-
ционная функция моделируемого процесса имеет невысокий 
порядок. В этих случаях алгоритмы просты и не имеют методи-
ческой погрешности [3, 5], а их параметры ai, bi выражаются в 
явном виде через параметры корреляционной функции. Если 
вид корреляционной функции усложняется (например, у НПФ 
формирующего фильтра есть кратные полюса), то рекуррентные 
алгоритмы становятся приближенными [3, 5]. 

Методы моделирования с использованием канонических и 
неканонических представлений [28] основаны на представлении 
модели случайного процесса в виде детерминированной функ-
ции случайных величин. Канонические представления имеют 
вид: 

(8) ∑
∞

=
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1
)()(

k
kk tvty ϕ , 

где vk – некоррелированные величины; φk – детерминированные 
функции, определяемые по корреляционной теории случайных 
процессов с помощью известных алгоритмов. Однако при моде-
лировании данным методом в разложениях учитывается конеч-
ное число членов, поэтому метод имеет методическую ошибку, 
зависящую от этого числа. 

В неканонических представлениях модель процесса задает-
ся в виде нелинейной функции от конечного числа случайных 
величин. Неканонические представления не обладают асимпто-
тическим свойством, т. е. оценка корреляционной функции по N 
измерениям не стремится к истинной корреляционной функции 
с ростом N [28]. 
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Другой подход к моделированию стационарных случайных 
процессов основан на том, что переменные преобразования 
Лапласа в НПФ G(s) (4) и z-преобразования в ДПФ G(z, Δt) (5) 
связаны соотношением z = esΔt [3, 17, 24, 25]. Нелинейность 
этого преобразования обусловила многочисленные попытки его 
приближения при переходе от аналоговых представлений к 
дискретным. Для осуществления перехода от НПФ к ДПФ 
используются дробно-рациональные приближения, в частности, 
прямые и обратные разности Эйлера, билинейное преобразова-
ние и их многочисленные модификации [10, 21, 25]. Однако 
данные аппроксимации преобразования z = esΔt не обладают 
свойствами первоначального преобразования, которые связаны 
с понятиями многозначности, периодичности, однолистности и 
т. п. [10, 21, 30]. 

С другой стороны, преобразование z = esΔt в полной мере 
отвечает требованиям взаимно однозначного соответствия при 
отображении непрерывного пространства в дискретное [21]: 

1) для сохранения селективных свойств непрерывной систе-
мы необходимо, чтобы ось iy из s-плоскости отображалась в 
единичную окружность на z-плоскости; 

2) для того чтобы устойчивая непрерывная система перехо-
дила в устойчивую дискретную систему, необходимо, чтобы 
точки из левой полуплоскости s-плоскости (x < 0) отображались 
вовнутрь единичной окружности в z-плоскости (|z| < 1). 

Таким образом, использование непосредственно z-
преобразования является более совершенным и рациональным 
подходом к построению цифровых моделей. 

Например, в [5, 17] разработан достаточно эффективный 
метод моделирования случайных процессов на основе z-
преобразования z = esΔt, который является точным при простом 
виде НПФ формирующего объекта (знаменатель НПФ – поли-
ном не выше 2-й степени). Если же выражение НПФ сложное, 
то авторы предлагают осуществить переход к дискретной моде-
ли при помощи билинейного преобразования  

(9) 
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Как уже было отмечено ранее, подстановочные методы не 
обладают необходимой точностью моделирования и не позво-
ляют устанавливать взаимно однозначное соответствие между 
непрерывной и дискретной моделями. В [5] авторы приводят 
пример моделирования стационарного случайного процесса со 
спектральной плотностью  

 
)54(

2)( 42 ωωπ
ω

++
=yуS .  

При использовании z-преобразования (шаг дискретизации равен 
0,1) модель случайного процесса на выходе формирующего 
фильтра имеет вид: 
 )2(741,0)1(7235,1)1(1218,0)( −−−+−=∆ kykykxtky . 
Билинейное преобразование искажает структуру модели, и 
конечно-разностное уравнение принимает другой вид: 

 
).2(741,0)1(7235,1

)2(003,0)1(006,0)(003,0)(
−−−+

+−+−+=∆
kyky

kxkxkхtky
 

Таким образом, существующие методы цифрового модели-
рования стационарных случайных процессов обладают рядом 
недостатков: отсутствие взаимно однозначного соответствия 
между непрерывной и получаемой дискретной моделями, нали-
чие погрешности моделирования, ориентация на фиксирован-
ный шаг дискретизации, выбор которого теоретически не обос-
нован и не обеспечивает взаимно однозначного соответствия 
между непрерывной и дискретной моделями стационарного 
случайного процесса. 

Задачей данной статьи является разработка и исследование 
способа взаимно однозначного перехода от непрерывной к 
точной дискретной модели в форме ДПФ, причем предлагае-
мый способ должен восстанавливать как порядок, так и значе-
ния параметров дробно-рационального выражения для дискрет-
ной модели формирующего объекта. Под отношением R «быть 
точной цифровой моделью объекта» понимается взаимно одно-
значное соответствие M1RM2 (M1 – объект моделирования, M2 – 
его цифровая модель), обладающее свойством эквивалентности 
и сохраняющее динамические свойства объекта [15]. 
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4. Использование теории непрерывных дробей  
при цифровом моделировании  
стационарных случайных процессов 

Любой непрерывный стационарный процесс с корреляци-
онной функцией Ryy(t) и спектральной плотностью  

(10) ∫
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ω τω deRS j
yyyy )(1)( ,  

которая является дробно-рациональной функцией от круговой 
частоты ω, можно рассматривать как реакцию непрерывного 
стохастического линейного динамического объекта (далее по 
тексту – формирующего объекта) в установившемся режиме на 
входное воздействие x(t) в форме белого шума [17]. Известно, 
что НПФ такого объекта будет иметь вид [12, 17] 
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где Rxx(s), Rxу(s) – преобразование Лапласа корреляционной 
функции входного сигнала и взаимной корреляционной функ-
ции входного и выходного сигналов соответственно.  

Если x(t) – белый шум с корреляционной функцией вида 

(12) )()( ttRxx δ=
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то выражение (11) упрощается: 
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. 

Используя основное определение (11) и введя z-
преобразование z = esΔt, можно оценить ДПФ формирующего 
объекта [11]: 
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...)(...)()0(
...)(...)()0(

  1

1

+∆++∆+

+∆++∆+
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n
xxxxxx

n
xyxyxy

ztnRztnRR
ztnRztRR

, 

где Rxy(z, Δt), Rxx(z, Δt) – z-преобразования взаимной корреляци-
онной функции вход-выходного сигналов и корреляционной 
функции входного сигнала соответственно. 

Для определения z-преобразования δ-функции введена спе-
циальная функция, называемая функцией единичного отсчета, 
которая определяется следующим образом [24]: 

(15) 
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Таким образом, z-преобразование функции единичного отсчета 
равно 1. Тогда выражение (14) приобретает вид 
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Модель ДПФ формирующего объекта в форме дробно-
рационального выражения имеет вид: 
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где Pm(z), Qn(z) – полиномы от комплексной переменной z-
преобразования; m, n – целые положительные числа – порядки 
этих полиномов. 

Известно также другое определение ДПФ [6, 12] в виде 
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где X(z, Δt), Y(z, Δt) – z-преобразования числовых последова-
тельностей значений случайного входного {x(n∆t)} ∞

=0n  и слу-
чайного выходного { }∞

=∆ 0)( ntny  сигналов. 
Благодаря операторным свойствам z-преобразования дис-

кретную модель формирующего объекта можно представить как 
в форме стохастического разностного уравнения 

(19) ∑∑
==

∆−−∆−=∆
n

i
i

m

i
i tikybtikxatky

10
))(())(()( , 

относящегося к классу процессов авторегрессии со скользящим 
средним, так и в форме детерминированного разностного 
уравнения  

(20) ∑∑
==

∆−−∆−=∆
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i
yxi
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i
xxiyx tikRbtikRatkR

10
))(())(()( . 

Выражение (19), полученное на основе корреляционной 
функции Ryy(t), позволяет осуществить цифровое моделирование 
случайного процесса y(t), являющегося откликом формирующе-
го объекта на воздействие x(t) в виде белого шума с математи-
ческим ожиданием Mx = 0 и дисперсией 2

xxD σ= . Таким обра-
зом, для получения конечно-разностного уравнения (19) 
необходимо найти ДПФ формирующего объекта G(z, Δt). В 
качестве аппарата для нахождения G(z, Δt), т. е. структурно-
параметрической идентификации (SP-идентификации) форми-
рующего объекта [11–13], будем использовать теорию непре-
рывных дробей [11]. 

Все имеющиеся способы разложения в непрерывную дробь 
основаны на представлении аналитической функции в виде 
степенного ряда либо отношения степенных рядов [11]. Поэто-
му определение (14) ДПФ как отношения двух степенных рядов 
от переменной z-преобразования, а также свойства непрерыв-
ных дробей приводят к возможности их применения для ап-
проксимации ДПФ линейного стохастического объекта. 

На основе заданной корреляционной функции Ryy(t) ста-
ционарного случайного процесса y(t) осуществляется переход к 
НПФ формирующего объекта [5, 17]. Полученная таким обра-
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зом НПФ будет полностью совпадать с Rxy(s) – преобразованием 
Лапласа взаимной корреляционной функции вход-выходного 
сигналов формирующего объекта. Взяв обратное преобразова-
ние Лапласа от G(s), получим весовую функцию h(t) форми-
рующего объекта. 

Наиболее приемлемым и простым способом перехода к не-
прерывной дроби является модифицированный алгоритм 
В. Висковатова [10]. 

Зададим шаг дискретизации Δt. Будем считать, что h(0) ≠ 0. 
На основании (16) определяется идентифицирующая матрица:  
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в которой (–1)-строка представляет собой импульсную функцию 
[24], (0)-строка содержит значения весовой функции h(nΔt) 
формирующего объекта в моменты времени { }Ntn 0∆ . (–1)- и (0)-
строки являются начальными условиями при построении мат-
рицы, а элементы αm(nΔt) последовательно определяются с 
помощью соотношения [13]: 
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где )()(1 tntn ∆=∆− δα ; )()(0 tnhtn ∆=∆α ; m = 1, 2, 3, ..., а 
n = 0, 1, 2, ... Тогда элементы первого столбца матрицы (21) 
порождают частные числители правильной C-дроби [9, 11], что 
и позволяет получить ДПФ формирующего объекта: 
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При аппроксимации дробно-рациональных функций конеч-
ного порядка частные числители в (23) обладают тенденцией 
уменьшения их величины. В модифицированном алгоритме 
В. Висковатова при аппроксимации дробно-рациональной 
функции конечного порядка в матрице (21) наблюдается появ-
ление нулевой строки, номер которой позволяет идентифициро-
вать порядок функции. 

Если в некоторой i-й строке (i = 0, 1, 2, ...) матрицы (21) ко-
нечное число ki первых элементов равны 0, а последующие 
элементы отличны от нуля, то необходимо осуществить сдвиг 
влево на ki элементов до появления в нулевом столбце ненуле-
вого элемента и далее продолжить определение других элемен-
тов матрицы (21) по правилу (22). Для i-й строки при восстанов-
лении правильной C-дроби (23) элемент αi(0) умножается на 

ikz− . В этом случае от правильной C-дроби (23) переходим к 
обобщенной C-дроби [11] следующего вида: 

(24) . 
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Свернув непрерывную дробь вида (23), получим ДПФ фор-
мирующего объекта и далее перейдем к дискретной модели 
случайного процесса вида (19).  

Для того чтобы смоделировать случайный процесс на осно-
ве (19) с дисперсией, равной Dy = Ryy(0), необходимо рассчитать 
дисперсию 2

xxD σ=  белого шума x(t). Поскольку Mx = My = 0, то 
для определения Dх можно воспользоваться равенством, полу-
ченным на основе (19): 

(25) 
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Проведя несложные преобразования в (25), возможно получить 
формулу связи Dy и Dх через коэффициенты полученной модели. 

Важным вопросом при цифровом моделировании случай-
ных процессов на основе (19) является определение такого 
значения kуст, начиная с которого случайный процесс y(kΔt) 
можно считать стационарным, а режим воспроизведения – 
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установившемся. Поэтому необходимо отбросить искаженный 
участок моделируемого процесса y(kΔt) [3], где  
k = 0, …, (kуст – 1).  

Если модель формирующего объекта устойчива, то весовая 
функция с ростом k стремится к нулю. Для определения време-
ни переходного процесса в литературе используют различные 
методы, например, в [17] его определяют через корни характе-
ристического уравнения цифровой модели и используя лога-
рифмические частотные характеристики.  

В данной работе временем переходного процесса kуст будем 
считать тот интервал, по истечении которого значения весовой 
функции не превысят заданное малое значение Δ [18, 26] 

∆≤)(kh . 
Обычно выбирают Δ = 0,05. 

Пример 1. При исследовании различных технических сис-
тем (например, промышленных электроустановок и следящих 
систем [28]) возникают случайные процессы с корреляционной 
функцией вида  
(26) t

yy etR −=)( .  
Требуется осуществить цифровое моделирование случайного 
процесса y(t) с корреляционной функцией (26). 

На основе корреляционной функции (26) определяем спек-
тральную плотность [17]. Далее согласно (3) находится выраже-
ние для квадрата амплитудно-фазовой частотной характеристи-
ки формирующего объекта 

 
1

2)( 2
2

+
=

ω
ωjG . 

По корням числителя и знаменателя, а также их коэффици-
ентам [17] определяем НПФ формирующего объекта 

(27) 
1

2)(
+

=
s

sG . 

Используя обратное преобразование Лапласа, находим весовую 
функцию формирующего объекта, равную 
(28) teth −= 2)( . 
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Возьмем Δt = 1, тогда идентифицирующая матрица в моди-
фицированном алгоритме В. Висковатова примет вид: 

 



















−−−−−
000

0183,00498,01353,03679,0
...0259,00704,01914,05203,04142,1
...00001

. 

Последняя строка матрицы содержит нулевые элементы, следо-
вательно, производим останов вычислительной процедуры. 
Тогда ДПФ формирующего объекта аппроксимируется элемен-
тами первого столбца полученной матрицы, порождающими 
конечную правильную С-дробь: 

(29) 13679,01
4142,1)( −−

=
z

zG . 

ДПФ приводит к дискретной математической модели слу-
чайного процесса вида (19): 
(30) ))1((3679,0)(4142,1)( tkytkxtky ∆−+∆=∆ . 

 
Рис. 2. График процесса y(kΔt) (30) 

Определим длительность переходного процесса. Значение 
весовой функции h(4) = 0,0259, следовательно, kуст = 4.  

Рассчитаем дисперсию, с которой необходимо моделиро-
вать белый шум x(t) с учетом того, что дисперсия моделируемо-
го процесса Dy = Ryy(0) = 1. Тогда 
 ))1((3679,0))((4142,1))(( 22222 −+= kyMkxMkyM , 
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 yxy DDD 22 3679,04142,1 += , 
откуда Dх = 0,4323. График процесса y(kΔt) (k = 0, …, 900 + kуст) 
приведен на рис. 2.  

Отбросим переходный процесс и построим корреляцион-
ную функцию смоделированного процесса y(kΔt) по формуле 
[1, 22]: 

(31) ∑
−
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∆+∆
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=∆
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i

м
yy tkiytiy

kN
tkR

1
))(()(1)( , 

где N = 900. Графики истинной корреляционной функции (26) и 
модельной )(м tkRyy ∆  приведены на рис. 3. Дисперсия расхожде-
ний (1) De = 0,0002, т.е. сравнение истинных и модельных зна-
чений корреляционных функций позволяет сделать вывод о 
высокой точности цифрового моделирования. 
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Рис. 3. Графики корреляционных функций к Примеру 1 

5. Выбор шага дискретизации при цифровом 
моделировании стационарных случайных 
процессов  

При разработке методов моделирования постоянно подчер-
кивается значимость величины шага дискретизации моделируе-
мого случайного процесса, однако не приводится конкретных 
правил по его выбору. Авторы обычно ограничиваются реко-
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мендациями о его задании на основе сравнения с интервалом 
корреляции случайного процесса (шаг дискретизации должен 
быть значительно меньше интервала корреляции) [17]. В [20] 
авторы дополнительно устанавливают зависимость между 
погрешностью восстановления корреляционной функции и 
величиной Δt, объемом выборки и числом модельных экспери-
ментов. Помимо этого для определения шага дискретизации 
предлагается анализировать составляющие корреляционной 
функции на предмет выявления ее характерных особенностей 
[17, 20] либо строго зафиксировать шаг дискретизации для 
каждого конкретного вида корреляционной функции случайно-
го процесса [20]. Последнее предложение не всегда может 
удовлетворять условию практической задачи или совпадать с 
ней, что ограничивает область физической применимости дан-
ного метода. Кроме того, большинство методов дает хорошие 
результаты моделирования только лишь при малых шагах дис-
кретизации (Δt → 0). 

Исследуем возможности выбора величины шага дискрети-
зации при цифровом моделировании случайных процессов, а 
также определим, какое влияние он оказывает на восстановле-
ние ДПФ. 

Рассмотрим с единых позиций влияние величины шага дис-
кретизации Δt на взаимно однозначное соответствие между 
НПФ и ДПФ. Начало таких исследований заложено в трудах 
[10, 30]. Следует отметить, что при переходе от НПФ к ДПФ 
трудна формализация определения дополнительных нулей и 
полюсов, появляющихся в ДПФ объекта. 

Как уже говорилось ранее, наиболее распространенным пе-
реходом от НПФ к ДПФ является преобразование z = esΔt  
s-плоскости в z-плоскость. Оно отвечает требованиям взаимно 
однозначного соответствия при отображении непрерывного 
пространства в дискретное. Такое преобразование представляет 
собой периодическую функцию, которая отображает основную 

полосу 







∆∆
−

t
i

t
i ππ ,  на всю z-плоскость с разрезом вдоль 

отрицательной вещественной полуоси (рис. 4). 
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Рис. 4. Отображение s- и z-плоскостей 

Все дополнительные полосы отображаются в аналогичную 
z-плоскость, и для взаимной однозначности необходимо в  
z-плоскости рассматривать многолистную (риманову) поверх-
ность, для которой «склеивание» отдельных листов осуществля-
ется вдоль линии разрезов. При отображении основной полосы 
s-плоскости в z-плоскость отметим следующее: интервал 









∆∆
−

t
i

t
i ππ ,  в s-плоскости отображается в единичную окруж-

ность EDABC; прямые 
t

iy
∆

±=
π  отображаются на разрез  

(–∞, 0] вещественной оси z-плоскости; точки s с положительной 
вещественной частью, принадлежащие основной полосе, – во 
внешность единичного круга z-плоскости, а точки s с отрица-
тельной вещественной частью, принадлежащие основной поло-
се, – во внутренность единичного круга в z-плоскости (это 
обуславливает устойчивость линейных динамических объектов).  

Наличие разреза нарушает взаимно однозначное соответст-
вие полуполосы s-плоскости и круга единичного радиуса  
z-плоскости, так как при обратном к z = esΔt логарифмическом 
отображении в s-плоскость [10] 
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(33) z
t

iz
t

s arg1ln1
∆

+
∆

=  

одной точке на этом разрезе соответствуют две точки на грани-
це указанной полосы, так как arg z = –arg z [16]. 

Поскольку многие свойства преобразования z = esΔt опреде-
ляются шагом дискретизации и его изменениями, рассмотрим 
несколько случаев выбора шага Δt. 

Случай 1. 
Предположим, что Δt выбран таким образом, что нули и 

полюса объекта не попали в основную полосу  

 







∆
<<

∆
−

t
iy

t
i ππ .  

В таком случае структура дискретной модели соответствует 
непрерывной, однако параметры модели, определяемые через 
нули и полюса формирующего объекта, будут соответствовать 
их проекциям в основную полосу [10]. Таким образом, происхо-
дит параметрическое искажение модели. 

Для получения точной цифровой модели формирующего 
объекта необходимо уменьшить шаг дискретизации Δt до такого 
значения, при котором нули и полюса объекта попадут в основ-
ную полосу, причем дальнейшее уменьшение Δt не будет влиять 
на расположение нулей и полюсов, – они будут оставаться на 
своих местах. 

Случай 2. 
Шаг дискретизации Δt выбран так, что нули и полюса по-

лученной ДПФ попали на границу основной полосы. При таком 
шаге дискретизации ни структура, ни параметры модели не 
будут определены верно [12]. Происходит структурно-
параметрическая подмена модели (рис. 5). 
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Рис. 5. Изменение структуры корреляционной функции при 

увеличении шага дискретизации 

Согласно достаточному условию структурно-
параметрической идентифицируемости [10], взаимно одно-
значное соответствие между непрерывной и дискретной моде-
лями объекта возможно установить только при уменьшении 
шага Δt и только для тех Δt, при которых основная полоса в s-
плоскости покрывает истинные нули и полюса объекта. Так, 
если кроме действительных нулей и полюсов существуют пары 
комплексно-сопряженных нулей и полюсов НПФ, то макси-
мальный шаг дискретизации, при котором выполняется условие 
структурно-параметрической идентифицируемости, выбирается 
из следующего соотношения [30]: 
(34) π    )...,,,...,,(Immax 11 <⋅∆ п

n
пн

m
н ssss

i
t . 

Случай 3. 
Выбор шага дискретизации Δt соответствует случаю попа-

дания нулей и полюсов в основную полосу 
( )/ /i t y i tπ π− ∆ < < ∆ . Структурно-параметрическое соответст-
вие между ДПФ и НПФ установлено, и при дальнейшем умень-
шении Δt ширина основной полосы увеличивается, однако нули 
и полюса в s-плоскости остаются на прежних местах [10]; при 
этом соответствующие образы нулей и полюсов в z-плоскости 
продолжают перемещаться внутри единичного круга, стремясь к 
точке (1, 0) (рис. 6). 
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Рис. 6. Траетории движения нулей и полюсов в z-плоскости  

при уменьшении Δt 

Случай 4. 
Шаг дискретизации Δt → 0. При этом отсчеты корреляци-

онной функции отражают лишь ее начало, на котором ярко не 
выражены ее особенности. Как показано на рис. 6, все нули и 
полюса объекта в z-плоскости при Δt → 0 стремятся к точке 
(1, 0), т.е. попадают в ε-окрестность точки (1, 0) и становятся 
неразличимы с некоторой заданной погрешностью ε (порог 
неразличимости). 

Задав некоторую ε-окрестность точки (1, 0), можно оценить 
шаг дискретизации Δtкр, при котором все нули и полюса объекта 
в z-плоскости становятся неразличимы с заданной погрешно-
стью ε: 

(35) 
( )

maxs
t ε+

<∆
1ln    кр , 

где через smax обозначен нуль или полюс НПФ, который соот-
ветствует нулю или полюсу ДПФ, максимально удаленному от 
точки (1, 0) z-плоскости. 

При цифровом моделировании стационарных случайных 
процессов необходимо также учитывать условие 
(36) коркр τ<∆<∆ tt , 
где τкор – интервал корреляции процесса. При невыполнении 
условия (Δt > τкор) измерения процесса становятся некоррелиро-
ванными и получить дискретную модель формирующего объек-
та невозможно. Согласно [4, 22], на практике интервал корреля-
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ции определяют как такое значение аргумента нормированной 
корреляционной функции  
 ( ) ( ) / (0)уу уу ууr R Rτ τ= , 
начиная с которого выполняется соотношение 
(37) 05,0)( ≤τууr  для всех корττ ≥ . 

Таким образом, на начальном этапе цифрового моделиро-
вания необходимо выбирать ∆t следующим образом.  

На основе НПФ определяются все нули и полюса форми-
рующего объекта. Свойства z-преобразования позволяют сразу 
определить величину шага дискретизации, при котором дис-
кретная модель будет соответствовать непрерывной. Если среди 
нулей и полюсов есть комплексно-сопряженные, то необходимо 
выбрать шаг дискретизации исходя из условия структурно-
параметрической идентифицируемости.  

Если у НПФ нет комплексно сопряженных полюсов и ну-
лей, то шаг дискретизации можно варьировать до тех пор, пока 
не будет достигнута требуемая точность моделирования. С 
одной стороны, это означает, что прообразы дискретных полю-
сов (нулей) формирующего объекта совпадут с требуемой точ-
ностью с истинными значениями полюсов (нулей) НПФ. А с 
другой стороны, корреляционная функция смоделированного 
процесса должна совпадать с истинной корреляционной функ-
цией с заданной погрешностью. 

Если при выбранном ∆t в ДПФ появляется полюса или ну-
ли, попадающие на разрез (–∞, 0) вещественной оси  
z-плоскости, то в НПФ соответствующие им конечные полюса 
(нули) отсутствют [30].  

Таким образом, метод цифрового моделирования должен 
при фиксированном шаге дискретизации ∆t восстанавливать все 
нули и полюса дискретной модели, включая и возникающие на 
разрезе [30]. Этот эффект отсутствует при моделировании под-
становочными методами – прямыми и обратными разностями 
Эйлера и с помощью билинейного преобразования. Причем для 
динамического объекта существует множество значений 
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∆t ∈ ΔT, при которых осуществляется эквивалентность дискрет-
ных моделей, сохраняющая его динамические свойства. 

Пример 2. В Примере 1 был выбран шаг дискретизации 
∆t = 1. Оценим интервал корреляции случайного процесса. 
Поскольку нормированная корреляционная функция полностью 
совпадает с (26), Ryy(3) ≈ 0,05, то τкор = 3. Выбранный шаг удов-
летворяет условию Δt < τкор. Кроме того, ∆t = 1 соответствует 
Случаю 3 выбора шага дискретизации, следовательно, он может 
быть использован при цифровом моделировании.  

Определим значение истинного полюса НПФ (27): sп = –1. 
ДПФ (29) имеет полюс zп = 0,3679, который, согласно (33), 
соответствует полюсу НПФ sп = –1, совпадающему с полюсом 
истинной НПФ (27). Абсолютная ошибка восстановления не-
прерывного полюса равна нулю. 

Проведем аналогичные расчеты цифрового моделирования 
случайного процесса y(t) с корреляционной функцией (26) с 
другим шагом ∆t = 2. Выбранный шаг удовлетворяет условию 
Δt < τкор и соответствует Случаю 3. 

Идентифицирующая матрица примет вид: 

 



















−−−
00

0024,00183,01353,0
...0035,00259,01913,04142,1
...0001

. 

ДПФ формирующего объекта аппроксимируется элемента-
ми первого столбца матрицы, порождающими конечную пра-
вильную С-дробь: 

(38) ( ) 11353,01
4142,1t, −−

=∆
z

zG . 

ДПФ (38) имеет полюс zп = 0,1353, который соответствует 
полюсу НПФ sп = –1, полностью совпадающему с полюсом 
истинной НПФ (27).  

Дискретная математическая модель случайного процесса 
имеет вид: 
(39) ))1((1353,0)(4142,1)( tkytkxtky ∆−+∆=∆ . 
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Значение весовой функции h(2) = 0,0259, следовательно 
kуст = 2 определяет время переходного процесса.  

Аналогично Примеру 1 рассчитаем дисперсию, с которой 
необходимо моделировать белый шум x(t). Тогда 

 
( )

4908,0
4142,1

1353,01
2

2

=
−

= y
x

D
D . 

Смоделируем случайный процесс y(k∆t), k = 0, …, 900 + kуст, 
отбросим переходный процесс и построим корреляционную 
функцию смоделированного процесса y(k∆t) по формуле (31). 
Графики истинной корреляционной функции (26) и модельной 

)(м tkRyy ∆  приведены на рис. 7.  
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Рис. 7. Графики корреляционных функций к Примеру 2 (∆t = 2) 

Дисперсия расхождений (1) De = 0,0002, т.е. сравнение ис-
тинных и модельных значений корреляционных функций по-
зволяет сделать вывод о высокой точности цифрового модели-
рования. 

Необходимо отметить, что в [20] для цифрового моделиро-
вания случайного процесса с корреляционной функцией (26) 
шаг дискретизации однозначно зафиксирован и равен ∆t = 0,4. 
Это ограничение связано с точностью моделирования. При 
цифровом моделировании на основе непрерывных дробей шаг 
дискретизации возможно варьировать в описанных ранее преде-
лах. 
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Получим цифровую модель случайного процесса y(t) с кор-
реляционной функцией (26) и шагом ∆t = 0,4. Выбранный шаг 
удовлетворяет условию Δt < τкор и соответствует Случаю 3. 

Идентифицирующая матрица примет вид: 

 



















−−−
00

3012,04493,06703,0
...4259,06354,09480,04142,1
...0001

. 

ДПФ формирующего объекта 

(40) ( ) 16703,01
4142,1, −−

=∆
z

tzG . 

Полюс ДПФ zп = 0,6703 соответствует полюсу НПФ sп = –1, 
полностью совпадающему с полюсом истинной НПФ (27). 
Тогда дискретная математическая модель случайного процесса 
имеет вид: 
(41) ))1((6703,0)(4142,1)( tkytkxtky ∆−+∆=∆ . 

Значение весовой функции h(9) = 0,0386. Можно принять 
kуст = 10.  

Дисперсия белого шума x(t) на входе равна 

 2753,0
4142,1

)6703,01(
2

2

=
−

= y
x

D
D . 

После моделирования y(k∆t) произведем сравнение истин-
ной корреляционной функции (26) и модельной )( tkRм

yy ∆  (таб-
лица 1).  

Таблица 1. Значения истинной корреляционной функции (26) и 
модельной ( )tkRмyy ∆  к Примеру 2 (∆t = 0,4) 
Моменты 
времени k 0 1 2 3 4 5 

Ryy(k∆t) 1 0,6703
 

0,4493
 

0,3012
 

0,2019
 

0,1353
 

)( tkRм
yy ∆  1,0019 0,6756

 
0,4569

 
0,3225

 
0,2130

 
0,1517
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Дисперсия расхождений (1) De = 0,0002. Сравнение истин-
ных и модельных значений корреляционной функции позволяет 
сделать вывод о получении точной дискретной модели случай-
ного процесса (с точностью до вычислительных погрешностей). 

В [20] модель аналогичного случайного процесса с корре-
ляционной функцией (26) была получена аппроксимацией на 
основе аналитического метода Ньютона с шагом дискретизации 
Δt = 0,4, при этом погрешность расхождения De = 0,0009, объем 
выборки который потребовался, равен 1000 значений y(kΔt). 

Таким образом, приведенные расчеты дискретной модели 
случайного процесса с корреляционной функцией (26) с различ-
ными шагами дискретизации подтверждают эффективность 
предлагаемого метода моделирования. 

6. Исследование работоспособности алгоритма 
цифрового моделирования стационарных 
случайных процессов на основе непрерывных 
дробей 

Проведенные выше исследования позволили сформулиро-
вать алгоритм цифрового моделирования стационарных случай-
ных процессов с заданной корреляционной функцией. Приведем 
последовательность шагов алгоритма, которые необходимо 
сделать, чтобы получить точную цифровую модель случайного 
процесса. 

1. Задание корреляционной функции Ryy(t) моделируемого 
случайного процесса. 

2. Определение НПФ формирующего стохастического объ-
екта G(s), ее нулей и полюсов. 

3. Нахождение весовой функции h(t) формирующего стохас-
тического объекта как обратного преобразования Лапласа от 
G(s). 

4. Оценка интервала корреляции согласно (37). 
5. Задание шага дискретизации ∆t, удовлетворяющего усло-

вию SP-идентифицируемости (34) и неравенству (36). 
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6. Построение идентифицирующей матрицы В. Висковатова 
(21), получение ДПФ формирующего объекта G(z, ∆t). 

7. Нахождение нулей и полюсов G(z, ∆t), а также определе-
ние соответствующих им нулей и полюсов в s-плоскости. Срав-
нение полученных результатов с истинными нулями и полюса-
ми НПФ формирующего стохастического объекта G(s), 
полученными в п. 1 (1-й критерий определения точности моде-
лирования). 

8. Расчет дисперсии Dx входного белого шума с использова-
нием (25). 

9. Моделирование стационарного случайного процесса на 
основе полученного конечно-разностного уравнения вида (19). 

10. Отсечение переходного процесса на основе определения 
времени переходного процесса kуст . 

11. Расчет модельной корреляционной функции согласно 
(31). 

12. Определение точности моделирования на основе диспер-
сии расхождений (1). (2-й критерий определения точности 
моделирования). 

Далее будут проведены исследования данного алгоритма 
моделирования на стационарных случайных процессах с раз-
личными корреляционными функциями, часто встречающимися 
в практических приложениях. 

Пример 3. Требуется осуществить цифровое моделирова-
ние случайного процесса с корреляционной функцией вида 
[3, 20]  
(42) )1()( tetR t

yy += − , 
имеющего спектральную плотность  

(43) 22 )1(
4)(
+

=
ωπ

ωyyS . 

Найдем НПФ формирующего объекта 

(44) 2)1(
2)(
+

=
s

sG , 
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определив предварительно квадрат амплитудно-фазовой частот-
ной характеристики. Тогда весовая функция формирующего 
объекта равна (рис. 8) 
(45) tetth −= 2)( . 

Далее необходимо задать шаг дискретизации. Оценим ин-
тервал корреляции случайного процесса. Нормированная корре-
ляционная функция совпадает с (42), Ryy(4,8) ≈ 0,048. Тогда 
τкор = 4,8. У НПФ нет комплексно сопряженных полюсов и 
нулей, поэтому согласно Случаю 3 выбора шага дискретизации 
зададим Δt = 0,9.  
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Рис. 8. Весовая функция (45) 

Идентифицирующая матрица В. Висковатова примет вид: 
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−−−−

−
−−−−−−

00
1008,01653,02033,0

0546,01008,01653,02033,0
0666,01366,02688,04959,08131,0

...0488,01000,01967,03629,05951,07318,0

...000001

. 

4-я строка матрицы содержит нулевые элементы. Элементы 
первого столбца матрицы определяют конечную правильную  
С-дробь  
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1

1

1

2033,01
2033,01

8131,01

7318,0),(

−
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z
z

z
tzG . 

Определим ДПФ формирующего объекта  

(46) 21

1

1653,08131,01
7318,0),( −−

−

+−
=∆

zz
ztzG . 

ДПФ (46) имеет полюса 4066,0п
2,1 =z , которые согласно (33), 

соответствует полюсам НПФ п
2,1s  = –1, совпадающим с полюса-

ми истинной НПФ (44). 
ДПФ (46) приводит к дискретной математической модели 

случайного процесса вида (19): 
(47) )2(1653,0)1(8131,0)1(7318,0)( −−−+−= kykykxky . 

Значение весовой функции h(6) = 0,0488, поэтому можно 
принять длительность переходного процесса kуст = 10.  

Рассчитаем дисперсию белого шума x(t) на входе  
( )22 )2(1653,0)1(8131,0)1(7318,0))(( −−−+−= kykykxМkyМ . 

Откуда 

9693,0
7318,0

)1653,0(*8131,0*2))1635,0(8131,01(
2

22

=
−−−−−

= y
x

D
D . 

 
Рис. 9. График процесса (47) 

На основе (47) смоделируем процесс y(k∆t), график которо-
го  приведен на рис. 9 (k = 0, …, 1000 + kуст).  
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Отбросим переходный процесс и построим корреляцион-
ную функцию процесса y(k∆t) согласно (31). Графики истинной 
корреляционной функции (42) и модельной )(м tkRyy ∆  приведе-
ны на рис. 10. 

0
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0,6
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1

1,2
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к

Ryy(k)

модельная истинная
 

Рис. 10. Графики истинной корреляционной функции (42) и 
модельной ( )tkRyy ∆м  к Примеру 3 

Дисперсия расхождений (1) De = 0,0005, т.е. сравнение ис-
тинных и модельных значений корреляционных функций по-
зволяет сделать вывод о высокой точности цифрового модели-
рования. В [20] при моделировании случайного процесса с 
корреляционной функцией (42) погрешность расхождения 
составила De = 0,0079. 

Пример 4. Случайный процесс имеет корреляционную 
функцию вида [3, 20, 28]  
(48) tetR t

yy 2cos5,0)( −= . 
Например, подобный вид имеют корреляционные функции, 
описывающие случайные процессы типа турбулентности атмо-
сферы. 

Найдем НПФ формирующего объекта 

(49) 
52

5)( 2 ++
+

=
ss

ssG . 
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НПФ имеет нуль sн = –2,2361 и два полюса п
2,1s = i21±− . 

Весовая функция формирующего объекта имеет вид 

(50) teteth tt 2sin
2

152cos)( −−








 −
+= . 

Интервал корреляции случайного процесса равен τкор = 2. 
Зададим шаг дискретизации, удовлетворяющий условию SP-
идентифицируемости, которое для данного примера примет вид: 
 π<⋅∆ п

2,1Im st . 

Так как 2Im п
2,1 =s , то граница основной полуполосы отстоит 

от оси ординат s-плоскости на величину  

 5708,1
2Im п

2,1

≈=
ππ

s
. 

При этом шаг дискретизации должен удовлетворять неравенст-
ву ∆t < 1,5708. 

Зададим ∆t = 0,05. Идентифицирующая матрица 
В. Висковатова примет вид: 



























−
−−−−

−
−−−−−−

00
4111,27040,19002,0

0416,00332,00235,00124,0
9142,09511,09795,09979,00052,1

...9142,09511,09795,09979,00052,11

...000001

. 

Получаем конечную правильную С-дробь: 

 

1

1

1

9002,01
0124,01

0052,11

1),(

−

−

−

−
+

−
+

=∆

z
z

z
tzG . 

После сворачивания дроби получим ДПФ формирующего объ-
екта: 
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(51) 21

1

9048,08929,11
8879,01),( −−

−

+−
−

=∆
zz

ztzG . 

ДПФ (51) имеет полюса 0950,09465,0п
2,1 iz ±= , которые, 

согласно (33), соответствуют полюсам НПФ п
2,1s = i21±− , сов-

падающие с полюсами истинной НПФ (49). Кроме того, ДПФ 
(51) имеет нуль zн = 0,8879, которому в s-плоскости соответст-
вует значение sн = –2,3805. Абсолютная погрешность в опреде-
лении нуля составляет 0,1444. Численные эксперименты, прове-
денные на тестовых объектах [9, 28], показали, что погрешность 
в восстановлении нуля гораздо меньше влияет на результаты 
дискретного моделирования, чем наличие погрешности восста-
новления полюсов. Покажем это, построив стохастическое 
конечно-разностное уравнение случайного процесса: 
(52) )2(9048,0)1(8929,1)1(8879,0)()( −−−+−−= kykykxkxky . 

Рассчитаем дисперсию белого шума x(t) на входе форми-
рующего объекта. Запишем модель (52) в общем виде: 
(53) )2()1()1()()( 2110 −+−+−+= kуbkybkxakxaky . 
Возьмем квадрат математического ожидания от обеих частей 
равенства (53): 
 ( )2

2110
2 )2()1()1()())(( −+−+−+= kybkybkxakxaМkyМ . 

Тогда 

 

=−−+−+−+

+−−+−−+
+−+−+

+−+−+=

))2()1(2)2()1((
))2()1()1()1(

)2()()1()((2
))1()(2)1()((

21
22

2
22

1

2111

2010

10
22

1
22

0

kykybbkybkybM
kykxbakykxba

kykxbakykxbaM
kxkxaakxakxaМDy

 

 
).1(2

))1()1((2

21
2
2

2
1

11
2
1

2
0

yyyy

xx

RbbDbDb
kykxMbaDaDa

+++

+−−++=
 

Найдем математическое ожидание произведения  
М(х(k – 1)у(k – 1)): 
 ))1()1(( −− kykxM = 
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.))3()1()2()1(

)2()1()1((

021

1
2

0

xDakykxbkykxb
kxkxakxaМ

=−−+−−+
+−−+−=

 

Подставив полученное математическое ожидание, будем иметь 
 )1(22 21

2
2

2
1011

2
1

2
0 yyyyxxxy RbbDbDbDabaDaDaD +++++= , 

откуда  

(54) 
011

2
1

2
0

21
2
2

2
1

2
)1(2)1(

abaaa
RbbbbD

D yyy
x ++

−−−
= . 

На основе (54) получаем, что дисперсия входного процесса 
Dx = 0,0508.  

Время переходного процесса kуст = 50. На рис. 11 представ-
лен график процесса y(k∆t), полученного на основе дискретной 
модели (52) (объем реализации равен 1500 значений). Графики 
истинной корреляционной функции (48) и модельной )(м tkRyy ∆  
приведены на рис. 12. Дисперсия расхождений (1) равна 
De = 0,0006. 
 

 
Рис. 11. График процесса (52) 
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Рис. 12. Графики истинной корреляционной функции и  
модельной )(м tkRyy ∆ к Примеру 4 (шаг дискретизации ∆t = 0,05) 

Посмотрим, что произойдет с моделью формирующего 
объекта (49) при шаге дискретизации ∆t = π /2. Его задание 
соответствует Случаю 2 выбора шага дискретизации. Построим 
идентифицирующую матрицу: 

 



















−
−−

00
0090,00432,02079,0

...0090,00432,02079,01

...0001

. 

Тогда ДПФ объекта аппроксимируется элементами первого 
столбца полученной матрицы, порождающими конечную пра-
вильную С-дробь: 

(55) 12079,01
1),( −+

=∆
z

tzG . 

ДПФ (55) имеет полюс zп = –0,2079, который соответствует 
полюсу НПФ sп = –1. Произошла структурно-параметрическая 
подмена модели.  

Проследим изменения дискретной модели, взяв шаг дис-
кретизации, не удовлетворяющий условию SP-
идентифицируемости. Пусть ∆t = 2 соответствует Случаю 1 
выбора шага дискретизации. Идентифицирующая матрица 
В. Висковатова примет вид: 
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−
−−

−−−−
−−−−

−−

00
0016,00213,01207,0

0001,00012,00169,00955,0
0000,00004,00013,00085,01518,0

...0000,00004,00013,00085,01518,01

...000001

. 

После сворачивания дроби получим ДПФ формирующего 
объекта: 

(56) 21

1

0183,01769,01
0252,01),( −−

−

++
+

=∆
zz

ztzG . 

ДПФ (56) имеет полюса 1024.00885,0п
2,1 iz ±−= , которые 

соответствуют полюсам НПФ п
2,1s = i1416,11±− . Значения 

полюсов не совпадают с полюсами истинной НПФ (49), а соот-
ветствуют их проекциям в основную полосу. Кроме того, ДПФ 
(56) имеет нуль zн = –0,0252, который в s-плоскости отсутствует. 
Таким образом, происходит параметрическое искажение моде-
ли. 

Приведенные расчеты дискретных моделей формирующего 
объекта (49) и выходного случайного процесса с корреляцион-
ной функцией (48) на основе различных шагов дискретизации 
подтверждают ранее сделанный вывод о том, что при наличии в 
НПФ объекта комплексно сопряженных нулей или полюсов шаг 
дискретизации нужно выбирать из условия SP-
идентифицируемости. 

Пример 5. Корреляционная функция случайного процесса 
имеет вид [17]: 
(57) )25,1cos(6,04,0)( 8,09,0 teetR tt

yy
−− += . 

Тогда НПФ формирующего объекта  

(58) 
)910)(2,26,1(
)76,111,2(96,12)( 2

2

+++
++

=
sss

sssG  
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имеет два нуля is 8043,00550,1н
2,1 ±−=  и три полюса 

п
2,1s = i2490,18000,0 ±− , 9,0п

3 −=s . 
Весовая функция формирующего объекта имеет вид 

(59) 
)2490,1sin(4698,0

)2490,1cos(7421,05539,0)(
8,0

8,09,0

te
teeth

t

tt

−

−−

+

++=
. 

Интервал корреляции случайного процесса равен τкор ≈ 2,4. 
Зададим шаг дискретизации, удовлетворяющий условию SP-
идентифицируемости: 
(60) π    ),(Immax п

2,1
н

2,1 <⋅∆ sst . 

Таким образом, шаг дискретизации должен удовлетворять 

неравенству 5153,1
2490,1

≈<∆
πt . 

Зададим ∆t = 0,1. Идентифицирующая матрица 
В. Висковатова примет вид: 

 

































−−

−−−−

−−−−−

00
4554,28936,0

0293,00160,00058,0
8487,23316,26873,19110,0

0348,00305,00249,00179,00097,0
6612,07260,07893,08498,09061,09568,0

...8570,09408,00229,11013,11744,12300,12960,1

...0000001

. 

Свернув конечную правильную С-дробь, получим ДПФ 
формирующего объекта: 

(61) 321

21

7788,05264,27458,21
0439,13186,2296,1),( −−−

−−

−+−
+−

=∆
zzz

zztzG . 

ДПФ (61) имеет полюса  
 01150,09159,0п

2,1 iz ±=  и 9140,0п
3 =z ,  

которые соответствует полюсам НПФ  
 п

2,1s = i2490,17999,0 ±−  и 8997,0п
3 −=s , 
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совпадающие с полюсами истинной НПФ (58) с точностью до 
погрешностей вычислений.  

ДПФ (61) также имеет нули: 
 iz 0726,08945,0н

2,1 ±= , 0н
3 =z . 

В s-плоскости 0н
3 =z , попадающий на разрез, отсутствует. 

Значениям комплексно-сопряженных полюсов в s-плоскости 
соответствуют: 
 =н

2,1s i8103,00816,1 ±− . 
Примем за абсолютную ошибку определения нулей вели-

чину [30] 
(62) м

2
и
2

м
1

и
1 ssss −+−=ε , 

где и
1s , и

2s  – нули (58); м
1s , м

2s  – нули, полученные по модели 
(61). Тогда 

 
.0014,00007,02006,00266,02

8103,00816,18043,0055,12

=⋅=−=

=−++−=

i

iiε
 

Таким образом, ошибка в определении нулей составила 0,14%. 
Стохастическое конечно-разностное уравнение случайного 

процесса на основе (61) будет иметь вид: 

(63) 
).3(7788,0)2(5264,2)1(7458,2

)2(0439,1)1(3186,2)(2960,1)(
−+−−−+

+−+−−=
kykyky

kxkxkxky
 

Рассчитаем дисперсию белого шума x(t) на входе форми-
рующего объекта. Модель (63) в общем виде: 

(64) 
).3()2()1(

)2()1()()(

321

210

−+−+−+
+−+−+=

kybkybkyb
kxаkxаkxаky

 

Возьмем квадрат математического ожидания от обеих час-
тей равенства (64): 

 
.))3()2()1(

)2()1()(())((
2

321

210
2

−+−+−+

+−+−+=

kybkybkyb
kxakxakxaМkyМ

 

Тогда 
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=−−+
+−−+−−+

+−+−+−+

+−−+
+−−+−−+

+−−+−−+
+−−+−+

+−+−+
+−−+

+−+−+

+−+−+=

))3()2(2
)3()1(2)2()1(2

)3()2()1((

))3()2(
)2()2()1()2(

)3()1()2()1(
)1()1()3()(

)2()()1()((2
))1()2(2

)2()(2)1()(2

)2()1()((

32

3121

22
3

22
2

22
1

32

2212

3121

1130

2010

12

2010

22
2

22
1

22
0

kykybb
kykybbkykybb

kybkybkybM

kykxba
kykxbakykxba

kykxbakykxba
kykxbakykxba

kykxbakykxbaM
kxkxaa

kxkxaakxkxaa
kxakxakxaМDy

 

 

)).2()2((2
))1()2((2))1()1((2

)1(2)2(2)1(2

22

1211

323121

2
3

2
2

2
1

2
2

2
1

2
0

−−+
+−−+−−+

++++

++++++=

kykxMba
kykxMbakykxMba

RbbRbbRbb
DbDbDbDaDaDa

yyyyyy

yyyxxx

 

Найдем математическое ожидание произведения  
М(х(k – 1)у(k – 1)): 
 ( ))1()1( −− kykxM = 

.)4()1(                        
)3()1()2()1(              

)3()1()2()1()1((             

03

21

21
2

0

xDakykxb
kykxbkykxb

kxkxakxkxakxaМ

=−−+
+−−+−−+

+−−+−−+−=
 

Математическое ожидание произведения М(х(k - 2)у(k - 1)): 
))1()2(( −− kykxM = 

)).2()2((
)2()2()4()2()3()2(

)3()2()2()1()2((

11

132

30
2

1

−−+=
=−−+−−+−−+

+−−+−−+−=

kykxMbDa
kykxbkykxbkykxb

kxkxakxkxakxaМ

x

 

Математическое ожидание произведения М(х(k - 2)у(k - 2)): 
))2()2(( −− kykxM = 
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.)3()2(
)5()2()4()2(

)4()2()2()3()2((

01

32

21
2

0

xDakykxb
kykxbkykxb

kxkxakxkxakxaМ

=−−+
+−−+−−+

+−−+−−+−=
 

Подставив полученные математические ожидания, будем 
иметь 

.222

)1(2)2(2)1(22

0221120
2
12

233121011

2
3

2
2

2
1

2
2

2
1

2
0

xxx

yyyyyyx

yyyxxxy

DabaDabaDaba

RbbRbbRbbDaba
DbDbDbDaDaDaD

+++

+++++

+++++++=

 

Окончательно 

(65) 
0221120

2
12011

2
2

2
1

2
0

312321
2
3

2
2

2
1

2222
)2(2)1()2()1(

abaabaabaabaaaa
RbbRbbbbbbbD

D yyyyy
x ++++++

−+−−−−
= . 

На основе (65) получаем, что дисперсия входного процесса 
Dx = 0,0963.  

Время переходного процесса kуст = 30. На рис. 13 представ-
лен график процесса y(k∆t), (объем реализации равен 1700 
значений).  

Графики истинной корреляционной функции (57) и мо-
дельной )(м tkRyy ∆  приведены на рис. 14. Дисперсия расхожде-
ний (1) равна Dе = 0,0007. 

 
Рис. 13. График процесса (63) 
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Рис. 14. Графики истинной корреляционной функции и  
модельной )(м tkRyy ∆ к Примеру 5 

7. Выводы 

С использованием теории непрерывных дробей разработан 
алгоритм цифрового моделирования, позволяющий построить 
точную дискретную модель случайного процесса с заданной 
корреляционной функцией.  

Приведенные теоретические и модельные исследования по-
зволяют утверждать, что предложен достаточно эффективный и 
простой в реализации переход к дискретному представлению 
стационарного случайного процесса. В отличие от существую-
щих методов цифрового моделирования данный метод не имеет 
погрешности моделирования, позволяет теоретически обосно-
вать выбор шага дискретизации, устанавливать взаимно одно-
значное соответствие между заданной непрерывной и получае-
мой дискретной моделями случайного процесса, а также может 
использоваться для моделирования формирующих объектов с 
различными функциональными свойствами. 
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