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Моделируется гибридный центр связи и обработки вызовов со-
временной архитектуры, имеющий сервисы самообслуживания 
на базе компьютерного распознавания речи. Центр связи пред-
ставляется открытой экспоненциальной сетью массового об-
служивания с двумя узлами и пороговым управлением размеще-
нием заявок. Один из узлов моделирует речевые серверы само-
обслуживания, а другой – операторскую группу. Оба узла рас-
сматриваются как многолинейные системы массового обслу-
живания с идентичными приборами. Обслуживание заявки ав-
томатом может быть успешным, и тогда заявка покидает 
систему, а может закончиться неудачей, и тогда заявка по-
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ступает в операторскую группу. Рассматривается задача оп-
тимизации уровня порога. Определяются стационарные рас-
пределения вероятностей состояний сети, вероятностно-
временные характеристики обслуживания. 
 
Ключевые слова: гибридный центр связи и обслуживания вызо-
вов, сервис самообслуживания, открытая экспоненциальная 
сеть, многолинейная система массового обслуживания, дисцип-
лина обслуживания, модели очередей, распознавание речи, мно-
гофазное обслуживание. 

1. Введение 

Существует довольно много моделей для исследования 
центров обслуживания вызовов, но они ориентированы в основ-
ном на поиск экстенсивных путей повышения эффективности 
центров за счет загрузки операторского корпуса. В работах 
[3, 10, 11, 14, 15] приведены простые модели для описания 
функционирования центров обслуживания вызовов на основе 
«классической» теории массового обслуживания. С математиче-
ским аппаратом теории массового обслуживания, используемым 
в различных моделях, можно ознакомиться в [1, 2, 4, 16]. В [9] 
приведен перечень усложненных моделей центров об-
служивания вызовов без определения области их возможного 
применения на практике. Модели в [18-26] учитывают такие 
факторы, как наличие нескольких классов вызовов, различные 
дисциплины обслуживания заявок, «терпеливость» пользовате-
ля, повторные вызовы и др. В [12] предложен материал о цен-
трах обработки вызовов и приведен углубленный анализ раз-
личных математических моделей, описывающих процесс функ-
ционирования современных центров обработки вызовов. Задача 
оптимального управления марковской системой массового об-
служивания с неоднородными приборами и общей очередью, 
известная в литературе как «проблема медленного прибора», 
рассмотрена в [13]. Однако в перечисленных материалах не ис-
следованы центры обработки вызовов современной архитектуры 
с сервисами самообслуживания на основе речевых технологий. 
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Такие центры позволяют обеспечить в автоматическом режиме, 
без участия операторов, полное обслуживание большой доли 
входящих запросов. Операторы обслуживают оставшуюся часть 
входного потока, а также те заявки, которые не были обслужены 
автоматами по причине ошибок распознавателя, или по жела-
нию клиента, или при занятости всех портов самообслуживания, 
или в случае запросов, не входящих в функционал автомата. 
Примерами систем обработки вызовов с сервисами самообслу-
живания на базе речевых технологий могут служить система 
«Автодиспетчер» для приема заявок на подачу такси [5], систе-
ма «Автосекретарь» для диспетчеризации вызовов [6], и др. 
[7, 8]. В работе [17] представлена математическая модель от-
крытой экспоненциальной сети массового обслуживания с дву-
мя узлами, конечным буфером в первом узле и бесконечным 
числом мест для ожидания во втором узле, описывающая об-
служивание заявок в центре обработки вызовов с сервисами са-
мообслуживания. Вызовы клиентов поступают в центр обра-
ботки вызовов через сети разного вида: телефонную сеть обще-
го пользования, сети операторов мобильной связи, сеть Интер-
нет. Центр обработки вызовов включает в себя речевые серверы 
самообслуживания на базе компьютерного распознавания речи 
и операторскую группу. Коммутация вызовов может осуществ-
ляться по разным алгоритмам. В данной работе предлагается 
математическая модель, описывающая функционирование гиб-
ридного центра связи и обслуживания вызовов с бесконечным 
числом мест ожидания в узлах и с пороговым управлением оче-
редью во втором узле. 

2. Математическая модель  

Рассматривается открытая экспоненциальная сеть массово-
го обслуживания с двумя узлами. Узел i ( 1,2)i =  сети представ-
ляет собой многолинейную систему массового обслуживания 
типа M / M / ni с идентичными приборами. На рис. 1 приведена 
схема сети с двумя узлами и пороговым управлением размещени-
ем заявок. 
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Рис. 1. Схема  сети с двумя узлами и пороговым управлением 

размещением заявок 
 
Поток заявок в сеть является простейшим с параметром λ. 

Заявка, прибывающая в сеть, поступает в узел 1 или 2 в зависи-
мости от числа заявок в узле 2. Если последнее равно или пре-
вышает пороговый уровень q2 (q2 > n2), то заявка направляется в 
узел 1, в противном случае – в узел 2. 

Как только число заявок в узле 2 уменьшается до q2 – 1, а в 
узле 1 есть ожидающие заявки, заявка, стоящая в начале очере-
ди узла 1 переходит в конец очереди узла 2. Выбор данного вида 
управления обусловлен тем фактом, что время обслуживания в 
узле 1 может превышать время ожидания в узле 2, так как при-
боры узла 2 имеют более высокую скорость обслуживания. 

Заметим, что приборы узла 1 являются ненадежными в свя-
зи с возможными ошибками при распознавании речи речевым 
сервером. При обслуживании заявки с вероятностью p  может 
произойти отказ. В этом случае заявка покидает прибор узла 1 и 
переходит в узел 2. 

Обозначим через { } 1 2 00
( ) { ( ), ( )}ttX t Q t Q t ≥≥

=  случайный 
процесс, обозначающий состояние сети в момент времени t, где 

( )iQ t  – число заявок в i-м узле сети в момент времени t, i = 1, 2. 
Обозначим через Е множество состояний процесса { } 0

( ) tX t
≥

, 
E = { x = ( i , j )  : i , j  ≥  0} ,  
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где состояние (i, j) случайного процесса означает, что в узле 1 
находится i заявок, а в узле 2 – j заявок. 

3. Стационарное распределение вероятностей 
состояний сети  

Представленная сеть массового обслуживания относится к 
классу экспоненциальных сетей, таким образом, случайный 
процесс { } 0

( ) tX t
≥

, описывающий поведение этой системы, явля-
ется однородным и марковским. Предположим, что существуют 
стационарные вероятности 

[ ]( , ) lim ( ) ( , )
t

π i j X t i j
→∞

= Ρ = . 
Условие эргодичности, при котором существуют эти вероятно-
сти, будет приведено позже. Система уравнений равновесия 
имеет следующий вид: 
(1)  1 2(0 0) (1 ) (1 0) (0 1)λπ , p μ π , μ π ,= − + ,   

(2) 
{ }1 2 2

1 1

( min ) ( ) ( 1)
( 1)(1 ) ( 1 ) ( 1) ( 1 1)
λ iμ j,n μ π i, j λπ i, j

i p μ π i , j i pμ π i , j
+ + = − +

+ + − + + + + − +
      

     { }2 2min 1 ( 1)j ,n μ π i, j+ + + ,  10 i n≤ < ,  20 j q< < ,   
(3) 1 1 2( ) ( 0) ( 1)(1 ) ( 1 0) ( 1)λ iμ π i, i p μ π i , μ π i,+ = + − + + , 10 i n≤ < , 
(4)  1 1 1 2 1( ) ( ,0) ( ,1)λ n μ π n μ π n+ = ,  

(5)  
{ }

{ }
1 2 2 1 1

2 2 1 2

( min ) ( ) ( 1)

min 1 ( 1), 0 ,

λ iμ j,n μ π n , j λπ n , j

j ,n μ π n , j j q

+ + = − +

+ + + < <
 

 (6) 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( 1)λ n μ n μ π n ,q λπ n ,q+ + = − +  

 1 2 1 1 1 2

2 2 1 2 2 2 1 2

( 1 ) (1 ) ( 1 )
( 1 ) ( 1),

λπ n ,q n p μ π n ,q
n μ π n ,q n μ π n ,q

+ − + − + +
+ + + +

  

 (7)  { }1 2 2 0( ) ( ) ( 1 ) iλ iμ n μ π i, j λπ i , j I >+ + = − +  

 { } { }
{ }

2 1 1

1 1 2 2

( 1) min 1, (1 ) ( 1 )

min 1, ( 1 1) ( 1),
j qλπ i, j I i n p μ π i , j

i n pμ π i , j n μ π i, j
=+ − + + − + +

+ + + − + +
    

 10 i n≤ < ,  2j q≥ ,   1 2( , ) ( , )i j n q≠ , 



 
Технологические сети 

 357 

(8)  1 2 2 1 1( ) ( ) ( 1 ) (1 ) ( 1 )λ iμ n μ π i, j λπ i , j n p μ π i , j+ + = − + − + +  
      { }21 1 2 2 2 2 2( 1 1) ( , 1) ( 1, ) j qn pμ π i , j n μ π i , j n μ π i ,q I =+ + − + + + + , 

      1i n> , 2j q≥ .   
 
Теорема 1. Если выполнено условие  

1 2
1 1 2 2

1 1,λ pλρ ,  ρ
n μ n μ

= < = <    

то процесс 0{ ( )}tX t ≥  является эргодическим, а решение систе-
мы уравнений равновесия (1)–(8) представляется в форме 

(9) 
2 1

2
2 2 1

1( , ) (0, 1),
!

j q i
λp λπ i j q

n μ μ i
π

− −
   

= +   
   

10 i n≤ < ,  2 1j q≥ + , 

(10) 
2

1

1

2
2 2 1 1 1

1( , ) (0, 1)
!

j q i

i n
λp λπ i j q

n μ μ n n
π

− −

−

   
= +   

   
, 1i n≥ , 2 1j q≥ + ,  

(11) 
1

2 2
2 2

1 1 1

1( , ) (0, 1),
!

i

i n

n μλπ i q q
μ λp n n

π−

 
= + 

 
 1 1i n≥ + ,  

 (12) 22 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( (1 ) ) ( 1, )nq qπ i j π C n p μ n μ G π n q
∧ = − − + + ×  

 

           
2

2 1 2
1

,   0 ,   0 ,
q j

q k i
k

G e i n j q
−

−
=

× ≤ ≤ ≤ ≤∏   

где вектор-строка  
2 1 2 2 1 2( (0, 1), (1, 1),..., ( , 1))qπ π q π q π n q+ = + + + . Матрицы Gi опре-

деляются рекуррентными соотношениями 
1

0 1,0 0,0G Q Q−= − , 

1,
ˆ

j j j jG Q G+= − , 21 j q≤ ≤ , 
1

, 1 1,
ˆ ( )j j j j j jG Q G Q −

− −= +  

где матрицы { }, , 1, , 1i jQ i j j j∈ − + , имеют вид 
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(13)  

{ }
1

1,
1

1 1 1 1 2

{ ,..., }

, 2 , , , 1, ,

j j
n

Q diag λ λ

diag pμ p μ pn μ j q

−
+

−

= +

+ =

    

{ }
{ }

1, 0, 1, ,

1 1 1 1

, , ,

(1 ) ,2(1 ) , , (1 )
j j j j n jQ diag q q q

diag p μ p μ n p μ−

= +

+ − − − +




 

{ } { }
2 2, , , 0,j qI diag λ λ j q+

=+ = , 
 

{ } { }{ }
1

1, 2 2 2 2 2

1

min 1, , ,min 1, , 0,j j

n

Q diag j n μ j n μ j q+

+

= + + =


, 

где ( ), 1 2j jq λ iμ jμ= − + + . { }1, , ndiag a a  – диагональная мат-
рица размера n с диагональными элементами 1, , na a , 

{ }1 1, , ndiag a a−
−  и { }1 1, , ndiag a a+

−  – соответственно, нуле-
вые матрицы размера п с под- и наддиагональными элементами 

1 1, , na a − . ei обозначает нулевой вектор-столбец, (i + 1)-й эле-
мент которого равен 1.  
Вероятность 2(0, 1)π q +  вычисляется из условия нормировки 

(14)   
1 2 1

1 2 1 2

1

2
0 0 1 0 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 1
n q n

i j i n i j q i n j q
π i j π i q π i j π i j

−∞ ∞ ∞ ∞

= = = + = = + = = +

+ + + =∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ,  

причем бесконечные суммы сходятся, если pi < 1, i = 1, 2 и   

( )

1

1

2 2
1

2 2
1 1 1

( , ) 0, 1
( ) !

n

j n

n
i q q

p n n

λµ
µ

π π
µ λ

∞

= +

 
 
 = +

−∑ , 

( )
1

1

2

2 2 11
1

2
0 1 2 2 1

,
( , ) 0, 1

( )( 1)!

n

i j q

n e Г n
i j q

n p n

λ
µ λµ

µ
π π

µ λ

− ∞

= = +

 
 
 = +

− −∑ ∑ , 
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       ( )

1

1 2

2 1 2
1

2
1 1 1 2 2 1

( , ) 0, 1
( )( )( 1)!

n

i n j q

n
i j q

n p n n

λµ µ
µ

π π
λ µ λ µ

∞ ∞

= = +

 
 
 = +

− − −∑ ∑ .  

Доказательство. Заметим,  что если число заявок  во вто-
ром узле будет больше q2 + 1, система будет функционировать  
как классическая сеть Джексона, имеющая два узла с интенсив-
ностями  поступления λ1 = λ и λ2 = pλ в первый и второй узел 
соответственно, поэтому предположим, что для состояний 

( , )x i j= , где 0i ≥ , 2 1j q≥ + , имеет место мультипликативное 
представление  стационарных  вероятностей 

(15)   
2 1

2
2 2 1

1( , ) (0, 1)
!

j q i
pi j q

n i
λ λπ π

µ µ

− −
   

= +   
   

, 10 1i n≤ ≥ − , 

2 1j q≥ + , 

        
2

1

1

2
2 2 1 1

1( , ) (0, 1)
!

j q i

i n
pi j q

n n n
λ λπ π

µ µ

− −

−

   
= +   

   
, 1i n≥ ,    

2 1j q≥ + . 
Пусть ( )kπ i  – стационарная вероятность того, что число 

заявок в узле k равно i, 0i ≥ , 1,2k = . Тогда в нашем предполо-
жении для 0i ≥ , 2 1j q≥ +  стационарные вероятности ( , )i jπ бу-
дут иметь вид произведения 

1 2( , ) ( ) ( )π i j π i π j= . 
Вероятности 1( )π i , 2 ( )π j для 0i ≥ , 2 1j q≥ +  можно получить, 
рассматривая отдельно первый и второй узел как системы мас-
сового обслуживания типа М / М / n1 и М / М / п2: 

1

1 1
1

1 1
1 1

1(0) ,           0, 1,
!

( )
1(0) ,           ,

!

i

i

i n

λπ i n
μ i

π i
λπ i n
μ n n −

  
 = − 
  = 

 
≥ 

 
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2 1

2 2 2
2 2

( ) ( 1)
j q

λpπ j π q
n μ

− −
 

= + 
 

,    2 1j q≥ + .  

Таким образом, приходим к формулам (15), где 
2 1 2 2(0, 1) (0) ( 1)π q π π q+ = + . 
Далее преобразуем уравнения (7) и (8). Выражая из пра-

вой части этих равенств вероятности 2( , )π i q , 1 1i n≥ + , а осталь-
ные вероятности выражая через 2(0, 1)π q + , используя получен-
ные выше формулы, после преобразований получим формулу 
(11). 

Оставшиеся вероятности состояний ниже границы 
(n1, n2) вычисляются с помощью матричного подхода. Введем в 
рассмотрение следующие векторы стационарных вероятностей 

1( (0, ), (1, ), , ( , ))jπ π j π j π n j=  ,      20 j n≤ ≤ . 
Преобразуя уравнения (1)–(7) для 10 i n≤ ≤ и 20 j q≤ ≤  в  век-
торно-матричную форму, получаем следующие уравнения для 
векторов jπ , 20 j q≤ ≤ : 

0 0 0 1 1 0 0, ,π Q π Q+ = , 

1 1 1 1 1 0j j , j j j, j j j ,π Q π Q π Q− − + ++ + = , 21 1j q≤ ≤ − , 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

1 1, , 1 1,

1 1 2 2 1 2( (1 ) ) ( 1 ) 0,
q q q q q q q q q

t
n

Q Q Q

n p μ n μ e π n ,q

π π π− − + ++ + +

+ − + + =
 

где матрицы ,i jQ , { }1, , 1i j j j∈ − +  имеют приведенную в ут-
верждении форму. Осуществляя рекуррентную подстановку в 
последней системе, получим соотношения для векторов jπ  в 
виде 

1j j jπ π G+= ,  20 1j q≤ ≤ − , 

2 2 2 1 21 1 1 2 2 1 2
ˆ( (1 ) ) ( 1 )t

q q q n qπ π Q n p μ n μ e G π n ,q+= − − + + . 
Из последней системы получаем 

2

2 2 1 2 21 1 1 2 2 1 2
1

ˆ( (1 ) ) ( 1 )
q j

t
j q q n q q k

k
π π Q n p μ n μ e G π n ,q G

−

+ −
=

 = − − + + ∏ . 

Отсюда непосредственно следует формула (12). 
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Таким образом, все вероятности системы представляются в 
виде функции, зависящей от вероятности 2(0, 1)π q + , которая, в 
свою очередь, вычисляется из условия нормировки (14). Не-
трудно показать, что для сходимости входящих в выражение 
бесконечных сумм необходимо, чтобы загрузки первого и вто-
рого узлов были меньше 1.  

Дальнейшая подстановка полученных выражений в уравне-
ния (1)–(8) подтверждает справедливость сделанных предполо-
жений относительно мультипликативной формы (15), что за-
вершает доказательство теоремы.  

4. Характеристики  производительности системы 

Вычислив стационарное распределение вероятностей со-
стояний сети, далее можно получить характеристики произво-
дительности сети, которые приведены в следствиях 1–7. 
 
Следствие 1. Среднее число занятых приборов C  вычисляется 
по формуле 

1 2C C C= + , 
где kC  обозначает среднее число занятых приборов узла { }1,2k ∈   

{ } { }
1 1 2

1 2

1 1 1 1
0 0 1 0 0

min , ( , ) ( , ) min , ( , )
n n q

i j i n j q i j
C i n π i j n π i j i n π i j

∞ ∞ ∞

= = = + = = =

= + = +∑∑ ∑ ∑ ∑∑

[ ] ( )

( )

1

1
2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1

1 1

1 1 1 2 2 1

2

( ) Г 1,

( ) !
(0, 1),

n λ
μλ λn μ n n μ μ λp λ n μ n μ λ n μ e n

μ μ
μ p λ n μ pλ n μ n

qπ

   
+ − − − +   

   + ×
− −

× +

{ }

{ }

1

1 2

1 2

2 2 2
0 0 1

2
0 0

min , ( , ) ( , )

min , ( , )

n

i j i n j q

n q

i j

C j n π i j n π i j

j n π i j

∞ ∞ ∞

= = = + =

= =

= + =

= +

∑∑ ∑ ∑

∑∑
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( )

1

12
2 2 2 2 1 1 1

1 1

2
1 1 2 2 1

( ) Г 1,

(0, 1)
( ) !

n λ
μλ λn μ n μ p λ n μ e n

μ μ
π q

p λ n μ pλ n μ n

    
 − − +   
     + +

− −
, 

( ) 1Г , a
tz

a z t e dt
∞ −

−= ∫ – неполная гамма-функция.  
 
Следствие 2. Среднее число заявок kQ  в очередях системы вы-
числяется по формуле 

1 2Q Q Q= + , 
где kQ  обозначает среднее число заявок в очереди узла 1,2k = , 

( ) ( )( )

1 2

1

11
1

2 2
2 2 1

1
22

1 1 2 2 1

( ) ( , )

(0, 1)
1 !

i n j q

n

Q i n π i j

λn μ μ
μ

π q
p λ n μ n μ pλ n

∞ ∞

= + =

= − =

 
 
 = +

− − −

∑ ∑

, 

1

2 1 2

1 2

2

2 22
0 1 1

2
0 1

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , )

n

i j n i n j q

n q

i j n

Q j n π i j j n π i j

j n π i j

∞ ∞ ∞

= = + = + =

= = +

= − + − =

= − +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

( )

( )( )

1

12 2
2 2 1 2 2 1 1 2 1

1 1
22

1 1 2 2 1

Г 1,
(0, 1)

!

n λ
μλ λn μ A n μ p λ n μ A e n

μ μ
π q

p λ n μ pλ n μ n

   
− − +   

   + +
− −

, 

1 2 2 2 2 2 2( 1) ( )A λp q n n μ q n= − − − − , 

2 1 2 2A A λp n μ= + − . 
 
Следствие 3. Среднее число заявок N  в системе вычисляется 
по формуле 
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1

1 2

2 2

1 2
1 1

0 0 1
( ) ( , ) ( ) ( , )

k k
k k

n

i j i n j q

N N N C Q

i j π i j i j π i j

= =

∞ ∞ ∞

= = = + =

= + = + =

= + + + =

∑ ∑

∑∑ ∑ ∑
 

( ) ( ) ( )

1 2

1

1

2
0 0

2
2 2 2 2 1 1 1 2 1

1 1

2 2
1 1 1 1 2 2 1

2

( ) ( , )

( ) Г 1,

1 !
(0, 1),

n q

i j

n λ
μ

j n π i j

λ λn μ n μ B pλ λ n μ B e n
μ μ

n μ p λ n μ pλ n μ n
π q

= =

= − +

    
 − − +   
     + ×

− − −

× +

∑∑

 

где 
2 2 2 2

1 1 1 2 2 1
2

2 1 1 1 2 1

( ) ( )
( 3 1) ( 2 ))

B p λ λ n μ n μ pλ λ λμ
q n μ n q n
= − − − ×

× + − + + +
 

2 2
2 2 1 1 1 2 1 2 1( ( 1) ( )n μ μ n μ q n λ q n+ + + − + ,  

2 2 1 2 2 1 2( ) ( (1 ))B pλ λ q μ n μ λ μ q= + − + + , 

kN  обозначает среднее число заявок в узле 1,2k = : 
k k kN C Q= + . 

 
Следствие 4. Вероятность kτ  того, что заявка, поступив в 
систему, попадает в узел 1,2k =  

( )( )

2

1

1

1
0

2 2 2 2 1 1 1
1 1

1 1 2 2 1

2 2 1

( , )

( ) Г 1,

!
(0, 1), 1 .

i j q

n λ
μ

τ π i j

λ λn μ n μ p n μ λ e n
μ μ

p λ n μ pλ n μ n
π q τ τ

∞ ∞

= =

= =

    
 − − +   
     = ×

− −

× + = −

∑ ∑

, 

С помощью формулы Литтла нетрудно получить сред-
нее время ожидания (пребывания) заявки в сети. 
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Следствие 5. Среднее время ожидания (пребывания) W (T ) 
заявки в сети вычисляется по формуле 

QW
λ

= ,     NT
λ

= . 

 
Следствие 6. Средний период занятости L  системы вычисля-
ется по формуле 

1 1 1
(0,0)

L
λ π

 
= − 

 
. 

 
Следствие 7. Среднее число заявок LN , обслуженных за период 
занятости, определяется как 

1LN λL= + . 

5. Задача оптимизации и численные примеры 

В данном разделе рассмотрим задачу оптимизации порого-
вого уровня q2 и введем следующую структуру штрафов: 
c0, k – стоимость ожидания заявки в очереди узла k в единицу 
времени,  
cu, k –  стоимость работы одного прибора в узле k в единицу вре-
мени.  
Задача состоит в минимизации функционала потерь 
 (16)   

2
2 1 2 1 2 2( ): ( , , , , , , ) min

q
V q V λ μ μ p n n q= → , 

который в данном случае имеет вид 

  (17)  
2 2

2 , 0,
1 1

( ) u k k k k
k k

V q c C c Q
= =

= +∑ ∑ . 

 
Замечание 1.  Из формулы (17) следует, что: 
1) если c0, k = cu, k = l, 1,2k = , то задача сводится к минимизации 
среднего числа заявок в системе N  или времени пребывания T . 
2) если c0, k = 1, cu, k = 0, 1,2k = , то задача сводится к минимиза-
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ции среднего числа заявок в очереди Q  или времени ожидания W . 
 

Для проведения численного анализа рассмотрим два при-
мера для случая n1 = 2 и n2 = 4. В табл. 1 представлены резуль-
таты вычисления оптимальных пороговых уровней *

2q  и соот-
ветствующих величин V , N , Q  и L , принимающих при этих 
порогах минимальные значения, для различных значений стои-
мостей и интенсивностей обслуживания. Другие параметры сис-
темы принимают следующие значения: 

0,1 0,20.9, 0.01, 2,5p c cλ = = = = . 
Из таблицы видно, что при уменьшении 1µ  и увеличении 

,1uc , и, наоборот, при увеличении 2µ  и уменьшении ,2uc  значе-

ния оптимальных пороговых уровней для характеристик V , N  
и Q  увеличиваются. 
Таблица 1. Значения функций *

2( )V q , *
2( )N q , *

2( )Q q  и *
2( )L q . 

cu,1 , cu,2 , μ1, μ2 *
2q  V  N  Q  L  

0.5,1.0,0.5,0.6 (6, 8, 6, 7) 1.5970 1.5419 0.0380 3.9147 
0.5,1.0,1.5,0.6 (4, 4, 4, 4) 1.4694 1.4891 0.0006 3.8491 
0.5,1.0,0.5,1.6 (6, 8, 5, 12) 0.5636 0.5630 0.0003 0.8391 
0.5,1.0,1.5,1.6 (5, 6, 4, 5) 0.5632 0.5629 0.0000 0.8391 
2.5,1.0,0.5,0.6 (8, 8, 6, 7) 1.6060 1.5419 0.0380 3.9147 
2.5,1.0,1.5,0.6 (5, 4, 4, 4) 1.5275 1.4891 0.0006 3.8491 
2.5,1.0,0.5,1.6 (7, 8, 5, 12) 0.5636 0.5630 0.0003 0.8391 
2.5,1.0,1.5,1.6 (6, 6, 4, 5) 0.5636 0.5629 0.0000 0.8391 
0.5,3.0,0.5,0.6 (6, 8, 6, 7) 4.5867 1.5419 0.0380 3.9147 
0.5,3.0,1.5,0.6 (4, 4, 4, 4) 4.3634 1.4891 0.0006 3.8491 
0.5,3.0,0.5,1.6 (6, 8, 5, 12) 1.6886 0.5630 0.0003 0.8391 
0.5,3.0,1.5,1.6 (5, 6, 4, 5) 1.6880 0.5629 0.0000 0.8391 
2.5,3.0,0.5,0.6 (7, 8, 6, 7) 4.6002 1.5419 0.0380 3.9147 
2.5,3.0,1.5,0.6 (4, 4, 4, 4) 4.4462 1.4891 0.0006 3.8491 
2.5,3.0,0.5,1.6 (8, 8, 5, 12) 1.6886 0.5630 0.0003 0.8391 
2.5,3.0,1.5,1.6 (5, 6, 4, 5) 1.6885 0.5629 0.0000 0.8391 
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Для следующего примера рассмотрим следующие значения 

параметров сети:  
μ1 = 0.5, μ2 = 0.6, c0, 1 =  c0,2 = 2.5, cu,1 = 0.5, cu, 2 = 3.0. 

 
a) 

 
b) 

Рис. 2. Значение функции 2( )V q  для различных значений q2, p и λ 
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В соответствии с выбранными значениями параметров по-
лагаем, что узел 1, описывающий сервер с ненадежным серви-
сом распознавания речи, имеет более медленную скорость об-
служивания, но при этом малые затраты на обслуживание. В то 
же время, узел 2 описывает работу операторов, являясь надеж-
ным, более быстрым и, одновременно, более дорогим по срав-
нению с узлом 1. На рис. 2 (а) для λ = 0.9 показано влияние ве-
роятности р ошибки при обслуживании в узле 1, а на рис. 2 (b) – 
интенсивности λ поступления новых заявок для р = 0.01 на 
функционал потерь 2( )V q . Очевидно, что увеличение значений 
параметров р и λ приводит к увеличению оптимального поро-
гового уровня q2, так как в этом случае возрастает нагрузка на 
систему и возникает необходимость более интенсивного ис-
пользования быстрого, но, при этом, дорогого узла 2. 

6. Заключение  

В работе рассмотрена математическая модель, которая по-
зволяет исследовать характеристики телефонных систем массо-
вого обслуживания с комбинацией традиционных методов об-
служивания и сервисов самообслуживания на основе компью-
терных речевых технологий и современных интерактивных 
средств взаимодействия. Модель учитывает специфику, вноси-
мую этими технологиями. Предложено моделирование гибрид-
ного центра связи экспоненциальной сетью массового обслужи-
вания с пороговым управлением размещением заявок. Получен-
ные результаты могут быть использованы для проектирования, 
исследования и моделирования работы центров связи и обслу-
живания вызовов с применением современных речевых интер-
фейсных технологий. 
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Abstract: We consider a queuing model to estimate and optimize a 
modern architecture hybrid call center with a self-service facility 
based on computer speech recognition. This center is presented by a 
two-node network with threshold control of queuing. One of these 
nodes describes the self-service servers and the other one describes 
a group of operators. Both nodes are considered as multilinear 
queuing systems. When not served by the automated service, the cus-
tomer goes to the group of operators. We obtain stationary prob-
abilities of the system states and derive performance characteristics. 
 
Keywords: hybrid call center, self-service, multilinear queuing sys-
tems, threshold control of queuing, open exponential network, 
speech recognition, multistage queuing system. 
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