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1. Введение 

Графы широко применяются в математическом моделиро-
вании для описания и исследования реальных объектов и систем 
самой разнообразной природы. Хорошо известны применения 
теоретико-графовых моделей для решения задач управления 
большими системами. Так, в [1] проиллюстрировано многооб-
разие применений теории графов при решении широкого класса 
прикладных задач управления организационными системами. В 
их числе – задачи о цепях и путях как упорядоченных последо-
вательностях ребер и дуг или, что то же, вершин в неориентиро-
ванных и ориентированных графах.  

                                           
1 Работа поддержана РФФИ, проект №09-07-00220-а. 
2 Семен Львович Блюмин, доктор физико-математических наук, 
профессор (slb@stu.lipetsk.ru). 
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Ребра графов являются не более чем двухэлементными под-
множествами множества его вершин, а в дугах (ориентирован-
ных ребрах) орграфов эти вершины упорядочены, что отражает-
ся в матрице инцидентности орграфа приписыванием им чисел 
±1 – квадратных корней из единицы, имеющих нулевую сумму.  

Гиперграфы и оргиперграфы обобщают графы и орграфы в 
том направлении, что их гиперребра и гипердуги могут быть и 
более чем двухэлементными подмножествами множества вер-
шин. Простейшей интерпретацией гиперграфов и оргипергра-
фов в терминах графов и орграфов может служить следующая: 
множества вершин – те же, тогда как в качестве гиперребер или 
гипердуг рассматриваются соответственно цепи или пути. Такая 
интерпретация открывает потенциальные возможности исполь-
зования гиперграфов и оргиперграфов в прикладных задачах 
управления большими системами. В частности, в случае неко-
торых типов деревьев и образованных ими лесов она приводит к 
значительному сокращению количества гиперребер и гипердуг 
по сравнению с количеством исходных ребер и дуг, что может 
иметь значение для решения задач управления именно больши-
ми системами. При этом в таких моделях существенно исполь-
зуется упорядоченность вершин в гипердугах оргиперграфов.  

В данной работе из различных известных определений ор-
гиперграфа за основу принято именно то, при котором в его 
гипердугах вершины предполагаются упорядоченными. Это 
предлагается отражать в матрице инцидентности оргиперграфа 
приписыванием вершинам гипердуги, в установленном их 
порядке внутри нее, вообще говоря, комплексных корней из 
единицы подходящей степени, имеющих нулевую сумму. Ана-
логичным образом предлагается формировать матрицу инци-
дентности дуального оргиперграфа в предположении о том, что 
в его гипердугах – гиперточках (ориентированных гиперверши-
нах) исходного оргиперграфа – ребра (исходного гиперграфа) 
упорядочены. На основе матриц инцидентности формируются 
матрицы валентности и смежности и лапласианы (отличным от 
некоторых известных способом) оргиперграфа и его дуального.  
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2. Гиперграфы  

Гиперграф H определяется заданием множеств V и E и ото-
бражения R: V × E → {0, 1} [2, 3, 5]. В соответствии с термино-
логией теории графов элементы v ∈ V называются вершинами, а 
элементы е ∈ Е – ребрами гиперграфа; отображение R называ-
ется его инцидентором. Вершина v ∈ V и ребро е ∈ Е инцидент-
ны в Н, если инцидентор R(v, e) = 1, и не инцидентны, если 
R(v, e) = 0. С учетом этого гиперграф может быть определен как 
пара H = (HV, HE), где  
 HV ≅ {hv = E(v) = {e ∈ E: R(v, e) = 1}}, 
 HE ≅ {he = V(e) = {v ∈ V: R(v, e) = 1}} –  
множества его гипервершин и гиперребер (символ ≅ здесь и 
далее означает «по определению»). В дальнейшем символы hv и 
he, в зависимости от контекста или удобства интерпретации, 
трактуются как v или E(v), e или V(e). Из определений следует, 
что e ∈ hv ⇔ v ∈ he.  

Дуальный гиперграф определяется как пара  
 H* = (H*V, H*E) ≅ (HE, HV);  
при этом (H*)* = H . 

Определяются: 
–  степени пар «вершина-гиперребро» 

 d(v, he) = R(v, e); 
–  степени пар гипервершин (их смежности; символ |S| означа-
ет мощность множества S) 
 d(hv’, hv”) = d(hv”, hv’) = |hv’ ∩ hv”|, 
в частности, степени гипервершин (их валентности) 
 d(hv) = d(hv, hv) = |hv|; 

–  степени пар гиперребер (их смежности) 
 d(he’, he”) = d(he”, he’) = |he’ ∩ he”|, 
в частности, степени гиперребер (их валентности) 
 d(he) = d(he, he) = |he|; 

–  степени пар «ребро-гипервершина» 
 d(e, hv) = R(v, e). 
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Для дуального гиперграфа эти понятия определяются ду-
альным образом. 

Далее предполагается, что множества V, E вершин и ребер, 
а значит и множества HV, HE гипервершин и гиперребер, ко-
нечны: |HV| = m, |HE| = n; в этом случае говорят о (m, n)-
гиперграфе Н и его дуальном (n, m)-гиперграфе Н*. Предпола-
гается, что элементы этих конечных множеств некоторым обра-
зом (фиксированным на протяжении всего рассмотрения) пере-
нумерованы: V = {vi, i = 1, …, m},  E = {ej, j = 1, …, n}.  

(m, n)-гиперграф однозначно определяется матрицей (вер-
шинно-гиперреберной) инцидентности I(H) = I(V, HE) –  
(0, 1)-матрицей размера m × n, строки которой помечены его 
вершинами, столбцы – гиперребрами, а на месте (v, he) находит-
ся число d(v, he). При этом для дуального гиперграфа Н* 
 I(H*) = I(E, HV) = (I(V, HE))* = (I(H))*; 
здесь применение операции «*» к матрице означает транспони-
рование.  

Матрица I(HV) гипервершинной инцидентности определя-
ется как квадратная матрица порядка m, строки и столбцы кото-
рой помечены гипервершинами, а на месте (hv’, hv”) находится 
число d(hv’, hv”). Эта матрица допускает представление 
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Здесь D(HV) – диагональная матрица валентности (степеней) 
гипервершин; A(HV) – симметричная (с нулевой диагональю) 
матрица смежности гипервершин, а вспомогательные матрицы 
I(HV; he) и P(he) строятся так: матрица I(HV; he) содержит 
единицы на местах, отвечающих вершинам v ∈ he, а остальные 
элементы – нули. Вычеркивание в ней нулевых строк и столб-
цов приводит к квадратной матрице J порядка d(he), состоящей 
из единиц. Эта матрица допускает представление в виде суммы 
 J = P0 + P1 + … + Pd(he) – 1,  
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где Р0 – единичная матрица; P1 = P – матрица циклической 
перестановки набора из d(he) элементов. Возвращение в нее 
вычеркнутых строк и столбцов приводит к матрице P(he).  

Матрица I(HЕ) гиперреберной инцидентности определяется 
как квадратная матрица порядка n, строки и столбцы которой 
помечены гиперребрами, а на месте (he’, he”) находится число 
d(he’, he”). Эта матрица допускает представление 
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Здесь D(HЕ) – диагональная матрица валентности (степе-
ней) гиперребер; A(HЕ) – симметричная (с нулевой диагональю) 
матрица смежности гиперребер, а вспомогательные матрицы 
I(HЕ; hv) и P(hv) строятся дуально матрицам I(HV; he) и P(he), 
так как для дуального гиперграфа 
 I(H*V) = I(HE),   I(H*E) = I(HV).  

Лапласовские матрицы L(H), L(H*) (лапласианы) гипергра-
фа и его дуального определяются по формулам   
 L(H) ≅ I(H)⋅(I(H))*,   L(H*) ≅ I(H*)⋅(I(H*))* = (I(H))*⋅I(H), 
они симметричны и удовлетворяют соотношениям 
 L(H) = I(HV),   L(H*) = I(HE). 

Указанные выше матричные представления (неориентиро-
ванных) гиперграфов служат основой для матричных представ-
лений оргиперграфов. 

3. Оргиперграфы 

Обыкновенные графы G = (V, E) без петель являются част-
ным случаем рассматриваемых гиперграфов, для всех гиперре-
бер которых, т. е. ребер е, d(e) = 2, так как ребра являются двух-
элементными подмножествами e = {v’, v”} множества V вершин 
(следует отметить, что для обыкновенных графов имеет смысл 
понятие гипервершины, так как, вообще говоря, вершине графа 



 
Математика сетей 

 27 

инцидентно множество ребер, |E(v)| ≥ 0 может быть любым 
натуральным числом, как и в гиперграфе).  

В случае орграфа OG = (V, A) вершины дуг (arcs – ориенти-
рованных ребер) а ∈ А упорядочены, пронумерованы, 
а = (v’, v”) = (v(а)

1, v(а)
2) или (в соответствии с последующими 

обозначениями) а = (v(а)
0, v(а)

1). В столбце матрицы I(OG) инци-
дентности орграфа, отвечающем дуге а, на местах, отвечающих 
этим вершинам, находятся числа +1 и –1, являющиеся корнями 
степени 2 из единицы и имеющие нулевую сумму. Это подска-
зывает следующее определение матрицы инцидентности орги-
перграфа.  

Пусть элементы гипервершин и гиперребер гиперграфа не-
которым образом (вообще говоря, не связанным с указанной 
ранее «сквозной» нумерацией его вершин и ребер) упорядоче-
ны, пронумерованы, в результате чего гипервершины и гипер-
ребра становятся гиперточками hp ∈ HP (hyperpoints) и гипер-
дугами ha ∈ HA (hyperarcs):  
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(именно такой способ «внутренней» нумерации удобен в даль-
нейшем).  

Оргиперграф теперь может быть определен как пара 
OH = (OHV, OHE) = (HP, HA). Дуальный оргиперграф 
(ОН)* = (НА, НР).  

В столбец матрицы I(OH) инцидентности оргиперграфа, от-
вечающий его гипердуге ha, на места, отвечающие инцидент-
ным ей вершинам в установленном их порядке, помещаются, 
вообще говоря, комплексные корни степени d(ha) из единицы, 
имеющие нулевую сумму: 
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(указание метки гипердуги ha обязательно, так как для разных 
гипердуг ha’, ha” возможно d(ha’) = d(ha”)).  

Лапласиан L(ОH) оргиперграфа определяется по формуле 
 L(ОH) ≅ I(ОH)⋅(I(ОH))*; 
здесь применение операции «*» к матрице с комплексными 
элементами означает эрмитово сопряжение, т. е. транспониро-
вание и замену каждого элемента комплексно сопряженным. 
Как следствие, лапласиан оргиперграфа является эрмитовой 
матрицей. Справедливо соотношение  
 L(OH) = I(HP), 
где матрица I(HP) гиперточечной инцидентности допускает 
представление, основанное на представлении (1) матрицы I(HV) 
гипервершинной инцидентности:  
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Здесь D(HР) – диагональная матрица валентности гиперточек, 
совпадающая с матрицей D(HV) валентности гипервершин, а 
A(HР) – эрмитова (с нулевой диагональю) матрица смежности 
гиперточек, отличающаяся указанным в (3) образом от матрицы 
A(HV) смежности гипервершин.  

Для матрицы инцидентности и лапласиана дуального орги-
перграфа (ОН)* = (НА, НР) справедливы соотношения 
 I((OH)*) = (I(OH))*,  
 L((OH)*) ≅ I((OH)*)⋅(I((OH)*))* = (I(OH))*⋅I(OH) = I(HA). 

Для получения на основе (2) дуального к (3) представления 
матрицы гипердуговой индцидентности исходного гиперграфа, 
т. е. матрицы гиперточечной инцидентности и лапласиана ду-
ального гиперграфа, целесообразно переопределить непосред-
ственно матрицу инцидентности дуального гиперграфа спосо-
бом, дуальным к способу определения матрицы инцидентности 
исходного графа, а именно: в столбец матрицы I^((OH)*) инци-
дентности дуального оргиперграфа, отвечающий его гипердуге 
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hр (гиперточке исходного оргиперграфа), на места, отвечающие 
ее элементам (инцидентным ей ребрам исходного гиперграфа) в 
установленном их порядке, помещаются корни степени d(hр) из 
единицы, имеющие нулевую сумму: 
 ( )

( ) ( ), ( ) 0,1, ..., ( ) 1k hp
d hp hp k hp d hpδ = − . 
Теперь лапласиан L^((ОH)*) дуального оргиперграфа опре-

деляется по формуле 
 L^((ОH)*) ≅ I^((ОH)*)⋅(I^((ОH)*))*. 
Справедливо соотношение  
 L^((OH)*) = I^(HA), 
где матрица I^(HA) гипердуговой инцидентности исходного 
оргиперграфа допускает представление, основанное на пред-
ставлении (2) матрицы I(HЕ) его гиперреберной инцидентности:  
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Здесь D^(HА) – диагональная матрица валентности гипердуг, 
совпадающая с матрицей D(HЕ) валентности гиперребер, а 
A^(HА) – эрмитова (с нулевой диагональю) матрица смежности 
гипердуг, отличающаяся указанным в (4) образом от матрицы 
A(НЕ) смежности гиперребер.  

4. Примеры 

4.1.  ГРАФЫ 
В случае обыкновенных графов представления (1) и (3) сво-

дятся к известным соотношениям 
 I(G)⋅(I(G))* = L(G) = D(G) + A(G),  
 I(OG)⋅(I(OG))* = L(OG) = D(OG) + (–1)⋅A(OG), 
где I(G) и L(G), I(OG) и L(OG) – матрица инцидентности и 
лапласиан графа и орграфа, D(G) = D(OG) и A(G) = A(OG) – 
матрицы валентности и смежности, совпадающие для графа и 
соответствующего ему орграфа. Множитель –1 соответствует 
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общему для всех дуг орграфа корню степени 2 (степени любого 
ребра графа) из единицы, отличному от самой единицы.  

Представление (2) сводится к сравнимому с известным со-
отношением для реберного графа 
 (I(G))*⋅I(G) = 2⋅E + A(R(G)), 
где в данном случае Е – единичная матрица; A(R(G)) – матрица 
смежности реберного графа. Множитель 2 соответствует общей 
для всех ребер графа их степени. На матрицу 2⋅Е можно смот-
реть как на матрицу валентности, а на матрицу A(R(G)) – как на 
матрицу смежности дуального (в смысле гиперграфов) графа. 

4.2.  ОРГИПЕРГРАФ 
В [2] приведен пример гиперграфа H = (HV, HE), для кото-

рого V = {v1, …, v9}, E = {e1,…, e6}, HV = {hv1 = {e1}, hv2 = {e1, 
e2}, hv3 = {e1, e4}, hv4 = {e2}, hv5 = {e2}, hv6 = {e2, e3, e6}, 
hv7 = {e3}, hv8 = {e3, e4}, hv9 = {e5}}, HE = {he1 = {v1, v2, v3}, 
he2 = {v2, v4, v5, v6}, he3 = {v6, v7, v8}, he4 = {v3, v8}, he5 = {v9}, 
he6 = {v6}}.  

Матрицы инцидентности I(H), валентности D(HV) и смеж-
ности A(HV) гипервершин, валентности D(HE) и смежности 
А(НЕ) гиперребер этого гиперграфа имеют вид: 

 

































=

010000
001100
000100
100110
000010
000010
001001
000011
000001

)(HI ,   )1,2,1,3,1,1,2,2,1()( diagHVD = , 
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































=

000000000
001100100
010100000
011011010
000101010
000110010
010000011
000111101
000000110

)(HVA ,  

 )1,1,2,3,4,3()( diagHED = ,    

























=

000110
000000
000101
101010
100101
001010

)(HEA . 

Непосредственно проверяются соотношения 
 I(H)⋅(I(H))* ≅ L(H) = I(HV) = D(HV) + A(HV), 
 (I(H))*⋅I(H) ≅ L(H*) = I(HЕ) = D(HЕ) + A(HЕ). 
Представления (1), (2) матриц I(HV), I(HE) проиллюстрированы 
ниже в рамках представлений (3), (4) матриц I(HP), I^(HA).  

Пусть элементы гиперточек и гипердуг оргиперграфа ОН 
упорядочены именно так, как указано выше. Его матрица инци-
дентности формируется в виде 
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0
3
1 0
3 4
2 0
3 2

1
4
2
4
3 0 0
4 3 1

1
3
2 1
3 2

0
1

(1) 0 0 0 0 0

(1) (2) 0 0 0 0

(1) 0 0 (4) 0 0
0 (2) 0 0 0 0

( ) 0 (2) 0 0 0 0

0 (2) (3) 0 0 (6)
0 0 (3) 0 0 0

0 0 (3) (4) 0 0
0 0 0 0 (5) 0

I OH

ε

ε ε

ε ε

ε

ε

ε ε ε

ε

ε ε

ε

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

а ее сопряженная 
(I(OH))* = 

0 2 1
3 3 3

0 3 2 1
4 4 4 4

0 2 1
3 3 3

0 1
2 2

0
1

0
1

(1) (1) (1) 0 0 0 0 0 0

0 (2) 0 (2) (2) (2) 0 0 0

0 0 0 0 0 (3) (3) (3) 0
0 0 (4) 0 0 0 0 (4) 0

0 0 0 0 0 0 0 0 (5)

0 0 0 0 0 (6) 0 0 0

ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε

ε

ε

=

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Их произведение 
 I(OH)⋅(I(OH))* ≅ L(OH) = I(HP) 
(с учетом свойств произведений корней из единицы и того, что 
εj

0(i) = 1) записывается в виде 
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2 1
3 3

1 2 3 2 1
3 3 4 4 4
2 1 1
3 3 2

1 3 2
4 4 4
2 1 3
4 4 4
3 2 1 2 1
4 4 4 3 3

1 2
3 3

1 2 1
2 3 3

1 (1) (1) 0 0 0 0 0 0
(1) 2 (1) (2) (2) (2) 0 0 0
(1) (1) 2 0 0 0 0 (4) 0
0 (2) 0 1 (2) (2) 0 0 0
0 (2) 0 (2) 1 (2) 0 0 0
0 (2) 0 (2) (2) 3 (3) (3) 0
0 0 0 0 0 (3) 1 (3) 0
0 0 (4) 0 0 (3) (3)

ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε ε 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Его представление (3) расписывается следующим образом: 
 L(OH) = I(HP) = D(HP) + A(HP), 
где  

D(HP)= 
= 0 0

1 6( ) (1, 2, 2, 1, 1, 3, 1, 2, 1) ( ) ... ( )D HV diag P ha P ha= = + + =  
 ++= )0,0,0,1,1,1,0,1,0()0,0,0,0,0,0,1,1,1( diagdiag  
 (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0) (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)diag diag+ + +  
 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)diag diag+ + , 
A(HP) = 

1 2
3 3

1 1
1 1

1 1

(1) (1)ε ε= + +

      
      
      
         

   
   
   
   
   
   
   
   
   
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1 2
4 4

1 1

1 1
(2) (2)1 1

1 1
ε ε+ + +

   
                                             
   
   
   
   

 
 

3 1
4 3

1

1
(2) (3)1

11
1

1

ε ε+ + +

  
                                  
    
     
  

   

 

2 1
3 2

1

(3) (4)
1

1
1 1

.ε ε+ +

   
   
   

    
    
    
    
     
     
     
        

   
  

 

Замена корней из единицы единицами дает представление (1) 
матрицы A(HV). 

Матрица инцидентности I^((OH)*) дуального оргиперграфа 
формируется в виде (целесообразно сравнить ее с матрицей 
I((OH)*) = (I(OH))*, а ее сопряженную (I^((OH)*))* – с матри-
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цей (I((OH)*))* = I(OH); далее указано их произведение и, для 
сравнения, произведение (I(OH))*⋅I(OH))  
 I^((OH)*) = 

0 0 0
1 2 2

1 0 0 0
2 1 1 3

1 0 0
3 1 2

1 1
2 2

0
1

2
3

(1) (2) (3) 0 0 0 0 0 0
0 (2) 0 (4) (5) (6) 0 0 0

0 0 0 0 0 (6) (7) (8) 0

0 0 (3) 0 0 0 0 (8) 0

0 0 0 0 0 0 0 0 (9)
0 0 0 0 0 (6) 0 0 0

,

δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

δ δ

δ

δ

=

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 I^((ОH)*)⋅(I^((ОH)*))* ≅ L^((ОH)*) = I^ (HA) = 

 

1 1
2 2

1 2 1
2 3 3

1 1 2
3 2 3

1 1
2 2

2 1
3 3

3 (2) 0 (3) 0 0

(2) 4 (6) 0 0 (6)
0 (6) 3 (8) 0 (6)

(3) 0 (8) 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 (6) (6) 0 0 1

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

δ δ

=

 
 
 
 
 
 
 
 
  

, 

 (I(OH))*⋅I(OH) = I((OH)*)⋅(I((OH)*))* ≅ L((OH)*) = I(HA) = 

 

2 1
3 3

1 1 1
3 4 4

3 1 1
4 3 2

2 1 2
3 2 3

3
4

3 (1) 0 (1) 0 0
(1) 4 (2) 0 0 (2)
0 (2) 3 (3) (4) 0 1
(1) 0 (4) (3) 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 (2) 1 0 0 1

ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε

⋅
=

⋅

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Представление (4) расписывается следующим образом: 
 I^(HA) = D^(HA) + A^(HA), 
где  
D^(HA) = 0 0

1 9( ) (3, 4, 3, 2, 1, 1) ( ) ... ( )D HE diag P hp P hp= = + + =  
(1, 0, 0, 0, 0, 0) (1, 1, 0, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 1, 0, 0)diag diag diag= + + +  



 
Управление большими системами 
Специальный выпуск 30.1 «Сетевые модели в управлении» 

 36 

(0, 1, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 1, 0, 0, 1)diag diag diag+ + + +  
(0, 0, 1, 0, 0, 0) (0, 0, 1, 1, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 1, 0)diag diag diag+ + + , 

 1
2

1
1

(2)^ ( )A HÀ δ= +

  
    
 
 
 
 
  

 1 1
2 3

1

11
1

(3) (6)

1

δ δ+ + +

  
  
    
                                  
 
 

 

 2 1
3 2

1
1 1

(6) (8)
1

1

.δ δ+ +

   
                                     

 

Замена корней из единицы единицами дает представление (2) 
матрицы А(НЕ).  

5. Заключение 

В литературе имеются указания на то, что принятая за ос-
нову в данной работе трактовка гипердуги в оргиперграфе как 
кортежа, т. е. упорядоченного, нумерованного множества вер-
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шин, использовалась, например, в [7] (без использования ком-
плексных корней из единицы для формирования матричных 
представлений оргиперграфов) как основа для обобщения тео-
рии формальных языков, грамматик и автоматов в соответст-
вующем направлении.    

Из других известных определений оргиперграфа, отличных 
от принятого за основу в данной работе, можно указать сле-
дующие [3, 9]: гипердугами являются пары подмножеств мно-
жества вершин, одно из которых принимается за «начальное», а 
другое – за «конечное» подмножество гипердуги; в частности, в 
гипердуге выбрана вершина, принимаемая за «начальную», а 
остальные принадлежащие этой гипердуге вершины принима-
ются за «конечные». Согласование предложенной в данной 
работе трактовки с этими определениями требует дополнитель-
ного исследования.  

В определении инцидентора нечеткого гиперграфа [10] 
двухэлементное множество {0, 1} заменяется промежутком 
[0, 1]. Так как в практических приложениях нечетких гипергра-
фов обычно оказываются достаточными некоторые конечные 
подмножества промежутка [0, 1], то предложенный в данной 
работе подход, при надлежащей его модификации, может быть 
распространен на нечеткие гиперграфы.  

Лапласианы и их спектры играют важную роль в теории и 
приложениях графов и орграфов (см., например, [4, 6, 8]). Так, в 
работе [4] исследовано применение спектров лапласианов взве-
шенных орграфов в задачах согласования характеристик при 
децентрализованном управлении многоагентными системами; в 
основу положена базовая модель распределенного согласования 
характеристик агентов, непосредственно учитывающая расхож-
дения в значениях характеристик пар (групп из двух) агентов, 
что позволяет поставить ей в соответствие взвешенный орграф 
коммуникаций; одним из свойств его лапласиана, определяю-
щих свойства его спектра, является то, что он имеет нулевые 
строчные суммы; это, в конечном счете, является следствием 
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нулевой суммы квадратных корней из единицы, используемых 
при формировании матрицы инцидентности орграфа.  

Если положить в основу модель, непосредственно учиты-
вающую расхождения в значениях характеристик групп из 
более чем двух агентов, то ей можно поставить в соответствие 
взвешенный оргиперграф; при предложенном в данной работе 
способе формирования его матрицы инцидентности с использо-
ванием комплексных корней соответствующих степеней из 
единицы, имеющих нулевые суммы, сохраняется указанное 
выше свойство для лапласиана этого оргипергафа. Так как 
вычисление спектра (вообще говоря, неэрмитова) лапласиана 
взвешенного оргиперграфа сложнее вычисления спектра (эрми-
това) лапласиана невзвешенного оргиперграфа, являющегося 
носителем данного взвешенного, то представляет интерес уста-
новление соответствия как между лапласианами невзвешенного 
и взвешенного оргиперграфов, так и между их спектрами. 

Более полное исследование методов вычисления и возмож-
ных применений спектров лапласианов оргиперграфов, опреде-
ленных предложенным в данной работе способом, требует 
отдельного рассмотрения.  
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DIHYPERGRAPHS: MATRIX REPRESENTATIONS 
 
Sam L. Blyumin, Lipetsk State Technical University, Lipetsk, Dr. 
Sc. in Math. & Phys., professor (slb@stu.lipetsk.ru). 
 
Abstract: Incidence matrices construction routine is proposed for 
dihypergraphs. It uses relevant degrees of unity root to describe 
hyperpoints and hyperarcs orientation. Valence and adjacency 
matrices along with Laplacians are also constructed for dihyper-
graphs and their duals.  
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