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Введение

Объекты, описываемые математическими моделями в виде
дискретной управляемой системы с сетевой структурой встреча-
ются достаточно часто в прикладных задачах химического или
экологического содержания. Для построения алгоритмов улучше-
ния в таких задачах используется технология достаточных усло-
вий оптимальности [3]. Методы улучшения для классической за-
дачи оптимального управления дискретными системами постро-
ены в [1]. Предлагаемый в работе метод является обобщением
одного из алгоритмов данного семейства применительно к задаче
оптимального управления с сетевой структурой.
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1. Постановка задачи

Пусть задан ориентированный граф (рис. 1) с вершинами
i = 0, N + h. Обозначим:

Ai – множество номеров вершин j таких, что в заданном
графе существует ребро ij, причем j < i, Bi – множество номе-
ров вершин j таких, что в заданном графе существует ребро ij,
причем j > i.

Пусть первые k вершин графа являются входными, а послед-
ние h вершин – выходными, т.е. Ai = Ø при i = 0, k и Bi = Ø
при i = N + 1, N + h.

Рис. 1. Ориентированный граф

В каждой вершине графа состояние процесса описывается
своей математической моделью в форме дискретной управляемой
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системы:

(1) xi(ti + 1) = f i
(
ti, xi(ti), ui(ti)

)
,

где ti ∈ {ti0, ti0 + 1, ..., ti1}, i = 0, N , j ∈ Bi.
Далее индекс i у t будем опускать.
Начальные условия в каждой вершине определяются из сле-

дующих соотношений:

(2)

xi(ti0) = xi
0, i = 0, k,

xi(ti0) = κi
(
xl1(tl11 ), . . . , xlp(tlp1 )

)
,

l1, ..., lp ∈ Ai, i = k + 1, N.
Функции xi(t) принимают значения в евклидовом простран-

стве Rn(i); ui(t) ∈ Ui ⊂ Rm(i); κi – заданные функции.
Обозначим x =

(
x1(t), x2(t), . . . , xN+h(t)

)′
,

u =
(
u1(t), u2(t), . . . , uN+h(t)

)′
.

Множество троек (x, u, a), удовлетворяющих перечислен-
ным условиям, а также связям (1) и начальным условиям (2),
будем называть множеством допустимых и обозначать D, пред-
полагается, что D 6= Ø.

Определим функционал

(3) I(x, u) = F
(
xN+1(tN+1

1 ), . . . , xN+h(tN+h
1 )

)
→ min .

2. Метод улучшения

Пусть ϕi(t, xi) – функции, непрерывно дифференцируемые
по xi, t ∈

{
ti0, t

i
0 + 1, ..., ti1

}
, i = 1, N + h. Обозначим xi

0 =
xi(ti0), x

i
1 = xi(ti1) и введем следующие конструкции.

Ri(t, xi, ui) = ϕi
(
t+ 1, f i(t, xi, ui)

)
− ϕi(t, xi) +

1− α

2
‖∆ui‖2,

Gi(xi
0, x

i
1) = ϕi(ti1, x

i
1)− ϕi(ti0, x

i
0) +

1− α

2
‖∆xi

1‖2.

Обозначим

Γ(x0, x1) = F
(
xN+1

1 , . . . , xN+h
1

)
+

N+h∑
i=1

Gi
(
xi

0, x
i
1

)
,
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L(x, u) = Γ(x0, x1)−
N+h∑
i=1

ti1−1∑
ti0

Ri
(
t, xi(t), ui(t)

)
dt.

Относительно постановки задачи сделаем следующие пред-
положения: Ui = Rm(i).

Пусть заданы управления ui
I(t) и соответствующие состоя-

ния xi
I(t). Требуется найти ui

II(t), x
i
II(t), i = 1, N + h, такие,

что
I (xII , uII) 6 I (xI , uI) .

Пусть функции f i(t, xi, ui), дважды непрерывно дифферен-
цируемы по xi, ui, функции F, κi, дважды непрерывно дифферен-
цируемы по своим аргументам, i = 1, N + h.

Функции Кротова будем искать в классе линейно-
квадратичных функций:

ϕi(t, xi) = ψ′i(t)∆xi +
1
2
∆x′iσi(t)∆xi,

где ψi(t) – n(i) – векторы; σi(t) − (n(i)×n(i)) – симметрические
матрицы; ∆xi = xi − xi

I(t), ∆ui = ui − ui
I(t).

Рассмотрим приращение функционала L.

∆L(x, u) = ∆Γ(x0, x1)−
N+h∑
i=1

ti1−1∑
ti0

∆Ri
(
t, xi(t), ui(t)

)
dt.

Приращение функций Γ и Ri разложим в ряд Тейлора до
слагаемых 2-го порядка включительно.

Выпишем частные производные функции Γ, аргументы
функций κi для краткости будем опускать.

При i = 1, N :

Γxi(ti1) = ψi(ti1)−
∑
z∈Bi

ψz(tz0) · κz
xi
1
,

Γxi(ti1) xi(ti1) = −
∑
z∈Bi

((
ψz(tz0) · κz

xi
1

)′
xi
1

+ κ
′z
xi
1
· σz(tz0) · κz

xi
1

)
+

+σi(ti1) + (1− α)En(i).
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При i = N + 1, N + h:

Γxi(ti1) = αFxi
1
+ ψi(ti1),

Γxi(ti1) xi(ti1) = αFxi
1 xi

1
+ σi(ti1) + (1− α)En(i).

Тогда

∆Γ =
N∑

i=1

[(
ψi(ti1)−

∑
z∈Bi

ψz(tz0) · κz
xi
1

)′
∆xi

1+

+1
2∆xi

1

(
σi(ti1)−

∑
z∈Bi

((
ψz(tz0) · κz

xi
1

)′
xi
1

+ κ
′z
xi
1
· σz(tz0) · κz

xi
1

)
+

+(1− α)En(i)

)
∆xi

1

]
+

N+h∑
i=N+1

[(
αFxi

1
+ ψi(ti1)

)′
∆xi

1+

+1
2∆xi

1

(
αFxi

1 xi
1
+ σi(ti1) + (1− α)En(i)

)
∆xi

1

]
+ o(‖∆x1‖2),

∆Ri = Ri
xi∆xi +Ri

ui∆ui + 1
2

(
∆x′iRi

xixi∆xi+

+∆u′iRi
uiui∆ui + ∆x′iRi

xiui∆ui + ∆u′iRi
uixi∆xi

)
+

+o
(∥∥∆xi(t)

∥∥2
,
∥∥∆ui(t)

∥∥2
)
.

Найдем max
∆ui

(
dRi + 1

2d
2Ri

)
, приравнивая к нулю производ-

ные по ∆ui, получим

(4) ∆ui = −
(
Ri

uiui

)−1 (
Ri

ui +Ri
uixi∆xi

)
, i = 1, N + h.

Здесь производные функций Ri подсчитываются вдоль на-
чального приближения.

Подставим (4) в приращение функций ∆Ri, получим:(
Ri

xi −Ri
ui

(
Ri

uiui

)−1
Ri

uixi

)
∆xi+

+1
2∆x

′i
(
Ri

xixi −Ri
xiui

(
Ri

uiui

)−1
Ri

uixi

)
∆xi−

−1
2R

i
ui

(
Ri

uiui

)−1
Ri

ui + o
(∥∥∆xi(t)

∥∥2
,
∥∥∆ui(t)

∥∥2
)
.
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Коэффициенты функций ϕi(t, xi) зададим так, чтобы выпол-
нялись следующие соотношения:

max
∆ui

(
dRi +

1
2
d2Ri

)
= c(t),

dΓ +
1
2
d2Γ = 0.

Для выполнения данных соотношений при любых ∆xi до-
статочно, чтобы

Ri
xi −Ri

ui

(
Ri

uiui

)−1
Ri

uixi = 0;

Ri
xixi −Ri

xiui

(
Ri

uiui

)−1
Ri

uixi = 0;

при i = 1, N :

(5) ψi(ti1) =
∑
z∈Bi

ψz(tz0) · κz
xi
1
;

(6)
σi(ti1) =

∑
z∈Bi

((
ψz(tz0) · κz

xi
1

)′
xi
1

+ κ
′z
xi
1
· σz(tz0) · κz

xi
1

)
+

+(1− α)En(i);
при i = N + 1, N + h:
(7) ψi(ti1) = −αFxi

1
;

(8) σi(ti1) = −αFxi
1 xi

1
− (1− α)En(i).

Обозначим H i(t, xi, ψi, ui) = ψi(t + 1)f i(t, xi, ui), i =
1, N + h.

Выпишем производные от функций Ri через производные от
функций H i, f i, получим

Ri
xi = H i

xi − ψi(t), Ri
ui = H i

ui ,

Ri
xixi = H i

xixi + f
′i
xiσ

i(t+ 1)f i
xi − σi(t),

Ri
uiui = H i

uiui + f
′i
uiσ

i(t+ 1)f i
ui − (1− α)Em(i),

Ri
xiui = H i

xiui + f
′i
xiσ

i(t+ 1)f i
ui .
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Производные функций H i(t, xi, ψi, ui) подсчитываются
вдоль (t, xi

I(t), ψ
i(t+ 1), ui

I(t)).
Окончательно получим следующие соотношения(

i = 1, N + h
)
:

(9)
ψi(t) = H i

xi −
(
H i

xiui + f
′i
xiσ

i(t+ 1)f i
ui

) (
H i

uiui+

+f
′i
uiσ

i(t+ 1)f i
ui − (1− α)Em(i)

)−1
H i

ui ;

(10)

σi(t) = f
′i
xiσ

i(t+ 1)f i
xi −

(
f

′i
xiσ

i(t+ 1)f i
ui +H i

xiui

)
×

×
(
H i

uiui + f
′i
uiσ

i(t+ 1)f i
ui − (1− α)Em(i)

)−1
×

×
(
f

′i
xiσ

i(t+ 1)f i
ui +H i

xiui

)′

+H i
xixi ;

(11)
∆ui = −

(
H i

uiui + f
′i
uiσ

i(t+ 1)f i
ui − (1− α)Em(i)

)−1
×

×
[
H i

ui +
(
H i

xiui + f
′i
xiσ

i(t+ 1)f i
ui

)
∆xi

]
.

Полученные соотношения определяют алгоритм улучшения
2-го порядка:

1. В каждой вершине графа задаются начальные управления
ui

I(t), из уравнений (1) и начальных условий (2) определя-
ются xi

I(t).

2. Задается параметр α ∈ (0, 1] так, чтобы выполнялись нера-
венства:

H i
uiui + f

′i
uiσ

i(t+ 1)f i
ui − (1− α)Em(i) < 0,

и из уравнений (9), (10) с учетом (5) – (8) находятся
ψi(t), σi(t), i = 1, N + h.

3. Решаются системы xi(ti +1) = f i
(
t, xi, ui

I + ∆ui
)
, где ∆ui

задаются формулой (11), тем самым получается ui
II и xi

II .

4. Сравниваются значения функционалов I(xI , uI) и
I(xII , uII). Если улучшения не произошло, то пара-
метр α уменьшается и процесс повторяется начиная с
шага 2.

17



Управление большими системами
Специальный выпуск 30.1 «Сетевые модели в управлении»

3. Модельный пример

На рисунке 2 представлена структурная схема задачи.

Рис. 2. Ориентированный граф задачи

Процессы в вершинах графа описываются следующими
уравнениями.

x1(t+ 1) = x1(t) + u1(t), x1(0) = 1, t ∈ {0, 1, 2};
x2(t+ 1) = 2x2(t) + u2(t), x2(0) = x1(2) + 1, t ∈ {0, 1};
x3(t+ 1) =

(
x3(t)

)2
, x2(0) = x1(2), t ∈ {0, 1};

I = x2(1) + x3(1) → min .

Проведем одну итерацию метода улучшения.
1. Зададим начальные управления u1

I(t) = 1 и u2
I(t) = 1,

тогда в силу системы

x1
I(0) = 1, x1

I(1) = 2, x1
I(2) = 3;

x2
I(0) = 4, x2

I(1) = 9;
x3

I(0) = 3, x3
I(1) = 9.

2. Выпишем основные конструкции алгоритма:

H1(t, x1, ψ1, u1) = ψ1(t+ 1)
(
x1(t) + u1(t)

)
;

H2(t, x2, ψ2, u2) = ψ2(t+ 1)
(
2x2(t) + u2(t)

)
;

H3(t, x3, ψ3, u3) = ψ3(t+ 1)
(
x3(t)

)2
.

ψ1(t) = ψ1(t+ 1)
(
1− σ1(t+ 1)

(
σ1(t+ 1)− (1− α)

)−1
)

;

σ1(t) = σ1(t+ 1)
(
1− σ1(t+ 1)

(
σ1(t+ 1)− (1− α)

)−1
)

;
ψ1(2) = ψ2(0) + ψ3(0);
σ1(2) = σ2(0) + σ3(0) + 2(1− α).

18



Математика сетей

Аналогично,

ψ2(t) = 2ψ2(t+ 1)
(
1− σ2(t+ 1)

(
σ2(t+ 1)− (1− α)

)−1
)

;

σ2(t) = 2σ2(t+ 1)
(
1− 2σ2(t+ 1)

(
σ2(t+ 1)− (1− α)

)−1
)

;
ψ2(1) = −α;
σ2(1) = −1 + α.

ψ3(t) = 2ψ2(t+ 1)x3(t);
σ3(t) = 2ψ2(t+ 1) + 4σ3(t+ 1)

(
x3(t)

)2 ;
ψ3(1) = −α;
σ3(1) = −1 + α.

Зададим параметр α = 0.5. Тогда

ψ3(1) = −0.5; σ3(1) = −0.5; ψ3(0) = −3; σ3(0) = −19;
ψ2(1) = −0.5; σ2(1) = −0.5; ψ2(0) = −0.5; σ2(0) = 0;
ψ1(2) = −3.5; σ1(2) = −18; ψ1(1) ≈ −0.014; σ1(1) ≈ −0.49.

3. Определим

∆u1(0) ≈ 0.4− 0.49x1(0);
∆u1(1) ≈ 1.76− 0.97x1(1);
∆u2(0) ≈ 3.5− x2(0).

Отсюда получим

u1
II(0) ≈ 0.9; x1

II(0) = 1;
u1

II(1) ≈ 0.9; x1
II(1) ≈ 1.9;

x1
II(2) ≈ 2.8;
u2

II(0) ≈ 0.7; x2
II(0) ≈ 3.8;

x2
II(1) ≈ 8.3;
x3

II(0) ≈ 2.8; x3
II(1) ≈ 7.84.

4. Подсчитаем значение функционала I(xI , uI) = 18,
I(xII , uII) ≈ 16.14. Новое значение меньше предыдущего, таким
образом, итерация закончена.
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Заключение

В работе предложено обобщение метода улучшения второго
порядка для дискретной задачи оптимального управления на слу-
чай, когда управляемая система имеет сложную сетевую структу-
ру.

Такие задачи считаются подклассом задач управления ги-
бридными системами и часто встречаются на практике. В ка-
честве примера можно привести задачи управления химико-
технологическими процессами, управления автоматизированны-
ми производственными системами конвейерного типа, оценки ка-
чества состояния воды в бассейне реки в зависимости от выбро-
сов промышленными предприятиями загрязняющих веществ и
другие.

Построенный алгоритм состоит из решения исходной систе-
мы в каждой вершине графа в прямом времени, решения вспомо-
гательной системы в обратном времени с пересчетом начальных
данных в точках состыковки процесса, получения улучшающей
вариации в форме линейного синтеза управления.

Приведен модельный пример, иллюстрирующий работу дан-
ного алгоритма.

Разработанный в работе подход можно использовать при ре-
шении не только задач оптимального управления, но и задач нор-
мирования, управляемости и наблюдаемости, оценки множества
достижимости.
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