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В статье предлагается определение конвейерного бизнес-
процесса и модель, позволяющая получать вычислимые харак-
теристики конвейера. К таким характеристикам относятся: 
производительность конвейера; время выхода в стационарный 
режим работы; нахождение конвейерной операции, опреде-
ляющей производительность конвейера. Описан алгоритм вы-
числения характеристик. Проведен структурный анализ рабо-
ты конвейера. Показано, что поведение конвейера определяет-
ся набором производных от него линейных конвейеров. Доказы-
вается соответствующая теорема. Приводятся графики и 
диаграммы, описывающие работу конвейеров. 

 
Ключевые слова: бизнес-процесс, модель, конвейер, произ-
водительность, диаграмма, граф, рекурсия. 

1. Введение 

В настоящее время значительное распространение получи-
ло моделирование бизнес-процессов. Существует множество 
видов моделей и систем моделирования. Среди наиболее из-
вестных BPwin (IDEF0, IDEF3, DFD – модели), ARIS и другие. 
Основной целью систем моделирования является предоставить 
инструмент для полного и формального описания процесса. 
Степень формализации и детализации модели зависит от по-
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требностей клиента и возможностей инструмента. Второй зада-
чей моделирования является возможность использования моде-
ли для изучения поведения и получения числовых характери-
стик процесса. Так, например, BPwin [4] позволяет осуществ-
лять функционально-стоимостное моделирование. Оно основы-
вается на постатейном распределении параметризованных 
(оцифрованных) затрат времени и финансовых ресурсов, свя-
занных с осуществлением тех или иных функций. Функцио-
нально-стоимостное моделирование осуществляется и в системе 
моделирования ARIS. Разрешимость задачи получения той или 
иной числовой оценки бизнес-процесса вступает в естественное 
противоречие с общностью модели. Чем более обобщенная мо-
дель бизнес-процесса, тем меньше можно получить результатов 
в численном виде. Естественным путем решения данной про-
блемы является определение суженных классов бизнес-
процессов, для которых возможно получение существенных чи-
словых характеристик по описанию модели. В настоящей статье 
предлагается такой класс бизнес-процессов, названный «кон-
вейерные бизнес-процессы» [3, 5].  

 
Рис. 1. Конвейерный процесс производства табуреток 

Рассмотрим пример простейшего конвейерного процесса – 
производство табуреток. Данное производство представляет со-
бой последовательность фиксированного набора следующих 
операций: строгание заготовок, распилка заготовок, сколачива-
ние табуретки, покраска табуретки, контроль качества. После-
довательность операций отражена на рис.1. 

Характерной особенностью данного процесса является сле-
дующее: 

1. Каждая операция осуществляется отдельным рабочим 
(собственным «механизмом реализации»). 
2. Каждая операция начинается после того как завершается 
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предыдущая (обработал один комплект заготовок – присту-
пил к следующему). 
3. Каждая операция начинается после того как завершится 
обработка текущего комплекта и поступит комплект от пре-
дыдущего рабочего (спусковая функция). 
Более формально конвейерный процесс можно представить 

как конечный ориентированный ациклический граф. Вершина 
графа имеет структуру, представленную на рис. 2. 

 
Рис. 2. Вершина ациклического графа, определяющего конвейер 

Здесь Pi – идентификатор некоторой операции; ti – время 
выполнения операции и Si – некоторая вычислимая спусковая 
функция, определяющая время начала выполнения операции. 
Каждая операция реализуется своим исполнительным механиз-
мом. Дуги графа определяют отношения предшествования опе-
раций. Граф может иметь в общем случае несколько входных и 
выходных вершин. Каждая операция, определяемая вершиной 
графа, функционирует в конвейерном режиме следующим обра-
зом: на основании отношений предшествования, определяемых 
входными дугами и спусковой функцией, определяется момент 
времени запуска операции. Далее после выполнения операции 
через время ti снова вычисляется спусковая функция и снова за-
пускается выполнение операции, и так до бесконечности. Кон-
кретное определение спусковой функции зависит от типа кон-
вейера и будет рассмотрено ниже. 

Конвейерные бизнес-процессы в том их определении, как 
это сделано, являются широко распространенными. Такие биз-
нес-процессы выполняются многократно и продолжительное 
время. Это соответствует той реальности, что предприятие, бу-
дучи созданным изначально для производства определенной 
продукции, ежедневно годами осуществляет некоторый бизнес-
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процесс, связанный с производством этой продукции. Схема-
тично работу предприятия можно представить следующим об-
разом рис. 3. 

 
 

Рис. 3. Схема производственного предприятия 

Если входной склад осуществляет бесперебойную поставку 
сырья и/или комплектующих, а выходной склад – бесперебой-
ный прием готовой продукции, то в этом случае достаточно 
сложный технологический процесс при некоторых допущениях 
функционирует как конвейерный.  

2. Модель конвейера 

Рассмотрим конечный ориентированный ациклический 
граф G = (A, E) с несколькими начальными вершинами и одной 
конечной. A = {a1, a1, …, an} – множество вершин графа, а E –
множество дуг, т. е. пар (ai, aj), определяющих отношение инци-
дентности вершин графа. Вершина aj называется начальной, ес-
ли не существует вершина ai ∈ A такая, что (ai, aj) ∈ E. Вершина 
aj называется конечной, если не существует вершина ai ∈ A та-
кая, что (aj, ai) ∈ E. Без ограничения общности будем считать, 
что {a1, a2, …, am} – множество начальных вершин, а an – конеч-
ная вершина. Будем считать граф связным в том смысле, что в 
любую вершину существует путь из некоторой начальной вер-
шины и из любой вершины графа существует путь в конечную 
вершину. Далее везде по тексту статьи, если не оговорено про-
тивное, под словом «граф» будет подразумеваться граф с опре-
деленными выше свойствами.  
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Предположим, что каждой вершине графа соответствует 
некоторая операция ai и множество E дуг графа определяют от-
ношение предшествования операций. Если операция имеет не-
сколько предшествующих ей операций, то начало выполнения 
операции определяется спусковой функцией. 

Для описанного выше графа G = (A, E) определим конвейер 
K = (G, M, T) следующим образом: M = {m1, m2, …, mn} –
множество меток вершин графа, определяющих тип вершины. 
Вершины графа могут быть трех типов.  

определяет тип вершины "линейная операция";
определяет тип вершины "операция

со спусковой функцией ";
определяет тип вершины "операция

со спусковой функцией ".

i

S
AND

m AND
OR

OR

−
 −= 
 −


 

Каждый тип определяет свое поведение. T = {t1, t2, …, tn}, 
ti ≥ 0, – множество неотрицательных вещественных чисел, 
ti определяет время выполнения операции ai. 

Вершина типа S имеет графическое изображение в виде 
круга  

 
и определяет некоторую содержательную операцию бизнес-
процесса. Время выполнения операции ai ∈ A равно ti ∈ T. Вер-
шине типа S может предшествовать только одна вершина любо-
го типа. Если имеется конструкция вида 

 
где ai, aj – вершины типа S, то операция aj выполняется цикли-
чески после того как завершилось ее выполнение в предыдущем 
цикле (освобождение механизма реализации) и завершилось 
выполнение предшествующей ей операции в текущем цикле. 
Если операция принадлежит множеству начальных операций 
{a1, a2, …, am}, то она начинает выполняться в момент времени, 
равный нулю, и далее выполняется циклически сразу после сво-
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его завершения. 
Если вершина графа типа AND или OR, то такой вершине 

могут предшествовать две и более вершины. Спусковая функция 
AND изображается следующей фигурой 

 
Конструкция вида 

 
 

обозначает, что операция ak начнет выполняться после того как 
завершится выполнение операций ai, ai+1, ai+2, …, aj. 

Спусковая функция OR изображается следующей фигурой 
 

Конструкция вида 
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обозначает, что операция ak начнет выполняться после того как 
завершится выполнение хотя бы одной из операций 
ai, ai+1, ai+2, …, aj. 

Определение 1.  Назовем конвейером такую структуру, оп-
ределяемую ациклическим графом с метками вершин, времена-
ми выполнения операций и способом функционирования. 

Определение 2.  Выполнение последовательности из n опе-
раций конвейера в соответствии с отношениями предшествова-
ния назовем циклом конвейера. 

Для упрощения аналитических выкладок воспользуемся не-
которыми свойствами конвейера. 

 
Рис. 4. Выражение операции AND или OR длины t 

через операцию нулевой длины 

Операция типа AND или OR ненулевой длины может быть 
выражена через операцию нулевой длины так, как это показано 
на рис. 4. Здесь слева операция P c временем выполнения t за-
меняется справа на операцию P нулевой длины и операцию ak 
длины t. В свою очередь, n-арное определение операции AND 
или OR можно выразить через бинарное (рис. 5). В дальнейшем 
мы будем рассматривать операции AND и OR как бинарные ну-
левой длины, если не оговорено противное. 
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Рис. 5. Выражение n-арной операции (слева) через бинарную 

(справа). P – операция типа AND или OR 

Функционирование конвейера принято описывать диаграм-
мами. Рассмотрим пример приведенного на рис. 6. конвейера и 
его диаграмму. Граф конвейера состоит из пяти вершин. 

Справа от графа в прямоугольниках указаны через тире но-
мера операций и их продолжительности в условных единицах 
времени. Ширина прямоугольников пропорциональна длитель-
ности операций.  

  
Рис. 6. Пример графа конвейера 

Функционирование конвейера может описываться с помо-
щью диаграмм в системе координат (время, цикл) или диаграмм 
в системе координат (время, операция) [3]. В первом случае диа-
грамма рисуется в следующей системе координат: по оси x от-
ложено время, а по оси y – номер цикла функционирования кон-
вейера. Считаем, что функционирование конвейера начинается в 
момент времени, равный 0, и нумерация циклов начинается с 
нуля. Каждое выполнение операции отражается на такой диа-
грамме соответствующим прямоугольником с номером опера-
ции. Пример временной диаграммы такого конвейерного про-
цесса представлен на рис. 7. На диаграмме отражено 7 конвей-
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ерных циклов. Каждый цикл начинается в момент начала вы-
полнения первой операции и заканчивается в момент окончания 
последней операции (в нашем примере – 5-ой операции). Нуле-
вой цикл – нижний – начинается в момент времени равный ну-
лю и имеет номер 0. Последний рассматриваемый цикл – верх-
ний.  

 
Рис. 7. Пример диаграммы конвейера из семи циклов 

Второй вид диаграммы представляется в системе коорди-
нат: время, операция – вершина графа, т. е. по оси x отложено 
время, а по оси y – номер операции. На этой диаграмме отмече-
ны те отрезки времени для каждой операции, в которые она вы-
полняется. Например, для описанного выше конвейера диа-
грамма выглядит так, как представлено на рис. 8. 
 

 
Рис. 8. Диаграмма работы конвейера 

В данном случае использование нумерации операций в са-
мой диаграмме необязательно. Исходя из системы координат 
понятно, какой вид диаграммы используется. 

Введем ряд определений. 
Определение 3.  Диаграмма А является поддиаграммой диа-
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граммы B, если время начала и конца исполнения каждой опе-
рации в диаграмме A в точности совпадает с временем начала и 
конца выполнения этой операции в диаграмме B. 

Пусть дан конвейер K = (G, M, T). 
Определение 4.  Будем считать, что фаза начала ai-ой опе-

рации k-го цикла конвейера K есть время начала выполнения ai-
ой операции k-го цикла конвейера K и будет обозначаться как 

( )
i

k
ah K , где 1 ≤ i ≤ n и k ≥ 0. 
Определение 5.  Будем считать, что фаза окончания (или 

просто фаза) ai-ой операции k-го цикла конвейера K есть время 
окончания выполнения ai-ой операции k-го цикла конвейера K и 
обозначим ее как ( )

i

k
af K , где 1 ≤ i ≤ n и k ≥ 0.  

(1) ( ) ( )
i i

k k
a a if K h K t= + . 
Определение 6.  Фазой k-го цикла конвейера K назовем 

Fk(K) – время окончания выполнения последней операции k-го 
цикла конвейера, т. е. фазой k-го цикла является  
 ( ) ( )

n

k k
aF K f K= .  

В нашем примере это время окончания 5-ой операции кон-
вейера. 

Определение 7.  Интервалом ai-ой операции k-го цикла 
( )

i

k
ad K  (для k ≥ 1) назовем продолжительность времени между 

моментами окончаний ai-й операции в k-ом и (k – 1)-ом циклах: 
 1( ) ( ) ( )

i i i

k k k
a a ad K f K f K−= − . 

Интервал операции определяется как разность фаз операции 
в соседних циклах. 

Определение 8.  Интервалом конвейера Dk(K) k-го цикла 
(для k ≥ 1) назовем продолжительность времени между момен-
тами окончаний последних операций конвейера в k-ом и (k – 1)-
ом циклах:  
 1( ) ( ) ( ) ( )

n n n

k k k k
a a aD K d K f K f K−= = − . 

Интервалом конвейера является разность фаз конвейера в  
k-ом и (k – 1)-ом циклах. В нашем примере это интервал време-
ни между окончаниями операции №5 в соседних циклах. 
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Если с выполнением последней операции конвейера ассоции-
ровать выход готовой продукции конвейера, то интервал кон-
вейера является показателем производительности конвейера 
(обратной величиной). Чем меньше интервал конвейера, тем 
больше производительность конвейера. 

Если не возникает неоднозначностей, то для простоты не 
будем писать в формулах имя конвейера или использовать вме-
сто имени операции ее номер, т. е. будем использовать записи 
вида: ( ), , ,

i

k k k k
i a if K f d F  и т. п. 

Определим функцию pred (a) для a ∈ A, вычисляющую 
множество вершин графа, непосредственно предшествующих 
вершине a, т.е. 
 pred (ai) = {aj | (aj, ai) ∈ E}. 
В этом случае функционирование конвейера K = (G, M, T) опре-
деляется следующими рекуррентными соотношениями. 

Для вершины графа типа S: 
 0 0 1 ,ih для i m= ≤ ≤  

 0 1i if t для i m= ≤ ≤ , 

 0 0 ( )i j i j if f t для i m и a pred a= + > ∈ , 

 1 1 1k k
i i if f t для i m и k−= + ≤ ≤ ≥ , 

 1max( , ) 1k k k
i i j if f f t для i m и k−= + > ≥ . 
Для бинарной вершины графа типа AND: 

 0 0 0max( , ) и , ( )i p q i p q if f f t для i m a a pred a= + > ∈ , 

 
1max( , , )

, 1 и , ( ).

k k k k
i i p q i

p q i

f f f f t
для i m k a a pred a

−= +
> ≥ ∈

 

Для бинарной вершины типа OR: 
 0 0 0min( , ) и , ( )i p q i p q if f f t для i m a a pred a= + ≥ ∈ ,

 
1max( ,min( , ))k k k k

i i p q if f f f t−= +  
  , 1и , ( ).p q iдля i m k a a pred a> ≥ ∈  
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Пример конвейера 
На рис. 9 приведен пример конвейера по производству та-

буреток с совмещением некоторых операций. В модели не опре-
делены длины операций. Они условны и могут иметь умозри-
тельные значения. Все содержательные вершины-операции 
представлены в виде прямоугольников составных операций, до-
пускающих их последующую детализацию вплоть до недели-
мых операций. 

 
Рис. 9. Пример графа конвейера по производству табуреток 

3. Переходный процесс 

Рассмотрим пример графа конвейера, представленный на 
рис. 10. Длительность самой продолжительной операции №2 
равна 10 единиц. 

 
 

Рис. 10. Пример графа конвейера с операцией AND 

На рис. 11 построена временная диаграмма в несколько 
циклов. Мы увидим, что первый цикл имеет интервал, равный 8, 
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потом интервал цикла равен 9, а потом становится равным 10. 
Из диаграммы видно, что интервал конвейера увеличивается от 
цикла к циклу до некоторого значения и потом становится по-
стоянным. 

 
Рис. 11. Диаграмма работы конвейера 

с увеличивающимся интервалом 

Рассмотрим конвейер на примере другого графа, представ-
ленного на рис. 12. 

 

 
 

Рис. 12. Пример графа конвейера с операцией OR 

На рис. 13 построена временная диаграмма в несколько 
циклов. Первый цикл имеет интервал, равный 10, потом интер-
вал цикла равен 9, а потом становится равным 8. 

Более глубокие исследования приводят к следующему об-
щему выводу: на некотором начальном этапе функционирова-
ния интервал конвейера может изменяться как в сторону увели-
чения, так и в сторону уменьшения, однако впоследствии он 
становится постоянным, равным некоторому значению. Пусть ks 
определяет номер цикла, начиная с которого интервал конвейе-
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ра становится постоянным. В этом случае назовем режим рабо-
ты конвейера до цикла ks переходным, а начиная с номера ks – 
стационарным. 

 
Рис. 13. Диаграмма работы конвейера 

с убывающим интервалом 

4. Линейный конвейер 

Рассмотрим частный случай конвейера – линейный конвейер. 

 
Рис. 14. Граф линейного конвейера 

Граф, определяющий такой конвейер, представлен на 
рис. 14, состоит из вершин типа S и является элементарным пу-
тем. Примером линейного конвейера является рассмотренное 
выше производство табуреток.  

Теорема о линейном конвейере.  Пусть имеется линейный 
конвейер K = (G, M, T), содержащий последовательность из n 
операций a1, a2, …, an. Пусть время выполнения i-ой операции 
равно ti, 1 ≤ i ≤ n. В этом случае интервал ( )k

jd K  j -ой операции 
линейного конвейера (1 ≤ j ≤ n) не зависит от k (для k ≥ 1) и равен 
(2) 1 2( ) ( , , , ).k

j jd K max t t t= …  
Соответственно, интервал линейного конвейера равен  
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(3) 1 2( ) ( , , , ).k
nD K max t t t= …  

То есть интервал линейного конвейера не зависит от номера 
цикла и равен длительности самой продолжительной операции 
конвейера.   

Введем для линейного конвейера специальное обозначение 

 
Здесь N – номер операции; F – нулевая фаза конвейера и D – ин-
тервал конвейера. 

5. Свойства конвейера 

Введем определение. Пусть имеется конвейер K = (G, M, T) и 
соответствующий ему ациклический граф G = (A, E), состоящий 
из n вершин a1, a2, …, an, n > 1. Построим множество всех путей 
графа G из начальных вершин в конечную. Это будут элемен-
тарные пути, g – количество путей. Каждый путь Li является 
графом Li = (Ai, Ei), 1 ≤ i ≤ g. Поскольку все пути в графе G эле-
ментарные, то мы будем далее использовать термин «путь» в 
смысле «элементарный путь».  

Для каждого графа L ∈ Σ определим линейный конвейер L 
следующим образом. Пусть L = (AL, EL) – граф-путь, где AL ⊂ A 
и EL ⊂ E. Тогда L = (L, ML, TL) – линейный конвейер, где TL ⊂ T 
и TL = {ti  если ai ∈ AL, то ti ∈ TL}, а ML = {S  для a ∈ AL}. 

Назовем множество линейных конвейеров Σ = {Li}, 1 ≤ i ≤ g, 
индуцированным конвейером K. 

Теорема.  Пусть дан конвейер K = (G, M, T), где G = (A, E). 
Пусть Σ = {Li}, 1 ≤ i ≤ g, – множество линейных конвейеров, ин-
дуцированных конвейером K. В этом случае для любого цикла 
конвейера K с номером k существует линейный конвейер Li ∈ Σ 
такой, что его диаграмма k-го цикла является поддиаграммой 
диаграммы k-го цикла конвейера K. Или для ∀k ≥ 0 ∃L ∈ Σ та-
кой, что для ∀a ∈ AL ⇒ ( ) ( )k k

a af L f K= . 
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Сущность этой теоремы состоит в следующем. Она доказы-
вает, что на любом цикле работы конвейера его фаза изменяется 
по закону некоторого индуцированного им линейного конвейера. 

Доказательство. 
Доказательство осуществим методом описания алгоритма по-
строения множества путей, диаграммы которых являются под-
диаграммами k-го цикла (k ≥ 0) исходного конвейера. Перед 
этим дадим ряд определений. Пусть L есть некоторый граф-путь 
графа G. Определим положение l, соответствующее этому пути, 
как конструкцию вида l = [a1, a2, …, aj∇aj+1, …, an], где метасим-
вол-маркер ∇ отделяет пройденную часть пути от непройденной. 

Начальное положение имеет вид l = [∇a1, a2, …, aj, aj+1, …, 
an], а конечное l = [a1, a2, …,aj, aj+1, …, an∇], остальные положе-
ния вида l = [a1, a2, …,aj∇aj+1,…,an] – промежуточные. 

Определим состояние значением двух множеств (Hi, Pi): Hi 
– множество вершин графа G и Pi – множество положений. 

Начальное состояние (H0, P0) определим следующим обра-
зом: H0 = {}; P0 – содержит начальные положения для всех пу-
тей графа G. 

Правило перехода.  Пусть (Hp, Pp) – значения множеств 
некоторого промежуточного состояния. Выберем любую опера-
цию a ∈ A и a ∉ Hp такую, что pred (a) = {} или pred (a) ⊂ Hp. 
Положим Hp+1 = Hp ∪ {a}. Далее положим Pp+1 = Pp, и для каж-
дого положения l ∈ Pp+1 такого, что l = [a1, a2, …, aj∇aj+1, …, an], 
a = aj+1 и ( ) ( )k k

a af K f L=  заменим данное положение на поло-
жение вида l = [a1, a2, …, aj, aj+1∇aj+2, …, an]. Если же a = aj+1 и 

( ) ( )k k
a af K f L≠ , то исключим данное положение из множества 

Pp+1. 
Конечное состояние (Hn, Pn) такое, что Hn = A, а Pn состоит 

из конечных положений тех путей, диаграммы k-ых циклов ко-
торых являются поддиаграммами конвейера K. Это следует из 
правила переходов алгоритма. 

Алгоритм заключается в том, что начав с начального со-
стояния (H0, P0), последовательно n раз применяется правило 
перехода 
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 (H0, P0) → (H1, P1) → (H2, P2) → … → (Hn, Pn) 
до перехода в конечное состояние. Отсюда временная слож-
ность алгоритма есть O(n), где n – количество вершин графа 
конвейера. 

Доказательство. 
Доказательство корректности алгоритма осуществим мето-

дом математической индукции. Сначала докажем корректность 
для k = 0. Далее предположим, что свойство выполняется для 
некоторого произвольного цикла k > 0 и докажем, что в этом 
случае оно выполняется и для цикла с номером k + 1. 

Шаг 1.  Пусть k = 0. Начальное состояние (H0, P0) такое, что 
H0 = {}, а P0 содержит множество начальных положений вида 
[∇aiα], где 1 ≤ i ≤ m и α ∈ A+. Доказательство для k = 0 также 
осуществим методом математической индукции. Сначала дока-
жем, что свойство выполняется для произвольной начальной 
операции. Потом предположим, что свойство выполняется для 
всех операций ai ∈ H, 1 ≤ i ≤ n, и докажем, что условие выполня-
ется для произвольной операции a ∉ H такой, что pred (a) ⊂ H. 
Для произвольной начальной операции свойство выполняется, 
так как для любого ai, 1 ≤ i ≤ m, 0 ( )

ia if K t=  в соответствии с (1), 
а с другой стороны, существует путь L и соответствующее ему 
начальное положение l = [∇aiα] такое, что 0 ( )

ia if L t= . Таким 

образом, существует L такой, что 0 0( ) ( )
i ia af K f L=  для 1 ≤ i ≤ m. 

Положим, что мы находимся в состоянии (Hp, Pp), p > m, 
т. е. Hp содержит p вершин, а Pp – некоторое множество проме-
жуточных положений. Выберем из A вершину a такую, что 
pred (a) ⊂ Hp. Поскольку вершина может быть трех типов – S, 
AND или OR, рассмотрим три варианта.  

Вариант 1.  Пусть a – вершина типа S. Для a существует хо-
тя бы один путь L и соответствующее ему положение такое, что 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и pred (a) = {c}. По определению 

0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, 0 0( ) ( )a c af L f L t= + . 

Поскольку c ∈ H, то 0 0( ) ( )c cf K f L= . Следовательно, 
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0 0( ) ( )a af K f L= . 
Вариант 2.  Пусть a – вершина типа AND и pred (a) = {c, b}, 

где c и b – некоторые вершины, принадлежащие Hp. Пусть для с 
выполняется свойство 0 0 0( ) max( ( ), ( ))c c bf K f K f K= . По пред-
положению математической индукции для c существует L та-
кой, что  
(4) 0 0( ) ( )c cf K f L= , 

в то же время 0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, в Pp су-
ществует положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и 

0 0( ) ( )a c af L f L t= + . Следовательно, 0 0( ) ( )a af K f L= . 
Вариант 3.  Пусть a – вершина типа OR. В этом случае 

pred (a) = {a, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежа-
щие Hp. Пусть для с выполняется свойство 

0 0 0( ) max( ( ), ( ))c c bf K f K f K= . По предположению математи-
ческой индукции для c существует L такой, что  
(5) 0 0( ) ( )c cf K f L= , 

в то же время 0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, в Pp су-
ществует положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и 

0 0( ) ( )a c af L f L t= + . Следовательно, 0 0( ) ( )a af K f L= . 
Шаг 2.  Пусть свойство выполняется для всех a ∈ A в k-ом 

цикле, k > 0, т. е. для любого a существует путь L такой, что 
( ) ( )k k

a af K f L= . 
Шаг 3.  Докажем, что в этом случае свойство выполняется 

для (k + 1)-го цикла.  
Для начальной вершины ai, 1 ≤ i ≤ m, очевидно, что сущест-

вует L такой, что l = [∇aiα], α ∈ A+ и 
1( ) ( ) ( )

i i i i i

k k k
a a a a af K f K t f L t+ = + = + . 
Положим, что мы находимся в состоянии (Hp, Pp), p > m, 

т. е. Hp содержит p вершин, а Pp есть некоторое множество про-
межуточных положений. Выберем из A вершину a такую, что 
pred (a) ⊂ Hp и a ∉ Hp. Поскольку вершина может быть трех ти-
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пов S, AND или OR, рассмотрим три варианта.  
Вариант 1. Пусть a – вершина типа S. Для a существует хо-

тя бы один путь L и соответствующее ему положение такое, что 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и pred (a) = {c}. По определению 

1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f K f K t+ += + . С другой стороны, по 

предположению метода индукции ( ) ( )k k
a af K f L=  и 

1 1( ) ( )k k
c cf K f L+ += , поскольку c ∈ Hp, следовательно, 

1 1( ) ( )k k
a af K f L+ += . 
Вариант 2.  Пусть a – вершина типа AND. В этом случае 

pred (a) = {c, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежащие 
Hp. По определению 

1 1 1( ) max( ( ), ( ), ( ))k k k k
a a c b af K f K f K f K t+ + += + . 

В силу условий метода индукции ( ) ( ),k k
a af K f L=  

1 1( ) ( ),k k
c cf K f L+ += 1 1( ) ( )k k

b bf K f L+ += . Пусть для с выполняет-

ся свойство 1 1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
c c bf K f K f K+ + += . В P существует 

положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A*, и, следовательно, 
1 1( ) max( ( ), ( ))k k k

a a c af K f K f K t+ += + ; подставим значения 
1 1( ) max( ( ), ( ))k k k

a a c af K f L f L t+ += + . Правая часть является оп-
ределением фазы для линейного конвейера и, следовательно, 

1 1( ) ( )k k
a af K f L+ += . 
Вариант 3.  Пусть a – вершина типа OR. В этом случае 

pred (a) = {c, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежащие 
Hp. По определению 

1 1 1( ) max( ( ),min( ( ), ( )))k k k k
a a c b af K f K f K f K t+ + += + . В силу ус-

ловий метода индукции ( ) ( ),k k
a af K f L=  1 1( ) ( ),k k

c cf K f L+ +=  
1 1( ) ( )k k

b bf K f L+ += . Пусть для с выполняется свойство 
1 1 1( ) min( ( ), ( ))k k k

c c bf K f K f K+ + += . В P существует положение 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и, следовательно, 

1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f K f K t+ += + ; подставим значения 
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1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f L f L t+ += + . Правая часть является оп-

ределением фазы для линейного конвейера и, следовательно, 
1 1( ) ( )k k

a af K f L+ += . Теорема доказана. 

6. Синтез конвейеров 

Рассмотрим конвейер, который содержит операции типа 
AND и OR, связующие между собой линейные конвейеры. Что-
бы описать его поведение рассмотрим детально некоторые кон-
струкции. 

Первая конструкция вида «линейный конвейер». 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от но-
мера цикла представлены на рис. 15. 

 
Рис. 15. Графики изменения фазы и интервала 

линейного конвейера 
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Графиком фазы является прямая, наклон которой определя-
ется величиной интервала цикла, а интервал является постоян-
ной, не зависящей от номера цикла. Реальные значения фазы 
являются дискретными точками, лежащими на данной прямой. 

Рассмотрим конструкцию AND вида 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от номера 
цикла представлены на рис. 16. 

На рисунке а) представлен случай, когда 0 0
1 2 1 2иf f d d≥ ≥ , 

– на графике эти функции представлены черными линиями. В 
этом случае фаза и интервал конструкции будут равны фазе и 
интервалу 1-го линейного конвейера, так как всегда будет вы-
полняться условие 1 2

k kf f≥ . На рисунке б) представлен случай, 

когда 0 0
1 2 1 2иf f d d> < . В этом случае до цикла с номером ks 

будет выполняться условие 1 2
k kf f≥  и 1-ый конвейер будет оп-

ределять фазу и интервал конструкции, а после цикла с номером 
ks будет выполняться условие 1 2

k kf f≤  и 2-ой конвейер будет 
определять фазу и интервал конструкции. В результате график 
изменения фазы и интервала конструкции будет выглядеть так, 
как он представлен на графике двойной линией. Номер цикла ks 
вычисляется из системы уравнений, определяющих точку пере-
сечения прямых: 

 
0

0 1 1
0

0 2 2

,
;

s s

s s

f f k d
f f k d

 = + ⋅


= + ⋅
 

откуда получаем, с учетом того, что ks целое число: 
0 0

1 2

2 1

1s f fk
d d

 −
= + −   
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где x обозначает нижнее целое значения x.  
 

 
      а) 0 0

1 2 1 2f f и d d≥ ≥         б) 0 0
1 2 1 2f f и d d> <    

Рис. 16. Графики изменения фазы и интервала операции AND 

Третий вариант – конструкция OR вида 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от но-
мера цикла представлены на рис. 17. Данный случай симметри-
чен предыдущему, а ks вычисляется так же, как и в предыдущем 
варианте. 

Чтобы иметь представление об общей картине процесса, 
рассмотрим еще одну конструкцию на рис. 18.  

Соответствующие графики для фазы и интервала представ-
лены на рис. 19. 
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Из анализа данной конструкции можно сделать вывод, что 
интервал цикла и связанная с ним скорость изменения фазы ме-
няются до некоторого значения ks, а потом устанавливается не-
которое постоянное значение интервала. 

Работа конвейера до цикла ks осуществляется в переходном 
режиме, а после ks – в стационарном.  

 
а) 0 0

1 2 1 2f f и d d≥ ≥              б) 0 0
1 2 1 2f f и d d> <  

Рис. 17. Графики изменения фазы и интервала операции OR 

 
Рис. 18. Пример графа конвейера 
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Рис. 19. Пример изменения фазы и интервала конвейера 

Опишем конвейер набором характеристик  
(f 0, d s, ks, f s), где f 0 – начальная фаза конвейера; d s – интервал 
конвейера в стационарном режиме; ks – номер цикла начала ста-
ционарного режима; f s – фаза начала стационарного режима. 

Рассмотрим случай объединения двух конвейеров с помо-
щью операции со спусковой функцией AND, т. е. рассмотрим 
конвейер вида 
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и вычислим его характеристики: 0
0 0 0 0( , , , )s s sf d k f . 

 
Рис. 20. Графики изменения фазы. Вариант 1 

При любых комбинациях параметров очевидно, что 
0 0 0

0 1 2 0 1 2max( , ); max( , );s s sf f f d d d= =  
Возможны два существенно различающихся варианта.  
Первый вариант определяется параметрами  

 1 2 1 2
s s s sf f и d d≤ ≤  

Пример такой ситуации приведен на рис. 20. В этом случае 
остальные характеристики данного конвейера вычисляются по 
следующим формулам 
 0 2 0 2;s s s sk k f f= = . 

Второй вариант определяется отношениями 
 1 2 1 2иs sf f d d> < . 
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Пример такой ситуации приведен на рис. 21. 

 
Рис. 21. Пример изменения фазы конвейера. Вариант 2 

В этом случае характеристики данного конвейера вычисля-
ются по следующим формулам: 
 

1 2 2 2 1 1
0 0 2 0 2 2

2 1

1; ( )
s s s s

s s s s sf f k d k dk f f k k d
d d

 − + ⋅ − ⋅
= + = + − ⋅ − 

, 

где x обозначает нижнее целое x. 
При анализе следует иметь в виду, что фаза является строго 

монотонной функцией, и если 1 2
s sf f> , то 1 2

s kf f>  для любого 
k ≤ s. 

Чтобы точно описать вычисление параметров 
0

0 0 0 0( , , , )s s sf d k f , опишем, в каких областях первой четверти по 
каким формулам вычисляются эти характеристики. 

Рассмотрим случай, когда 1 2
s sd d≤ . Для того чтобы опреде-

лить координаты точки 0 0( , )s sf k , разобьем первую четверть 
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плоскости одним лучом и двумя отрезками на 3 множества. 
Обозначим их как O1, O2, O3. В каждом из этих множеств коор-
динаты точки 0 0( , )s sf k вычисляются по своим формулам. Раз-
биение на области показано на рис. 22. 

k

f

f1
s 3

A( f1
s,k1

s )

1
2

O2

O3

O1

 
Рис. 22. Разбиение первой четверти на три области 

Луч 1 определяется уравнением изменения фазы первого 
конвейера в стационарном режиме, начиная с точки 1 1( , )s sA f k : 

 1 0 1( )s s sf f k k d= + − ⋅ . 
Отрезок 2 (как часть прямой) определяется уравнением из-

менения фазы второго конвейера, смещенная так, чтобы она 
проходила через точку 1 1( , )s sA f k , т. е. уравнением 

 1 0 2( )s s sf f k k d= + − ⋅ . 
Отрезок 3 определяется уравнением  

 1
sf f= . 

Множество O1 определяется системой неравенств  

 
1 0 1

1

( ) ,
,

0.

s s s

s

f f k k d
f f

k

 ≥ + − ⋅
 ≥
 ≥
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Множество O2 определяется системой неравенств 

 

1 0 1

1 0 2

( ) ,
( ) ,

0,
0.

s s s

s s s

f f k k d
f f k k d

f
k

 < + − ⋅
 < + − ⋅


>
 ≥

 

Множество O3 определяется системой неравенств 

 

1

1 0 2

,
( ) ,

0,
0.

s

s s s

f f
f f k k d
f
k

 <
 ≥ + − ⋅


>
 ≥

 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O1 (см. рис. 23), то 

координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются по формулам 

 0 2

0 2

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

 
Рис. 23. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 1O  
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Это обусловлено тем, что если 2 1
s sf f> , то в силу моно-

тонности функции f, для любого k такого, что 2
sk k≤ , следует 

2 1
s kf f> , следовательно, стационарный процесс начнется с цик-

ла 2
sk . 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O2 и 1 2
s sd d<  

(см. рис. 24), то координаты точки С 0 0( , )s sf k  вычисляются как 
координаты точки пересечения прямых по формулам 

 0 1 0 1 1

0 2 0 2 2

( ) ,
( ) .

s s s s s

s s s s s

f f k k d
f f k k d

 = + − ⋅


= + − ⋅
 

 
Рис. 24. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 2O  

Откуда следует 

1 2 1 1 2 2
0

2 1

0 2 0 2 2

1,

( ) .

s s s s s s
s

s s

s s s s s

f f k d k dk
d d

f f k k d

 − − ⋅ + ⋅
= + − 
= + − ⋅

 

Следует отметить, что использовать для вычисления фазы 

0
sf  уравнение прямой 1 
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 0 1 0 1 1( )s s s s sf f k k d= + − ⋅  

неправильно, так как точка 0 0( , )s sf k  лежит на прямой, соответ-
ствующей второму конвейеру. 

Если 1 2
s sd d= , то  

 0 1

0 1

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O3 (см. 
рис. 25), 

 
Рис. 25. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 3O  

то координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты 
точки пересечения прямых по формулам 

 1

2 2 2

,
( ) .

s

s s s

f f
f f k k d

 =


= + − ⋅
 

Или  

 0 1

1 2 0 2 2

,
( ) .

s s

s s s s s

f f
f f k k d

 =


− = − ⋅
 

Откуда 
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0 1

1 2 2 2
0

2

,

1.

s s

s s s s
s

s

f f

f f k dk
d

 =


  − + ⋅
= + 

 

 

Рассмотрим случай объединения двух полных конвейеров с 
помощью операции со спусковой функцией OR, т. е. рассмотрим 
конвейер вида 

 
 

и вычислим его характеристики: 0
0 0 0 0( , , , )s s sf d k f . 

При любых комбинациях параметров очевидно, что 
0 0 0

0 1 2 0 1 2min( , ); min( , );s s sf f f d d d= =  
Далее возможны два существенно различающихся вариан-

та. Первый вариант определяется параметрами  
 1 2 1 2.s sf f и d d≤ ≤  

Пример такой ситуации приведен на рис. 26. В этом случае 
остальные характеристики данного конвейера вычисляются по 
следующим формулам 
 0 1 0 1; .s s s sk k f f= =  

Второй вариант определяется отношениями 

1 2 1 2и .s sf f d d> <  
Пример такой ситуации приведен на рис. 27. 
В этом случае характеристики данного конвейера вычисля-

ются по следующим формулам 
 

1 2 2 2 1 1
0 0 1 0 1 1

2 1

1; ( ) .
s s s s

s s s s sf f k d k dk f f k k d
d d

 − + ⋅ − ⋅
= + = + − ⋅ − 
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Рис. 26. График изменения фазы конвейера 

 
Рис. 27. График изменения фазы конвейера 

 
Для рассмотрения всех возможных вариантов осуществим 

разбиение первой четверти системы координат на области тремя 
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лучами, исходящими из точки 1 1( , )s sA f k . 

 
Рис. 28. Разбиение первой четверти на три области 

Эти лучи определяются следующими уравнениями прямых: 

 
1 1 1

1 1 2

1

( ) ;
( ) ;

.

s s s

s s s

s

f f k k d
f f k k d
k k

= + − ⋅
= + − ⋅
=

 

Область O1 определяется системой 

 

1 1 2

1

( ) ;
;

0;
0.

s s s

s

f f k k d
k k
f
k

 ≥ + − ⋅
 ≤


>
 ≥

 

Область O2 определяется системой 

 1 1 1

1

( ) ;
.

s s s

s

f f k k d
k k

 ≥ + − ⋅


>
 

Область O3 определяется системой 
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1 1 1

1 1 2

( ) ;
( ) ;

0.

s s s

s s s

f f k k d
f f k k d
f

 < + − ⋅
 < + − ⋅
 >

 

Исходя из предположения, что 2 1
s sd d≥ , выпишем формулы 

для трех областей. 
Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O1, то коор-

динаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются по формулам 

 0 1

0 1

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O2, то коор-

динаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты точки пе-
ресечения прямых по формулам 

 1 1 1

2

( ) ,
;

s s s

s

f f k k d
k k

 = + − ⋅


=
 

откуда 

 0 1 0 1 1

0 2

( ) ,
.

s s s s s

s s

f f k k d
k k

 = + − ⋅


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O3 и 1 2
s sd d< , 

то координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты 
точки пересечения прямых по формулам 

 0 1 0 1 1

0 2 0 2 2

( ) ,
( ) ;

s s s s s

s s s s s

f f k k d
f f k k d

 = + − ⋅


= + − ⋅
 

откуда следует 

 
0 1 0 1 1

1 2 1 1 2 2
0

2 1

( ) ,

1.

s s s s s

s s s s s s
s

s s

f f k k d

f f k d k dk
d d

 = + − ⋅


  − − ⋅ + ⋅
= +  − 
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Если 1 2
s sd d= , то  

 0 2 0 2 1

0 1 2

( ) ,
max( , ).

s s s s s

s s s

f f k k d
k k k

 = + − ⋅


=
 

Варианты, когда 2 1
s sd d< , симметричны рассмотренным и 

сводятся к перестановке индексов. 
 

Мы рассмотрели для понимания процесса элементы синтеза 
конвейеров, однако нас интересует вычисление характеристик 
(f 0, d s, ks, f s) некоторых существующих конвейеров. Для реше-
ния этой задачи используем метод структурного анализа [7] – 
структурной редукции конвейера на основании правил редук-
ции.  

 

 
 

Правило редукции состоит из левой и правой части. В левой 
части исходная конструкция и ее характеристики, а в правой 
части – результирующая конструкция и ее характеристики. Ка-
ждое правило сопровождает набор формул вычисления резуль-
тирующих характеристик на основании исходных. Для описания 
конструкций используем следующие примитивы: 

 – данная конструкция обозначает простую недели-
мую операцию, характеризующуюся своим номером n и про-
должительностью tn. 

 – данная конструкция обозначает линейный 
конвейер, характеризующийся своим номером n , нулевой фазой 

0
nf , интервалом dn. Для последующего вычисления номера опе-

рации, определяющей d s конвейера, введем номер операции mn, 
определяющей dn конвейера. 
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 – данная конструкция обозначает спусковую функ-
цию, характеризующуюся маркером AND, и имеет нулевую 
длину. 

 – данная конструкция обозначает спусковую 
функцию, характеризующуюся маркером OR, и имеет нулевую 
длину. 

 – данная конструкция обозначает 
конвейер, характеризующийся своим номером n и полным набо-
ром параметров, где mn – номер операции, определяющий s

nd . 
После того, как мы дали описания конструкций, рассмот-

рим правила редукции для конвейера. Правило будет состоять 
из редукции и набора формул, вычисляющих параметры для 
данной редукции. 

 
0

0 1 0 1 0; ; 1f t d t m= = =  

 
0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 1; ; 0; ;s s sf f d d k f f m m= = = = =  

0 0
0 1 2 0 1 2 0 1 0 1 2

2 1 0 2 0 1

; max( , ); ;

если , то , иначе ;

s s s s s s

s

f f t d d t k k f f t
t d m n m m

= + = = = +

> = =
 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 266 

 
0 0 0 0

0 1 2 0 1 2 0 1 0 1 2

2 1 0 2 0 1

; max( , ); ;

если , то , иначе ;

s s s s s s

s

f f f d d d k k f f f
d d m m m m

= + = = = +

= =
 

...

 
0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 2 0 3 0 0

1 0 2 0 3 0 0

1 0 2 0 3 0 0

1 0 2 0 3 0 0

1 0 2 0 3 0 0

; ; ; ... ;
; ; ; ... ;
; ; ; ... ;

; ; ; ... ;
; ; ; ... ;

n
s s s s s s s s

n
s s s s s s s s

n
s s s s s s s s

n

n

f f f f f f f f
d d d d d d d d
k k k k k k k k

f f f f f f f f
m m m m m m m m

= = = =
= = = =
= = = =

= = = =
= = = =

 

 
0 0 0

0 1 2 0 1 2

1 2 0 1 0 2

max( , ); max( , );
если , то , иначе ;

s s s

s s

f f f d d d
d d m m m m

= =
≥ = =
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Рассмотренные правила редукции позволяют вычислять ха-

рактеристики конвейера. 



 
Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

 269 

7. Пример 

Рассмотрим пример анализа конвейера, представленного на 
рис. 18. 

 
Рис. 29. Граф конвейера с выделенной 1-ой основой 

Пунктирным прямоугольником будем выделять основы 
правил и применять к ним правила соответствующего номера с 
вычислением атрибутов. К 1-ой выделенной основе на рис. 29 
применим правила 2, 2 и 6, после чего получим граф вида, пред-
ставленного на рис. 30. 

 
Рис. 30. Граф конвейера с выделенной 2-ой основой 

Выделим в нем основу и применим правила 2, 2 и 7, после 
чего получим граф, представленный на рис. 31.  
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Рис. 31. Граф конвейера с выделенной 3-ей основой 

Выделим в нем основу и применим к ней правило №4. По-
лучим граф, представленный на рис. 32. 

 
Рис. 32. Граф конвейера с выделенной 4-ой основой 

К выделенной основе применим правило №7. В результате 
получим граф, представленный на рис. 33. 

 
Рис. 33. Граф конвейера с выделенной 5-ой основой 

Применив к последней основе правило №4, получим вы-
численные характеристики конвейера. 

 
 
После полного анализа графа в заключительной вершине 

получаем характеристики конвейера. В данном случае анализ 
показывает, что конвейер имеет следующие характеристики. 

0
9 9 9 930; 15; 5; 125.s s sf d k f= = = =  

Вычисленные характеристики полностью соответствуют 
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полученным путем геометрических построений на рис. 19.  
Автором написана и отлажена программа вычисления ха-

рактеристик конвейера и построение заданного количества цик-
лов временной диаграммы. Для данного конвейера вычисленная 
диаграмма представлена на рис. 34. На диаграмме видно, что 
конвейер 3 раза меняет интервал на тех циклах, которые вычис-
лены. Все характеристики конвейера в диаграмме соответствуют 
вычисленным. 
 

 
Рис. 34. 8 циклов диаграммы работы конвейера 

8. Заключение 

В заключение следует отметить два аспекта. Первый за-
ключается в том, что предложенная модель является ограничен-
ной для полноценного описания реальных конвейеров. Но автор 
имеет основания предполагать, что она допускает существенное 
расширение с сохранением свойства вычислимости характери-
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стик и надеется описать методы в дальнейших статьях. Однако 
даже эта модель, по мнению автора, помогает понять суть функ-
ционирования конвейера и некоторые его свойства. Из-за огра-
ниченности объема статьи здесь не изложено решение таких за-
дач как вычисление очередей, балансировка конвейера и т. п. 

Второй аспект заключается в том, что предложенную мо-
дель следует сравнить с методом имитационного моделирова-
ния. Можно показать, что отсутствует признак остановки про-
цесса моделирования. Имитационное моделирование не позво-
лит вычислить такие характеристики, как стационарный интер-
вал конвейера, номер цикла начала стационарного процесса, фа-
за начала стационарного процесса, определение операции, опре-
деляющей стационарные характеристики конвейера. 
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MODELLING PIPELINED BUSINESS PROCESSES  
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Abstract: We propose a definition of a pipelined business process 
and a model that allows computing the attributes of the pipeline. 
These attributes include: pipeline performance; build-up time, criti-
cal operation that restrains performance. We develop the algorithm 
for pipeline attributes calculation, and perform structural analysis 
of a pipeline. We show that the behavior of complex is determined 
by the set of derivative linear pipelines, and prove the correspond-
ing theorem. The operation of pipeline is illustrated by graphs and 
charts. 
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