
 
Анализ и синтез систем управления 

 89 

УДК 517.958  
ББК 22.161.5   
ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ПРИЧИННОСТИ 
И УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫМ ОБЪЕКТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
(ОСОБЫЕ СЛУЧАИ). ЧАСТЬ I 

Солнечный Э. М.1, Черёмушкина Л. А.2  
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 
Для двух особых видов граничных условий устойчивого одно-
мерного объекта теплопроводности конечной длины получа-
ются оценки норм операторов, определяющих зависимость 
температуры объекта от граничных воздействий. Эти оценки 
используются для получения достаточного условия причинно-
сти и устойчивости системы управления объектом с помощью 
нелинейной обратной связи. 
 
Ключевые слова: система управления, причинность, устой-
чивость, распределенные динамические системы, линейный 
объект теплопроводности, теория функций комплексного 
переменного.  

1. Введение 

Настоящая работа является непосредственным продолже-
нием работы [5], где было получено достаточное условие де-
терминированности, причинности и устойчивости замкнутой 
системы управления линейным распределённым объектом, ох-
ваченным обратной связью от выходной внешней величины y 

                                                           
1 Энгель Михайлович Солнечный, доктор физико-математических на-
ук (Москва, ул. Профсоюзная, д. 65, тел. (495) 334-92-29). 
2 Людмила Александровна Черёмушкина (Москва, ул. Профсоюзная, 
д. 65, тел. (495) 334-92-29). 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 90 

объекта к управляющему воздействию u на объект. Предполага-
ется, что динамические свойства объекта и обратной связи опи-
сываются соотношениями вида  
(1.1) ϑнYYuy += ,    
(1.2) ),( fyFu = . 
Здесь f – внешнее (возмущающее или задающее) воздействие; 
Y  – оператор yu → , описывающий поведение y при заданном 
управлении u и нулевом начальном состоянии объекта; нY  – 
оператор y→ϑ , описывающий реакцию на начальное состоя-
ние ϑ  объекта, F  – оператор (вообще говоря, нелинейный) об-
ратной связи.  

Под детерминированностью системы (1.1), (1.2) здесь по-
нимается существование и единственность решения её системы 
уравнений при фиксированном f (из заданного пространства 
Φ ), т. е. существование оператора A , переводящего Φ∈f  в 
элемент y  заданного пространства X .  

Под причинностью этой системы понимается [6, 4] сле-
дующее свойство оператора A  (когда он существует): из совпа-
дения двух его входных функций if  ( 2,1=i ) на полуоси 

),( t−∞  следует совпадение соответствующих выходных функ-
ций )( ii fAy =  на той же полуоси (оператор A  с таким свойст-
вом соответствует физическому принципу неопережения след-
ствием y  причины f ).   

Под устойчивостью этой системы по отношению к про-
странствам Φ  и X  (предполагаемым нормированными) здесь 
понимается ограниченность отношения  

 
Φf

fA X)(
,  

равномерная относительно Φ∈f .  
Объект без обратной связи предполагается причинным и 

устойчивым. Охватывающая его обратная связь может иметь 
смысл либо регулятора (и тогда вопрос о причинности и устой-
чивости замкнутой системы должен предшествовать постановке 
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задачи достижения какой-либо цели синтеза), либо воздействия 
некоторой внешней среды (и тогда нужно выяснить ту степень 
интенсивности этой связи, которая еще не может нарушить при-
чинность и устойчивость объекта).  

Замечание.  Такая постановка задачи имеет некоторую ана-
логию с постановкой задачи абсолютной устойчивости (см., на-
пример, [3]), где ставится вопрос об определении (по достаточ-
ности) класса нелинейных регуляторов, обеспечивающих ус-
тойчивость заданного линейного объекта.    

Как показано в [5], достаточное условие сохранения при-
чинности и устойчивости замкнутой системы «объект + обрат-
ная связь» состоит в том, что обратная связь должна удовлетво-
рять условию Липшица   
(1.3) XU ||||||),(),(|| 2121 yyLfyFfyF F −≤− ,  
и соотношению  
(1.4) 1|||| <= YLL FX ,  
где ||||YLL FX = ; 1y , 2y  – два возможных входа обратной связи 
(т. е. две функции – воздействия на входе обратной связи; 

),( fyF i  – выход обратной связи при соответствующем входе 

iy  ( 2,1=i ) и внешнем воздействии f ; X  и U  – пространства 
соответственно входов и выходов обратной связи; FL  – кон-
станта, не зависящая от iy  и Φ∈f .  

Нужно отметить, что, конечно, условие (1.4) является лишь 
достаточным, но не необходимым, так как учитывает не направ-
ление действия обратной связи, а лишь его интенсивность. Но 
это условие применимо к широкому классу обратных связей (к 
линейным и нелинейным, к статическим и динамическим) и на-
кладывает ограничения лишь на интенсивность обратной связи 
и ее крутизну. В работах [4, 5] это условие уже использовалось 
для исследования вопроса причинности и устойчивости линей-
ного одномерного объекта теплопроводности, охваченного об-
ратной связью от отклонения ∆T температуры объекта к гра-
ничным воздействиям ui (i = 1, 2) на объект.  



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 92 

2. Постановка задачи 

Для объекта теплопроводности оператор Y: Tu ∆→  опре-
деляется математической моделью системы передачи тепла за 
счет теплопроводности; эта модель принимается в том же виде, 
как и в работах [4, 5]:  

(2.1) 
∂ξ

∂
∂

∂ q
t
Tc ∆

−=
∆ ,    

(2.2) 
∂ξ

∂
λ

Tq ∆
−=∆ , 

(2.3) uy|Cy|C ll =+ == ξ0ξ0 ,     
(2.4) ϑ=∆ −= 0|tT ,      

где 







∆
∆

=
q
T

y ; t  − время ( R∈t ); ξ  – координата вдоль длины 

объекта ( ],0[ l=∈Lξ ); T∆ , q∆  − отклонение соответственно 
температуры T  и потока тепла q  (в направлении возрастания 
ξ ) от их установившихся значений; c  − теплоемкость теплопе-
редающей среды на единицу длины; λ  − коэффициент тепло-
проводности среды; )( 00 rsc=C  и )( lrsl c=С , где 2,1, =sr , − за-
данные числовые квадратные матрицы 2-го порядка.  

Замечание.  Используемые граничные условия обобщают 
классические граничные условия 1-го, 2-го и 3-го типа [1].   

Обозначим через DO  пространство обобщенных производ-
ных всех порядков от функций-оригиналов [2], заданных на 
множестве действительных чисел R; Q  − пространство равно-
мерно ограниченных функций из пространства DO ; ),( ji−Q  – 
пространство всех функций Q∈ϕ , имеющих i  первообразных 
в DO, входящих в Q , и j обобщенных производных )(nϕ  
( jn ,...,0= ), входящих в Q . Норма в пространстве ),( ji−Q  равна 

(2.5)   
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где θ  – фиксированная константа, имеющая размерность вре-
мени.  

Как указано в [4, 5], необходимое и достаточное условие 
невырожденности краевой задачи (2.1)−(2.4) (т. е. существова-
ния и единственности ее решения при любом н),( XDO ×∈ϑu ) 
состоит в отличии от тождественного нуля функции 

)det()( 0 llpD ФCC += , где lxl x
=

= )(ФФ ; Ф(x) – интегральная 
матрица системы (2.1)−(2.4), преобразованной по Лапласу в 
краевую задачу для системы двух обыкновенных дифференци-
альных уравнений с независимым переменным L∈x  и ком-
плексным параметром C∈p ; С – комплексная плоскость. 

Решение краевой задачи дает следующее выражение для 
изображения по Лапласу реакции T∆  на воздействие u [5]: 
(2.6) 2112 )()()( uxwuxwxYu −= ,  
где верхнее подчеркивание используется для обозначения изо-
бражений соответствующих переменных;   
(2.7) ))(/1()( 110220 DSljDSjDHjlDHjj xlxxlx

RcRckRcRcxw
−−

−++= ,  

где 2,1=j ; L∈ξ ; λ=α /c ; 
D
H

R DH
ξ

ξ
= ; 

D
S

R DS
ξ

ξ
= ; 







= ζ

ξ
ξ

ˆch
l

H ; 





= ζ

ξ
ζθ

α
ξ

ˆshˆ l
lS ; θ  − фиксированная кон-

станта, имеющая размерность времени; p  − комплексное чис-
ло, C − комплексная плоскость; ( ) plp αζ =ˆ  − однозначная 

ветвь функции ( ) plp αζ = , выбранная так, что 

0ReˆRe >= plαζ  для всех p , не лежащих на мнимой оси, и 

0ˆIm >ζ  для мнимых p ; D  − функция аргумента p , равная 
знаменателю выражений для передаточных вектор-функций 
объекта от граничных воздействий ju  ( 2,1=j ) к Y  [5]:   

 lll S
k
aQkaHaapD 1

2120)( −++= , 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 94 

где  θλ /ck = , ζ
α

θζ ˆsh
ˆ

l
Ql = ; )ˆch(ζ=lH ; )ˆsh(ˆ ζ

ζθ
αlSl = .  

Коэффициенты 0a , 1a , 2a  и 12a  определяются через эле-
менты матриц )( 00 rsc=C , )( lrsl c=С  [5]:  

211222112101202201100 llll cccccccca −+−= , 02111211101 cccca ll −= , 

02212221202 cccca ll −= , 0221121012021122201112 cccccccca llll +−−= .  
Для объекта теплопроводности обратная связь предполага-

ется имеющей вид (см. (1.2)) 
(2.8) ),( fTFu ∆= , 
где u – двумерный вектор управляющих воздействий на объект:  









=

2

1

u
u

u ; f  − внешнее (возмущающее или задающее) воздей-

ствие, являющееся элементом некоторого банахова пространст-
ва Ф , а F  − причинный (в смысле раздела 1) оператор обрат-

ной связи: 







=

2

1

F
F

F , компоненты которого ),(: fTFTF kk ∆→∆  

( 2,1=k ) являются липшицевыми отображениями пространства 
X  равномерно ограниченных на отрезке L функций в простран-
ство ),( ji−Q  c константами Липшица ),(, jiFk

L , не зависящими от 
Φ∈f .  
Как показано в [5], для устойчивости замкнутой системы 

управления по отношению к паре ),( ϑf  и для причинности 
оператора TfA ∆→: , реализуемого замкнутой системой, доста-
точно, чтобы для некоторой пары ),( ji  (где 0, ≥ji ) константа 
Липшица XL  оператора FYX =  разомкнутой системы (при 
фиксированном внешнем воздействии f ) была строго мень-
ше 1. Показано также, что константа XL , входящая в условие 
(1.4) для объекта (2.1)−(2.4) и обратной связи (2.8) может быть 
выбрана следующим образом:  
(2.9) ),(,1),(,2 21 jiFjiFX LmLmL += ,  
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где kNccNccm jiSlrrjiHlrrr /|)||(||)||(| ),(,110),(,220 +++= , а ),(, jiHN  
и ),(, jiSN  определяются следующими соотношениями: 
(2.10) 

),(
||||sup),(, jiDHjiH RN B

L
ξ

ξ∈
= , 

),(
||||sup),(, jiDSjiS RN B

L
ξ

ξ∈
= ,    

где через ),( ji−B  обозначено пространство всех ограниченных 
операторов, отображающих ( )ji,−Q  в Q, а через DHR

ξ
, DSR

ξ
 обо-

значены операторы, действующие в DO  и имеющие соответст-
венно передаточные функции DHR DH /ξ=

ξ
, DSR DS /ξ=

ξ
.  

Условие 1<XL , где XL  определяется согласно (2.9), выде-
ляет некоторый класс FB  обратных связей, для которых гаран-
тированы существование оператора ( ) TfA ∆→ϑ,: , описываю-
щего поведение замкнутой системы, ограниченность оператора, 
а также причинность оператора ( )ϑϑ ,: fAfA → . Для выявле-
ния возможно более широкого класса FB  обратных связей не-
обходимо определить такую пару ( ji, ) с возможно меньшими 
значениями ji,  ( 0, ≥ji ), для которой операторы DHR

ξ
, DSR

ξ
 

являются ограниченными, а также возможно точнее оценить 
нормы этих операторов в пространстве ),( ji−B . Как показали ис-
следования, возможность выбора такой пары ( ji, ) и оценки 
норм операторов существенно зависят от предположений отно-
сительно коэффициентов 0a , 1a , 2a , 12a , входящих в выраже-
ние для функции D .  

В [4, 5] получены оценки норм операторов с передаточны-
ми функциями DHR

ξ
, DSR

ξ
 в пространствах ),( ji−B  для всех та-

ких вариантов предположений о коэффициентах ja , в которых 
00 =a , а также для одного из вариантов, для которых 00 ≠a ; 

эти оценки вместе с условием 1<XL  позволяют определить 
класс обратных связей, для которых гарантированы существо-
вание и ограниченность оператора A , а также причинность опе-
ратора ϑA .  
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В настоящей работе такое исследование проводится ещё 
для двух вариантов, в которых 00 ≠a . Для этих случаев харак-
терна взаимозависимость граничных условий, относящихся к 
сечениям 0=ξ  и l=ξ , а также возможность наличия у объекта 
конечного или счётного числа частот собственных колебаний.  

В настоящей части I работы рассматривается случай 01 =a , 
012 =a , 00 ≠a , 02 ≠a . В этом случае  

(2.11) ))(ˆ(ˆ))sh(()( 22 pP
l

aplpl
l

apD ζ
λ

ααβ
λ

=+= ,  

где 
λθ

α
β

l
a
a

ka
la

2

0

2

0 == ;  )sin()( plplpP ααβ += , 

 )(ˆ ζP ζζβ sh+= ; C∈+= τσζ i ; R∈τσ , ; 
 }0:{}0:{ˆˆ ≥∪>+=∈= ττστσαζ iipl C .  

Исходя из необходимого условия устойчивости объекта, 
которое состоит в отсутствии у функции D нулей с неотрица-
тельной вещественной частью, далее будем считать β строго 
положительным числом. Один из простейших примеров гра-
ничных условий, удовлетворяющих предположениям этого слу-
чая:  

(2.12) 




=∆+∆
=∆

==

=

,||
,|

20

10

uqTb
uq

lξξ

ξ  

где 0≠b .  

3. Исследование нулей функции ζζβζ sh)(ˆ +=P  

Согласно изложенной в [5] процедуре исследования усло-
вий устойчивости объекта первый этап состоит в нахождении  
нулей функции ))(ˆ(ˆ pP ζ , так как они определяют полюсы пере-
даточных функций данного объекта управления, где )(ˆ pζ  – од-
нозначная ветвь функции plαζ =  с областью значений 

CC ⊂∞∈=+∪∞<<∞−>+= )},0(,0:{},0:{ˆ τστστστσ ii .  
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Чтобы найти нули )(ˆ ζP  в области CC ⊂ˆ , используем 
вспомогательную функцию ττ sin=h  действительного аргу-
мента τ . Введем обозначения: nh  – максимум функции 

ττ sin=h  на отрезке ]2),1(2[ nnn π−π=L  ( n  – натуральное чис-
ло); nτ  – то значение τ , при котором h  достигает максимума на 
отрезке nL ; βN  – минимальное из тех n , для которых nh≤β ; 

βNhh =* ;  *τ  – то значение τ , при котором **)( hh =τ , т. е. 

(3.1) )(max)( ττ
τ

hhh
n

nn L∈
== ,  }:{min

,...}2,1{
ββ ≥=

∈
nn

hnN ,  

β
τ Nhhh == ** )( ,  *h≤β .  

Теорема 1 описывает расположение нулей функции )(ˆ ζP в 
области Ĉ  в зависимости от величины коэффициента β.  

Теорема 1.  При )~,0( ββ ∈ , где 111
~cos~sh~2~
σσσβ −= , а 1

~σ  – 
решение уравнения 11 σ~thσ~tg −=  в интервале ),( 11 πτ=I  (т. е. 

)7985,17~
≈β , у всех нулей функции ζζβζ sh)(ˆ +=P , лежащих 

в области Ĉ , мнимая часть по абсолютной величине превосхо-
дит вещественную и, соответственно, все нули функции 

))(ˆ(ˆ)/()( 2 pPlapD ζλ=  имеют отрицательную действитель-
ную часть. При этом в зависимости от величины β нули функ-
ции ζζβζ sh)(ˆ +=P  располагаются в области Ĉ  следующим 
образом:  

a) при любом β функция ζζβζ sh)(ˆ +=P  имеет счётное 
множество пар нулей первого порядка вида 1niτ  и 2niτ , где 

)),1(2(1 nnn n τπτ −=∈ M , ))12(,(2 −=∈ nnnn πττ I , а n – любое из 
тех натуральных чисел, при которых nh<β ; этим нулям соот-
ветствуют простые нули 22 )/( lp nknk ατ−=  ( 2,1=k ) функции D; 

b) если при некотором натуральном βNn <  выполняется 

неравенство nh>β  (т. е. 1>βN ), то помимо мнимых нулей 
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функция )ˆ(ˆ ζP  имеет в области Ĉ  также )1( −= ββ Nm  пар 

простых сопряженных комплексных нулей вида 000
1 nnn iτσζ += , 

000
2 nnn iτσζ −= , где )1,1( −∈ βNn , 4≤βN , 00 >σn , nn I∈τ0 , а 

именно,   

(3.2) 








=∈
=∈
=∈

=
,4),~,(при3
,3),,(при2
,2),,(при1

2

32

21

β

β

β

β

ββ
β
β

Nh
Nhh
Nhh

m  

(где 8197,11 ≈h , 9167,7~
2 ≈h , 1724,143 ≈h ); при этом каждой 

паре таких нулей функции )ˆ(ˆ ζP  соответствует пара  простых 
сопряженных нулей вида   

 ( ) ( )
( )2

002020
0
1

2
l

ip nnnn
n

α
τστσ +−

= ,  ( ) ( )
( )2

002020
0

2
2

l
ip nnnn

n
α

τστσ −−
=  

функции D(р), принадлежащих области { }0Re: <∈=− pp CC ;  
c) если же 

β
β Nhh == * , то функция )(ˆ ζP  также имеет в 

области Ĉ  один мнимый ноль второго порядка *τζ
β

iN = , ко-

торому соответствует отрицательный ноль второго порядка 
функции D(p): 22** )/()( lp ατ−= ;  

d) при ββ
~

≥  функция )(ˆ ζP  имеет в области 
CIQ ˆ}),,0(:{~

11 ⊂∈∞∈+= τστσ i  такой нуль 0
1

0
1

0
11 τσζ i+= , для 

которого 0
1

0
1 τσ ≥ , что означает наличие у функции D(p) нуля с 

неотрицательной вещественной частью, т. е. неустойчивость 
объекта управления.  

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении I.  
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4. Разложение функций PJR PJ /ξξ
=  ( SHJ ,= )  

на рациональные дроби  

Чтобы получить оценки норм операторов, имеющих пере-
даточные функции PJR

ξ
 ( SHJ ,= ), представим каждую из 

функций PJR
ξ

 в виде суммы ряда, составленного из главных 

частей этой функции в ее полюсах, являющихся также нулями 
функции P(p). Возможность такого представления обосновыва-
ется следующей леммой и теоремой Коши [2, п. 71].  

Лемма.  Значения функций PHR
ξ

 и PSR
ξ

 на окружностях  

(4.1) ( )


















 +

=∈=
222/:

l
nppn α

ππCG ,  

где n – натуральное число, при ∞→n  стремятся к нулю рав-
номерно по отношению к parg .  

Доказательство леммы приведено в Приложении I.  
Теорема 2.  На основании теоремы Коши [2, п. 71] каждая 

из функций PJR
ξ

, где SHJ ,= , может быть представлена 

суммой ряда, составленного из главных частей этой функции в 
её полюсах, а именно:   

(4.2) 
( )
∑

=

∗+++=
β

βξ

m

n
JnJNJJPJ WWWWR

1
км ;    

где ∑∑
=

∞

+= −
=

2

11
м

k kn

knJ

Nn
J pp

C
W

β

,  








=

<
−=

∑
=

,при0

,при
2

1

β

β

β

β

β

β

β

N

N
k kN

kJN

JN

h

h
pp

C

W ,  









==
−

<
= ∗

=
∗

∗

∑ ,
)(

,0
2

1

*

hhпри
pp

C
hпри

W
N

k
k

Jk

N

J
β

β

β

β
  

( )
0

2

0

0
1

0

к
n

nJ

n

nJ
nJ

pp

C
pp

C
pW

−
+

−
= ,  
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и 
βNhh =*  (см. теорему 1). При этом коэффициенты JnkC , вхо-

дящие в функции мJW  и 
βJNW  (J=H, S) равны:  

(4.3)  
( ) ( )

22

2

22

)/(cos
)(

2
)cos(sin)(

)/(cos2

βττβ

ττξ

ατττα

ττξ

−+
=

+
=

knnkkn

knkn

knknkn

knkn
Hnk

s

l
ll

l
C , 

(4.4) 
( ) ( )

22

)/(sin2
)cos(sin

)/(sin2

βττβ

ττξ

θατττθα

τξ

−+
=

+
=

knnkkn

knkn

knnkkn

kn
knS

s

l
ll

l
C , 

где  2,1=k , 






=−
+≥

= ,)(sign
,11

1
β

β

β
β

NnприL
Nnпри

s
N

n  

sn2 1= − , 2/)1(2 ππ ββ
+−= NLN ;  а коэффициенты, входящие 

в функции *
JW , nJW к  (J=H, S) равны:  

(4.5) ( ) ( )
2

22

42 )(2
)(1

)(
)(cos8 ∗

∗∗∗
∗

+
+

=
τ

ττ
α

τξ
l

lCH ,  

(4.6) ( )( )
( )

( )
( )2

2

32
2

1/sin8
∗

∗
∗

∗
∗

τ+

τ+
τ

θα
τξ

=
l

lCS ;  

(4.7)   
( )

























 τ

ξ
τ+

τ
+

−





 τ

ξ
τ

ξ
τ+
τ+

α
= ∗

∗

∗

∗∗
∗

∗
∗

llll
CH cos

)(2
3
)(2

sin
)(2
)(14

2

2

2

2

21 ,  

(4.8) 
( )
( ) ( ) 



















 τ

ξξ
−






 τ

ξ

τ+

τ

τ+

τ+

θα
= ∗∗

∗

∗

∗

∗
∗

llll
CS cossin

23
2

2

14
22

2

1 ; 

(4.9) 
)()(

))/((ch2 0
1

0
1

2

0
10

n

nn
nH Pl

lC
ζ

ζ
α

ζξ
′

= , 

(4.10) 
)(ˆ
))/sh((2 0

1

0
10

n

n
nS Pl

lC
ζθα
ζξ

′
= .  

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении I.  
На основании теоремы 2 можно вычислить или оценить 
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нормы (в пространстве )0,0(BB =  сужений на пространстве 

)0,0(QQ = ) операторов  

 мJW , 
βNJW , *

JW , nJW к   ( SHJ ,= ),  

имеющих передаточными функциями соответствующие слагае-
мые представления (4.2).  

Следствие 1.  При 2πβ ≤  и l=ξ  норма сужения опера-

тора 
B

PH l
R  на пространство Q как оператора QQ → , равна  

(4.11) ( )
β
10 == PHPH ll

RR
B

,    

а точное значение нормы оператора DHl
R  в B (см. (3.1)): 

(4.12) ( ) .10
02 aa

lRR DHDH ll
===

βλB
 

Следствие 2.  При ),0[ l∈ξ  и )2/,0( πβ ∈  можно указать 
сравнительно простые оценки нормы оператора DHR

ξ
 в про-

странстве B, а именно, при )2/,0( π∈β   

(4.13) 
110 cos||

1
τξ a

R DH <
B

, 

а в случае ),0[ l∈ξ  и 2/π=β   

(4.14) 
20

4262,2
a
l

a
R DH λπξ

+<
B

.   

Доказательства следствий даны в Приложении.  
Заметим, что оценки норм операторов, приводимые для 

значений ]2/,0( πβ ∈  в следствии 2, являются грубыми. Более 
точные оценки позволяет дать теорема 3.  

5. Оценка норм операторов мJW  ( SHJ ,= )    

Теорема 3. Операторы, имеющие передаточными функ-
циями мHW  и мSW , отображают пространство Q в себя, и 
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нормы их сужений на Q оцениваются сверху следующим обра-
зом:  

(5.1) 2м π
< H

H
MW

B
; 

(5.2) 






















+<

β

ξ
πθπ

α
N

M
l

MlW H
S

S 2
11,

2
min2м

B
, 

где 
β

β

ββ β

β

β N

N

NN
H aN

aN
aaN

M
−

+
+

−
= ln

2
11

22 ;  
β

β

π

π
β

β N
N

aN 2

22

4
14 +

= ; 

22222 ln1
)(

1

βββ β

β

ββ NNN
S

aN

N
aaNN

M
−

+
−

= .  

Доказательство теоремы 3 см. в Приложении I.   

6. Оценка норм операторов 
βHNW  и 

βSNW   

Оператор с передаточной функцией  
(6.1) )/(

2,1
kNkJN

k
JN ppCW

βββ
−= ∑

=
,  kNkN ip

ββ
τ= ,   

где  

(6.2) 
)cos(sin)(

cos2

2
kNkNkN

kN

kHN l
lC

βββ

β

β τττα

ξ
τ

+









= ,   

(6.3) 
)cos(sin

sin2

kNkNkN

NkN

kSN l
lC

βββ

ββ

β τττθα

τ
ξ

τ

+









= ,  

вносит сравнительно весомый вклад в норму суммарного опера-
тора, поэтому его норму полезно оценить отдельно.  

Теорема 4.  Операторы, имеющие передаточными функ-
циями 

βHNW  и 
βSNW , отображают пространство Q  в себя, и 

нормы их сужений на Q  равны  
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 ( )∑
=

−=
2,1

2
2 21)(

k
k

kN

kJN
JN M

C
lW

β

β

β τ
α ,  

где SHJ ,= , 2,1=k , kNβ
τ  вычисляются путем численного ре-

шения уравнения βττ =sin , при этом )),1(2( *
1 τπτ ββ

−∈ NN ,  

))12(,( *
2 −∈ βπττ

β
NN , kJNC

β
 – см. (6.1),  21 ββ JNJN CCR = , и  

 










−∉

−∈=
−

).0,1(при0

)0,1(при
2

1
2

2

2

2

1

R

R
C
C

M
NN

kN

JN

JN
k

ββ

β

β

β
ττ

τ

 

Доказательство теоремы 4 дано в Приложении I.  

7. Вычисление норм операторов  ∗
JW  ( SHJ ,= )  

Теорема 5.  Операторы, имеющие передаточными функ-
циями *

HW  и *
SW , отображают пространство Q в себя, и нор-

мы их сужений на Q вычисляются по следующим формулам:  
 

(7.1) 






<−
≥

=∗

,0 приexp2
,0 при

*
2

*
212

*
2

*
21

JJJJJ

JJJ
J CCaba

CCa
W

B
  

где  *
JkC  для SHJ ,=  и 2,1=k  – см. (4.5)–(4.8);    

*
2

*
1

2*

J

J
J C

C
l

b 







=

α
τ ;  

2

2

)(1

)(2
∗

∗

+

+
=

τ

τ
µ ;  






−= ∗

∗ τ
ξ

τµ l
aH cos

)(
8

22 ;  

( )
















+
+

+





= ∗

∗
∗

∗ τ
ξ

τ
τ

τ
τ

ξξ
µτ lll

aH cos
)(2

)(3/521sin4
2*

2*

1 ;  















−








+
+

= ∗∗
∗

∗

∗∗
τ

ξξ
τ

ξ
τ
τ

τθτµ
α

lll
laS cossin

)(2
3/)2(22

)(
4 2

2

21 ;  
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−= ∗

∗
τ

ξ
θτµ

α
l

laS sin
)(

8
32 .  

Доказательство теоремы 5 см. в Приложении I.  

8. Вычисление норм операторов nJW к  ( SHJ ,= ) . 

Теорема 6.  Операторы с передаточными функциями 
nHW к  и nSW к , отображают пространство Q в себя, и нормы 

их сужений на Q вычисляются по следующим формулам:  

(8.1) 





= 0

к ch nnHnH l
MW ζ

ξ
B

, 

(8.2) 





= 0

к sh nSnSnS l
cMW ζ

ξ
B

,  

где 
)(ˆ

4
0
1

0
1 nn

nH
nH P

N
M

ζζ ′
= ; 

)(ˆ
4

0
1

20
1 nn

nS
nS

P

N
M

ζζ ′
= ;  

θ
αlcS = ;  

0
1

0
1

0
1

0
1 shch)(ˆ nnnnP ζζζζ +=′ ; 0

0

Re
Imarctg

Jn

Jn
Jn C

C
=ϕ ;  

nn νγ arctg= ; 00

2020

2
)()(

nn

nn
n τσ

στ
ν

−
= ; ( )πν n

nr −−
=

exp1
1 ; 

 ( ) ( )( )( )  2/expcos2sin= nJnnnnJnnJ rN ϕπνγϕγ −−+− . 
 Доказательство теоремы 6 см. в Приложении I.  

В Приложении II в таблицах 1–4 приводятся вычисленные с 
помощью программы MATLAB для 31÷=n  и )~,[ ββ nh∈  зна-
чения нулей 0

nζ  функции P̂  и параметров |ch| 0
nnHnH Mm ζ= , 

|sh| 0
nnSnS Mm ζ=  ( SHJ ,= ), равных нормам операторов в вы-

ражения (8.1) и (8.2) при l=ξ . На рис. 1–4 приводятся графики 
функций nJm  (n = 1, 2, 3, по оси абсцисс откладывается β, по 
оси ординат – Jnm ).  
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9. Заключение 

Полученные в разделах 4–8 оценки или значения норм опе-
раторов  
 мJW , 

βJNW , *
JW , nJW к ,   SHJ ,= ,  

имеющих соответственно передаточные функции мJW , 
βJNW , 

*
JW , nJW к  и отображающих пространство Q в себя, позволяют, 

в силу (4.2), получить оценки для норм (в пространстве B) опе-
раторов с передаточными функциями PJR

ξ
 и PJDJ RalR

ξξ
λ )/( 2=  

( SHJ ,= ), а эти последние оценки дают возможность (cм. раз-
дел 1) определить класс FB обратных связей, для которых га-
рантированы причинность и устойчивость замкнутой системы 
по отношению к внешнему воздействию на систему.  

Из приведенных в Приложении II таблиц и графиков видно, 
что величины JJJJ baam exp211 +=  (J=H,S) для 1h=β , вычис-

ленные по формулам (7.1) при l=ξ  и определяющие вклад 
низшей гармоники в общую норму оператора PJ l

R , неогра-
ниченно растут при стремлении β к критическому значе-
нию β

~ , что говорит о приближении объекта к потере ус-
тойчивости; величины же 2Jm  и 3Jm , соответствующие 
второй и третьей гармоникам, весьма малы по сравнению с 

1Jm  и слабо изменяются при изменении параметра β.  
Авторы благодарны д.т.н. Б. Т. Поляку за его труд по 

знакомству с работой и за ценные замечания, способст-
вующие улучшению ее изложения. 

ПРИЛОЖЕНИЕ I 

П1.  Доказательство теоремы 1 

а)  Вещественных нулей функция ζζβ shˆ +=P  в силу вы-
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бора параметра β не имеет. Рассмотрим вопрос о чисто мнимых 
нулях этой функции. Если τζ i= , где τ  – действительное, i  – 
мнимая единица, то ( ) ττβiτP sinˆ −= . Функция τττ sin)( =h  при 

0≥τ  на каждом из отрезков ( ) ]2,12[ nnn ππ −=L  ( n  – нату-
ральное) имеет максимум nh  в точке nτ , являющейся решением 
уравнения ττ tg−= , ( )ππτ )12(,)5,0)1(2( −+−∈ nnn . При ∞→n  
величина nh  неограниченно возрастает. Если β>nh , то на nL  
функция )(ˆ ζP  имеет пару нулей первого порядка 1niτ  и 2niτ , 
где )),1(2(1 nnn n τπτ −=∈M , ))12(,(2 −=∈ nnnn πττ I ; если же 

*hβ = , где 
β

= Nhh* , то функция P̂  имеет ноль второго порядка 

вида ∗τi , где 
βNττ =∗ , так как 0|)(ˆ * =′

=ττ
iτP , но 0|)(ˆ * ≠′′

=ττ
iτP .  

б)  Далее, предположим, что 000
1 nnn iτσζ += , где 00 >nσ , 

nn L∈0τ , является нулём функции P̂ . Тогда числа 0
nσ , 0

nτ  удов-
летворяют условиям  0)(ˆRe 00 =+ nn iP τσ  и 0)(ˆIm 00 =+ nn iP τσ , т. е. 
уравнениям  
(П1.1) 0sinchcossh)ˆshˆRe( =−+=+ τσττσζζβ σβ ,         
(П1.2) 0cosshsinch)ˆshˆIm( =+=+ τσττσσζζβ ,   
и, следовательно, уравнениям  

(П1.3) ( ) τ
σ
σ

τσβ cossh22 +−= ,  

(П1.4) 
τ
τ

σ
σ tgth

−= , 

откуда следует, что 0cos 0 <nτ , 0sin 0 >nτ  и 00 tg nn ττ −> ; т. е. 

nn I∈0τ  ( nn ττ >0 ). Наконец, из (П1.3) получаем:    

(П1.5) ( ) nnnnnnn h==>> ττττττβ sincoscos)( 2020 .  

Так как βN  – минимальное из чисел n , для которых 

nh≤β , из (П1.5) следует, что при βNn ≥  функция P̂  не имеет 
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нулей вида 00
nn iτσ + , где nn n πτπ 2)1(2 0 <≤−  и 0σ0 >n .  

Из четности функции )(ˆRe τσ iP +  по τ  и нечетности по τ  
функции )(ˆIm τσ iP +  следует, что если 000

1 nnn iτσζ +=  – ноль 
функции P̂ , то и число 000

1
0
2 nnnn iτσζζ −==  − тоже ноль функции 

)(ˆ ζP , поэтому достаточно исследовать лишь нули функции P̂ , 
лежащие в первом квадранте комплексной плоскости C .  

в)  Докажем, что для каждого n , при котором β<nh , функ-
ция )(ˆ ζP  имеет в области { } CLCC ⊂∈>∈+== nn i τστσ ,0:ζ  
ровно один нуль. Согласно сказанному выше, если функция P̂  
имеет нуль 000

1 nnn iτσζ +=  и nn L∈0τ , то nn I∈0τ . Рассмотрим об-
ласть { }nn IRQ ∈>∈= τστσ 0,:),( 2  плоскости 2R . В этой об-
ласти уравнение (П1.2) эквивалентно уравнению 0),( =τσG , где   

(П1.6) ( )
τ
τ

σ
σ

τσ
tgth, +=G .  

Частные производные функции G  имеют вид 

(П1.7) 2σ )ch(
chsh
σσ

σσσG −
=′ ;  

(П1.8) 
( )2τ cos

cossin
ττ

τττ −
=′G .  

В области nQ  функция σG′  принимает отрицательные значения, 
а функция τ′G  − положительные. Поэтому уравнение 0),( =τσG  
задаёт в этой области функцию )(στ nv= , имеющую положи-
тельную производную  

(П1.9) 
))(,(
))(,()(

σσ
σσ

σν
τ

σ

n

n
n vG

vG
′
′

−=′ ;  

и, следовательно, монотонно возрастающую с ростом σ , стре-
мящуюся при ∞→σ  к )12( −nπ , а при 0→σ  − к nτ . При лю-
бом 0>σ  число )(σσ niv+  удовлетворяет уравнению (П1.2).  

Так как )(σν n  – возрастающая функция, то и функция  



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 108 

(П1.10) ( ) ( )( ) ( )σν
σ
σ

σνσσβ nnn cossh22 +−=   

также монотонно возрастает (от nnnnn h==− ττττ sincos)( 2  к 
+ ∞ ) с ростом σ, задавая взаимно-однозначное отображение 
множества }0:{ ∞<< σσ  на множество }:{ ∞<< ββ nh ; об-
ратное взаимно-однозначное отображение обозначим )(ˆ βσ n .  

Для любого фиксированного значения nh>β  число 
))(ˆ()(σ̂ζ0

1 βνβ nnnn σi+=  является нулем функции )(ˆ ζP , ибо оно 
удовлетворяет как уравнению (П1.2), так и (П1.10), а, следова-
тельно, (П1.3) и (П1.1). Этот нуль – единственный в области nC  
при данном β  в силу единственности функций )(ˆ βσσ n=  и 

)(σντ n= . 0
1nζ  – нуль первого порядка, как и нуль 0

1
0
2 nn ζζ = , ибо  

=−+=+=′ τσττσστσζζζζ sinshcoschcossh)chRe(sh)(ˆRe P
)sin/thcos(cossh ττστστσ −+= ;  

откуда, учитывая (П1.4), получаем для k = 1, 2:  
=−−=′ )sinsin/cos(cossh)(ζˆRe 000020000

nnnnnnnnk τττττP τσ  
00000 sin/sh)sin(cos nnnnn τστττ −=  

Так как 00 >nσ  и ))12(,(0 πτ −=∈ nτ nnn I , т. е. 2/0 πτ >n , то 
0)sin(cos 000 ≠− nnn τττ  и 0ˆRe 0 ≠′ )(ζP nk , поэтому нули 0

nkζ  функ-
ции )ˆ(ζP  первого прядка.  

г)  Так как из требования устойчивости объекта управления 
следует, что функция D  имеет нули только в −C , потребуем, 
чтобы нули 000

1 nnn iτσζ +=  функции P̂ , лежащие в области Ĉ , 
при всех 1≥n  удовлетворяли условию  
(П1.11) 00

nn τσ < ;  
при выполнении этого условия у каждого из нулей функции P̂  
модуль вещественной части будет меньше модуля мнимой части 
и, следовательно, каждый из нулей 0

np  функции D  будет иметь 
отрицательную вещественную часть.  



 
Анализ и синтез систем управления 

 109 

Из вида (П1.6) функции G  следует, что функция nν  удов-
летворяет уравнению  

(П1.12) 
σ

ν
σ

ν nn

th
)(tg)( σσ

−= . 

Так как правая часть (П1.12) в интервале ),0( ∞ монотонно 
убывает с ростом σ , стремясь к нулю при ∞→σ , отношение 

σσν /)(n  также монотонно убывает (от ∞  до нуля) и становится 
равным 1 при некотором nσ~ . Согласно (П1.12), nσ~  удовлетво-
ряет е уравнению  
(П1.13) nn σσ ~th~tg −= .  

Точка nn iσσ ~~ +  является нулём функции P̂  при некотором 
значении β , которое обозначим как nβ

~ . Из (П1.10) получаем: 

(П1.14) =−= nnnn σσβ ~cosσ~sh~2~
nnn σσσ ~/sh12~ch~2 2+ .  

Величина nnnn v I∈= )~(~ σσ  растет с ростом n , поэтому из 
(П1.14) следует, что nβ

~  тоже монотонно растет с ростом n  (т. е. 

1
~~

+< nn ββ ). Если при некотором β  функция ζζβ shˆ +=P  име-
ет нули вида 000

1 nnn iτσζ += , где 00 >nσ , и 0
11

0
11 ReIm ζζ > , то и для 

остальных нулей этой функции, имеющих вид 000
1 nnn iτσζ +=  при 

1>n , неравенство (П1.11) будет выполняться. Действительно, 
если 0

1
0
1 τσ < , то nβββ

~~
1 << , следовательно, 00

nn στ > .  
Таким образом, если 1

~
ββ < , то условие (П1.11) выполняет-

ся для всех нулей функции P̂ . Но при 1
~
ββ ≥  функция P̂  имеет 

такой ноль 0
1

0
1

0
11 τσζ i+= , что ),0(0

1
0
1 πτσ ∈≥ , а функция D(p) 

имеет ноль с неотрицательной вещественной частью. Далее бу-
дем обозначать 1

~
β  как β

~ : 1111
~cos~sh~2~~
σσσββ −== , где 11

~ I∈σ  
и 11

~th~tg σσ −= .  
Для вычисления значения β

~  используем уравнение 
(П1.13): решая его при 1=n  (т. е. 11

~ I∈σ ), находим 365,2~
1 ≈σ . 
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Из соотношения (П1.14) следует, что 7985,17~~
1 ≈= ββ .  

Для 41 ÷=n  определим максимумы 22 1/ nnnh ττ +=  функ-
ции h , решив в интервалах ))12(,)1(2( π−π− nn  уравнения 

nn ττ tg−= : 8197,11 ≈h  ( 0287,21 ≈τ ), 9167,7~
2 ≈h  ( 9789,72 ≈τ ), 

1724,143 ≈h  ( 2075,143 ≈τ ) и 445,204 ≈h  ( 469,204 ≈τ ).   
Сравнив найденные максимумы с 7985,17~

≈β , заключаем, 
что если все нули функции )(ˆ ζP  удовлетворяют условию 

00 Re|Im| nknk ζζ >  (k = 1, 2), то при )~,0( ββ∈  функция )(ˆ ζP  мо-
жет иметь в области Ĉ  не более трёх пар нулей вида 

000
nnnk iτσζ ±=  с положительной действительной частью, так как 

из неравенства 000 >> nn στ  следует, что 4
~ hβhn <<< β .      

Таким образом, при )~,( 1 ββ h∈  в области Ĉ  функция )(ˆ ζP  
имеет 1−= ββ Nm  пар сопряженных комплексных нулей перво-

го порядка вида 000
nnnk iτσζ ±=  ( 2,1=k ), где 0σ0 >n , nn I∈0τ . При 

этом  

 








∈
∈
∈

=
).~,(при3
),,(при2
),,(при1

2

32

21

β

βhβ
hhβ
hhβ

m

   Так как любой из этих нулей функции )(ˆ ζP  удовлетворяет ус-
ловию (П1.11), соответствующие им нули  

 2

002020
0
1 )(

τσ2)(τ)(σ
l

ip nnnn
n α

+−
=  ,  2

002020
0

2 )(
τσ2)(τ)(σ

l
ip nnnn

n α
−−

=  

функции )( pD лежат в области −C . Теорема 1 доказана.  

П2.  Доказательство леммы 

Функции PHR PH /ξξ
=  и PSR PS /ξξ

=  оцениваются по мо-

дулю сверху следующим образом:  
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(П2.1) ( )
),(

ch

1

sh

ch

τσϕ
σζ

βζζ
ζ
βζ

σ
ξ

−

≤
+

≤pR PH ,  

(П2.2) ( )
( )τσϕ

σζ
βζθ

α

ζ
ξ
βζθ

σα
ξ

,
ch

sh

ch
22

−

≤
+

≤
llpR PS , 

где C∈+== τσαζ ipl , R∈τσ, , 

τσττσζ 2222 cos)th1(1sin)cos(th/ch|sh|),( −−=+== στσϕ .  
Функция ϕ  на дуге ]}2/,3/[2|:|{ πππτ +∈∈=Γ np nn G  

принимает значения, не меньшие ( ) 2/33/sin =π . На множест-
ве же ]}3/2,0[|:|{ ππτ +∈∈= np nn GΒ  величина ||σ  оценива-
ется снизу следующим образом:  

 ( ) ( ) ( ) 3/12/523/22/2|| 22 +=+−+≥ nnn πππππσ , 
т. е. минимальное на nΒ  значение || σ  неограниченно возрастает 

при ∞→n , а значения функции τστσϕ 22 cos)th1(1),( −−=  

на nΒ  при достаточно большом n  становятся больше 2/3 . 
Так как || ζ  на nG  неограниченно возрастает при n → ∞ , из 
(П2.1) следует, что значения функций

 
 PHR

ξ
 и PSR

ξ
 на nG  

стремятся к нулю при ∞→n  (равномерно по отношению к 
parg ). Лемма доказана.  

П3.  Доказательство теоремы 2  

В силу доказанного в лемме 3 стремления значений функ-
ций PJR

ξ
 ( SHJ ,= ) на nG  к нулю при ∞→n  эти функции мо-

гут быть представлены [2, п. 71] как суммы рядов, составленных 
из главных частей в их полюсах:  

 
( )
∑

=

∗+++=
β

βξ

m

n
JnJNJJPJ WWWWR

1
км . 
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Определим коэффициенты, стоящие в числителях дробей –
членов этих рядов. 

a)  При 1+> βNn  и в случае βNn =  и 
β

β Nhh =< * , нули 
22 )/( lp nknk ατ−=  функции D являются полюсами первого поряд-

ка функций  

 ∑∑
=

∞

+= −
=

2

11
м )(

k kn

knJ

Nn
J pp

C
pW

β

,  

где =
′′

==
)(ˆ)ˆ(ˆ

)(
res

nknk

nk
PJpJnk pP

pJ
RC

nk ζζ
ξ

ξ 22

2

2

)(2
)(

1

βττβ

τ

α
ξ

−+ nknknk

nknk

s

pJ
l

.  

Здесь { }k ∈ 1 2, , sn2 1= −  (так как 2/)1(22 ππτ +−> nn  для 
любого βNn ≥ , т. е. 0cos 2 <nτ ), и 11 =ns  (так как соотношения 

nnn Lnnh =+−<−<<≤ −− 2/)1(2)32(11 πππτβ  выполняются для 
любого 1+≥ βNn ; см. обозначения теоремы 1).  

Если же βNn =  и *h<β , то )(sign1 β
β

−= Nn Ls , где 

2/)1(2 ππββ
+−= NLN , так как если *)( hLLh NN <<= β

ββ
, то 

12/)1(2 nN NL τππββ
<+−=  и 0cos 1 <nτ .  

Таким образом,

 
 =

+









=
′









=
)cos(sin)(

cos2

)()(

cos2

22
knknkn

knkn

kn

knkn

knH l
l

hl
lC

τττα

τ
ξ

τ

τα

τ
ξ

τ
 

 
22

2

2)(

cos2

βττβ

τ

α

τ
ξ

−+









=
knnkkn

kn
kn

sl
l ,  

 

 
( ) 22

sin2sin2

βττβ

τ

θα

τ
ξ

τθα

τ
ξ

−+









=
′









=
knnkkn

kn
kn

kn

kn

knS
sl

l
hl
lC ; 
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б)  В том случае, когда *h=β , функции *
JW  (J=H,S) имеют 

при 2** )/( lp ατ−=  (см. обозначения теоремы 1) полюс 2-го по-
рядка, поэтому  

 








==
−

<
= ∗

=
∗

∗

∑ ,при
)(

,при0
2

1

*

hh
pp

C
h

W
N

k
k

Jk

N

J
β

β

β

β
 

Входящие в функции *
JW  (J=H,S) коэффициенты равны:  

 2*

2*
2*

4

*
2**

2 )(2
)(1

)(
)(

)(
8))((lim

* τ
τ

τ
α
ξ

ξ +
+

=−=
→ l

pJ
ppRC PJ

pp
J ,  

 ( )=−==
→→

2**
1 )(

d
dlimres

**
ppR

p
RC PJ

pp
PJ

pp
J ξξ

 

 2*

**

*

*

))((3
)()(2

)(
)(2

pP
pPpJ

pP
pJ

′′

′′′
−

′′

′
= ξξ .  

Отсюда, используя выражения )sin()( plplpP ααβ +=  и 
22** )/()( lp ατ−= , получаем формулы (4.5)–(4.8).  

в)  Если )~,( 1 ββ h∈  (см. теорему 1), то функция nJW к  
( 3,2,1=n ), входящая как слагаемое в функцию PJR

ξ
, имеет два 

сопряженных полюса 220
11 )/()( lp nn αζ=  и 0

1
0

2 nn pp =  первого по-
рядка, где 00 >nσ . В этом случае  

 ( ) 0
2

0

0
1

0

к
n

Jn

n

nJ
nJ pp

C
pp

C
pW

−
+

−
= ,  

где )(
)(

)(
2res 0

1
0

2

0
10

0
1

nn
n

PJ
p

Jn pZ
l
pJ

RC
n α

ξ
ξ

==  и  

0
1

00
1

0
1

0
1

0
10

chsh)(ˆ nnn

n

n

n
n P

Z
ζζζ

ζ
ζ

ζ
+

=
′

= ,  

т. е. 0
2

0
10

)(
))/((ch2 n

n
nH Z

l
lC

α
ζξ

= , 
)(ˆ
))/sh((2 0

1

0
10

n

n
nS Pl

lC
ζθα
ζξ

′
= .  
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П4.  Доказательство следствий 1 и 2  

Если 2/πβ ≤ , то 1=βN , и все входящие в PJR
ξ

 слагае-

мые, кроме 1JW  и мJW , равны нулю.  
Оригиналы Jnϕ  функций )/()/( 2211 nnJnnJ ppCppC −+−  

( SHJ ,= ), входящих в выражение для функций 1JW  и мJW , 
имеют вид:  
(П4.1) ))exp()exp()((),( 2211 tpCtpCtst nnJnnJnJ +=ξϕ ,  
где },{ SHJ ∈ , 1+≥ βNn .  

Если 2/πβ ≤ , а l=ξ , то при всех 1≥n  0)(/cos ≥′ nknk h ττ , 
где 2,1=k , т. е. 0≥knHC , и все оригиналы ),( tHn ξϕ  в формуле 
(П4.1) неотрицательны при любом t. Поэтому оцениваемая нор-
ма оператора с передаточной функцией PH l

R  равна значению 
этой функции при 0=p , т. е. β/1 . Следствие 1 доказано.  

Для доказательства следствия 2 нужно учесть, что 
βττ =nknk sin  и 11τ  – минимальное из всех возможных значений 

nkτ , поэтому 11cos/|cos|1|))/((cos| τττξ nknkl ≤≤  при любых n, k. 
Учитывая, что 0)(/cos >′ nkkn h ττ  при 2/πβ ≤ , получаем, что    

11
222 cos

cos
)(

1
)(

2
)(

1
)(

2
)(

cos

)(
2

||
τ

τ

τα

τ

τα

τ

τ

τξ

α

τ kn

kn

kn

kn

kn

kn

kn
kn

knH hlhlh
l

l
C

′
≤

′
≤

′









= , 

поэтому  

 
( ) ( ) ( ) ( )++ •≤•

RLRL 11 ,
cos

1,
11

lnJnJ ϕ
τ

ξϕ .  

Из этой оценки и следствия 1 вытекает неравенство (4.13) 
следствия 2. В случае 2/πβ = , учитывая, что 2/11 πτ = , 

1)2/( =′ πh ,   |cos||cos||cos| 112 τττ >>kn 4421,01)(/1 2
1 ≈+= τ ,  и  
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πττ

τ
ξ 4

)(
1cos2

1111
11

11

11
1м <

′






==

hlp
CW H

H
B

, 

где м1HW  – оператор с передаточной функцией )/( 111 ppCH − , 

получаем оценку (4.14).  

П5.  Доказательство теоремы 3  

Оригиналы nJϕ  функций )/()/( 2211 nnJnnJ ppCppC −+−  
( SHJ ,= ), входящих в выражение для мJW , при 1+≥ βNn  
имеют вид:  
(П5.1) ))exp()exp()((),( 2211 tpCtpCtst nnJnnJnJ +=ξϕ , 

 
)cos(sin)(

cos2

)()(

cos2

22
knknkn

knkn

kn

knkn

knH l
l

hl
lC

τττα

τ
ξ

τ

τα

τ
ξ

τ

+









=
′









=  ,  

 ( ) 22

sin2sin2

βττβ

τ

θα

τ
ξ

τθα

τ
ξ

−+









=
′









=
knnkkn

kn
kn

kn

kn

knS
sl

l
hl
lC ;   

 




≥
<

=
.0при1
,0при0

)(
t
t

ts    

Оценим норму каждой такой функции в пространстве )( +RL1 :  

(П5.2) ( ) ( )
kn

knJ

k
nJ p

C
∑

=
≤• +

2

1
,

RL1ξϕ .  

Из (4.3) и (4.4) при 1+≥ βNn  с учётом соотношений 0)( 1 >′ nh τ , 

0)( 2 <′ nh τ , )32()12( −≤−<<< nπNπτhβ NN βββ
 получаем:  

(П5.3) ( ) ( ) ])1[(
12, 222

β
π

ξϕ
N

nnH an
s

−−
<≤• +RL1 ,   

(П5.4) ( ) ( ) <





≤• + 2

1

2, nn
n

nS l
sl

τ
ξ

µ
θ

α
τ

ξϕ
RL1   
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( ) 



















+

−−−
<

β

ξ
πθ

α

β
Nlan

l

N 2
11,

1n2
1min

])1[( 22
 .  

 

Здесь  
ββττββττ −−

+
+−

=
22

22
22

11

11

nnnn

ns ,   

 )4/(14 222
ββ ππβ

β
NNaN += , ),1(min)( xx =µ .  

Из (П5.3) и (П5.4) видно, что ряды   

 ( )•∑
∞

+=
,

1
ξϕ

β

nJ
Nn

 

сходятся в пространстве )( +RL1  и что их суммы оцениваются 
по норме этого пространства следующим образом:  

(П5.5) ( )
( )

2
1

,
π

ξϕ
β

H
nH

Nn

Φ
<•

+

∑
∞

+= RL1

; 

(П5.6) ( )
( ) 










Φ










+

Φ
<•

+

∑
∞

+=
H

S
nS

Nn Nl
l

β

ξ
πθπ

α
ξϕ

β
2

11,
2

min,
2

1 RL1

.  

Здесь  

=
−

+
−

=Φ ∫
∞

β βββ N NN
H ax

x
aN 2222

d1

β

β

β β

β

ββ
Na

Na

aaN N

N

NN −

+
+

−
ln

2
11

22 ,  

=
−

+
−

=Φ ∫
∞

β ββββ N NN
S axx

x
aNN )(

d
)(

1
2222  

22222 ln1
)(

1

βββ β

β

ββ NNN aN

N
aaNN −

+
−

= .  

Теорема 3 доказана.   
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П6.  Доказательство теоремы 4 

 dteCdtW l

t

kJN
k

JNJN

kN

∫ ∑∫
∞ −

=

∞

==
0

)(

2,10

2

2

α

τ β

βββ
ϕ , SHJ ,= ;  

поэтому в тех случаях, когда 021 ≥
ββ JNJN CC  или  021 <

ββ JNJN CC , 

но |||| 12 ββ JNJN CC ≤ , т. е. когда функция 0≠
β

ϕ JN  при 0>t ,  

 2

2,1

2 /)( kNkJN
k

JN ClW
βββ

τα ∑
=

= .   

При )1,(/ 12 −−∞∈
ββ JNJN CC  функция )(tJNβ

ϕ  меняет знак в точке  

 
1

2
2

1
2

2

2

0 ln)(

β

β

ββ
ττ

α

JN

JN

NN
J C

Clt
−

= .  

В этом случае норма оператора равна  
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α
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=
∑

2
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2
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2

2

1
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1
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)( ββ

β

β

β

β

β
ττ

τ

τ

NN

kN

JN

JN

kN

kJN

k C

CCal
.  

Теорема 4 доказана.   

П7.  Доказательство теоремы 5 

Импульсная переходная функция оператора *
JW  равна  

(П7.1) ( ) ( ) ( )ttstwJ ,, ξϕξ =∗ ,      
где )exp()()( 21 tptCCt JJ

∗∗∗ +=ϕ , SHJ ,=  (см. раздел 3). При 
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021 ≥∗∗
JJ CC  функция )(tϕ  сохраняет знак при 0>t , и норма опе-

ратора в пространстве B  равна:  

 ( ) ||d, 1
0

JJ attW == ∫
∞

∗ ξϕ
B

, 

Если же 021 <∗∗
JJ CC , то 0)( 0 =Jtϕ  при ∗∗−= 210 JJJ CCt  и  

 ( ) ( ) JJJ

t

t
J baattttW exp2d,d, 21

0

0

0

+−=−= ∫ ∫
∞

∗ ξϕξϕ
B

,  

где ∗∗∗∗ −== 210 JJJJ CCpptb ,   

2
21

1 )( ∗

∗

∗

∗

−=
p
C

p
Ca JJ

J , 2
2

2
0

2
1

2 )()(
1

∗

∗

∗∗
∗

∗

∗

−=















−+=

p
C

pp
tC

p
Ca JJ

J
J

J .  

Используя выражения (4.5)-(4.8) для ∗
kJC  ( 2,1=k ), прихо-

дим к формулам (7.1) теоремы 5. Теорема 5 доказана.   

П8.  Доказательство теоремы 6 

Импульсная переходная функция оператора nJW к имеет вид  

(П8.1) ( ) ( )=+= )(exp)(exp)()( 0
2

00
1

0 tpCtpCtstWw nnJnnJnJк  

 = )~(cos)(exp)(2 0
nJnnnJ tttsC ϕωµ +− , 

где 220
1

0
1 )()( lp nn αζ= ; 000

1 nnn iτσζ += ; 0
1

0
2 nn pp = ,  

2020 )()( nnn στϑ −= , ( )2lnn αϑµ = ;  
 απϕϕ += nJnJ

~ ;  )ReImarctg( 00
nJnJnJ CC=ϕ ;  

 




<
>

=α
.0Reпри1
,0Reпри0

0

0

Jn

Jn

C
C

,  
( )2

00

2
l

nn
n

α
τσ

ω = .  

Норма функции )cos()exp()()( nJnnnJ tttst ϕωµψ +−=  в про-

странстве )( +RL1  вычисляется следующим образом:  
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(П8.2) ( ) ( ) ( )∫
∞

=+−=+

0
dcosexp ttt nJnnnJ ϕωµψ

RL1  

 
( )

( ) ( ) =+−= ∑ ∫
∞

=

+

ttt nJnn
k

k

k
dcosexp

0

/1

/
ϕωµ

ωπ

ωπ

 

||
d)cos(d)(cos 0

0

/

n

nJ
t

t
nJn

t
nJn

t
n p

N
ttetter

nJ n

nJ

nn =+−+= ∫ ∫ −−
ωπ

ϕωϕω µµ ,  

где ( ) ( )( )( )  2/expcos2sin= nJnnnnJnnJ rN ϕπνγϕγ −−+− ;   

nn νγ arctg= ; 002 nn

n
n τσ

ϑ
ν = ; ( )πν n

nr −−
=

exp1
1 ; 

( )
n

nJ
nJt ω

ϕπ −
=

2/
.  

Используя выражения (4.9) и (4.10) для 0
nJC , получаем:  

(П8.3)  ( )
( ) )(ˆ

)(
42 0

1
0
1

0
1

0
1

0
1

к
nn

n
nJ

n

nJ
nJnJnJ P

pJ
N

p
C

NWwW
ζζ

ξ

′
===

+RLB 1к ,   

где 0
1

0
1

0
1

0
1 shch)(ˆ nnnnP ζζζζ +=′ .  

На основании (П8.3) получаем выражения (8.1) и (8.2) для 
норм операторов nJW к  (в пространстве B ). Теорема 6 доказана.    

ПРИЛОЖЕНИЕ II  

Таблицы и графики 

Замечание.  Значения JJJnJ baam exp21 +=  для nh=β  вы-

числены по формулам (7.1) при l=ξ  (J=H,S), 1=α , l = 1. При 

nh→β  (при 00 →nσ ) значения импульсной переходной функ-
ции оператора nJW к  (П8.1) стремятся к значениям функции 

(П7.1) оператора ∗
JW , а B|||| кnJW  стремится к B|||| *

JW . На рис.1–4 
приведены графики функций nHm  и nSm  для 31÷=n , 1=θ   
(см. 8.1, 8.2): по оси абсцисс – β , по оси ординат – 
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)/ch( 0 lMm nHnHn ξζ=  и )/sh( 0 lcMm nSSnSn ξζ= , 1== θαlcS .  

 
Таблица 1. Значения Hnm  и Snm  для nh=β  ( *0

nn iτζ = )  

n  nh=β  0
nσ  nn ττ =0  Hnm  nSm  

1. 1,8196 0 2,029 0,4855 0,5481 
2. 7,9171 0 7,979 0,0593 0,0035 
3. 14,172 0 14,207 0,0195 3,5585e-004 

Таблица 2. Зависимость параметров 1Hm  и 1Sm  от β  

β  0
1σ  0

1τ  1HM  1Hm   1SM  1Sm  
2,0 0,361 2,043 0,8466 0,4958 0,6985 0,6734 
3,0 0,878 2,105 0,4821 0,5389 0,4954 0,6519 
4,0 1,147 2,149 0,3932 0,5967 0,2797 0,4599 
5,0 1,337 2,184 0,3564 0,6642 0,2050 0,4002 
6,0 1,489 2,211 0,3404 0,7444 0,1698 0,3822 
7,0 1,615 2,235 0,3365 0,8385 0,1516 0,3850 
8,0 1,723 2,254 0,3416 0,9510 0,1424 0,4017 
9,0 1,818 2,272 0,3548 1,0884 0,1392 0,4306 

10,0 1,902 2,287 0,3766 1,2577 0,1405 0,4722 
11,0 1,978 2,300 0,4092 1,4758 0,1464 0,5303 
12,0 2,048 2,312 0,4576 1,7715 0,1579 0,6130 
13,0 2,113 2,323 0,5312 2,1956 0,1775 0,7351 
14,0 2,172 2,333 0,6443 2,8256 0,2094 0,9195 
15,0 2,228 2,343 0,8448 3,9176 0,2678 1,2426 
16,0 2,279 2,351 1,2658 6,1813 0,3923 1,9162 
17,0 2,328 2,359 2,7711 14,2136 0,8413 4,3145 
17,5 2,352 2,363 7,4155 38,9427 2,2295 11,7052 
17,6 2,356 2,364 11,1129 58,6233 3,3349 17,5877 
17,7 2,361 2,364 21,8156 115,6028 6,5346 34,6175 

17,79 2,365 2,365 824,6516 4,3892 
e+003 246,571 1,3120 

e+003 



 
Анализ и синтез систем управления 

 121 

 
Таблица 3. Зависимость параметров 2Hm  и 2Sm  от β   

β  0
2σ  0

2τ  2HM  2Hm  2SM  2Sm  
8,00 0,1426 7,9795 0,3117 0,0593 0,0035 0,0035 
9,00 0,5086 7,9892 0,1063 0,0582 0,0033 0,0037 
10,00 0,6986 7,9978 0,0744 0,0573 0,0031 0,0038 
11,00 0,8409 8,0058 0,0591 0,0565 0,0029 0,0040 
12,00 0,9583 8,0135 0,0496 0,0557 0,0028 0,0041 
13,00 1,0592 8,0207 0,0430 0,0550 0,0026 0,0042 
14,00 1,1500 8,0272 0,0380 0,0544 0,0025 0,0043 
15,00 1,2285 8,0337 0,0342 0,0538 0,0024 0,0044 
16,00 1,3019 8,0409 0,0311 0,0533 0,0023 0,0044 
17,00 1,3684 8,0453 0,0286 0,0528 0,0022 0,0045 
17,50 1,4000 8,0480 0,0275 0,0526 0,0021 0,0045 
17,79 1,4200 8,0489 0,0268 0,0525 0,0021 0,0046 

 
Таблица 4. Зависимость параметров 3Hm  и 3Sm  от β      

β  0
3σ  0

3τ  3HM  3Hm  3SM  3Sm  
14,4 0,180 14,208 0,1000 0,0194 3.5364 

e-004 
3.5851 
e-004 

15,0 0,340 14,210 0,0548 0,0194 3.4779 
e-004 

3.6721 
e-004 

16,0 0,500 14,213 0,0367 0,0193 3.3847 
e-004 

3.8081 
e-004 

17,0 0,620 14,216 0,0290 0,0193 3.2834 
e-004 

3.9264 
e-004 

17,7
9 

0,700 14,218 0,0252 0,0192 3.2128 
e-004 

4.0242 
e-004 
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Рис. 1. Зависимость 1Hm  и 1Sm  от β    
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Рис.2. Зависимость 2Hm  и 2Sm  от β   
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Рис. 3. Зависимость 3Hm  от β   
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Рис. 4. Зависимость 3Sm  от β   
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conductivity. These estimates are used to find the sufficient condition 
of causality and stability for the non-linear feedback control system.  
 
Keywords: closed-loop system, causality, stability, distributed dy-
namic systems, a linear heat conduction object, complex variable 
theory.   
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