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Работа посвящена исследованию равновесий в байесовской игре
оптимальной маршрутизации, в которой игроки действуют эго-
истично, стараясь минимизировать ожидаемую задержку свое-
го трафика. Подобная схема для задачи с неделимым трафиком
была представлена в работе [1], здесь предлагается ее модифи-
кация для модели сети параллельных каналов, где трафик про-
извольно разделяемый. Рассматриваются два вида равновесия:
равновесие по Вардропу, которое всегда существует и может
быть найдено с использованием потенциала, и его частный слу-
чай – байесовское равновесие по Вардропу, структура которого
представляется более понятной игроку, однако его существова-
ние в данный момент является открытым вопросом.
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1. Модель

Рассмотрим игру Γ = 〈n, m, f, T, p, w〉 с n игроками, m па-
раллельными каналами, функциями задержки трафика fie(x) =
aiex, зависящими от мощностей каналов, определенных для каж-
дого игрока. Для каждого игрока определен набор типов от-
правляемого трафика Ti и задано совместное распределение
p(t1, . . . , tn) этих типов. Трафик каждого типа t для игрока i ха-
рактеризуется своим объемом wi(t). В данной модели каждый
игрок i знает только тип ti своего трафика, который он соби-
рается отправить, и не знает, какой трафик посылают осталь-
ные игроки. Однако, используя известное ему совместное рас-
пределение типов трафика, он может найти условное распределе-
ние типов трафика, отправляемого остальными игроками, когда
сам он посылает трафик типа ti: p(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn|ti =

t) = p(t1,...,t,...,tn)
p(i,t) , где p(i, t) =

∑
(t1,...,tn)∈T :ti=t

p(t1, . . . , tn) – веро-

ятность, что игрок i отправляет трафик типа t.
Профилями стратегий в данной игре являются x =

{xte
i }i∈[n],t∈Ti,e∈[m] где xte

i – трафик типа t игрока i, который он
отправляет по каналу e. Компоненты профиля стратегий долж-
ны быть неотрицательными и такими, что

∑
e∈[m]

xte
i = wi(t). X –

множество допустимых профилей x в игре Γ.
Ожидаемая загрузка канала e может быть найдена как

δe(x, p) =
∑

(t1,...,tn)∈T

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

xtie
i , и ожидаемые затраты,

как
PCi(x, p) = max

e∈[m]:∃t∈Ti:xte
i >0

fie(δe(x, p)).

Каждый игрок i знает тип трафика, который он посы-
лает. Его целью может быть оптимизация затрат для каж-
дого посылаемого им типа трафика в отдельности. В этом
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случае рассматривается условная функция ожидаемых за-
трат, зависящая от условной ожидаемой загрузки каналов се-
ти, которая для каждого канала e имеет вид δe(x, (p|ti =
t)) = δ−i

e (x, (p|ti = t)) + xte
i , где δ−i

e (x, (p|ti = t)) =∑
(t1,...,tn)∈T :ti=t

p(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn|ti = t)
∑

i∈[n]\{i}
xtie

i – это

условная ожидаемая загрузка канала трафиком всех игроков, кро-
ме i.

Таким образом, условные ожидаемые затраты для
игрока i, посылающего трафик типа t, имеют вид
v(i,t)(x, p) = max

e∈[m]:xte
i >0

fie(δe(x, (p|ti = t))) и его байе-

совские ожидаемые затраты определим как BPCi(x, p) =∑
t∈Ti

p(i, t)v(i,t)(x, p). Заметим, что каждое слагемое в данной

сумме не зависит от типов трафика других игроков, кроме i.
Найдем, как связаны между собой ожидаемая загрузка канала

и условная ожидаемая загрузка канала.

δe(x, p) =
∑

(t1,...,tn)∈T

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

xtie
i

=
∑

t∈Tk

∑
(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

xtie
i

=
∑

t∈Tk

p(k, t)
∑

(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn|tk = t)·( ∑
i∈[n]\{k}

xtie
i + xte

k

)
.

Заметим, что

∑
(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn|tk = t) =

=
∑

(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1,...,t,...,tn)
p(k,t) =

∑
(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1,...,tn)
p(k,t) = 1.
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Тогда

δe(x, p) =
∑

t∈Tk

p(k, t)·

·

( ∑
(t1,...,tn)∈T :tk=t

p(t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn|tk = t)
∑

i∈[n]\{k}
xtie

i + xte
k

)
=
∑

t∈Tk

p(k, t)δe(x, (p|tk = t)).

Найдем общую ожидаемую загрузку сети как суммарную за-
грузку каналов δe(x, p)

∑
e∈[m]

δe(x, p) =
∑

e∈[m]

∑
(t1,...,tn)∈T

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

xtie
i

=
∑

(t1,...,tn)∈T

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

∑
e∈[m]

xtie
i

=
∑

(t1,...,tn)∈T

p(t1, . . . , tn)
∑

i∈[n]

wi(ti) =: W.

То есть данная величина является постоянной, обозначим ее W .
Еще одно полезное свойство такого вида загрузки δe(x, p) –

вид ее частной производной.

∂
∂xte

k
δe(x, p) = ∂

∂xte
k

( ∑
t∈Tk

p(k, t)δe(x, (p|tk = t))

)

= ∂
∂xte

k

( ∑
t∈Tk

p(k, t)
(
δ−k
e (x, (p|tk = t)) + xte

k

))
= p(k, t).

2. Равновесия

Определение 1. Профиль x в игре Γ называется равнове-
сием по Вардропу, если для каждого игрока i ∈ [n], любых ка-
налов e, q ∈ [m], таких, что xte

i > 0, выполнено fie(δe(x, p)) 6
fiq(δq(x, p)).

167



Управление большими системами. Выпуск 26.1

Данная форма определения эквивалентна PCi(x, p) 6
PC(x′, p), где x – равновесие по Вардропу и x′ – профиль, полу-
чаемый из x, когда кто-то из игроков отклоняется от своей страте-
гии в x. Равновесие по Вардропу достигается, когда каждый игрок
старается минимизировать свои ожидаемые затраты на всех ка-
налах, которые он с ненулевой вероятностью будет использовать
хотя бы для одного из возможных типов своего трафика.

Определение 2. Профиль x в игре Γ называется байесов-
ским равновесием по Вардропу, если для каждого игрока i ∈ [n],
его трафика типа t ∈ Ti и каналов e, q ∈ [m], таких, что xte

i > 0,
выполняется fie(δe(x, (p|ti = t))) 6 fiq(δq(x, (p|ti = t))).

Данная форма определения эквивалентна BPCi(x, p) 6
BPC(x′, p), где x – байесовское равновесие по Вардропу и x′

– профиль, получаемый из x, когда кто-то из игроков отклоняется
от своей стратегии в x. Байесовское равновесие по Вардропу до-
стигается, когда игроки стараются минимизировать свои байесов-
ские ожидаемые затраты, оптимизируя для себя отправку каждого
конкретного типа трафика.

Предложение 1. Если x – байесовское равновесие по Вар-
дропу в игре Γ, то BPCi(x, p) 6 PCi(x, p).

Доказательство. Пусть x – байесовское равновесие по Вар-
дропу. Тогда для всех i ∈ [n], t ∈ Ti, e ∈ [m], таких что xte

i > 0,
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aieδe(x, (p|tk = t)) = λt
i, иначе aieδe(x, (p|tk = t)) > λt

i.

BPCi(x, p) =
=
∑
t∈Ti

p(i, t) max
e∈[m]:xte

i >0
aieδe(x, (p|tk = t)) =

∑
t∈Ti

p(i, t)λt
i.

PCi(x, p) =
= max

e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe
i >0

δe(x, p)

= max
e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe

i >0

∑
t∈Ti

p(i, t)aieδe(x, (p|tk = t))

= max
e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe

i >0

( ∑
t∈Ti:xte

i >0

p(i, t)λt
i +

∑
t∈Ti:xte

i =0

p(i, t)
(
λt

i + ∆te
i

))

> max
e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe

i >0

(∑
t∈Ti

p(i, t)λt
i

)
= BPCi(x, p).

Определение 3. Профиль x в игре Γ – нормальный, если для
каждого игрока i ∈ [n] и каждого канала e ∈ [m] справедливо:
если хотя бы для одного типа трафика t ∈ Ti выполняется
xte

i > 0, то xτe
i > 0 для всех τ ∈ Ti.

Данное определение означает, что в нормальном профиле
игрок использует один и тот же набор каналов для всех типов
своего трафика.

Определение 4. Байесовское равновесие по Вардропу x в иг-
ре Γ называется нормальным байесовским равновесием по Вар-
дропу, если x – нормальный профиль в игре Γ.

Теорема 1. В игре Γ любое нормальное байесовское равнове-
сие по Вардропу является частным случаем равновесия по Вар-
дропу, однако могут существовать равновесия по Вардропу, не
являющиеся нормальными байесовскими.

Доказательство. Покажем, что нормальное байесовское
равновесие по Вардропу является частным случаем равновесия
по Вардропу. Если x – байесовское равновесие по Вардропу, то
из xte

i > 0 следует aieδe(x, (p|ti = t)) 6 aiqδq(x, (p|ti = t)), где
e, q ∈ [m]. Если x – нормальное байесовское равновесие по Вар-
дропу, то из xte

i > 0 следует xτe
i > 0 для всех τ ∈ Ti. Таким
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образом, в нормальном байесовском равновесии по Вардропу из
xte

i > 0 мы имеем aieδe(x, (p|ti = τ)) 6 aiqδq(x, (p|ti = τ)) для
всех τ ∈ Ti, и, следовательно, aieδe(x, p) 6 aiqδq(x, p).

Пусть теперь x – некоторое равновесие по Вардропу и бай-
есовское равновесие по Вардропу в игре с 2 каналами (быст-
рым и медленным), 2 игроками, у каждого из которых есть 2
типа трафика для отправки (большого объема и маленького).
a11 = a21 = 1, a12 = a22 = 1000. У игроков следующие мно-
жества типов трафика: T1 = {1, 2}, T2 = {3, 4}, где их объемы
w(1) = 1, w(2) = 1000, w(3) = 1, w(4) = 1000. Совместное рас-
пределение выбора типов трафика такое, что p(1, 4)+p(2, 3) = 1.
Стратегией в равновесии по Вардропу является использование
игроками различных каналов, причем для трафика большого объ-
ема выбирается наиболее быстрый канал. Очевидно, что такой
профиль стратегий не является нормальным байесовским равно-
весием по Вардропу.

Теорема 2. В игре Γ с двумя игроками, у каждого из ко-
торых два типа трафика, и двумя каналами, где совместное
распределение типов трафика такое, что p(1, 4) + p(2, 3) = 1,
любое байесовское равноесие по Вардропу – случай равновесия по
Вардропу.

Доказательство. Пусть x – такое байесовское равновесие
по Вардропу, которое не является нормальным (если оно нор-
мальное, то очевидно удовлетворяет определению равновесия по
Вардропу). Таким образом, хотя бы один из игроков использу-
ет разные наборы каналов для разных типов трафика. Пусть это
первый игрок, использующий канал 1 для трафика типа 1 и канал
2 для трафика типа 2. Следовательно, для первого игрока

a11δ1(x, (p|t1 = 1)) = a11(w1(1) + x41
2 ) 6

6 a12δ2(x, (p|t1 = 1)) = a12x
42
2 ,

a11δ1(x, (p|t1 = 2)) = a11x
31
2 >

> a12δ2(x, (p|t1 = 2)) = a12(w1(2) + x32
2 ),
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и для второго игрока

a21δ1(x, (p|t2 = 4)) = a21(w1(1) + x41
2 ) >

> a22δ2(x, (p|t2 = 4)) = a22x
42
2 ,

a21δ1(x, (p|t2 = 3)) = a21x
31
2 6

6 a22δ2(x, (p|t2 = 3)) = a22(w1(2) + x32
2 ).

Заметим, что все части данных неравенств положительны. Обо-
значая A = a11, B = a12, C = a21, D = a22, a = w1(1) + x41

2 ,
b = x42

2 , c = x31
2 , d = w1(2) + x32

2 и применяя Лемму 1 получим,
что данные неравенства выполняются как равенства.

Лемма 1. Для любых положительных A,B, C, D и a, b, c, d
из

Aa 6 Bb Ca > Db
Ac > Bd Cc 6 Dd

следует

Aa = Bb Ca = Db
Ac = Bd Cc = Dd.

Доказательство. Из первого и второго левых неравенств

имеем a
b 6 B

A 6 c
d . Из оставшихся получаем a

b > D
C > c

d , что
доказывает лемму.

Более того, следующая теорема демонстрирует, что даже в
общем случае игры Γ байесовское равновесие по Вардропу явля-
ется равновесием по Вардропу.

Теорема 3. Любое байесовское равновесие по Вардропу в иг-
ре Γ является случаем равновесия по Вардропу.

Доказательство. Пусть x является байесовским равновеси-
ем по Вардропу. Тогда для всех i ∈ [n], t ∈ Ti, e ∈ [m], таких, что
xte

i > 0, aieδe(x, (p|tk = t)) = λt
i, иначе aieδe(x, (p|tk = t)) > λt

i.
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Предположим, что x не равновесие по Вардропу. Тогда суще-
ствует хотя бы один игрок i, который может, отклонившись от
стратегии в x, уменьшить свои ожидаемые затраты PCi(x, p).

PCi(x, p) =
= max

e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe
i >0

aieδe(x, p)

= max
e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe

i >0

∑
t∈Ti

p(i, t)aieδe(x, (p|tk = t))

= max
e∈[m]:∃τ∈Ti:xτe

i >0

( ∑
t∈Ti:xte

i >0

p(i, t)λt
i +

∑
t∈Ti:xte

i =0

p(i, t)
(
λt

i + ∆te
i

))
.

Игрок i не может уменьшить загрузку каналов с задержкой тра-
фика, большей λt

i, так как он не использует данные каналы для
трафика типа t. Добавление небольшую часть трафика с канала
e с задержкой λt

i на некоторый канал q в любом случае ведет к
увеличению ожидаемых затрат за счет увеличения загрузки кана-
ла q. На нем либо уже есть загрузка λt

i, если он используется для
трафика t в x, либо добавление на него трафика типа t вовлекает
в ожидаемые затраты новый канал с загрузкой > λt

i. Таким обра-
зом, для игрока i нет возможности отклониться, уменьшив свои
ожидаемые затраты, и, следовательно, x является равновесием по
Вардропу.

3. Существование равновесия по Вардропу

Рассмотрим функцию

Ψ(x) =
∑
i∈[n]

∑
t∈Ti

∑
e∈[m]

p(i, t)xte
i ln(aie) +

∑
e∈[m]

δe(x, p) ln(δe(x, p)),

которая является вероятностной модификацией функции потен-
циала в работе [2]. Она выпуклая как сумма выпуклых функций,
следовательно, для нее существует минимум на выпуклом мно-
жестве X .
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Теорема 4. Если в игре Γ существует равновесие по Вар-
дропу x, то Ψ(x) = min

y – профиль стратегий в Γ
Ψ(y).

Доказательство.

∂Ψ(x)
∂xte

i
= p(i, t) ln(aie) + p(i, t) ln(δe(x, p)) + p(i, t)
= p(i, t)(ln(aieδe(x, p)) + 1).

В равновесии по Вардропу из xte
i > 0 следует aieδe(x, p) 6

aiqδq(x, p) и тогда

p(i, t)(ln(aieδe(x, p)) + 1) 6 p(i, t)(ln(aiqδq(x, p)) + 1)

и, следовательно,

∂Ψ(x)
∂xte

i

6
∂Ψ(x)
∂xtq

i

.

Тогда из Леммы в работе [2] Ψ(x) =
min

y – профиль стратегий в Γ
Ψ(y).

Теорема 5. Если профиль x в игре Γ обеспечивает минимум
функции Ψ(x), то x является равновесием по Вардропу.

Доказательство. Из условий Куна-Таккера следует, что x
обеспечивает минимум функции Ψ(x) тогда и только тогда, когда
существует такое значение λ, что для i ∈ [n], t ∈ Ti, e ∈ [m] и

L(x, λ) = Ψ(x) −
∑
i∈[n]

∑
t∈Ti

λt
i

∑
e∈[m]

xte
i − wi(t)


выполняется:

если xte
i > 0, то ∂

∂xte
i

L(x, λ) = 0,

если xte
i = 0, то ∂

∂xte
i

L(x, λ) > 0.
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Следовательно, обозначив αt
i = e

(
λt

i
p(i,t)

−1

)
, получаем

aieδe(x, p) = αt
i если xte

i > 0 и aieδe(x, p) > αt
i если xte

i = 0.

Поскольку aieδe(x, p) не зависит от типа трафика игрока, то
αt

i равны для всех тех типов трафика игрока i, для каждых двух
из которых существует хотя бы один канал, используемый для
обоих типов; обозначим их как αi. Для остальных типов трафика
τ их ατ

i 6 αi.

С другой стороны трафик типа τ отправляется по некоторому
каналу q, где xτq

i > 0. Если xtq
i > 0, то aiqδq(x, p) = ατ

i = αt
i = αi.

Если xtq
i = 0, то aiqδq(x, p) = ατ

i > αt
i = αi. Таким образом,

ατ
i = αt

i = αi.

Следовательно, для всех i ∈ [n], e ∈ [m], таких что каждый
игрок i использует канал e для отправки хотя бы одного типа
своего трафика, имеем aieδe(x, p) = αi, где αi – некоторые кон-
станты.

Заметим, что минимум функции Ψ(x) на X существует, от-
сюда следует справедливость следующей теоремы.

Теорема 6. В игре Γ всегда существует равновесие по Вар-
дропу.

Заметим, что равновесие по Вардропу в игре Γ может быть не
единственным и некоторые равновесия могут быть байесовскими.
Это иллюстрируется следующими примерами.

Пример 1. Данный пример демонстрирует ситуацию, когда
равновесие по Вардропу также является байесовским. Рассмот-
рим игру с двумя игроками и двумя каналами с a11 = a21 =
1, a12 = a22 = 2. Множества типов трафика игроков определены
как T1 = {1, 2}, T2 = {3, 4}, где w(1) = 1, w(2) = 25, w(3) =
1, w(4) = 50. Совместное распределение типов трафика такое,
что p(1, 4) = p(2, 3) = 1/2.
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Стратегии в равновесии по Вардропу:

x11
1 = 0 x12

1 = 1
x21

1 = 161
3 x22

1 = 82
3

x31
2 = 1 x32

2 = 0
x41

2 = 34 x42
2 = 16.

Условные ожидаемые загрузки и ожидаемые загрузки равны
для обоих каналов, Ψ(x) ≈ 124,939. •

Пример 2. Данный пример демонстрирует равновесие по
Вардропу, которое не является байесовским. Рассмотрим игру
из предыдущего примера. Следующий профиль также является
равновесием по Вардропу:

x11
1 = 1 x12

1 = 0
x21

1 = 25 x22
1 = 0

x31
2 = 1 x32

2 = 0
x41

2 = 241
3 x42

2 = 252
3 .

Ожидаемые загрузки равны для обоих каналов, Ψ(x) ≈
124,939, но условные ожидаемые загрузки не соответствуют бай-
есовскому равновесию по Вардропу. Например, для игрока 1:

a11δ1(x, (p|t1 = 1)) = x11
1 + x41

2 = 251
3

a12δ2(x, (p|t1 = 1)) = x12
1 + x42

2 = 511
3

a11δ1(x, (p|t1 = 2)) = x21
1 + x31

2 = 26
a12δ2(x, (p|t1 = 2)) = x22

1 + x32
2 = 0.

•
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ROUTING PROBLEM WITH SPLITABLE TRAFFIC AND
INCOMPLETE INFORMATION

Julia Chuiko, Institute of Applied Mathematical Research Karelian
Research Center of RAS, Petrozavodsk Cand.Sc.
(julia@krc.karelia.ru).

Abstract: We investigate the equilibria in Bayesian routing game in
network with selfish users’ behavior where each user chooses his route
trying to minimize the expected delay of the traffic he sends. This
scheme is based on [1] and modified for model with parallel links
where user’s traffic is splittable. Our interest are equilibria: Wardrop
Equilibrium, that always exists and can be found using potential
function, and its special case Bayesian Wardrop Equilibrium, that
can be more easily understood by users, but its existence is an open
question.

Keywords: optimal routing, splittable traffic, incomplete information,
Wardrop equilibrium.
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