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Имеются три важных условия, которые должны быть иссле-
дованы, если рассматривается проблема устойчивости долго-
срочного кооперативного соглашения: временная состоятель-
ность (динамическая устойчивость) кооперативного соглаше-
ния, стратегическая устойчивость и защита от иррациональ-
ного поведения такого соглашения. В работе получены матема-
тические результаты, основанные на использовании процедуры
распределения дележа (ПРД), которые развивают разработан-
ные ранее аспекты динамически устойчивой кооперации. В ра-
боте доказано для специального класса дифференциальных игр,
что динамически устойчивое кооперативное соглашение может
быть стратегически поддержано равновесием по Нэшу. Также
приведен пример, в котором выполняются все три условия.
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цедура распределения выигрыша (ПРВ), процедура распределе-
ния дележа (ПРД), стратегическая устойчивость, защита от ирра-
ционального поведения.

Введение

Кооперация представляет собой одну из основных форм че-
ловеческого поведения. Поэтому по многим практическим при-
чинам важно, чтобы такая кооперация была устойчивой на всем
временном промежутке ее реализации. Мы выделим три на наш
взгляд основных условия такой устойчивости при рассмотрении
проблемы устойчивости долгосрочных кооперативных соглаше-
ний.

1. Состоятельность во времени (динамическая устойчи-
вость) кооперативных соглашений. Временная состоятель-
ность представляет собой свойство кооперативного согла-
шения, когда, следуя кооперативной траектории, участники
соглашения придерживаются одного и того же принципа
оптимальности в каждый текущий момент времени, а по-
этому не имеют объективных мотивов отклоняться от ранее
выбранного решения о кооперации.

2. Стратегическая устойчивость. Предположим, что никакое
индивидуальное отклонение от кооперации каждого участ-
ника не приносит выгоды отклонившемуся участнику. Это
означает, что исход такого кооперативного соглашения до-
стигается при некотором равновесии по Нэшу, которое и
будет гарантировать стратегическую поддержку такой ко-
операции.

3. Защита от иррационального поведения. Это свойство ко-
операции должно рассматриваться, поскольку нет уверен-
ности в том, что все участники кооперации будут вести
себя рационально на всем продолжительном промежутке
реализации кооперативного соглашения. Участники коопе-
рации должны быть уверены, что даже в случае реализации
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наихудшего сценария (например, аннулирования коопера-
тивного соглашения) их выигрыш будет не меньше, чем
при изначальном некооперативном поведении.

В работе развит математический аппарат, основанный на приме-
нении процедуры распределения выигрыша (ПРВ) или процеду-
ры распределения дележа (ПРД) применительно к анонсирован-
ным выше аспектам кооперации [1].

1. Случай непрерывного времени

Рассмотрим дифференциальную игру n - лиц Γ(x0, T −t0) с пред-
писанной продолжительностью и независимыми движениями на
временном промежутке [t0, T ]. Уравнения движения имеют вид:

ẋi = fi(xi, ui), ui ∈ Ui ⊂ R`, xi ∈ Rm,

xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , n.

(1)

Предполагается, что система дифференциальных уравнений (1)
удовлетворяет всем условиям существования, единственности и
продолжимости решения для любого n – набора измеримых
управлений u1(t), . . . , un(t).

Выигрыш игрока i определяется следующим образом:

Hi(x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·)) =
∫ T

t0

hi(x(τ))dτ,

где hi(x) представляет собой непрерывную функцию и x(τ) =
{x1(τ), . . . , xn(τ)} решение системы (1) при допустимом про-
граммном управлении

u1(τ), . . . , un(τ)
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и начальных условиях

x(t0) = {x1(t0), . . . , xn(t0)} = {x0
1, . . . , x

0
n} = x0.

Предположим, что существует n – набор программных
управлений ū(τ) = (ū1(τ), . . . , ūn(τ)) и траектория x̄(τ), τ ∈
[t0, T ], такие что

max
u1(τ),...,un(τ)

n∑
i=1

Hi(x0, T − t0;u1(τ), . . . , un(τ)) =

=
n∑

i=1

Hi(x0, T − t0; ū1(τ), . . . , ūn(τ)) =
n∑

i=1

∫ T

t0

hi(x̄(τ))dτ.

(2)

Траекторию x̄(τ) = (x̄1(τ), . . . , x̄n(τ)), удовлетворяющую (2), бу-
дем называть «оптимальной кооперативной траекторией».

Обозначим через N = {1, . . . , n} – множество игроков и
определим в игре Γ(x0, T − t0) – классическим образом характе-
ристическую функцию:

V (x0, T − t0;N) =
n∑

i=1

∫ T

t0

hi(x̄(τ))dτ,

V (x0, T − t0; ∅) = 0,

V (x0, T − t0;S) = V al ΓS,N\S(x0, T − t0),

(3)

где V al ΓS,N\S(x0, T − t0) обозначает значение антагонистиче-
ской игры между коалицией S, действующей как игрок 1, и коа-
лицией N\S, действующей как игрок 2, при этом выигрыш игрока
S равен: ∑

i∈S

Hi(x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·)).
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Определим также L(x0, T − t0) как множество дележей в игре
Γ(x0, T − t0) (см. [4]):

L(x0, T − t0) = {α = (α1, . . . , αn) :

αi > V (x0, T − t0; {i}),
∑
i∈N

αi = V (x0, T − t0;N)}.
(4)

Регуляризованная игра Γα(x0, T − t0). Для каждого дележа α ∈
L(x0, T − t0) определим некооперативную игру Γα(x0, T − t0),
которая отличается от игры Γ(x0, T − t0) только выигрышами
вдоль оптимальной кооперативной траектории x̄(τ), τ ∈ [t0, T ].
Пусть α ∈ L(x0, T − t0). Определим процедуру распределения

дележа (ПРД) ([5]) как функцию β(τ) = (β1(τ), . . . , βn(τ)), τ ∈
[t0, T ] такую, что

(5) αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ.

Определим через Hα
i (x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·)) функцию выиг-

рыша в игре Γα(x0, T − t0) и через x(τ) соответствующую тра-
екторию. Тогда

Hα
i (x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·))

если не существует такого t ∈ (t0, T ], что x(τ) = x̄(τ) для τ ∈
(t0, t]. Пусть t = sup{t′ : x(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, t′]} и t > t0. Тогда

Hα
i (x0, T − t0;u1(·), . . . , un(·)) =

=
∫ t

t0

βi(τ)dτ + Hi(x̄(t), T − t;u1(·), . . . , un(·)) =

=
∫ t

t0

βi(τ)dτ +
∫ T

t
hi(x(τ))dτ.
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В частном случае, когда x(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, T ] (если x(τ)
представляет собой кооперативную траекторию), имеем

Hα
i (x0, T − t0; ū1(·), . . . , ūn(·)) =

∫ T

t0

βi(τ)dτ = αi.

По определению функции выигрыша в игре Γα(x0, T − t0)
получим, что вдоль оптимальной кооперативной траектории эти
выигрыши равны компонентам дележа α = (α1, . . . , αn).

Рассмотрим текущие подыгры ([4]) Γ(x̄(t), T − t) вдоль x̄(t)
и текущие множества дележей L(x̄(t), T − t). Пусть α(t) ∈
L(x̄(t), T − t). Предположим, что α(t) может быть выбрана как
дифференцируемая по t, t ∈ [t0, T ] функция.

Определение 1. Игра Γα(x0, T −t0) называется регуляриза-
цией игры Γ(x0, T − t0) ( α – регуляризация), если ПРД β опреде-
ляется таким образом, что

αi(t) =
∫ T

t
βi(τ)dτ

или
(6) βi(t) = −α′

i(t).
Из (6) получаем

(7) αi =
∫ t

t0

βi(τ)dτ + αi(t),

где α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ L(x0, T − t0) , и α(t) =
(α1(t), α2(t), . . . , αn(t)) ∈ L(x̄(t), T − t) .

Пусть M(x0, T−t0) ⊂ L(x0, T−t0) представляет собой неко-
торый принцип оптимальности для кооперативной версии игры
Γ(x0, T − t0), а M(x̄(t), T − t) ⊂ L(x̄(t), T − t) – тот же принцип
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оптимальности, но определенный для подыгр Γ(x̄(t), T − t) с на-
чальными условиями на кооперативной траектории. В качестве M
может быть выбрано c - ядро, HM - решение, вектор Шепли, ядро
и другие принципы оптимальности, используемые в кооператив-
ной теории игр. Если α ∈ M(x0, T − t0) и α(t) ∈ M(x̄(t), T − t),
то условие (7) дает нам временную состоятельность выбранного
дележа α, или выбранного принципа оптимальности, поскольку
в этом случае условие (7) означает, что ожидаемый к получению
выигрыш в текущей подыгре α(t) при всех t принадлежит одно-
му и тому же принципу оптимальности M(x̄(t), T − t). В таком
случае будем говорить, что имеет место временная состоятель-
ность (динамическая устойчивость) выбранного кооперативного
соглашения.

Рассмотрим теперь проблему стратегической устойчи-
вости кооперативных соглашений. Основываясь на процедуре
распределения дележа β, удовлетворяющей (5), можно доказать
следующую основную теорему.

Теорема 1. В регуляризованной игре Γα(x0, T − t0) для каж-
дого ε > 0 существует ε - равновесие по Нэшу ([3]) с выигры-
шами α = (α1, . . . , αi, . . . , αn).

Доказательство. основано на конструктивном построении ε
- равновесия по Нэшу в кусочно-программных стратегиях (КПС)
с памятью.
Напомним определение КПС стратегий с памятью в дифферен-

циальной игре. Обозначим через x̂(t) произвольную допусти-
мую траекторию системы (1) на временном промежутке [t0, t],
t ∈ [t0, T ]. Стратегия ui(·) игрока i называется КПС, если она
определяется парой (a, σ), где σ представляет собой разбиение
промежутка [t0, T ], t0 < t1 < . . . < tl = T, ( tk+1 − tk = δ > 0
) и a отображение, которое каждой точке разбиения (x̂(tk), tk),
tk ∈ σ, ставит в соответствие программное управление ui(t),
t ∈ [tk, tk+1).

Рассмотрим семейство ассоциированных с Γ(x, T − t) (но не
с Γα(x, T − t)) антагонистических игр Γ{i},N\{i}(x, T − t) из на-
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чального состояния x продолжительности T −t между коалицией
S , состоящей из одного игрока i и дополнительной коалицией
N\{i} с выигрышем игрока i равным

Hi(x, T − t;u1(·) . . . , un(·)).
Выигрыш игрока N\{i} в игре Γ{i},N\{i}(x, T − t) равен

(−Hi). Пусть û(x, t; ·) есть ε-оптимальная КПС стратегия игро-
ка N\{i} в игре Γ{i},N\{i}(x, T − t). Заметим, что û(x, t; ·) =
{ûj(x, t; ·)} , j ∈ N\{i}.

Пусть x̂(τ) = {x̂1(τ), . . . , x̂n(τ)} – отрезок допусти-
мой траектории (1), определенной на временном промежутке
[t0, t], t ∈ [t0, T ]. Для каждого i ∈ {1, . . . , n} определим
t̄(i) = sup{ti : x̂i(ti) = x̄i(ti)} и ¯̄t(j) = min

i
{t̄(i) = t̄(j)}. ¯̄t(j)

принадлежит одному из промежутков [tk, tk+1), k = 0, 1, . . . , l−1.
Таким образом, t̄(i) − t0 представляет собой длину временного
промежутка, начинающегося в t0, на котором x̂i(t) совпадает
с x̄i(t) – i-ая компонента кооперативной траектории x̄(t). В
свою очередь, ¯̄t(j) − t0 представляет собой длину временного
промежутка, начинающегося в t0, на котором x̂(t) совпадает с
кооперативной траекторией x̄(t).

Определим следующие стратегии игрока i ∈ N :

u∗
i (·) =



ūi(t) для (x̂(tk), tk) на оптимальной
кооперативной траектории
x̄(t) (x̂(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, tk]);

ûi(x̂(tk+1), tk+1; ·) i-ая компонента ε/2 оптим. КПС
стратегии игрока N \ {j} в игре
Γ{j},N\{j}(x(tk+1), T − tk+1),
если tk 6 ¯̄t(j) < tk+1;

произвольно

Покажем, что ситуация u∗(·) = (u∗
1(·), . . . , u∗

n(·)) и есть ε-
равновесие по Нэшу в игре Γα(x0, T − t0).
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Действительно, имеют место следующие равенства

Hi(x0, T − t0;u∗(·)) = Hi(x0, T − t0;u∗
1(·), . . . , u∗

n(·)) =

=
∫ T

t0

βi(t)dt = αi.(8)

Рассмотрим набор стратегий (u∗(·)||ui(·)) , где игрок i изме-
няет свою стратегию с u∗

i (·) на ui(·) . Нужно показать, что

(9) Hi(x0, T − t0;u∗(·)) > Hi(x0, T − t0;u∗(·)||ui(·)) − ε.

для всех i ∈ N и любой КПС игрока i.

Легко видеть, что когда разыгрывается ситуация u∗(·), иг-
ра развивается вдоль оптимальной траектории x̄(t). Если при
(u∗(·)||ui(·)) также реализуется траектория x̄(t) , то (9) выпол-
няется как равенство и поэтому утверждение верно. Предполо-
жим теперь, что при (u∗(·)||ui(·)) реализовавшаяся траектория
x(t) отличается от x̄(t). Тогда пусть

t̄ = inf{t : x̄(t) 6= x(t)}.

и t̄ ∈ [tk−1, tk). Поскольку движения игроков независимы, то
сразу можем сказать, что x̄m(tk) = xm(tk) для m ∈ N\{i} и
x̄i(tk) 6= xi(tk) (но x̄j(tk−1) = xj(tk−1) для j ∈ N ).

Из определения стратегии u∗(·) следует, что игроки m ∈
N\{i} будут использовать свои стратегии, которые являются ε/2
- оптимальными в антагонистической игре Γ{i},N\{i}(x(tk), T−tk)
против игрока i, который отклонился от оптимальной траектории
на временном промежутке [tk−1, tk).

Если игроки из множества N\{i} будут использовать свои
стратегии ûm(x̂(tk), tk; ·), то игрок i, начиная из состояния
x(tk), tk, получит не больше, чем

V (x(tk), T − tk; {i}) +
ε

2
,
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где V (x(tk), T − tk; {i}) представляет собой значение игры
Γ{i},N\{i}(x(tk), T − tk). Тогда общий выигрыш игрока i в игре
Γα(x0, T − t0) при реализации ситуации (u∗(·)||ui(·)) не превы-
шает величину

(10)
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ +V (x(tk), T −tk; {i})+
ε

2
+

∫ tk

tk−1

hi(x(τ))dτ.

Но выигрыш игрока i в ситуации u∗(·) равен

αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ =

=
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ +
∫ T

tk−1

βi(τ)dτ =
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + αi(tk−1).

(11)

По определению ПРД (см. (5), (6)), αi(tk−1) ∈ L(x̄(tk−1), T −
tk−1),

(12)
∫ T

tk−1

βi(τ)dτ = αi(tk−1) > V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i}).

Из непрерывности функции V и непрерывности траектории x(t)
при соответствующем выборе δ > 0 ( tk+1 − tk = δ ) справедливо
выполнение следующих неравенств:

|V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i}) − V (x(tk), T − tk; {i})| <
ε

4
,

∫ T

tk−1

βi(τ)dτ = αi(tk−1) > V (x(tk), T − tk; {i}) −
ε

4
.

Сравним αi(tk−1) и V (x(tk), T − tk; {i}) + ε
2 +

tk∫
tk−1

hi(xi(τ))dτ.
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Выбирая величину δ = tk+1 − tk достаточно малой, можно пока-

зать, что интеграл
tk∫

tk−1

hi(xi(τ))dτ будет также мал (меньше, чем

ε/4).
Добавляя в обе части (12) величину

∫ tk−1

t0
βi(τ)dτ и используя

предыдущее неравенство получаем, что

αi =
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + αi(tk−1) >

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i})

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) −
ε

4

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) −
ε

4
+

∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ − ε

4

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +
∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ − ε

2

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +
∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ +

+
ε

2
− ε

2
− ε

2
.(13)

Здесь первые четыре слагаемых в правой части неравенства
составляют верхнюю границу выигрыша игрока i в ситуации
(u∗(·)||u∗

i (·)).
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Однако αi представляет собой выигрыш игрока i в ситуации
u∗(·), откуда

Hi(x0, T − t0;u∗(·)) = αi >

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i})+

+
∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ +
ε

2
− ε > Hi(x0, T − t0;u∗(·)||ui(·)) − ε

(14)

И тем самым мы получаем (9). Теорема доказана.
Содержательно, утверждение теоремы означает, что коопе-

ративное решение (некоторый дележ) может быть стратегически
поддержано в регуляризованной игре Γα(x0, T − t0) (реализуемо
в специально сконструированном равновесии по Нэшу) равнове-
сием по Нэшу u∗(·) , определенным в теореме 1.

Условия защиты от иррационального поведения. Предпо-
ложим теперь, что в некоторый момент времени иррациональное
поведение игрока (или группы игроков) приводит к распаду боль-
шой коалиции, а тем самым и прекращению действия кооператив-
ного соглашения. В этом случае условие защиты от иррациональ-
ного поведения (см.[7]) требует, чтобы выполнялось следующее
неравенство:

(15) V (x0, T −t0; {i}) 6
∫ t

t0

βi(τ)dτ +V (x̄(t), T −t; {i}), i ∈ N.

Если ПРД β(t) может быть выбран так, что удовлетворя-
ются и условие временной состоятельности и условие защиты
от иррационального поведения (условие стратегической устойчи-
вости следует из временной состоятельности в соответствии с
теоремой 2.1), тогда кооперативное соглашение о выборе дележа
α = (α1, α2, . . . , αn) будем называть устойчивым кооперативным
соглашением.
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Если предположить дифференцируемость функции V (x, T ; {i}),

то для выполнения (15) достаточно, чтобы ПРД β(τ) =
(β1(τ), β2(τ), . . . , βn(τ)) удовлетворяло условию:

(16) βi(τ) > − d

dτ
V (x̄(τ), T − τ ; {i}), i = 1, . . . , n.

Другими словами, для устойчивого соглашения все три условия
устойчивости должны выполняться. Не всегда это именно так.
Однако следующий пример показывает, что в некоторых случаях
в задаче с дискретным временем все три условия выполняются.

В (16) величина V (x̄(τ), T − τ ; {i}) представляет собой зна-
чение антагонистической игры между коалицией N\{i}, действу-
ющей как один игрок и игроком {i} с коалиционным выигрышем
равным [−Hi(x̄(τ), T − τ ;u1, . . . , un)].

Предположим, что y(t), t ∈ [τ, T ] есть траектория этой ан-
тагонистической игры при реализации оптимальных стратегий
(стратегий из седловой точки). Предположим, что для любых на-
чальных условий x̄(τ), T − τ, τ ∈ [t0, T ] такая седловая точка
существует (если нет, то можно рассмотреть ε-седловую точку в
кусочно-программных стратегиях, которая всегда существует для
каждого заданного ε > 0, но следующие формулы будут верны с
точностью до ε).

Тогда можно написать

V (x̄(τ), T − τ ; {i}) =
∫ T

τ
hi(x̄(τ); y(t))dt,

где y(τ) = x̄(τ). Из (16) имеем

βi(τ) > − d

dτ

∫ T

τ
hi(x̄(τ); y(t))dt =
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= −[−hi(x̄(τ); y(τ))+
∫ T

τ

n∑
l=1

m∑
k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))
∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt] =

= hi(x̄(τ); x̄(τ)) −
∫ T

τ

n∑
l=1

m∑
k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))
∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt

или

βi(τ) > hi(x̄(τ); x̄(τ))−
∫ T

τ

n∑
l=1

m∑
k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))
∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt.

2. Случай дискретного времени

В качестве основной модели для случая дискретного времени
рассмотрим игру в развернутой форме с полной (совершенной)
информацией.

Определение 2. Дерево игры представляет собой конечный
древовидный граф K с корневой вершиной (корнем) x0.

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения.
Пусть x некоторая вершина (позиция). Обозначим через K(x)
поддерево K с корнем x. Обозначим через Z(x) – множество
вершин, непосредственно следующих за x. Вершины y, непосред-
ственно следующие за x, называются альтернативами в вершине
x (y ∈ Z(x)).
Игрока, который делает ход в x (который выбирает следующую

альтернативу в позиции x), будем обозначать через i(x). Выбор
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игрока i(x) в позиции x будем обозначать через x̄ ∈ Z(x).

Пусть N = {1, . . . , n} – множество всех игроков в игре.
Определение 3. Игра в развернутой форме c полной инфор-

мацией (см. [2]) G(x0) представляет собой древовидный граф
K(x0), который обладает следующими дополнительными свой-
ствами:

• Множество вершин (позиций) разлагается на n+1 подмно-
жество

P1, P2, . . . , Pn+1,

которые образуют разбиение множества всех вершин гра-
фа K. Вершины (позиции) x ∈ Pi называются личными по-
зициями игрока i, i = 1, . . . , n; вершины (позиции) x ∈ Pn+1

называются терминальными позициями.

• В каждой вершине (позиции) x задан набор действитель-
ных чисел h(x) = (h1(x), . . . , hn(x)), где hi(x) интерпре-
тируется как выигрыш игрока i в вершине (позиции) x.

Определение 4. Стратегия игрока i представляет собой
отображение Ui(·), которое каждой x ∈ Pi ставит в соот-
ветствие единственную альтернативу y ∈ Z(x).

Как и в предыдущем случае обозначим через
Hi(x;u1(·), . . . , un(·)) функцию выигрыша игрока i ∈ N в
подыгре G(x) из позиции x. Будем предполагать, что

Hi(x;u1(·), . . . , un(·)) =
l∑

i=1

hi(x′
i)

где x′ = (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
l) представляет собой путь, реализовавший-

ся в подыгре G(x) в ситуации (u1(·), . . . , un(·)) , x′
1 = x .

Обозначим через ū(·) = (ū1(·), . . . , ūn(·)) ситуацию и со-
ответствующую траекторию (путь) x̄ = (x̄0, x̄1, . . . , x̄m) , x̄m ∈
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Pn+1 , такие что

max
u1(·),...,un(·)

n∑
i=1

Hi(x0;u1(·), . . . , un(·)) =

=
n∑

i=1

Hi(x0; ū1(·), . . . , ūn(·)) =
n∑

i=1

hi(x̄m).

(17)

Путь x̄ = (x̄0, . . . , x̄m), удовлетворяющий уравнению (17),
будем называть «кооперативной траекторией» или «кооператив-
ным путем».

Определим в G(x0) характеристическую функцию классиче-
ским образом:

V (x0;N) =
n∑

i=1

hi(x̄m),

V (x0; ∅) = 0,

V (x0;S) = V al ΓS,N\S(x0),

где V al ΓS,N\S(x0) есть значение антагонистической игры между
коалицией S, действующей как первый игрок, и дополнительной
коалицией N\S, действующей как игрок 2, с выигрышем игрока
S равным ∑

i∈S

Hi(x0;u1(·), . . . , un(·)).

Определим L(x0) как множество дележей в игре G(x0).

L(x0) =

{
α = (α1, . . . , αn) : αi > V (x0; {i}),

∑
i∈N

αi = V (x0;N)

}
.
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Регуляризованная игра Gα(x0). Для каждого α ∈ L(x0) опреде-
лим некооперативную игру Gα(x0), которая отличается от игры
G(x0) только выигрышами, определенными в вершинах (позици-
ях) вдоль оптимального кооперативного пути x̄ = (x̄0, . . . , x̄m).
Пусть α ∈ L(x0). Определим процедуру распределения дележа
(ПРД) как функцию βk = (β1(k), . . . , βn(k)), k = 0, 1, . . . ,m, та-
кую что

(18) αi =
m∑

k=0

βi(k).

Определим через Hα
i (x0;u1(·), . . . , un(·)) функцию выигры-

ша в игре Gα(x0) и через x̄ = {x̄0, . . . , x̄m} кооперативный путь.
Положим, что при развитии игры вдоль кооперативной тра-

ектории

Hα
i (x0;u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0;u1(·), . . . , un(·))

И пусть x̄k = xk, при 0 6 k 6 l. Тогда

Hα
i (x0;u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0;u1(·), . . . , un(·)) =

=
l∑

k=0

βi(k) +
m∑

k=l+1

hi(xk)

Таким образом, по определению функции выигрыша в игре
Gα(x0) выигрыши вдоль оптимальной кооперативной траектории
равны компонентам дележа α = (α1, . . . , αn).
Рассмотрим текущие подыгры G(x̄k) вдоль оптимального пути x̄

и текущие множества дележей L(x̄k). Пусть αk ∈ L(x̄k).
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Определение 5. Игра Gα(x0) называется регуляризацией
игры G(x0) (α-регуляризация), если ПРД β определена таким об-
разом, что

αk
i =

m∑
j=k

βi(j)

или βi(k) = αk
i − αk+1

i , i ∈ N , k = 0, 1, . . . ,m − 1, βi(m) = αm
i ,

α0
i = αi.

Теорема 2. В регуляризации Gα(x0) исходной игры суще-
ствует равновесие по Нэшу с равновесными выигрышами α =
(α1, . . . , αn).

Доказательство. Вдоль кооперативного пути имеем

αk
i > V (x̄k; {i}), i ∈ N, k = 0, 1, . . . ,m,

поскольку αk = (αk
1 , . . . , α

k
n) ∈ L(x̄k) представляет собой дележ

в G(x̄k) (заметим, что здесь V (x̄k; {i}) вычисляется в подыгре
G(x̄k), а не в Gα(x̄k) ). В тоже время

αk
i =

m∑
j=k

βi(j)

и мы получаем

(19)
m∑

j=k

βi(j) > V (x̄k; {i}), i ∈ N, k = 0, 1, . . . ,m.

Однако
m∑

j=k

βi(j) есть выигрыш игрока i в подыгре Gα(x̄k)

вдоль кооперативного пути. Тогда из (19), используя аргументы
аналогичные таковым в теореме 1, можно построить равновесие
по Нэшу с выигрышами α = (α1, . . . , αn) и результирующим
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кооперативным путем x̄ = (x̄0, . . . , x̄m). Условие защиты от ир-
рационального поведения в случае дискретного времени примет
вид

(20)
l∑

j=0

βi(j) + Vi(x̄l+1; {i}) > Vi(x0; {i}), 0 6 l 6 m, i ∈ N.

Пример.

В этом примере в качестве дележа рассмотрим вектор Шепли
(Shapley value) [6]. Используя приведенную выше регуляризацию
игры, покажем, что здесь существует равновесие по Нэшу с рав-
новесными выигрышами равными компонентам вектора Шепли.

Рис. 1. Игра G(x0)

В игре G(x0) : N = {1, 2}, P1 = {x0, x2, x4}, P2 = {x1, x3},
P3 = {y1, y2, y3, y4, y5, y6}. h(x0) = (0, 0), h(x1) = (0, 1), h(x2) =
(1, 0), h(x3) = (2, 1), h(x4) = (1, 1), h(x5) = (4, 4), h(y1) = (0, 0),
h(y2) = (0, 0), h(y3) = (1, 2), h(y4) = (2, 2), h(y5) = (3, 2),
h(y6) = h(x5) = (4, 4). Оптимальная кооперативная траектория
(кооперативный путь) x̄ = {x0, x1, x2, x3, x4, x5}.
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x0 x1 x2 x3 x4 x5

V (x; {1}) 0 0 5 4 5 4
V (x; {2}) 0 3 2 4 3 4

V (x; {1, 2}) 15 15 14 13 10 8
Sh(x; {1}) 7,5 6 8,5 6,5 6 4
Sh(x; {2}) 7,5 9 5,5 6,5 4 4

β1(x) = β1(j) 1,5 -2,5 2 0,5 2 4
β2(x) = β2(j) -1,5 3,5 -1 2,5 0 4

Легко увидеть, что в этом случае имеет место неравенство
(19)

m∑
j=k

βi(j) > V (x̄k; {i})

для i ∈ N , и свойство защиты от иррационального поведения (20)
также выполняется:

l∑
j=0

βi(j) + Vi(x̄l+1; {i}) > V (x0; {i}), i = 1, 2, 1 6 l 6 4.
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