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1. Введение 

Сети Петри, как и другие дискретные модели, являются ча-
стным случаем окрестностных систем. В работе предложена ме-
тодика преобразования сетей Петри в окрестностные системы, 
приведены алгоритмы идентификации и управления функцио-
нированием недетерминированной окрестностной системы, по-
лученной на основе сети Петри. 
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2. Понятие окрестностной системы 

Окрестностная система [1] описывается набором 
NGS = (N, X, V, Z, W, X[0]), где: 

1)  N = (A, Ox, Ov) – структура окрестностной системы; 
A = {a1, a2, …, an} – множество узлов; Ox – окрестности связей 
узлов по состояниям; Ov – окрестности связей узлов по управле-
ниям. Для каждого узла ai ∈ A определена своя окрестность по 

состояниям Ox [ai] ⊆ A и управлениям Ov[ai] ⊆ A; Ox = 
n

i 1=
∪  Ox[ai], 

Ov = 
n

i 1=
∪  Ov[ai]; 

2)  X ∈ Rn – вектор состояний окрестностной системы в те-
кущий момент времени; 

3)  V ∈ Rm – вектор управлений окрестностной системы в 
текущий момент времени; 

4)  Z ∈ R n
+  – вектор временных задержек в узлах, где R+ – 

множество неотрицательных действительных чисел; 
5)  W : X

xO  × V
vO  → X – функция пересчета состояний окре-

стностной системы (в общем случае недетерминированная), где 
X

xO  – множество состояний узлов, входящих в окрестность Ox; 
V

vO  – множество управлений узлов, входящих в окрестность Ov; 
6)  X [0] – начальное состояние системы. 
Функция W может быть произвольной, например линейной, 

билинейной, квадратичной, полиномиальной и т.д. В линейном 
случае W можно представить в виде системы линейных уравне-
ний: 

(1) 
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ][ ]

[ ] [ ]
[ ]

,,,,

,,,,1,,1

,

,1 ,

∑

∑ ∑

∈β

+∈ ∈

ββ+

+αα=α+α+

iv

ix ix

atO
iv

atOx atOx
ixix

tvatw

txatwtxatw
 

где Ox[t + 1, ai], Ox[t, ai] – окрестности узла ai по x соответ-
ственно в моменты времени t + 1 и t; Ov[t, ai] – окрестность узла 
ai по v в момент времени t, ai ∈ A, x[t + 1, ai] ∈ Rn, x[t, ai] ∈ Rn – 
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состояния в узле ai системы соответственно в моменты времени 
t + 1 и t, v[t, ai] ∈ Rm – вход в узле ai системы в момент времени t, 
wx[t + 1, ai, α] ∈ Rc×n, wx[t, ai, α] ∈ Rc×n, wv[t, ai, β] ∈ Rc×m – мат-
рицы-параметры. 

Здесь t – номер такта функционирования системы. В на-
чальный момент времени t = 0 блокируются все узлы системы 
ai ∈ A на заданное время zi. Первый такт t = 1 соответствует раз-
блокированию узлов с минимальной временной задержкой 
zk = 

ni ,...,1
min
=

 zi, состояния разблокированных узлов системы пере-

считываются по формуле (1), узлы снова блокируются на задан-
ное время и т.д. 

Модель (1) можно представить в виде: 
(2) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tVtWtXtWtXtW vxx ⋅+⋅=+⋅+ 11 , 
где Wx[t + 1], Wx[t] – матрицы коэффициентов по состояниям в 
моменты времени t + 1 и t соответственно; Wv[t] – матрица ко-
эффициентов по входам в момент времени t. 

Изменяя составляющие общего описания окрестностной 
системы, можно получить различные классы дискретных рас-
пределенных моделей, например, сети Петри, конечные, клеточ-
ные автоматы и т.д. 

3. Методика преобразования сетей Петри в 
окрестностные системы 

3.1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ МАРКИРОВАННЫХ 
СЕТЕЙ ПЕТРИ ОКРЕСТНОСТНЫМИ СИСТЕМАМИ 

Обобщенная маркированная сеть Петри (или просто сеть 
Петри) задается C = (N, m0) [3], где: 

1)  N = (P, T, F) – структура сети Петри C, для которой: 
P = {p1, p2, …, pn} – непустое конечное множество позиций; 
T = {t1, t2, …, tm} – непустое конечное множество переходов 
(P ∩ T = ∅ ); F – множество дуг, разделяется на два подмноже-
ства: {pi, tj} ⊆  P × T и {tj, pi } ⊆  T × P; 

2)  m0 = (m1
0, …, mn

0)T – вектор начальной маркировки сети 
Петри, mi

0 ∈ N0 (i = 1, …, n) – количество фишек в позиции pi до 



 

 

Системный анализ 

 21 

начала функционирования сети Петри. Здесь и далее N0 – мно-
жество натуральных чисел и ноль, т. е. N0 = {0, 1, 2, ..}. 

Покажем, что сеть Петри является динамической окрестно-
стной системой. Поставим в соответствие позициям сети Петри 
P = {p1, p2, …, pn} узлы окрестностной системы 
A = {a1, a2, …, an}. Маркировки позиций сети Петри будут соот-
ветствовать состояниям узлов окрестностной системы, началь-
ная маркировка сети – состоянию окрестностной системы в на-
чальный момент времени: X[0] = m0. На каждый узел ai 
(i = 1, …, n) окрестностной системы в каждый момент времени t 
воздействует управляющий сигнал v[ai, t], определяющий вели-
чину изменения состояния этого узла. [2, 4, 5] 

Все множество связей между узлами A разобьем на m сово-
купностей окрестностей (слоев) O[1], O[2], …, O[m]. В каждый 
k-ый слой (k = 1, …, m) входят все узлы окрестностной системы 
A = {a1, a2, …, an} и часть связей между ними, соответствующая 
k -му переходу сети Петри. Так x[j] ∈ O[k]x[i] и v[j] ∈ O[k]v[i], если 
{pi, tk} ⊆  F и {tk, pj} ⊆  F (i = 1, …, n, j=1, …, n). 

Для каждого k-го слоя окрестностной системы на основа-
нии правил функционирования сети Петри предложена система 
следующей структуры: 
(3) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tVtWtXtWtXtW k

v
k

x
k

x ⋅+⋅=+⋅+ 11 , 
где Wx

k[t + 1], Wx
k[t] – матрицы коэффициентов k-го слоя по со-

стояниям в моменты времени t + 1 и t соответственно; Wv
k[t] – 

матрица коэффициентов k-го слоя по входам в момент време-
ни t. 

В каждый момент времени t = {0, 1, 2, …, q, …} на основа-
нии текущего состояния узлов системы X[t] формируется слу-
чайный вектор D ∈ Rm, состоящий из нулей и одной единицы в 
позиции, соответствующей выбираемому слою k, по уравнениям 
которого происходит пересчет состояний узлов окрестностной 
системы в следующий момент времени t + 1. Таким образом, 
уравнение недетерминированной динамической линейной окре-
стностной системы, моделирующей сеть Петри, будет иметь 
вид: 
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(4) 
].[]][]...[][[
][]][]...[][[

]1[]]1[]...1[]1[[

21

21

21

tVDtWtWtW
tXDtWtWtW

tXDtWtWtW

m
vvv

m
xxx

m
xxx

⋅⋅+

+⋅⋅=

=+⋅⋅+++

 

3.2. АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ ОКРЕСТНОСТНОЙ 
СИСТЕМЫ, МОДЕЛИРУЮЩЕЙ СЕТЬ ПЕТРИ 

Недетерминированная динамическая линейная окрестност-
ная система, моделирующая сеть Петри, описывается системой 
уравнений (4). Особенностью системы является ее разбиение по 
слоям, причем каждому k-му слою соответствует своя система 
уравнений (3). 

Пусть для окрестностной системы, заданной моделью (4), 
для каждого k-го слоя (k = 1, …, m) полностью определен набор 
всех x[ai, t], v[ai, t] в некоторый текущий момент времени t и 
x[ai, t + 1] в следующий момент времени t + 1 (∀ai ∈ A). Таким 
образом, для каждой k-ой системы (3) заданы наборы векторов 
X[t], X[t + 1], V[t]. Исходные данные для идентификации систе-
мы получены в результате функционирования сети Петри. Тре-
буется найти элементы матриц коэффициентов k-го слоя 
Wx

k[t + 1], Wx
k[t], Wv

k[t]. В связи с особенностями полученной 
окрестностной модели, идентификация производится для каж-
дого слоя отдельно. 

В соответствии с [1], приведем систему (3) для каждого k-го 
слоя к виду: 
(5) 0=kk LA , 
где Lk – матрица неизвестных коэффициентов специальной 
структуры k-го слоя. Число неизвестных коэффициентов в мат-
рице Lk равно 3n2. 

Для получения нетривиального решения системы (5) следу-
ет задать часть неизвестных матриц Wx

k[t + 1], Wx
k[t], Wv

k[t], т.е. 
решить задачу смешанной идентификации системы. Необходи-
мое число задаваемых ненулевых элементов [1] равно 3n2 – 3n. 
Тогда (5) примет вид: 
(6) kkk BLA = . 
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Критерий параметрической идентификации имеет вид: 
||AkLk – Bk|| → min, для выполнения которого необходимо найти 
псевдорешение (6): 
(7) ( )yAAEBAL kkkkk ++ −+= , 
где Ak+ – псевдообратная матрица к Ak; E– единичная матрица; 
y– вектор с произвольными элементами соответствующей раз-
мерности. 

Схема алгоритма параметрической идентификации окрест-
ностной системы, полученной на основе сетей Петри, приведена 
на рис.1. 

Идентификация модели (4) дает следующие результаты: 
1. Все матрицы коэффициентов k-го слоя равны между со-

бой: Wx
k[t + 1] = Wx

k[t] = Wv
k[t] = Wk, k = 1, …, m. 

2. Матрица коэффициентов любого слоя в уравнениях сис-
темы совпадает с матрицей смежности этого слоя: Wk = Sk, 
k = 1, …, m. 

3. Вектор V[t] зависит от выбранного слоя: 
V[t] = [R1 R2 … Rm] ⋅ D. 

Тогда уравнение (4) принимает вид: 

(8) 
[ ] [ ]

[ ] [ ] .0)...
1(...

21

21

=⋅−−

−+⋅⋅

DRRRtX
tXDWWW

m

m

 

3.3. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОКРЕСТНОСТНЫХ СИСТЕМ, ПО-
ЛУЧЕННЫХ НА ОСНОВЕ ВРЕМЕННЫХ СЕТЕЙ ПЕТРИ 

Временная сеть Петри Ct определяется как 
Ct = (N, m0, Z, S, S′), где Z = (z1 z2 … zm)T, zk ∈ R+, k = 1, …, m, – 
вектор продолжительности срабатывания переходов (временных 
задержек, блокировок); S = (s1 s2 … sn)T, si ∈ R+, i = 1, …, n, – 
вектор временных или материальных затрат; S′ – суммарное 
значение затрат в текущий момент функционирования сети Пет-
ри; S′0 = 0. 
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да 

Начало 

Ввод [ ]tX , 
[ ]1+tX , [ ]tV , 
известных 

элементов матриц 
k -го слоя 

1=k   

Формирование 
 kkk BAL ,,  

Решение полученной 
СЛАУ kkk BLA =  

Вывод [ ]1+tW k
x , 

[ ]tW k
x , [ ]tW k

v  

1+= kk   

nk >   
нет 

Конец 
 

Рис.1 Схема алгоритма параметрической идентификации 
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Идентификация окрестностной системы, моделирующей 
временную сеть Петри, аналогична идентификации окрестност-
ной системы, приведенной выше для обобщенных сетей Петри. 
Различия проявляются лишь в том, что каждому k-му слою 
(k = 1, …, m) приписывается время его блокировки zk, и уравне-
ние (8) разбивается на два уравнения – в начале и в конце бло-
кировки слоя: 

(9) 
[ ] [ ]

[ ] [ ] ;0)...

1(...

21

21

=⋅−−

−+⋅⋅
−−− DRRRtX

tXDWWW

m

m

 

(10) 
[ ] [ ]

[ ] [ ] .0)...

1(...

21

21

=⋅−−

−+⋅⋅
+++ DRRRtX

tXDWWW

m

m

 

3.4. ПРИМЕР ИДЕНТИФИКАЦИИ ОКРЕСТНОСТНОЙ СИС-
ТЕМЫ, ПОЛУЧЕННОЙ НА ОСНОВЕ СЕТИ ПЕТРИ 

Приведем пример идентификации окрестностной системы, 
полученной на основе конкретной сети Петри. Рассмотрим сеть 
Петри (рис. 2). 

 
Рис.2. Пример сети Петри 

Матрица инциденций данной сети: 



















−
−

−−

=



















−



















=−= −+

100
110
101

011

000
100
100
011

100
010
001
000

RRR . 



 

 

Управление большими системами. Выпуск 24 

 26 

Данной сети Петри соответствуют три совокупности эле-
ментарных окрестностей (слоя). 

1. Первый слой. 
Связи между узлами первого слоя окрестностной системы, 

соответствующего первому переходу сети Петри, показаны на 
рис. 3. 

 
Рис.3. Первый слой окрестностной системы 

Запишем уравнения этого слоя в общем виде. 
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Исходные данные состояний и управлений, необходимые 
для идентификации системы, получим в результате функциони-
рования сети Петри. Приведем систему к виду (6) и найдем ее 
решение. 

После идентификации получаем следующую систему урав-
нений. 
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В матричной форме: 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tVtWtXtWtXtW vxx ⋅+⋅=+⋅+ 111 11 , 

где [ ] [ ] [ ]
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Управление для первого слоя: [ ]
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2. Второй слой. 
Связи между узлами второго слоя окрестностной системы, 

соответствующего второму переходу сети Петри показаны на 
рис. 4. 

Запишем уравнения этого слоя. 
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Рис.4. Второй слой окрестностной системы 

После идентификации получаем следующую систему уравне-
ний. 
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В матричной форме: 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tVtWtXtWtXtW vxx ⋅+⋅=+⋅+ 222 11 , 

где [ ] [ ] [ ]


















====+

1000
0100
0010
0101

1 2222 StWtWtW vxx . 

Управление для второго слоя: [ ]
















−

==

0
1
0
1

2RtV . 

3. Третий слой. 
Связи между узлами третьего слоя окрестностной системы, 

соответствующего третьему переходу сети Петри, показаны на 
рис. 5. 
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Рис.5. Третий слой окрестностной системы 

Запишем уравнения 3-го слоя. 
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После идентификации получаем следующую систему урав-
нений. 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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В матричной форме: 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tVtWtXtWtXtW vxx ⋅+⋅=+⋅+ 333 11 , 

где [ ] [ ] [ ]
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Управление для третьего слоя: [ ]


















−
−

==

1
1
1

0

3RtV . 

4. Алгоритм управления функционированием 
окрестностной системы 

Рассмотрим управление функционированием окрестност-
ной системы, полученной на основе временной сети Петри Ct. 
Управление осуществляется вектором D, единица в котором со-
ответствует слою окрестностной системы. По уравнениям вы-
бранного слоя происходит переход к новым состояниям. 

Вектор D определяется на основании условия активности 
слоя недетерминированной окрестностной системы. Заблокиро-
ванным будем считать слой, в котором в текущий момент вре-
мени выполняется задержка. Активным считается незаблокиро-
ванный слой, для которого выполняется условие 
(11) X[t] ≥ Rj

–
. 

В каждый момент времени может быть активно несколько 
слоев. 

При управлении функционированием недетерминирован-
ной окрестностной системы можно ввести ограничение на коли-
чество активных слоев, которое позволит варьировать недетер-
минированность системы в каждый момент времени t. 

Для недетерминированных окрестностных систем можно 
рассмотреть несколько критериев оптимальности, учитываю-
щих, например, время функционирования производственного 
процесса, общее количество затрат на производство продукции 
и т.д. В данной работе рассмотрим критерий времени функцио-
нирования процесса при ограничении размера затрат: 

(12) ∑
=τ

τ →=
T

zJ
1

min  при [ ]
[ ]

∑ ∑
=τ τ∈

≤
T

кр
Oa

i SaS
i1

, 

где τ – номер такта функционирования системы; O[τ] – активный 
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слой на шаге τ; ai ∈ O[τ] – узлы, входящие в слой; S[ai] – затраты 
в узле ai; Sкр – критическое значение затрат. 

Опишем алгоритм управления функционированием неде-
терминированной окрестностной системы на основе задания 
меры недетерминированности, обеспечивающий минимальное 
значение критерия при максимальном значении недетерминиро-
ванности. Алгоритм основан на построении дерева состояний из 
текущего состояния на заданную глубину. 

1. Каждому k-му слою (k = 1, …, m) окрестностной системы 
сопоставить свой вес (или приоритет) wk ∈ [0, 1] по следующему 
правилу: чем меньше время блокировки слоя zk, тем больше 
приоритет. 

2. Задать глубину дерева G. Задать начальное состояние 
X[0]. Задать меру недетерминированности 1/m ≤ g ≤ 1, где m – 
количество слоев окрестностной системы; t := 0. 

3. Для текущего состояния X[t] найти множество активных 
слоев At в соответствии с условием (11). Если активных слоев 
нет, конец алгоритма. 

4. В соответствии с мерой g найти подмножество Bt множе-
ства At, причем в Bt выбираются слои из At в порядке убывания 
приоритета. 

5. В дерево добавить потомков узла X[t], полученных в ре-
зультате всех комбинаций последовательности функционирова-
ния слоев из множества Bt. Для каждого узла дерева ν найти 
время функционирования tν и величину затрат Sν. Причем, если 
для какого-либо узла дерева Sν > Sкр, то такой узел далее не рас-
сматривается. 

6. В цикле перебирать потомков узла X[t], t := t + 1. Для ка-
ждого из потомков выполнять алгоритм, начиная с пункта 3. 

В построенном дереве ищется путь, для которого Sν ≤ Sкр и 
время функционирования минимально. Найденный путь даст 
оптимальное значение критерия (12) при максимальной мере 
недетерминированности g = 1. При уменьшении меры недетер-
минированности можно получить квазиоптимальное решение, 
при этом существенно снижается время работы алгоритма. 
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5. Заключение 

В работе предложена методика преобразования сетей Петри 
в окрестностные системы, приведены алгоритмы идентифика-
ции и управления функционированием недетерминированной 
окрестностной системы, полученной на основе сети Петри. 

Обратное преобразование окрестностных систем в сети 
Петри возможно только для узкого класса окрестностных сис-
тем с заданными ограничениями. Например, окрестностная сис-
тема, преобразуемая в сеть Петри, должна быть недетерминиро-
ванной, с изменяющимися окрестностными связями в каждый 
момент времени (за исключением частного случая сети Петри с 
одним переходом). 

Следует также отметить, что сети Петри являются удобным 
инструментом для имитационного моделирования параллельных 
процессов. К основным их достоинствам относятся наглядность 
представления и возможность анализа свойств полученной мо-
дели. Однако после проведения анализа свойств и разработки 
адекватной модели сети Петри и перехода к соответствующей 
окрестностной модели можно решать более общие задачи, на-
пример, задачи оптимизации, смешанного управления и т.д. 
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